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ПРОВЕРКА ОЦЕНОК АППРОКСИМАЦИИ ДЛЯ ИЗОПАРАМЕТРИЧЕСКИХ 

ЧЕТЫРЁХУГОЛЬНЫХ ЭЛЕМЕНТОВ 
 

Ключевым шагом для получения оценок ошибки метода конечных элементов (МКЭ) 
является построение оценок для ошибки интерполяции на каждом элементе. Как известно 
(см. [1,2]), в простейшем случае (т.е. если коэффициенты матрицы жесткости и вектора 
нагрузок вычислены точно, вычислительная область hΩ  совпадает с исходной областью Ω , 
главные краевые условия точно аппроксимируются и решение достаточно гладкое) ошибку 
метода конечных элементов в энергетической норме 

Ε
⋅  можно оценить следующим образом 
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где u - точное решение задачи, hu - МКЭ решение и u∏ - проекция u  в пространство 
конечных элементов. Оценку ошибки интерполяции на каждом элементе можно свести к 
нахождению оценки ошибки на базисном элементе и формулированию условий, 
гарантирующих сохранение этой оценки на реальном элементе. 
 Оценка ошибки интерполяции на каждом элементе сводится к оценке ошибки на 
базисном элементе, если выполняются условия квазиоднородности (масштабирования). Для 
криволинейных элементов высоких порядков условия квазиоднородности были рассмотрены 
в [2-4] для симплициальных, и в [2-5] для элементов, ассоциированных с кубом. 
 В данной работе излагается простой способ масштабирования криволинейных 
элементов ассоциированных с кубом. Оказываются более простыми как условия 
квазиоднородности, как и доказательство с их использованием оценок ошибки 
интерполяции. 

Определим множество функций kkk PPQ ⊗= , где kP  - множество полиномов степени 
Nk ∈ , кроме того, рассмотрим множество мультииндексов длины k , ( ) ( ){ }kkK ,0,0,= . Тогда 
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такая, что 
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где u  - класс эквивалентности элемента u , 
Q
⋅ - естественная норма в фактор-

пространстве. Из этого следует, что полунорма  [ ] { },max
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рассматриваемом фактор-пространстве, и она эквивалентна исходной норме. 
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 На базисном элементе ( )20 1,1−=τ  рассмотрим оператор интерполяции на kQ . 

Обозначим его ∏̂ , тогда можно доказать, что [ ]
0

0
,2,1
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ˆˆˆˆ τ

τ
+≤∏− kuCuu . На реальном 

элементе τ , эквивалентном 0τ  посредством билинейного отображения X , оператор 

интерполяции ∏  определяется условием uu ˆˆ)( ^ ∏=∏ . При достаточно общих 
предположениях, с помощью (1) можно получить, что 
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. В этом случае ошибка интерполяции 

будет порядка )( khO , где h - любая геометрическая характеристика реального элемента. 
 Предположим, что у нас есть элемент τ  порядка k  с криволинейными сторонами,  
который эквивалентен базисному посредством отображения X . Предположим, что это 
отображение можно представить в виде 

,ZYX o=  (3) 

где отображение 1−Y  спрямляет стороны элемента τ  и переводит его в элемент τ~ , а 
отображение ττ ~: 0 →Z  является билинейным. Тогда если все производные отображений Y  
и 1−Y  до порядка 1+k  включительно ограниченные некоторой константой C , независящей 
от h , то ошибку интерполяции на этом элементе с помощью (2) можно оценить как 
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 До данной работы (насколько известно авторам) оценки ошибки интерполяции с 
помощью факторизации отображения в базисный элемент вида (3) были получены только 
для случая, когда отображение Z  аффинное. Главные преимущества этого подхода это то, 
что для справедливости оценок необходимы только условия квазиоднородности для 
билинейных элементов (они хорошо известны, [4]) и гладкость отображений Y  и 1−Y , 
которую легко удовлетворить. 
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