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pREDISLOWIE

fIZIKA | KOLI^ESTWENNAQ NAUKA, OSNOWANNAQ NA IZMERENIQH I WY^ISLENIQH. sUTX TOGO

ILI INOGO FIZI^ESKOGO QWLENIQ MOVET BYTX POZNANA DOSTATO^NO GLUBOKO LI[X POSLE USTA-

NOWLENIQ KOLI^ESTWENNYH SWQZEJ MEVDU HARAKTERIZU@]IMI EGO FIZI^ESKIMI WELI^INAMI.

a \TO OZNA^AET, ^TO PRI OPISANII FIZI^ESKIH QWLENIJ NEWOZMOVNO OBOJTISX BEZ MATEMA-

TI^ESKOGO QZYKA, KOTORYJ TOLXKO I POZWOLQET NAHODITX TREBUEMYE KOLI^ESTWENNYE SWQ-

ZI. bOLEE TOGO, MNOGIE RAZDELY MATEMATIKI RAZWIWALISX W OTWET NA ZAPROSY FIZI^ESKOJ

NAUKI, W PERWU@ O^EREDX MEHANIKI. nEDAROM W SOWREMENNOJ KLASSIFIKACII NAUK DO SIH

POR ISPOLXZUETSQ OB_EDINQ@]IJ TERMIN "FIZIKO-MATEMATI^ESKIE NAUKI", A SOZDATELQ-

MI OSNOW KLASSI^ESKOGO MATEMATI^ESKOGO ANALIZA | DIFFERENCIALXNOGO I INTEGRALXNOGO

IS^ISLENIQ | QWILISX WYDA@]IESQ KLASSIKI FIZI^ESKOJ NAUKI i.nX@TON (1643-1727) I

g.lEJBNIC (1646-1716).

pERE^ISLENNYE OBSTOQTELXSTWA DELA@T NEOBHODIMYM ISPOLXZOWANIE OSNOW "WYS[EJ"

MATEMATIKI (T.E. DIFFERENCIALXNOGO I INTEGRALXNOGO IS^ISLENIQ) DAVE PRI IZU^ENII

OB]EGO KURSA FIZIKI, I TEM BOLEE PRI IZU^ENII SPECIALIZIROWANNYH FIZI^ESKIH KUR-

SOW. |TO OSOBENNO WAVNO DLQ STUDENTOW FIZI^ESKIH FAKULXTETOW. oDNAKO, POSKOLXKU KAK

PRAWILO KURSY MATEMATIKI I OB]EJ FIZIKI ^ITA@TSQ PARALLELXNO, MATEMATI^ESKIH ZNA-

NIJ STUDENTOW POD^AS NEHWATAET DLQ PONIMANIQ NEKOTORYH RAZDELOW KURSA FIZIKI, ^TO

PREPQTSTWUET EGO DOSTATO^NO GLUBOKOMU USWOENI@. cELX NASTOQ]EGO U^EBNOGO POSOBIQ |

DATX MINIMUM MATEMATI^ESKIH SWEDENIJ, NEOBHODIMYH DLQ USWOENIQ NA^ALXNYH RAZDELOW

KURSA FIZIKI, TAKIH, KAK KLASSI^ESKAQ MEHANIKA, TERMODINAMIKA, MOLEKULQRNAQ FIZIKA,

\LEKTRI^ESKIE I MAGNITNYE QWLENIQ, A TAKVE NAU^ITX STUDENTOW ISPOLXZOWATX \TI

SWEDENIQ DLQ RE[ENIQ FIZI^ESKIH ZADA^. oSNOWNYE PONQTIQ KLASSI^ESKOGO MATE-

MATI^ESKOGO ANALIZA PROSTY I NAGLQDNY W SWOEJ OSNOWE I ADEKWATNO OTOBRAVA@T SWOJ-

STWA REALXNYH FIZI^ESKIH WELI^IN. aWTOR UBEVDEN, ^TO L@BOJ DOBROSOWESTNYJ STUDENT

SO SREDNIMI SPOSOBNOSTQMI W SOSTOQNII NAU^ITXSQ ISPOLXZOWATX MATEMATI^ESKIE PONQTIQ

DLQ ANALIZA FIZI^ESKIH QWLENIJ. tRUDNOSTI, KOTORYE WOZNIKA@T NA \TOM PUTI, ^A]E WSEGO

BYWA@T SWQZANY S PROBELAMI W PONIMANII NEKOTORYH PROSTYH W SWOEJ OSNOWE WE]EJ. iNOG-

DA \TO PROISHODIT IZ-ZA IZLOVENIQ MATEMATI^ESKIH POLOVENIJ NA SLI[KOM FORMALXNOM

"STROGOM" UROWNE, ZATEMNQ@]EM SUTX DELA I WYZYWA@]EM U U^A]EGOSQ SINDROM BOQZNI

MATEMATIKI.

pREDLAGAEMOE U^EBNOE POSOBIE, RAZUMEETSQ, NE MOVET SLUVITX ZAMENOJ U^EBNIKAM I

U^EBNYM POSOBIQM PO WYS[EJ MATEMATIKE. w NEM NET DOKAZATELXSTW MATEMATI^ESKIH TEO-

REM, WSE FORMULIRUEMYE POLOVENIQ POQSNQ@TSQ KAK PRAWILO NA POLUINTUITIWNOM UROWNE,

LIBO DELA@TSQ OTSYLKI K MATEMATI^ESKOJ LITERATURE. w TO VE WREMQ KAVDYJ RAZDEL

SODERVIT ZNA^ITELXNOE ^ISLO PRIMEROW I ZADA^, W TOM ^ISLE I FIZI^ESKOGO HARAKTERA,

NEOBHODIMYH DLQ PRAKTI^ESKOGO OSWOENIQ OBSUVDAEMYH PONQTIJ I METODOW. rE[ENIE \TIH

ZADA^ ABSOL@TNO NEOBHODIMO DLQ OWLADENIQ IZLOVENNYMI W POSOBII PROSTEJ[IMI MA-

TEMATI^ESKIMI PRIEMAMI, ISPOLXZUEMYMI W FIZIKE. w KA^ESTWE NA^ALXNOGO BAGAVA DLQ

ISPOLXZOWANIQ NASTOQ]EGO POSOBIQ DOSTATO^NO TEH SWEDENIJ PO MATEMATIKE, KOTORYE DA-

@TSQ W BOLX[INSTWE SREDNIH [KOL.
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1 |LEMENTY WEKTORNOJ ALGEBRY

> mY POZNAKOMIMSQ S OSNOWNYMI PONQTIQMI WEKTORNOJ ALGEBRY W OSNOWNOM PRIMENITELX-

NO K TREHMERNOMU PROSTRANSTWU, W KOTOROM WYPOLNQETSQ GEOMETRIQ eWKLIDA, IZWESTNAQ IZ

[KOLXNOGO KURSA (W \TOJ GEOMETRII1 SUMMA UGLOW TREUGOLXNIKA RAWNA 180� ILI, W RADI-

ANNOJ MERE, �, WYPOLNQETSQ TEOREMA pIFAGORA, PARALLELXNYE PRQMYE NE PERESEKA@TSQ I

T.D.).

sKALQRY I WEKTORY | \TO MATEMATI^ESKIE WELI^INY, ABSTRAKCII, OTRAVA@]IE OB-

]IE SWOJSTWA REALXNYH FIZI^ESKIH WELI^IN| TAKIH, KAK MASSA, PLOTNOSTX, SILA, SKOROSTX

I DR. sKALQRNOJ FIZI^ESKOJ WELI^INOJ NAZYWAETSQ TAKAQ WELI^INA, KOTORAQ ZADAETSQ

TOLXKO SWOIM ^ISLENNYM ZNA^ENIEM (W SOOTWETSTWU@]IH EDINICAH). tAKOWY MASSA, PLOT-

NOSTX, TEMPERATURA I MNOGIE DRUGIE WELI^INY. wEKTORNOJ FIZI^ESKOJ WELI^INOJ

A NAZYWAETSQ TAKAQ WELI^INA, DLQ ZADANIQ KOTOROJ KROME ^ISLENNOGO ZNA^ENIQ NUVNO

OPREDELITX TAKVE NAPRAWLENIE W PROSTRANSTWE. nAGLQDNYM OBRAZOM WEKTORNOJ WELI^I-

NY MOVET SLUVITX NAPRAWLENNYJ OTREZOK, "STRELKA" (RIS. 1.1). tAKOWY SILA, SKOROSTX,

RADIUS-WEKTOR NEKOTOROJ TO^KI, OTLOVENNYJ IZ WYBRANNOGO NA^ALA OTS^ETA, I DRUGIE ANA-

LOGI^NYE WELI^INY. ~ISLENNOE ZNA^ENIE (DLINA, ILI MODULX) jAj = A � 0 DEJSTWITELXNO-

GO (NE KOMPLEKSNOGO) WEKTORA MOVET BYTX POLOVITELXNYM ^ISLOM ILI NULEM. nAPRAWLENIE

NULEWOGO WEKTORA NE OPREDELENO. mY BUDEM IZU^ATX PREIMU]ESTWENNO SWOBODNYE WEKTORY,

TO^KA PRILOVENIQ KOTORYH NE OPREDELENA (IH MOVNO PEREME]ATX PROIZWOLXNYM OBRAZOM

PARALLELXNO SAMIM SEBE). nO NE WSE WEKTORY OBLADA@T TAKIM SWOJSTWOM. nAPRIMER, SILA

F BYWAET PRILOVENA K OPREDELENNOJ ^ASTICE (MATERIALXNOJ TO^KE) ILI K OPREDELENNOJ

TO^KE TWERDOGO TELA.
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rIS. 1.2.

wEKTORY SKLADYWA@TSQ PO PRAWILU PARALLELOGRAMMA. |TO OZNA^AET, ^TO SUMMA DWUH

WEKTOROW A+B RAWNA TRETXEMU WEKTORU C, KOTORYJ IZOBRAVAETSQ DIAGONALX@ PARALLE-

LOGRAMMA, POSTROENNOGO NA WEKTORAH A I B. pO-DRUGOMU MOVNO SKAZATX, ^TO WEKTOR C

OBRAZUET TRETX@ STORONU TREUGOLXNIKA, DWUMQ STORONAMI KOTOROGO QWLQ@TSQ WEKTORY A

I B (RIS. 1.2). |TO PRAWILO LEGKO OBOB]AETSQ NA SUMMU L@BOGO ^ISLA WEKTOROW: NA^ALO

KAVDOGO POSLEDU@]EGO WEKTORA "PRISTRAIWAETSQ" K KONCU PREDYDU]EGO, W REZULXTATE ^EGO

POLU^AETSQ NEKOTORAQ PROSTRANSTWENNAQ KONSTRUKCIQ, WOOB]E GOWORQ, DOSTATO^NO SLOVNAQ.

sUMMARNYJ WEKTOR IZOBRAVAETSQ STRELKOJ, NA^ALO KOTOROJ SOWPADAET S NA^ALOM PERWOGO

WEKTORA SUMMY, A KONEC | S KONCOM POSLEDNEGO WEKTORA. oT PORQDKA SLAGAEMYH SUMMA

1iZ KURSA FIZIKI WY UZNAETE, ^TO GEOMETRIQ eWKLIDA SPRAWEDLIWA LI[X DLQ OGRANI^ENNYH OBLASTEJ

PROSTRANSTWA.w OKRESTNOSTQH KOMPAKTNYH TEL BOLX[OJ MASSY ILI NA RASSTOQNIQH, SRAWNIMYH S RAZMEROM

mETAGALAKTIKI, GEOMETRIQ STANOWITSQ BOLEE SLOVNOJ.
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WEKTOROW NE ZAWISIT. kAK I W SLU^AE SKALQROW, SKLADYWATX MOVNO TOLXKO WEKTORY ODINA-

KOWOJ RAZMERNOSTI.

pROEKCIEJ Ax WEKTORA NA OSX NAZYWAETSQ DLINA OTREZKA, KOTORYJ OTSEKA@T NA OSI

DWA PERPENDIKULQRA, OPU]ENNYE IZ NA^ALA I KONCA WEKTORA NA OSX (RIS. 1.3). |TA DLINA

BERETSQ SO ZNAKOM PL@S, ESLI NAPRAWLENIE PROEKCII OT NA^ALA K KONCU WEKTORA SOWPA-

DAET S NAPRAWLENIEM OSI, I SO ZNAKOM MINUS W PROTIWOPOLOVNOM SLU^AE. pOSKOLXKU MY

RASSMATRIWAEM SWOBODNYE WEKTORY, WSEGDA MOVNO SOWMESTITX NA^ALO WEKTORA S NEKOTOROJ

TO^KOJ NA OSI. iZ RIS. 1.3 O^EWIDNO, ^TO PROEKCIQ WEKTORA NA OSX RAWNA DLINE WEKTORA,

UMNOVENNOJ NA KOSINUS UGLA MEVDU NAPRAWLENIQMI WEKTORA I OSI:

Ax = A cos(A; 0x): (1.1)

pROIZWEDENIEM SKALQRA NA WEKTOR sA NAZYWAETSQ WEKTOR B, DLINA KOTOROGO RAWNA

PROIZWEDENI@ DLINY WEKTORA A NA MODULX SKALQRA jsj, A NAPRAWLENIE SOWPADAET S NAPRAW-
LENIEM WEKTORA A PRI s > 0 I PROTIWOPOLOVNO EMU PRI s < 0: B = sA.

-
0 x

��
��

��
��
�*

A

��
��

��
��
�*

A

Ax

rIS. 1.3.

-

6

e2

e3

0 x2

x3

�
�

�
��

�
�	e1

x1

�
�
�
�
�
�
���

r

M

rIS. 1.4.

wYBEREM W TREHMERNOM PROSTRANSTWE PRQMOUGOLXNU@ DEKARTOWU SISTEMU KOORDINAT, NA

OSQH KOTOROJ BUDEM OTKLADYWATX KOORDINATY x1; x2; x3 (UNIFICIROWANNOE OBOZNA^ENIE DLQ

x; y; z). oPREDELIM BAZISNYE WEKTORY e1; e2; e3 EDINI^NOJ DLINY (ORTY), UKAZYWA@]IE

NAPRAWLENIQ WYBRANNYH OSEJ (RIS. 1.4). oPREDELIM TAKVE PROEKCII A1; A2; A3 PROIZWOLX-

NOGO WEKTORAA NA KOORDINATNYE OSI. eSLI TEPERX SOSTAWITX TRI WEKTORA A1e1; A2e2; A3e3,

TO IH SUMMA SOGLASNO PRIWEDENNOMU WY[E PRAWILU SUMMIROWANIQ WEKTOROW KAK RAZ SOSTA-

WIT ISHODNYJ WEKTOR (RIS. 1.5):

A = A1e1 + A2e2 + A3e3: (1.2)

mY POLU^ILI RAZLOVENIE PROIZWOLXNOGO WEKTORA PO ORTAM WYBRANNOGO BAZISA. o^ENX WAV-

NYM ^ASTNYM SLU^AEM QWLQETSQ RAZLOVENIE RADIUSA-WEKTORA:

r = x1e1 + x2e2 + x3e3: (1.3)

pEREJDEM TEPERX K RAZLI^NYM SPOSOBAM UMNOVENIQ WEKTOROW. oPREDELIM SKALQRNOE

PROIZWEDENIE DWUH WEKTOROWA�B KAK SKALQR, RAWNYJ PROIZWEDENI@ IH DLIN NA KOSINUS

UGLA MEVDU NIMI:

A�B = AB cos(A;B): (1.4)
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sKALQRNOE PROIZWEDENIE NE ZAWISIT OT PORQDKA SOMNOVITELEJ: A�B = B�A. iZ OPREDELE-

NIQ SKALQRNOGO PROIZWEDENIQ SLEDUET, ^TO PROEKCI@ WEKTORA NA L@BU@ OSX MOVNO ZAPISATX

W WIDE EGO SKALQRNOGO PROIZWEDENIQ NA ORT \TOJ OSI: Ai = A�ei. uSLOWIEM PERPENDIKULQR-

NOSTI DWUH WEKTOROW QWLQETSQ RAWENSTWO NUL@ IH SKALQRNOGO PROIZWEDENIQ: A�B = 0.

sKALQRNOE PROIZWEDENIE WEKTORA NA SAMOGO SEBQ RAWNO KWADRATU EGO DLINY: A�A = A2.

wY^ISLIM SKALQRNYE PROIZWEDENIQ BAZISNYH ORTOW. pOSKOLXKU ORTY WZAIMNO PERPEN-

DIKULQRNY, TO cos(ei; ek) = 0, ESLI i 6= k; i; k = 1; 2; 3. k TOMU VE e1 = e2 = e3 = 1. tAKIM

OBRAZOM, SOGLASNO (1.3)

ei�ek =

(
1; ESLI i = k

0; ESLI i 6= k
(1.5)

wELI^INA, STOQ]AQ W PRAWOJ ^ASTI PREDYDU]EGO RAWENSTWA, WOZNIKAET O^ENX ^ASTO, PO\-

TOMU ONA POLU^ILA SOBSTWENNOE IMQ | SIMWOL kRONEKERA:

�ik = �ki =

(
1; ESLI i = k

0; ESLI i 6= k

)
; GDE i; k = 1; 2; : : : (1.6)

tEPERX NETRUDNO, POLXZUQSX RAZLOVENIEM (1.3), REZULXTATOM (1.4) I OPREDELENIEM (1.5),

ZAPISATX SKALQRNOE PROIZWEDENIE DWUH PROIZWOLXNYH WEKTOROW ^EREZ IH DEKARTOWY KOMPO-

NENTY:

A�B =
3X

i=1

Aiei�
3X

k=1

Bkek =
X
i;k

AiBkei�ek =
X
i;k

AiBk�ik =
3X

i=1

AiBi = A1B1 + A2B2 + A3B3:

(1.7)

oBRA]AEM WNIMANIE ^ITATELQ NA TO, ^TO POD ZNAKOM SUMMY SIMWOL kRONEKERA "SNIMAET"

SUMMIROWANIE PO ODNOMU IZ SWOIH ZNA^KOW. zAPISX STANOWITSQ BOLEE KOMPAKTNOJ, ESLI

PRINQTX PRAWILO SUMMIROWANIQ PO POWTORQ@]EMUSQ ZNA^KU:

A�B = AiBi �
3X

i=1

AiBi:

pRIWEDEM DWA PRIMERA ISPOLXZOWANIQ SKALQRNOGO PROIZWEDENIQ W FIZIKE. |LEMENTARNAQ

RABOTA dR, PROIZWODIMAQ SILOJ F PRI MALOM PEREME]ENII dr = e1dx1 + e2dx2 + e3dx3
MATERIALXNOJ TO^KI, ZAPISYWAETSQ W WIDE

dR = F �dr: (1.8)

iZMENENIE KINETI^ESKOJ \NERGII T TOJ VE MATERIALXNOJ TO^KI W EDINICU WREMENI POLU-

^ITSQ DELENIEM \LEMENTARNOJ RABOTY NA MALYJ PROMEVUTOK WREMENI dt :

dT

dt
=
dR

dt
= F �v; (1.9)

GDE v = dr=dt | SKOROSTX MATERIALXNOJ TO^KI.

pRIMER 1.1 w TREHMERNOJ CILINDRI^ESKOJ SISTEME KOORDINAT POLOVENIE TO^KI M

ZADAETSQ TREMQ ^ISLAMI (�; '; z), GDE KOORDINATA z SOWPADAET S SOOTWETSTWU@]EJ DE-

KARTOWOJ KOORDINATOJ, � | DLINA DWUMERNOGO WEKTORA, SOEDINQ@]EGO OSX 0z S TO^KOJ
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M , ' | UGOL MEVDU PROEKCIEJ WEKTORA ~� NA PLOSKOSTX x0y I OSX@ 0x. tREBUETSQ: A) WY-

RAZITX CILINDRI^ESKIE KOORDINATY ^EREZ DEKARTOWY; B) POSTROITX W TO^KEM BAZISNYE

CILINDRI^ESKIE ORTY e�; e'; ez I WYRAZITX IH ^EREZ DEKARTOWY ORTY, RASSMOTRENNYE

WY[E. kAVDYJ BAZISNYJ ORT DOLVEN OPREDELQTX NAPRAWLENIE, W KOTOROM UWELI^IWAET-

SQ ODNOIMENNAQ S NIM KOORDINATA PRI NEIZMENNYH ZNA^ENIQH DWUH DRUGIH KOORDINAT.

rE[ENIE. kOORDINATA z I ORT ez NI^EM NE OTLI^A@TSQ OT SOOTWETSTWU@]IH DEKARTO-

WYH WELI^IN. w ^ASTNOSTI, NAPRAWLENIE ORTA ez ODINAKOWO WO WSEH TO^KAH PROSTRANSTWA.

oSTALXNYE DWE KOORDINATY I SOOTWETSTWU@]IE ORTY PRINADLEVAT PLOSKOSTQM, PERPEN-

DIKULQRNYM OSI 0z. iZOBRAZIM IH NA RIS. 1.6. lINII, WDOLX KOTORYH IZMENQETSQ ' |

OKRUVNOSTI, KOORDINATNYE LINII � | LU^I. iZ RISUNKA NAHODIM:

� =
q
x2 + y2; ' = arctan(y=x): (1.10)

pROECIRUQ ORTY e�; e' NA OSI 0x; 0y, POLU^AEM:

e� = ex cos'+ ey sin'; e' = �ex sin'+ ey cos': (1.11)

oBRA]AEM WNIMANIE NA TO, ^TO NAPRAWLENIQ ORTOW e�; e' MENQ@TSQ OT TO^KI K TO^KE,

TOGDA KAK DEKARTOWY ORTY WS@DU ODINAKOWY.

pRIMER 1.2 w TREHMERNOJ SFERI^ESKOJ SISTEME KOORDINAT POLOVENIE TO^KI M ZA-

DAETSQ TREMQ ^ISLAMI (r; #; '), GDE KOORDINATA r PREDSTAWLQET SOBOJ RASSTOQNIE OT

TO^KI DO NA^ALA KOORDINAT, # | UGOL MEVDU RADIUSOM-WEKTOROM I OSX@ 0z, ' | UGOL

MEVDU PROEKCIEJ RADIUSA-WEKTORA NA PLOSKOSTX x0y I OSX@ 0x. tREBUETSQ: A) WYRAZITX
SFERI^ESKIE KOORDINATY ^EREZ DEKARTOWY; B) POSTROITX W TO^KE M BAZISNYE SFERI^ES-

KIE ORTY er; e'; e# I WYRAZITX IH ^EREZ DEKARTOWY ORTY.

rE[ENIE. rISUEM KOORDINATNYE LINII SFERI^ESKOJ SISTEMY (LU^I, ISHODQ]IE IZ NA^ALA

KOORDINAT, NA KOTORYH # = const; ' = const; OKRUVNOSTI S OB]IM CENTROM W NA^ALE

KOORDINAT, PROHODQ]IE ^EREZ OSX 0z, NA KOTORYH r = const; ' = const; OKRUVNOSTI S

CENTRAMI NA OSI 0z W PLOSKOSTQH, PERPENDIKULQRNYH \TOJ OSI, NA KOTORYH r = const; # =

const, RIS. 1.7). dEJSTWUQ, KAK W PREDYDU]EM PRIMERE, NAHODIM:

r =
q
x2 + y2 + z2; # = arccos

zp
x2 + y2 + z2

; ' = arctan
y

x
; (1.12)

er = ex sin# cos'+ ey sin# sin'+ ez cos #;

e# = ex cos# cos'+ ey cos# sin'� ez sin#; (1.13)

e' = �ex sin'+ ey cos':

pRI PROECIROWANII er; e# NA OSI 0x; 0y SLEDUET SNA^ALA NAJTI SOSTAWLQ@]IE \TIH WEKTO-

ROW W PLOSKOSTI x0y, T.E. SPROECIROWATX IH NA \TU PLOSKOSTX, A POSLE \TOGO PROECIROWATX

NA OSI.

kROME SKALQRNOGO (WNUTRENNEGO) IZ DWUH WEKTOROW MOVNO SOSTAWITX WEKTORNOE (WNE[-

NEE) PROIZWEDENIE. pO OPREDELENI@, WEKTORNYM PROIZWEDENIEM A�B NAZYWAETSQ WEK-

TOR C, DLINA KOTOROGO C = AB sin(A;B) � 0, A NAPRAWLENIE PERPENDIKULQRNO PLOSKOSTI
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WEKTOROW A;B I OPREDELQETSQ PRAWILOM PRAWOGO WINTA, T.E. WEKTOR C NAPRAWLEN PO

DWIVENI@ WINTA S OBY^NOJ PRAWOJ NAREZKOJ, ESLI EGO POWORA^IWATX PO ^ASOWOJ STRELKE OT

A K B. aBSOL@TNAQ WELI^INA WEKTORNOGO PROIZWEDENIQ RAWNA PLO]ADI PARALLELOGRAMMA,

POSTROENNOGO NA WEKTORAH A;B. oBRA]AEM WNIMANIE ^ITATELQ NA TO, ^TO WEKTORY, PO-

LU^A@]IESQ KAK WEKTORNYE PROIZWEDENIQ, OTLI^A@TSQ OT OBY^NYH WEKTOROW, TAKIH, KAK

RADIUS-WEKTOR r ILI SKOROSTX v, TEM, ^TO IH NAPRAWLENIE OPREDELQETSQ PO SOGLA[ENI@

(MOVNO BYLO BY PRINQTX PRAWILO LEWOGO WINTA, I PROWERQEMYE NA OPYTE SLEDSTWIQ TA-

KOGO WYBORA NE IZMENILISX BY). fAKTI^ESKI WEKTORNOE PROIZWEDENIE ZADAET TOLXKO OSX,

WDOLX KOTOROJ WEKTOR MOVNO RASPOLOVITX W L@BU@ STORONU. tAKIE WEKTORY NAZYWA@TSQ

AKSIALXNYMI. iH BOLEE STROGOE OPREDELENIE BUDET DANO W RAZDELE O TENZORAH.

sOGLASNO OPREDELENI@ WEKTORNOGO PROIZWEDENIQ, PERESTANOWKA SOMNOVITELEJ MENQET

ZNAK:

A�B = �B �A: (1.14)

uSLOWIE PARALLELXNOSTI DWUH WEKTOROW MOVNO ZAPISATX KAK RAWENSTWO NUL@ IH WEKTORNOGO

PROIZWEDENIQ: A � B = 0; W ^ASTNOSTI, A � A = 0. lEGKO SOOBRAZITX, ^TO WEKTORNYE

PROIZWEDENIQ DEKARTOWYH ORTOW PRAWOJ SISTEMY KOORDINAT POD^INQ@TSQ PRAWILAM

ei � ek = el; (1.15)

GDE ^ISLA i; k; l OBRAZU@T POSLEDOWATELXNOSTX 1,2,3 ILI L@BU@ IH PERESTANOWKU, NE MENQ@-

]U@ PORQDOK SLEDOWANIQ (A PRI IZMENENII PORQDKA WOZNIKAET ZNAK MINUS). |TO POZWOLQET

WYRAZITX WEKTORNOE PROIZWEDENIE ^EREZ KOMPONENTY WEKTOROW-SOMNOVITELEJ:

A�B = (A1e1 + A2e2 + A3e3)� (B1e1 +B2e2 +B3e3)

= (A2B3 � A3B2)e1 + (A3B1 � A1B3)e2 + (A1B2 � A2B1)e3: (1.16)

zAPISX KOMPONENTOW WEKTORNOGO PROIZWEDENIQ STANOWITSQ BOLEE KOMPAKTNOJ, ESLI ISPOLX-

ZOWATX MNOGOKOMPONENTNU@ WELI^INU ("TENZOR") S TREMQ INDEKSAMI,2 eikl, SHODNU@ S SIM-

WOLOM kRONEKERA I OPREDELQEMU@ USLOWIQMI:

e123 = e231 = e312 = �e213 = �e321 = �e132 = 1;

eikl = 0 PRI WSEH PRO^IH SO^ETANIQH ZNA^KOW: (1.17)

oPREDELENIE TENZORA eikl LEGKO ZAPOMNITX: EGO KOMPONENTY RAWNY +1 PRI "PRAWILXNOM"

SO^ETANII ZNA^KOW 1,2,3 I RAWNY �1 PRI IH "NEPRAWILXNOM" SO^ETANII. eSLI VE HOTQ BY

DWA ZNA^KA SOWPADA@T, TO SOOTWETSTWU@]IJ KOMPONENT OBRA]AETSQ W NULX. kOMPONENTY

WEKTORNOGO PROIZWEDENIQ ZAPISYWA@TSQ W WIDE

[A�B]i = eiklAkBl (1.18)

(SUMMY PO POWTORQ@]IMSQ ZNA^KAM k; l!).

pRIMEROM WEKTORNOGO PROIZWEDENIQ MOVET SLUVITX MOMENT IMPULXSA ^ASTICY OTNO-

SITELXNO NA^ALA OTS^ETA SISTEMY KOORDINAT:

M = r � p;
2eGO INOGDA NAZYWA@T SIMWOLOM lEWI-~IWITY, ILI EDINI^NYM ANTISIMMETRI^NYM TENZOROM III RANGA.
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GDE r | RADIUS-WEKTOR, p | IMPULXS ^ASTICY.

rASSMOTRIM TEPERX PROIZWEDENIQ TREH WEKTOROW. iMEETSQ TRI KA^ESTWENNO RAZLI^NYE

WOZMOVNOSTI. pROIZWEDENIE (A�B)C SWODITSQ K PROIZWEDENI@ SKALQRA NA WEKTOR, RASSMOT-

RENNOMU WY[E, I QWLQETSQ WEKTOROM. sME[ANNOE PROIZWEDENIE [A�B]�C PREDSTAWLQET

SOBOJ SKALQR, T.E. WELI^INU, NE IME@]U@ NAPRAWLENIQ3. nETRUDNO PONQTX EGO GEOMETRI-

^ESKIJ SMYSL. sME[ANNOE PROIZWEDENIE RAWNO OB_EMU PARALLELEPIPEDA, POSTROENNOGO NA

WEKTORAH A;B;C, WZQTOMU SO ZNAKOM PL@S, ESLI UKAZANNAQ TROJKA WEKTOROW | PRAWAQ, I

SO ZNAKOM MINUS, ESLI ONA LEWAQ. oTS@DA WYTEKAET WOZMOVNOSTX KRUGOWOJ PERESTANOWKI

SOMNOVITELEJ BEZ IZMENENIQ WELI^INY SME[ANNOGO PROIZWEDENIQ:

[A�B]�C = [C �A]�B = [B �C]�A: (1.19)

w \TIH TREH WYRAVENIQH RAZLI^NY TOLXKO GRANI, PRINIMAEMYE ZA OSNOWANIE PARALLELE-

PIPEDA, A EGO OB_EM OSTAETSQ NEIZMENNYM. eSLI VE PORQDOK PERESTANOWKI NARU[AETSQ, TO

WOZNIKAET ZNAK MINUS. sME[ANNOE PROIZWEDENIE RAWNO NUL@, ESLI WEKTORY KOMPLANARNY,

T.E. WSE TRI WEKTORA, ESLI SOWMESTITX IH NA^ALA, RASPOLAGA@TSQ W ODNOJ PLOSKOSTI. w

^ASTNOSTI, SME[ANNOE PROIZWEDENIE OBRA]AETSQ W NULX, ESLI DWA WEKTORA ODINAKOWY.

dWOJNOE WEKTORNOE PROIZWEDENIE A � [B � C] PREDSTAWLQET SOBOJ WEKTOR. oNO

DOPUSKAET TOLXKO PERESTANOWKU SOMNOVITELEJ WNUTRI KAVDOGO IZ DWUH WEKTORNYH PROIZWE-

DENIJ, I KAVDAQ TAKAQ PERESTANOWKA WNOSIT ZNAK MINUS. pERESTANOWKA WEKTORA A S L@BYM

IZ WEKTOROW B I C NEDOPUSTIMA. nO MOVNO RAZLOVITX DWOJNOE WEKTORNOE PROIZWEDENIE PO

WHODQ]IM W NEGO WEKTORAM, ISPOLXZOWAW IH W KA^ESTWE BAZISNYH. o^EWIDNO, ^TO TAKOWYMI

MOGUT WYSTUPATX LI[X B I C, TAK KAK PROEKCIQ DWOJNOGO WEKTORNOGO PROIZWEDENIQ NA A

RAWNA NUL@. w SOOTWETSTWII S IZLOVENNYM ZAPI[EM

A� [B �C] = pB + qC; (1.20)

GDE p I q | NEKOTORYE NEIZWESTNYE SKALQRY, I POPYTAEMSQ IH OPREDELITX. pOSKOLXKU W

KAVDOM SLAGAEMOM NEOBHODIMO PRISUTSTWIE WSEH TREH WEKTOROW, A p I q | SKALQRY, TO

ISKOMYE KO\FFICIENTY DOLVNY IMETX WID p = �1A�C; q = �2A�B, GDE �1; �2 | NEKO-

TORYE ^ISLA. pODSTAWIW \TI KO\FFICIENTY W (1.20) I UMNOVIW ZATEM SKALQRNO OBE ^ASTI

RAWENSTWA NAA, POLU^IM �1A�BA�C+�2A�CA�B = 0, OTKUDA �2 = ��1. pOSLEDNEE RAWEN-
STWO MOVNO SOHRANITX W SILE I W TOM SLU^AE, KOGDA ODNO IZ SKALQRNYH PROIZWEDENIJ ILI

OBA RAWNY NUL@, TAK KAK SOMNOVITELI PRI NIH MOVNO WYBRATX PROIZWOLXNO. nEIZWESTNOE

^ISLO �1 MOVNO OPREDELITX, PRIDAW WEKTORAM ^ASTNYE ZNA^ENIQ. pOLOVIM, NAPRIMER, W

(1.20) A = C = e ? B, GDE e | EDINI^NYJ WEKTOR. pOLXZUQSX DWAVDY PRAWILOM PRAWOGO

WINTA, NAHODIM e � [B � e] = B, OTKUDA SLEDUET �1 = 1. tEM SAMYM MY WYWELI ^ASTO

PRIMENQEMU@ W PRAKTI^ESKIH RAS^ETAH FORMULU "BAC MINUS CAB":

A� [B �C] = B(A�C)�C(A�B): (1.21)

zADA^I

1.1 w PRIMERE 1.1 WYRAZITX DEKARTOWY KOORDINATY I ORTY ^EREZ SOOTWETSTWU@]IE WE-

LI^INY CILINDRI^ESKOJ SISTEMY KOORDINAT.

3tO^NEE TAKIE WELI^INY NAZYWA@TSQ PSEWDOSKALQRAMI, ESLI WSE TRI WEKTORA| OBY^NYE, T.E. POLQRNYE.
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1.2 w PRIMERE 1.2 WYRAZITX DEKARTOWY KOORDINATY I ORTY ^EREZ SOOTWETSTWU@]IE WE-

LI^INY SFERI^ESKOJ SISTEMY KOORDINAT.

1.3 dWA NAPRAWLENIQ n; n0 OPREDELQ@TSQ W SFERI^ESKOJ SISTEME KOORDINAT UGLAMI #; '

I #0; '0. nAJTI KOSINUS UGLA � MEVDU NIMI.

oTWET: cos � = cos# cos#0 + sin# sin#0 cos('� '0).

1.4 pUTEM PEREBORA ZNA^ENIJ INDEKSOW UBEDITXSQ W \KWIWALENTNOSTI FORMUL (1.11) I

(1.13).

1.5 dOKAZATX TOVDESTWO [A�B]�C = eiklAiBkCl.

1.6 dOKAZATX TOVDESTWA

(A�B)�(C �D) = (A�C)(B�D)� (A�D)(B�C);

(A�B)� (C �D) = [A�(B �D)]C � [A�(B �C)]D

= [A�(C �D]B � [B�(C �D)]A:

1.7 dOKAZATX TOVDESTWO

(A�B)�(C �D) + (B �C)�(A�D) + (C �A)�(B �D) = 0:

1.8 dOKAZATX TOVDESTWO

A� (B �C) +B � (C �A) +C � (A�B) = 0:

1.9 tWERDOE TELO WRA]AETSQ WOKRUG NEKOTOROJ OSI S UGLOWOJ SKOROSTX@ ~!. wEKTOR ~! NA-

PRAWLEN WDOLX OSI WRA]ENIQ, EGO DLINA ! DAET UGLOWU@ SKOROSTX WRA]ENIQ W RADIANAH W

SEKUNDU. zAPISATX W WEKTORNOJ FORME LINEJNU@ SKOROSTX v PROIZWOLXNOJ TO^KI TWERDOGO

TELA.

oTWET: v = ~!�r, GDE r | RADIUS-WEKTOR TO^KI, KOTORYJ OTS^ITYWAETSQ OT PROIZWOLXNO-

GO NA^ALA, LEVA]EGO NA OSI WRA]ENIQ. pO^EMU REZULXTAT NE ZAWISIT OT POLOVENIQ NA^ALA

OTS^ETA NA OSI WRA]ENIQ?

rEKOMENDUEMAQ LITERATURA

1. bORISENKO a.i., tARAPOW i.e. wEKTORNYJ ANALIZ I NA^ALA TENZORNOGO IS^ISLENIQ. wYS-

[AQ [KOLA:m., 1966, 252 S.

2.kURBATOWA g.i.,fILIPPOW w.b. |LEMENTY TENZORNOGO IS^ISLENIQ. iZD-WO s.-pETERBURGSKOGO

UNIWERSITETA:sANKT-pETERBURG, 1998, 233 S.
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2 pROIZWODNYE

pROIZWODNOJ OT NEKOTOROJ FUNKCII y(x) W ZADANNOJ TO^KE x NAZYWAETSQ PREDEL OTNO[E-

NIQ PRIRA]ENIQ FUNKCII K PRIRA]ENI@ NEZAWISIMOJ PEREMENNOJ, KOGDA POSLEDNEE PRI-

RA]ENIE STREMITSQ K NUL@:

y0(x) � dy

dx
= lim

�x!0

y(x+�x)� y(x)

�x
� lim

�x!0

�y

�x
: (2.1)

sLEWA PRIWEDENY UPOTREBITELXNYE OBOZNA^ENIQ PROIZWODNOJ, A PRAWOE TOVDESTWO DAET

OPREDELENIE PRIRA]ENIQ FUNKCII �y. dLQ SU]ESTWOWANIQ PROIZWODNOJ NEOBHODIMO SU-

]ESTWOWANIE UKAZANNOGO WY[E PREDELA NEZAWISIMO OT SPOSOBA STREMLENIQ �x K 0. nEOB-

HODIMYM, NO NEDOSTATO^NYM USLOWIEM DIFFERENCIRUEMOSTI FUNKCII QWLQETSQ EE NEPRE-

RYWNOSTX. oDNAKO, NAPRIMER, NEPRERYWNYE FUNKCII, GRAFIKI KOTORYH IME@T IZLOMY,

NE IME@T PROIZWODNYH W TO^KAH IZLOMA (W TAKIH TO^KAH MOVNO OPREDELITX TOLXKO LEWO-

STORONNIE I PRAWOSTORONNIE PROIZWODNYE). w FIZI^ESKIH ZADA^AH FUNKCII, KAK PRAWILO,

DIFFERENCIRUEMY, ZA ISKL@^ENIEM, BYTX MOVET, OTDELXNYH TO^EK.

pRIRA]ENIE FUNKCII, WYZWANNOE BESKONE^NO MALYM PRIRA]ENIEM EE ARGUMENTA, NA-

ZYWAETSQ EE (PERWYM) DIFFERENCIALOM:

dy = y0(x)dx: (2.2)

dLQ SLOVNOJ FUNKCII y(u(x)) IMEEM dy = y0(u)du = y0(u)u0(x)dx. dIFFERENCIAL MOVNO
ISPOLXZOWATX DLQ PRIBLIVENNOJ OCENKI IZMENENIQ FUNKCII PRI MALOM IZMENENII ARGU-

MENTA: �y � y0(x)�x.

pROIZWODNAQ FUNKCII W DANNOJ TO^KE IMEET PROSTOJ I NAGLQDNYJ GEOMETRI^ESKIJ

SMYSL:
dy

dx
= tan�

| \TO TANGENS UGLA NAKLONA K OSI 0x KASATELXNOJ, POSTROENNOJ K GRAFIKU FUNKCII W

RASSMATRIWAEMOJ TO^KE. pROIZWODNAQ HARAKTERIZUET SKOROSTX IZMENENIQ FUNKCII. eSLI,

NAPRIMER, MATERIALXNAQ TO^KA DWIVETSQ WDOLX OSI 0x I EE KOORDINATA x(t) IZMENQETSQ SO
WREMENEM, TO PROIZWODNAQ

dx

dt
= v(t)

| OTNO[ENIE MALOGO PUTI dx, PROJDENNOGO ZA MALOE WREMQ dt, K \TOMU PROMEVUTKU WREMENI

DAET MGNOWENNU@ SKOROSTX MATERIALXNOJ TO^KI. |TA SKOROSTX, W SWO@ O^EREDX, MOVET

ZAWISETX OT WREMENI, I PROIZWODNAQ OT SKOROSTI DAET USKORENIE w(t) MATERIALXNOJ TO^KI:

dv

dt
= w(t):

uSKORENIE MOVNO RASSMATRIWATX KAK WTORU@ PROIZWODNU@ OT KOORDINATY (SKOROSTX | EE

PERWAQ PROIZWODNAQ):

w(t) =
dv

dt
=
d2x

dt2
:

aNALOGI^NYM OBRAZOM MOVNO OPREDELITX PROIZWODNYE WYS[IH PORQDKOW:

y0(x); y00(x); : : : y(n)(x); : : : ; y(n+1) =
dy(n)(x)

dx
: (2.3)
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kAVDOMU IZU^A@]EMU FIZIKU NEOBHODIMO ZNATX NA PAMQTX PROIZWODNYE OSNOWNYH \LEMEN-

TARNYH FUNKCIJ, A TAKVE UMETX DIFFERENCIROWATX SUMMY, (u(x) + v(x))0 = u0(x) + v0(x),

PROIZWEDENIQ (u(x)v(x))0 = u0(x)v(x) + u(x)v0(x), SLOVNYE FUNKCII F 0(y(x)) = F 0
y
(y)y0

x
(x)

(INDEKSY OBOZNA^A@T PEREMENNYE, PO KOTORYM BERUTSQ PROIZWODNYE) I DROBI: (u(x)=v(x))0 =

u0(x)=v(x)� u(x)v0(x)=v2(x).
pROIZWODNYE WSEH PORQDKOW NUVNY PRI RAZLOVENII FUNKCIJ W STEPENNYE RQDY:

f(x+�x) = f(x) +
�x

1!
f 0(x) +

�x2

2!
f 00(x) + � � �+ �xn

n!
f (n)(x) + � � � (2.4)

| RQD tEJLORA;

f(x) = f(0) +
x

1!
f 0(0) +

x2

2!
f 00(0) + � � �+ xn

n!
f (n)(0) + � � � (2.5)

| RQD mAKLORENA. pOSLEDNIJ QWLQETSQ ^ASTNYM SLU^AEM RQDA tEJLORA I POLU^AETSQ IZ NE-

GO, ESLI W (2.4) SDELATX ZAMENY x! 0; �x! x. dLQ KAVDOJ FUNKCII f(x) SU]ESTWUET SWOJ

INTERWAL ZNA^ENIJ x I �x, W KOTOROM SPRAWEDLIWY TAKIE RAZLOVENIQ (INTERWAL SHODIMOS-

TI SOOTWETSTWU@]EGO RQDA). rAZLOVENIQ FUNKCIJ W STEPENNYE RQDY PRAKTI^ESKI O^ENX

WAVNY, NAPRIMER, PRI OCENKE SLOVNOJ FUNKCII DLQ MALYH ZNA^ENIJ ARGUMENTA (ILI PRI

EGO MALOM OTKLONENII OT ZADANNOGO ZNA^ENIQ), KOGDA DOSTATO^NO U^ESTX NESKOLXKO PERWYH

^LENOW RQDA.

zADA^I

2.1 zAPISATX RAZLOVENIE W STEPENNOJ RQD POKAZATELXNOJ FUNKCII exp(x).

oTWET:

exp(x) =
1X
n=0

xn

n!
= 1 + x +

x2

2
+ � � �

(RQD SHODITSQ I PREDSTAWLQET FUNKCI@ exp(x) PRI WSEH, W TOM ^ISLE I KOMPLEKSNYH, ZNA-

^ENIQH x).

2.2 tO VE DLQ ax; a > 0.

oTWET:

ax =
1X
n=0

(x ln a)n

n!
:

2.3 tO VE DLQ sinx.

oTWET:

sin x =
1X
k=1

(�1)k+1 x2k�1

(2k � 1)!
=
x

1!
� x3

3!
+
x5

5!
� � � � ; x �L@BOE

.

2.4 tO VE DLQ cos x.
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oTWET:

cos x =
1X
k=1

(�1)k�1 x2k�2

(2k � 1)!
= 1� x2

2!
+
x4

4!
� � � � ; x �L@BOE:

2.5 tO VE DLQ ln(1 + x).

oTWET:

ln(1 + x) =
1X
n=1

(�1)n+1x
n

n
=
x

1
� x2

2
+
x3

3
� � � � ; �1 < x � +1:

2.6 tO VE DLQ (1 + x)p.

oTWET:

(1 + x)p =
1X
n=0

Cp

n
xn; Cp

n
=
p(p� 1) � � � (p� n + 1)

n!
; jxj < 1; p �DEJSTWITELXNOE:

3 ~ASTNYE PROIZWODNYE

w FIZIKE ^ASTO PRIHODITSQ IMETX DELO S FUNKCIQMI NESKOLXKIH NEZAWISIMYH PEREMENNYH

| NAPRIMER, KOORDINAT TO^KI NA PLOSKOSTI ILI W TREHMERNOM PROSTRANSTWE. ~ASTNOJ

PROIZWODNOJ FUNKCII NESKOLXKIH ARGUMENTOW NAZYWAETSQ PROIZWODNAQ PO ODNMU IZ AR-

GUMENTOW PRI POSTOQNNOM ZNA^ENII WSEH OSTALXNYH:

@U(x; y)

@x
� U 0

x
(x; y) =

d

dx
U(x; y)jy=const = lim

�x!0

U(x +�x; y)� U(x; y)

�x
; (3.1)

@U(x; y)

@y
� U 0

y
(x; y) =

d

dy
U(x; y)jx=const = lim

�y!0

U(x; y +�y)� U(x; y)

�y
: (3.2)

aNALOGI^NYM OBRAZOM OPREDELQ@TSQ WTORYE ^ASTNYE PROIZWODNYE:

@2U

@x2
� U 00

xx
(x; y) =

d2

dx2
U(x; y)jy=const; @2U

@y2
� U 00

yy
(x; y) =

d2

dy2
U(x; y)jx=const: (3.3)

zDESX, ODNAKO, WOZNIKAET NOWYJ OB_EKT | SME[ANNAQ PROIZWODNAQ:

@2U

@y@x
� U 00

yx
=

@

@y

 
d

dx
U(x; y)jy=const

!
=

d

dy
U 0
x
(x; y)jx=const: (3.4)

sLEDUET ZAPOMNITX EE WAVNOE SWOJSTWO: ESLI SME[ANNAQ PROIZWODNAQ SU]ESTWUET I NEPRE-

RYWNA, TO ONA NE ZAWISIT OT PORQDKA DIFFERENCIROWANIQ:

@2U

@x@y
=

@2U

@y@x
; ILI U 00

xy
(x; y) = U 00

yx
(x; y): (3.5)

pOLNYJ DIFFERENCIAL (PERWYJ) FUNKCII NESKOLXKIH PEREMENNYH PREDSTAWLQET SOBOJ

PRIRA]ENIE FUNKCII, LINEJNO WYRAVA@]EESQ ^EREZ PRIRA]ENIQ WSEH EE ARGUMENTOW:

dU(x; y) =
@U

@x
dx+

@U

@y
dy: (3.6)
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wSE PREDYDU]IE FORMULY O^EWIDNYM OBRAZOM OBOB]A@TSQ NA PROIZWOLXNOE ^ISLO NEZA-

WISIMYH ARGUMENTOW.

dIFFERENCIALXNOE WYRAVENIE A(x; y)dx+B(x; y)dy W OB]EM SLU^AE NE RAWNA POLNOMU

DIFFERENCIALU KAKOJ-LIBO FUNKCII U(x; y). |TO BUDET IMETX MESTO LI[X PRI WYPOLNENII

RAWENSTWA
@A(x; y)

@y
=
@B(x; y)

@x
; (3.7)

^TO QWLQETSQ SLEDSTWIEM USLOWIQ (3.5). eSLI (3.7) WYPOLNQETSQ, TO MOVNO OTOVDESTWITX

A(x; y) = U 0
x
; B(x; y) = U 0

y
I Adx +Bdy = dU(x; y).

rAZLOVENIE FUNKCII DWUH PEREMENNYH W STEPENNOJ RQD:

U(x; y) = U(0; 0) + xU 0
x
(00) + yU 0

y
(00) +

x2

2
U 00
xx
(00) + xyU 00

xy
(00) +

y2

2
U 00
yy
(00) + � � � (3.8)

zADA^I

3.1 pROWERITX RAWENSTWO f 00
xy

= f 00
yx
DLQ SLEDU@]IH FUNKCIJ:

a) f(x; y) = 5x2 + 8xy2 + y3;
b) f(x; y) = ln[(x + y)=(x� y)];

c) f(x; y) = y exp(x) + x2y3.

3.2 sDELATX TO VE SAMOE DLQ SLOVNOJ FUNKCII f(x; y) = ln[(u+ v)=(u� v)]; GDE u(x; y) =
x; v(x; y) =

p
x2 � y2.

3.3 tREUGOLXNIK IMEET PERIMETR s. kAKOWY DOLVNY BYTX EGO STORONY x I y, ^TOBY EGO

PLO]ADX S BYLA NAIBOLX[EJ? nAJTI NAIBOLX[U@ PLO]ADX.

uKAZANIE. S(x; y) =
q
s(s� x)(s� y)(x+ y � s).

4 pERWOOBRAZNAQ FUNKCIQ I NEOPREDELENNYJ INTEG-

RAL

pERWOOBRAZNOJ FUNKCIEJ F (x) DLQ NEKOTOROJ ZADANNOJ FUNKCII f(x) NA ZADANNOM IN-

TERWALE (KONE^NOM ILI BESKONE^NOM) NAZYWAETSQ FUNKCIQ, UDOWLETWORQ@]AQ W KAVDOJ TO^-

KE INTERWALA USLOWI@

F 0(x) = f(x): (4.1)

pOSKOLXKU PRI C = const IMEEM (F (x) + C)0 = F 0(x), TO SU]ESTWUET CELOE SEMEJSTWO

PERWOOBRAZNYH DLQ ZADANNOJ f(x), OTLI^A@]IHSQ NA POSTOQNNU@.
sOWOKUPNOSTX WSEH PERWOOBRAZNYH DLQ ZADANNOJ f(x) OBOZNA^AETSQ SIMWOLOM

R
f(x)dx,

KOTORYJ NAZYWAETSQ NEOPREDELENNYM INTEGRALOM:

Z
f(x)dx = F (x) + C: (4.2)
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w SILU OPREDELENIQ (4.1) IMEEM

d

dx

Z
f(x)dx = f(x); (4.3)

T.E. WY^ISLENIE NEOPREDELENNOGO INTEGRALA | DEJSTWIE, OBRATNOE DIFFERENCIROWANI@

(WY^ISLENI@ PROIZWODNOJ). oTS@DA SLEDUET, ^TO INTEGRAL OT SUMMY RAWEN SUMME IN-

TEGRALOW OT KAVDOGO IZ SLAGAEMYH, A POSTOQNNYJ MNOVITELX MOVNO WYNOSITX ZA ZNAK

INTEGRALA:Z
Cf(x)dx = C

Z
f(x)dx;

Z
[f(x)� g(x)]dx =

Z
f(x)dx�

Z
g(x)dx: (4.4)

nEOPREDELENNYE INTEGRALY W PROSTEJ[IH SLU^AQH WY^ISLQ@TSQ S POMO]X@ TABLICY

PROIZWODNYH:

Z
xpdx =

xp+1

p+ 1
+ C; p 6= �1;

Z
dx

x
= lnx+ C; x > 0;Z

dx

x
= ln(�x) + C; x < 0;Z

dx

x
= ln jxj+ C; x� L@BOGO ZNAKA;Z

exp(x)dx = exp(x) + C;Z
cos xdx = sinx + C;Z
sin xdx = � cos x + C;Z
dxp
1� x2

= arcsinx + C;

Z
dx

1 + x2
= arctan x+ C;Z

sinh xdx = cosh x + C;Z
cosh xdx = sinh x+ C:

w BOLEE SLOVNYH SLU^AQH ISPOLXZU@TSQ SPECIALXNYE PRIEMY INTEGRIROWANIQ. nE WSEGDA

INTEGRALY OT KOMBINACIJ \LEMENTARNYH FUNKCIJ WYRAVA@TSQ ^EREZ \LEMENTARNYE FUNK-

CII. oSNOWNYE PRIEMY WY^ISLENIQ INTEGRALOW:

1. mETOD PODSTANOWKI

1.1. Z
(a + bx)ndx =

1

b

Z
tndt =

(
t
n+1

b(n+1)
+ C =

(a+bx)n+1

b(n+1)
+ C; n 6= �1;

1
b
ln jtj+ C = 1

b
ln ja+ bxj + C; n = �1:

dELAEM PODSTANOWKU a+ bx = t; bdx = dt; dx = dt=b.
1.2. Z

2x+ 1

x2 + x+ 1
dx =

Z
dt

t
= ln jtj+ C = ln jx2 + x+ 1j+ C:
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pODSTANOWKA: t = x2 + x + 1; dt = (2x+ 1)dx.

1.3. Z
dxp
x2 + a

=

Z
dt

t
= ln j

p
x2 + a + xj+ C:

pODSTANOWKA:
p
x2 + a+ x = t;

 
xp

x2 + a
+ 1

!
= dt;

dxp
x2 + a

=
dt

t
:

2. iNTEGRIROWANIE PO ^ASTQM pUSTX ZADANNYJ INTEGRAL MOVNO PREDSTAWITX W

WIDE Z
f(x)dx =

Z
u(x)dv(x) =

Z
u(x)v0(x)dx;

GDE f(x) SODERVIT NESKOLXKO MNOVITELEJ, ^ASTX IZ KOTORYH OBOZNA^ENA ^EREZ u(x), A DRU-

GAQ WO[LA W dv(x). wOSPOLXZOWAW[ISX TOVDESTWOM udv = d(uv)� vdu, NAHODIM

Z
f(x)dx =

Z
d(uv)�

Z
vdu = u(x)v(x)�

Z
vdu;

u I v PODBIRA@TSQ TAK, ^TOBY POSLEDNIJ INTEGRAL MOVNO BYLO WZQTX.

2.1. Z
x exp(x)dx = x exp(x)�

Z
exp(x)dx = x exp(x)� exp(x) + C:

wYBIRAEM u(x) = x; exp(x)dx = dv(x); v(x) =
R
exp(x)dx = exp(x); vdu = exp(x)dx.

pO^EMU PRI WY^ISLENII v(x) NE NAPISANA PROIZWOLXNAQ POSTOQNNAQ? ~TO POLU^ITSQ, ESLI

EE NAPISATX?

2.2. Z
lnxdx = x lnx�

Z
x
dx

x
= x lnx� x + C:

u = lnx; dv = dx; uv = x lnx; du = dx=x.

2.3. Z
arcsinxdx = x arcsinx�

Z
xdxp
1� x2

:

wYBIRAEM u = arcsinx; du = dx=
p
1� x2; dv = dx; v = x. w POSLEDNEM INTEGRALE DELAEM

PODSTANOWKU

1� x2 = t; �2xdx = dt; �
Z

xdxp
1� x2

=

Z
dt

2
p
t
=
p
t + C:

w ITOGE Z
arcsin xdx = x arcsinx +

p
1� x2 + C:

zADA^I

wZQTX SLEDU@]IE INTEGRALY:

4:1:
Z

dxp
a2 � b2x2

=
1

b
arcsin

b

a
x+ C:

4:2:
Z

3x2 � 6x+ 1

x3 � 3x2 + x� 1
dx = ln jx3 � 3x2 + x� 1j+ C:
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4:3:
Z
x sin(x2 + 1)dx = �cos(x2 + 1)

2
+ C:

4:4:
Z

cos ax cos bxdx =
sin(a+ b)x

2(a+ b)
+

sin(a� b)x

2(a� b)
+ C:

4:5:
Z

dx

sin2 x cos2 x
= tan x� cot x+ C:

4:6:
Z

exp(ax) sin xdx =
exp(ax)(a sinx� cos x)

1 + a2
+ C:

4:7:
Z

tanxdx

a cos2 x+ b sin2 x
=

1

2b
ln ja+ b tan2 xj+ C:

5 oPREDELENNYJ INTEGRAL

oPREDELENNYM INTEGRALOM NAZYWAETSQ PREDEL INTEGRALXNOJ SUMMY:

Z
b

a

f(x)dx = lim
n!1

nX
i=1

f(xi)�xi: (5.1)

pRI \TOM
P

n

i=1�xi = b � a DLQ L@BOGO n I L@BOJ OTREZOK �xi ! 0 PRI n ! 1. wE-

LI^INA f(xi) | ZNA^ENIE FUNKCII W PROIZWOLXNOJ TO^KE OTREZKA �xi. gEOMETRI^ESKIJ
SMYSL INTEGRALXNOJ SUMMY WPOLNE QSEN | W PREDELE \TO PLO]ADX, OGRANI^ENNAQ GRA-

FIKOM PODYNTEGRALXNOJ FUNKCII, POSKOLXKU KAVDOE SLAGAEMOE f(xi)�xi DAET PLO]ADX

ZAKRA[ENNOGO PRQMOUGOLXNIKA (RIS. 5.1). pLO]ADX POD OSX@ ABSCISS (NA INTERWALAH OSI

0x, NA KOTORYH f(x) < 0) WOJDET W INTEGRAL SO ZNAKOM MINUS. oPREDELENIE (5.1) INTEG-

RALA ^EREZ INTEGRALXNU@ SUMMU DAET SPOSOB PRIBLIVENNOGO WY^ISLENIQ OPREDELENNOGO

INTEGRALA (NAPRIMER, NA KOMPX@TERE):

Z
b

a

f(x)dx �
nX
i=1

f(xi)�xi: (5.2)

~EM BOLX[E n , TEM TO^NEE BUDET WY^ISLEN INTEGRAL. iZ (5.1) TAKVE SLEDUET, ^TO INTEGRAL

PO DANNOMU OTREZKU MOVNO RAZBITX NA SUMMU INTEGRALOW

Z
b

a

f(x)dx =

Z
c

a

f(x)dx+

Z
b

c

f(x)dx (5.3)

I ^TO POSTOQNNU@ MOVNO WYNOSITX ZA ZNAK INTEGRALA:

Z
b

a

constf(x)dx = const
Z

b

a

f(x)dx: (5.4)

oPREDELENNYJ INTEGRAL WY^ISLQETSQ ^EREZ PERWOOBRAZNU@ FUNKCI@. uBEDIMSQ W TOM,

^TO OPREDELENNYJ INTEGRAL S PEREMENNYM WERHNIM PREDELOM

Z
x

a

f(t)dt = F (x) + C (5.5)
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WYRAVAETSQ ^EREZ PERWOOBRAZNU@ FUNKCI@ F (x) PRI NEKOTOROM SPECIALXNOM WYBORE PO-

STOQNNOJ C. dLQ \TOGO DADIM PEREMENNOJ x PRIRA]ENIE �x I SOSTAWIM S POMO]X@ (5.5)

PRIBLIVENNOE WYRAVENIE DLQ PROIZWODNOJ �F=�x:

�F (x)

�x
=
F (x+�x)� F (x)

�x
=

1

�x

Z
x+�x

x

f(t)dt:

pEREHODQ K PREDELU �x! 0, POLU^AEM

lim
�x!0

�F (x)

�x
=
dF

dx
; lim
�x!0

Z
x+�x

x

f(t)dt = f(x)dx;

T.E. dF=dx = f(x), ^TO I QWLQETSQ OPREDELENIEM PERWOOBRAZNOJ. dLQ OPREDELENIQ POSTOQN-

NOJ W (5.5) POLOVIM x = a. iMEEM
R
a

a
f(t)dt = 0 = F (a) + C; C = �F (a). pOLAGAQ W (5.5)

x = b, NAHODIM OB]U@ FORMULU DLQ WY^ISLENIQ OPREDELENNOGO INTEGRALA:

Z
b

a

f(x)dx = F (b)� F (a) (5.6)

oPREDELENNYJ INTEGRAL NE ZAWISIT OT PEREMENNOJ INTEGRIROWANIQ, A TOLXKO OT PREDELOW

I WIDA FUNKCII: Z
b

a

f(x)dx =

Z
b

a

f(t)dt =
Z

b

a

f(y)dy = � � �

zADA^I

wY^ISLITX SLEDU@]IE OPREDELENNYE INTEGRALY (a; b | DEJSTWITELXNYE ^ISLA):

5:1:
Z

a=b

0

dx

a2 + b2x2
=

�

4ab
: 5:2:

Z 1

0

x2dxp
4 + 2x

=
9

5

p
6� 64

15
:

5:3:
Z 2

1

dx

x2 + 5x+ 4
=

1

3
ln

5

4
: 5:4:

Z 1

0
arcsinxdx =

�

2
� 1:

5:5:
Z 3

0
f(x)dx =

5

6
; GDE f(x) =

8><
>:

1� x; ESLI 0 � x � 1;

0; ESLI 1 < x � 2;

(2� x)2; ESLI 2 < x � 3:

5:6:
Z

�=2

0

dx

1 + cos x
= 1: 5:7:

Z 1

0

dx

x2 � x+ 1
=

2�

3
p
3
:

5:8:
Z

�=2

0

dx

a2 cos2 x + b2 sin2 x
=

�

2jabj : 5:9:
Z 1

0

p
x2 + 1dx =

1p
2
+

1

2
ln(1 +

p
2):

5:10:
Z 2�

0
cosmx cos nxdx =

(
0 PRI m 6= n;

� PRI m = n
(m; n � CELYE; POLOVITELXNYE):
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6 kONTURNYE INTEGRALY

oPREDELENNYJ INTEGRAL MOVNO RASSMATRIWATX KAK INTEGRAL, WY^ISLENNYJ PO OTREZKU

[a; b] PRQMOJ LINII | OSI ABSCISS. w FIZIKE ^ASTO WSTRE^A@TSQ INTEGRALY PO PROIZ-

WOLXNOMU KRIWOLINEJNOMU KONTURU (LINII) W TREHMERNOM PROSTRANSTWE, ZAMKNUTOMU ILI

NEZAMKNUTOMU. dLQ TAKOGO SLU^AQ NUVNO NESKOLXKO OBOB]ITX PONQTIE OPREDELENNOGO IN-

TEGRALA. pUSTX W TREHMERNOM PROSTRANSTWE ZADANA NEPRERYWNAQ GLADKAQ KRIWAQ AB (RIS.

6.1). nAZOWEM INTEGRALOM PO KONTURU AB PREDEL INTEGRALXNOJ SUMMY, ANALOGI^NOJ

(5.1), W KOTOROJ LI[X MALYE OTREZKI �xi OSI ABSCISS ZAMENENY \LEMENTAMI �si DLINY

RASSMATRIWAEMOGO KONTURA:

Z
B

A

f(x; y; z)ds = lim
n!1

nX
i=1

f(xi; yi; zi)�si;
nX
i=1

�si = sAB; lim
n!0

�si = 0: (6.1)

tO^KA (xi; yi; zi) DOLVNA LEVATX NA OTREZKE �si.
wY^ISLENIE KONTURNOGO INTEGRALA SWODITSQ K WY^ISLENI@ NEKOTOROGO OPREDELENNOGO

INTEGRALA I OSOBENNO PROSTO PROIZWODITSQ DLQ PLOSKOGO KONTURA, ZADANNOGO W DEKARTOWYH

KOORDINATAH URAWNENIEM y = y(x). |LEMENT DLINY KONTURA MOVNO ZAPISATX W WIDE dx =p
dx2 + dy2 =

q
1 + y02(x)dx, A KONTURNYJ INTEGRAL SWODITSQ K INTEGRALU PO dx:

Z
B

A

f(x; y)ds =
Z

xB

xA

f(x; y(x))
q
1 + y02(x)dx: (6.2)

pRI WY^ISLENII KONTURNOGO INTEGRALA W TREHMERNOM PROSTRANSTWE UDOBNO ZADATX URAW-

NENIE KONTURA W PARAMETRI^ESKOJ FORME x = x(t); y = y(t); z = z(t) TAKIM OBRAZOM,

^TOBY PRI IZMENENII PARAMETRA W ZADANNYH PREDELAH tA � t � tB KOORDINATY PROBEGALI

INTERESU@]IJ NAS INTERWAL ZNA^ENIJ: xA � x � xB ; yA � y � yB; zA � z � zB. tOGDA

ds =
p
dx2 + dy2 + dz2 =

q
x02(t) + y02(t) + z02(t)dt I KONTURNYJ INTEGRAL

Z
B

A

f(x; y; z)ds =
Z

tB

tA

f(x(t); y(t); z(t))
q
x02(t) + y02(t) + z02(t)dt (6.3)

SWODITSQ K ODNOKRATNOMU INTEGRALU PO dt.
oSOBYJ I WAVNYJ DLQ FIZIKI SLU^AJ | KONTURNYJ INTEGRAL OT SKALQRNOGO PROIZWE-

DENIQ NEKOTOROJ WEKTORNOJ FUNKCII NA WEKTORNYJ \LEMENT DLINY KONTURA:

Z
B

A

F �ds =

Z
B

A

(Fxdx + Fydy + Fzdz); (6.4)

GDE WEKTOR ds IMEET SOSTAWLQ@]IE dx; dy; dz, T.E. DIFFERENCIALY KOORDINAT NE NEZAWISI-

MY, A PREDSTAWLQ@T SOBOJ PRIRA]ENIQ WDOLX KONTURA. tAKIMI INTEGRALAMI WYRAVAETSQ

RABOTA SILY F NAD MATERIALXNOJ TO^KOJ, KOTORAQ DWIVETSQ PO ZADANNOJ TRAEKTORII OT A

DO B, I MNOGIE DRUGIE FIZI^ESKIE WELI^INY. w OB]EM SLU^AE ZNA^ENIE TAKOGO INTEGRALA

OPREDELQETSQ NE TOLXKO PODYNTEGRALXNOJ FUNKCIEJ, NO I FORMOJ KONTURA, I DLQ DWUH RAZ-

NYH KONTUROW, SOEDINQ@]IH TO^KI A I B (RIS. 6.2), ZNA^ENIQ INTEGRALA BUDUT RAZLI^NY.

nO ESTX O^ENX WAVNYJ ^ASTNYJ SLU^AJ.
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pUSTX SU]ESTWUET DIFFERENCIRUEMAQ FUNKCIQ U(x; y; z), TAKAQ, ^TO EE ^ASTNYE PRO-

IZWODNYE RAWNY KOMPONENTAM WEKTORA F (x; y; z):

Fx = �@U
@x

; Fy = �@U
@y

; Fz = �@U
@z

; ILI F = �rU(x; y; z); (6.5)

GDE

r = ex
@

@x
+ ey

@

@y
+ ez

@

@z
= ei

@

@xi
(6.6)

| OPERATOR gAMILXTONA (NABLA). tAKOJ WEKTOR NAZYWAETSQ POTENCIALXNYM. wEKTOR

rU � gradU NAZYWAETSQ GRADIENTOM SKALQRNOJ FUNKCII U(x; y; z). ~TOBY TAKOE PRED-

STAWLENIE WEKTORA BYLO WOZMOVNYM, NEOBHODIMO I DOSTATO^NO, KAK UVE BYLO UKAZANO W

RAZDELE 3, ^TOBY WYPOLNQLISX RAWENSTWA

@Fx
@y

=
@Fy
@x

;
@Fy
@z

=
@Fz
@y

;
@Fz
@x

=
@Fx
@z

: (6.7)

iMEEM

Fxdx+ Fydy + Fzdz = �@U
@x

dx� @U

@y
dy � @U

@z
dz = �dU (6.8)

| POLNYJ DIFFERENCIAL FUNKCII U(x; y; z) . wY^ISLQQ INTEGRAL, POLU^AEM

Z
B

A

F �s = �
Z

B

A

dU = UA � UB; (6.9)

GDE dU | PRIRA]ENIE FUNKCII NA MALOM OTREZKE ds;
R
B

A
dU | POLNOE PRIRA]ENIE NA PUTI

AB. w \TOM SLU^AE INTEGRAL WDOLX KONTURA NE ZAWISIT OT PUTI, A TOLXKO OT NA^ALXNOJ I

KONE^NOJ TO^EK INTEGRIROWANIQ.

iNTEGRIRUQ WDOLX ZAMKNUTOGO KONTURA (RIS. 6.3), BUDEM IMETX:
R
B

A
F �ds = UA � UB,R

A

B
F �s. = UB � UA, I

F �s. =
Z

B

A

F �ds+
Z

A

B

F �ds = 0: (6.10)

iNTEGRAL PO ZAMKNUTOMU KONTURU OT F �ds NAZYWAETSQ CIRKULQCIEJ WEKTORA F WDOLX

KONTURA. cIRKULQCIQ POTENCIALXNOGO WEKTORA WDOLX L@BOGO ZAMKNUTOGO KONTURA RAWNA

NUL@ (NO PROIZWOLXNYJ WEKTOR TAKIM SWOJSTWOM NE OBLADAET!).

pRIMER 6.1 pOKAZATX, ^TO PROIZWODNAQ OT SKALQRNOJ FUNKCII PO NAPRAWLENI@, OPRE-

DELQEMOMU EDINI^NYM WEKTOROM l, RAWNA PROEKCII GRADIENTA NA \TO NAPRAWLENIE:

@U

@l
= gradlU � (l�r)U

.

rE[ENIE. oBOZNA^IM PROIZWODNU@ WDOLX ZADANNOGO NAPRAWLENIQ l ^EREZ @U=@l. pRI SME-

]ENII IZ TO^KI S RADIUSOM-WEKTOROM r NA RASSTOQNIE s WDOLX NAPRAWLENIQ l FUNKCIQ

PRIMET ZNA^ENIE U(x + lxs; y + lys; z + lzs). pROIZWODNAQ W ZADANNOM NAPRAWLENII | \TO

PROIZWODNAQ PO s:

@U

@l
=

@

@s
U(x + lxs; y + lys; z + lzs)js=0 = @U

@x
lx +

@U

@y
ly +

@U

@z
lz = (l�r)U(r): (6.11)
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zADA^I

6.1 wY^ISLITX DLINU DUGI PARABOLY y2 = 2px OT WER[INY (x = y = 0) DO TO^KI (a; b).

rE[ENIE. pOLAGAEM ds =
p
dx2 + dy2 =

q
1 + x0

y
dy, GDE x0

y
= y=p, I WY^ISLQEM OPREDELEN-

NYJ INTEGRAL

s =
Z

B

A

ds =
Z

b

0

q
1 + (y=p)2dy = p

Z
b=p

0

p
1 + t2dt = pt

p
1 + t2jb=p0 �

�p
Z

b=p

0

t2dtp
1 + t2

= �p
Z

b=p

0

p
1 + t2dt+ b

q
1 + (b=p)2 + p ln

 q
1 + (b=p)2 +

b

p

!
:

oTS@DA NAHODIM INTEGRAL
R b=p
0

p
1 + t2dt I OPREDELQEM DLINU DUGI

s =
b

2

s
1 +

b2

p2
+
p

2
ln

 
b

p
+

s
1 +

b2

p2

!
:

6.2 wY^ISLITX DLINU DUGI WINTOWOJ LINII x = r cos t; y = r sin t; z = at W PREDELAH OT

t = 0 DO t = 2�. zDESX r | RADIUS CILINDRA, NA KOTORYJ NAMOTANA LINIQ, 2�a | DLINA

ODNOGO [AGA WDOLX OSI 0z.

oTWET: s = 2�
p
r2 + a2.

6.3 tO VE DLQ CEPNOJ LINII y(x) = a cosh(x=a) W PREDELAH OT x = 0 DO x = a.

oTWET: s = a sinh(1).

6.4 sILA, DEJSTWU@]AQ W PLOSKOSTI xy, IMEET KOMPONENTY Fx(x; y) = x2+y; Fy(x; y) = 0.

bUDET LI RABOTA \TOJ SILY ZAWISETX OT FORMY PUTI? pO^EMU?

oTWET: dA.

6.5 nAJTI POTENCIALXNU@ \NERGI@, OTWE^A@]U@ SILE Fx(x; y) = x+ y; Fy(x; y) = x� y2.
wY^ISLITX RABOTU \TOJ SILY R MEVDU TO^KAMI (0; 0) I (a; b).

oTWET: R = 1
2
a2 + ab� 1

3
b3.

6.6 zAPISATX OPERATOR gAMILXTONA r
A) W CILINDRI^ESKOJ SISTEME KOORDINAT; B) W SFERI^ESKOJ SISTEME KOORDINAT.

oTWET:

a) r = e�
@

@�
+ e'

1

�

@

@'
+ ez

@

@z
; (6.12)

b) r = er
@

@r
+ e#

1

r

@

@#
+ e'

1

r sin#

@

@'
: (6.13)
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7 iNTEGRALY PO POWERHNOSTI I PO OB_EMU

w FIZIKE ^ASTO TREBUETSQ WY^ISLQTX INTEGRALY PO NEKOTOROJ POWERHNOSTI S W TREHMER-

NOM PROSTRANSTWE, ZAMKNUTOJ ILI NEZAMKNUTOJ. iNTEGRAL PO POWERHNOSTI OPREDELQETSQ

PO ANALOGII S OPREDELENNYM INTEGRALOM PO KONTURU. rAZDELIM POWERHNOSTX S NA MALYE

U^ASTKI �Si; i = 1; 2; :::n. oPREDELIM INTEGRAL PO POWERHNOSTI SLEDU@]IM OBRAZOM:

Z
f(x; y; z)dS = lim

n!1

nX
i=1

f(xi; yi; zi)�Si;
X
i

�Si = S; lim
n!1

�Si ! 0; (7.1)

GDE f(x; y; z) | ZNA^ENIE INTEGRIRUEMOJ FUNKCII W NEKOTOROJ TO^KE \LEMENTA PLO]ADI

�Si, A POWERHNOSTX W PREDELE DROBITSQ NA WSE MENX[IE \LEMENTY. uSLOWIQ SU]ESTWOWANIQ

PREDELA ISSLEDU@TSQ W KURSE MATEMATIKI. wPOLNE DOSTATO^NO, ^TOBY FUNKCIQ f BYLA

NEPRERYWNOJ, A POWERHNOSTX S GLADKOJ, T.E. W KAVDOJ EE TO^KE MOVNO BYLO POSTROITX

KASATELXNU@ PLOSKOSTX. fAKTI^ESKI INTEGRAL SU]ESTWUET I PRI ZNA^ITELXNO BOLEE SLABYH

OGRANI^ITELXNYH USLOWIQH, NAPRIMER, PRI KONE^NOM ^ISLE REBER NA POWERHNOSTI.

wY^ISLENIE TAKOGO INTEGRALA OBY^NO PROIZWODITSQ PUTEM WWEDENIQ NA POWERHNOSTI

NEKOTOROJ LOKALXNOJ DWUMERNOJ SISTEMY KOORDINAT (u; v). oSOBENNO PROSTO PROIZWESTI
TAKOE WY^ISLENIE, ESLI POWERHNOSTX PLOSKAQ I IMEET FORMU PRQMOUGOLXNIKA. wYBIRAQ EE

W KA^ESTWE PLOSKOSTI (x; y), IMEEM dS = dxdy I

Z
S

f(x; y)dS =

Z
S

f(x; y)dxdy =

Z
b2

b1

�Z
a2

a1

f(x; y)dx

�
dy =

Z
b2

b1

f1(y; a1; a2)dy: (7.2)

zAFIKSIROWAW NEKOTOROE ZNA^ENIE y, INTEGRIRUEM SNA^ALA FUNKCI@ f(x; y) c POSTOQNNYM

y PO x W ZADANNYH PREDELAH. pOLU^ENNAQ WELI^INA BUDET ZAWISETX OT y (I OT PREDELOW

INTEGRIROWANIQ PO x), NO NE OT x, SM. (7.2)). pOSLE \TOGO OSTAETSQ ODNOKRATNYJ INTEGRAL PO

y, WY^ISLQEMYJ OBY^NYM OBRAZOM (SM. RIS. 7.1). nAPRIMER, DLQ FUNKCII f(x; y) = x exp(y)

NAHODIM

Z
a2

a1

f(x; y)dx =
1

2
(a22 � a21) exp(y);

Z
b2

b1

Z
a2

a1

f(x; y)dxdy =
1

2
(a22 � a21) (exp(b2)� exp(b1)) :

eSLI FORMA OBLASTI INTEGRIROWANIQ BOLEE SLOVNAQ I ZADAETSQ URAWNENIEM y = y(x), TO
PREDELY WNUTRENNEGO INTEGRALA BUDUT ZAWISETX OT y (RIS. 7.2).

~ASTO PRIHODITSQ WY^ISLQTX INTEGRAL PO POWERHNOSTI OT WEKTORNOJ FUNKCIIA(x; y; z):

Z
S

A(x; y; z)�dS =

Z
S

n�A(x; y; z)dS; (7.3)

GDE POWERHNOSTX MOVET BYTX ZAMKNUTOJ ILI NEZAMKNUTOJ, n | ORT WNE[NEJ NORMALI.

tAKOJ INTEGRAL NAZYWAETSQ POTOKOM WEKTORA A ^EREZ POWERHNOSTX (NA OSNOWE GIDRODINA-

MI^ESKOJ ANALOGII: ESLI A(x; y; z) = v(x; y; z) | SKOROSTX VIDKOSTI, TO
R
S
v�dS | OB_EM

VIDKOSTI, PROTEKA@]EJ ^EREZ POWERHNOSTX S ZA EDINICU WREMENI.

iNTEGRAL PO TREHMERNOMU OB_EMU V PREDSTAWLQET SOBOJ ESTESTWENNOE OBOB]ENIE DWU-

MERNOGO INTEGRALA (7.1). tREHMERNYJ INTEGRAL, PODOBNO (7.2), WY^ISLQETSQ PUTEM TREH-

KRATNOGO POWTORNOGO INTEGRIROWANIQ.
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zADA^I

7.1 wY^ISLITX INTEGRALY PO PLO]ADI:

A) PO KWADRATU 0 � x � �=2; 0 � y � �=2;
R
cos2 ydS;

B) PO TREUGOLXNIKU 0 � y � 5; 0 � x � 5� x;
R p

4 + x + ydS.

oTWET: �2=16; 56=15.

7.2 wY^ISLITX INTEGRAL
R
(1�x2)p1� y2dV PO OB_EMU PRQMOUGOLXNOGO PARALLELEPIPEDA,

OGRANI^ENNOGO PLOSKOSTQMI x = �1; y = �1; z = �1.
oTWET: 4�=3.

7.3 wY^ISLITX PUTEM INTEGRIROWANIQ PLO]ADX \LLIPSA I OB_EM \LLIPSOIDA, ZADAWAEMYE

SOOTWETSTWENNO URAWNENIQMI

x2

a2
+
y2

b2
= 1;

x2

a2
+
y2

b2
+
z2

c2
= 1;

GDE a; b; c | POLUOSI.

rE[ENIE. dLQ WY^ISLENIQ PLO]ADI \LLIPSA MOVNO ISPOLXZOWATX FORMULU (7.2), POLOVIW

W NEJ f(x; y) = 1. nO W DANNOM SLU^AE UDOBNEE WWESTI BEZRAZMERNYE DEKARTOWY KOORDINATY

u I v I OBOB]ENNYE POLQRNYE KOORDINATY r; ' PO FORMULAM x = au = ar cos'; y = bu =

br sin', GDE 0 � r � 1; 0 � ' � 2�. pROIZWODIM WY^ISLENIQ:

S =

Z
S

dS =

Z
S

dxdy = ab
Z
S0

dudv = ab
Z
S0

rdrd' = �ab:

zDESX S 0 | PLO]ADX EDINI^NOGO KRUGA NA PLOSKOSTI u; v, W KOTORYJ PEREHODIT ISHODNYJ

\LLIPS. wELI^INA rdrd' PREDSTAWLQET SOBOJ \LEMENT PLO]ADI W POLQRNYH KOORDINATAH.

wY^ISLQQ ANALOGI^NYM OBRAZOM OB_EM \LLIPSOIDA, NAHODIM V = 4�abc=3.

7.4 oPREDELITX CENTR TQVESTI ODNOJ WOSXMOJ ^ASTI ODNORODNOGO \LLIPSOIDA

x2

a2
+
y2

b2
+
z2

c2
= 1;

RASPOLOVENNOJ W PERWOM OKTANTE.

oTWET: xc = 3a=8; yc = 3b=8; zc = 3c=8.

7.5 wY^ISLITX OB_EM TELA, OGRANI^ENNOGO \LLIPTI^ESKIM PARABOLOIDOM

z =

 
x2

a2
+
y2

b2

!
c

I PLOSKOSTX@ z = c > 0.

oTWET: �abc=2.
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8 oBYKNOWENNYE DIFFERENCIALXNYE URAWNENIQ

dIFFERENCIALXNYM URAWNENIEM NAZYWAETSQ RAWENSTWO, SWQZYWA@]EE NEIZWESTNU@

FUNKCI@ y(x) I EE PROIZWODNYE (ILI DIFFERENCIALY) S NEZAWISIMOJ PEREMENNOJ x. iMENNO

PRISUTSTWIE W URAWNENII PROIZWODNYH ILI DIFFERENCIALOW I DELAET EGO DIFFERENCIALX-

NYM, A TERMIN "OBYKNOWENNOE" POKAZYWAET, ^TO IMEETSQ WSEGO ODNA NEZAWISIMAQ PEREMEN-

NAQ. pRI NALI^IE NESKOLXKIH NEZAWISIMYH PEREMENNYH I PROIZWODNYH OT NIH POLU^AEM

DIFFERENCIALXNOE URAWNENIE W ^ASTNYH PROIZWODNYH. w \TOJ GLAWE MY RASSMOTRIM NE-

SKOLXKO PROSTYH METODOW, POZWOLQ@]IH RE[ATX NEKOTORYE TIPY OBYKNOWENNYH DIFFE-

RENCIALXNYH URAWNENIJ.

rE[ENIEM (ILI INTEGRALOM) DIFFERENCIALXNOGO URAWNENIQ NAZYWAETSQ TAKAQ DIF-

FERENCIRUEMAQ FUNKCIQ y(x), KOTORAQ OBRA]AET URAWNENIE W TOVDESTWO. pOSKOLXKU PRO-
CESS RE[ENIQ WKL@^AET INTEGRIROWANIQ, A KAVDYJ NEOPREDELENNYJ INTEGRAL SODERVIT

PROIZWOLXNU@ POSTOQNNU@, TO OB]EE RE[ENIE DIFFERENCIALXNOGO URAWNENIQ SO-

DERVIT NESKOLXKO NEZAWISIMYH PROIZWOLXNYH POSTOQNNYH. iH ^ISLO RAWNO PORQD-

KU STAR[EJ PROIZWODNOJ W URAWNENII. ~ASTNYM RE[ENIEM NAZYWAETSQ TO, KOTOROE SOOT-

WETSTWUET NEKOTORYM KONKRETNYM ZNA^ENIQM POSTOQNNYH INTEGRIROWANIQ. w FIZI^ESKIH

ZADA^AH TREBUETSQ KAK PRAWILO NAHODITX ^ASTNYE RE[ENIQ, UDOWLETWORQ@]IE OPREDELEN-

NYM NA^ALXNYM I (ILI) GRANI^NYM USLOWIQM. |TO OZNA^AET, ^TO ZNA^ENIQ ISKOMOJ

FUNKCII I EE PROIZWODNYH (ZA ISKL@^ENIEM STAR[EJ) DOLVNY BYTX ZADANY PRI NEKOTO-

RYH ZNA^ENIQH NEZAWISIMOJ PEREMENNOJ. ~ISLO TAKIH USLOWIJ DOLVNO BYTX RAWNO ^ISLU

NEZAWISIMYH POSTOQNNYH INTEGRIROWANIQ, I ONI POZWOLQ@T OPREDELITX \TI POSTOQNNYE.

w ^ASTNOSTI, W KLASSI^ESKOJ MEHANIKE ZADA@TSQ OBY^NO ZNA^ENIQ KOORDINAT I SKOROSTEJ W

NA^ALXNYJ MOMENT WREMENI (NA^ALXNYE USLOWIQ). pRI RE[ENII KONKRETNYH ZADA^ SNA^ALA

NAHODQT OB]EE RE[ENIE, A ZATEM KONKRETIZIRU@T EGO, NAHODQ POSTOQNNYE INTEGRIROWANIQ

IZ NA^ALXNYH USLOWIJ. kROME OB]IH I ^ASTNYH RE[ENIJ, URAWNENIE MOVET IMETX OSOBYE

RE[ENIQ, NE SODERVA]IE PROIZWOLXNYH POSTOQNNYH.

1. uRAWNENIQ PERWOGO PORQDKA S RAZDELQ@]IMISQ PEREMENNYMI. |TO| URAW-

NENIQ WIDA

p(x)q(y)dy + r(x)s(y)dx = 0 (8.1)

ILI PRIWODQ]IESQ K TAKOMU WIDU W REZULXTATE TOVDESTWENNYH PREOBRAZOWANIJ. dELENIE

OBEIH ^ASTEJ URAWNENIQ NA p(x)s(y) POZWOLQET RAZDELITX PEREMENNYE:

q(y)dy

s(y)
+
r(x)dx

p(x)
= 0; (8.2)

POSLE ^EGO MOVNO PROINTEGRIROWATX OBA SLAGAEMYH I POLU^ITX OB]EE RE[ENIE W WIDE

Z
q(y)dy

s(y)
+

Z
r(x)dx

p(x)
= C; (8.3)

GDE IMEETSQ ODNA POSTOQNNAQ INTEGRIROWANIQ. eSLI INTEGRALY BERUTSQ W \LEMENTARNYH

FUNKCIQH, TO IZ \TOGO SOOTNO[ENIQ MOVNO NAJTI QWNYJ WID FUNKCII y(x,C).

2. lINEJNYE URAWNENIQ PERWOGO PORQDKA IME@T WID

y0(x) + p(x)y(x) = q(x) (8.4)
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(ISKOMAQ FUNKCIQ I EE PROIZWODNAQ WHODQT LINEJNO). wWEDENIE NOWOJ NEIZWESTNOJ FUNK-

CII u(x),

y(x) = u(x) exp(�
Z
p(x)dx); (8.5)

POZWOLQET POLU^ITX DLQ NEE PROSTOE URAWNENIE I NAJTI EGO OB]EE RE[ENIE (AWTOR PROSIT

^ITATELQ WYPOLNITX \TI PROSTYE WY^ISLENIQ SAMOSTOQTELXNO):

u(x) =
Z
q(x) exp(

Z
p(x)dx)dx+ C: (8.6)

oB]EE RE[ENIE ISHODNOGO URAWNENIQ OPREDELQETSQ S POMO]X@ (8.5) I (8.6):

y(x) = exp

�
�
Z
p(x)dx

� Z
q(x) exp

�Z
p(x)dx

�
dx + C exp

�
�
Z
p(x)dx

�
: (8.7)

zAMETIM, ^TO ONO QWLQETSQ SUMMOJ OB]EGO RE[ENIQ ODNORODNOGO (S NULEWOJ PRAWOJ ^AS-

TX@) URAWNENIQ I ^ASTNOGO RE[ENIQ NEODNORODNOGO URAWNENIQ, SOOTWETSTWU@]EGO ZADAN-

NOJ PRAWOJ ^ASTI. ~ASTNOE RE[ENIE NEODNORODNOGO URAWNENIQ NE SODERVIT PROIZWOLXNYH

POSTOQNNYH I LINEJNO ZAWISIT OT NEODNORODNOGO ^LENA q(x), OBRA]AQSX W NULX PRI q � 0.

w WIDE TAKOJ SUMMY MOVNO PREDSTAWITX RE[ENIE LINEJNOGO URAWNENIQ L@BOGO PORQDKA.

3. lINEJNYE ODNORODNYE URAWNENIQ S POSTOQNNYMI KO\FFICIENTAMI IME@T

WID

y(n) + a1y
(n�1) + a2y

(n�2) + � � �+ an�1y
0 + any = 0; (8.8)

GDE KO\FFICIENTY ai (i = 1; 2; :::n) MY BUDEM S^ITATX WE]ESTWENNYMI POSTOQNNYMI ^IS-

LAMI (W OB]EM SLU^AE ONI KOMPLEKSNY). ~ASTNOE RE[ENIE URAWNENIQ I]EM W WIDE y(x) =

exp(kx), GDE k | NEIZWESTNAQ POSTOQNNAQ, I DLQ EE OPREDELENIQ POLU^AEM HARAKTERISTI-

^ESKOE ALGEBRAI^ESKOE URAWNENIE

kn + a1k
n�1 + a2k

n�2 + � � �+ an�1k + an = 0 (8.9)

(^ITATEL@ NEOBHODIMO W \TOM UBEDITXSQ, PODSTAWIW ^ASTNOE RE[ENIE W URAWNENIE (8.8)).

uRAWNENIE (8.9) IMEET n KORNEJ k1; k2; : : : kn, DEJSTWITELXNYH ILI POPARNO KOMPLEKSNO

SOPRQVENNYH, PRI^EM SREDI TEH I DRUGIH MOGUT BYTX KRATNYE. kAVDOMU KORN@ kl OTWE^AET

^ASTNOE RE[ENIE exp(klx), NO WID OB]EGO RE[ENIQ ZAWISIT OT KRATNOSTI KORNEJ. eSLI WSE

KORNI RAZLI^NY, TO OB]EE RE[ENIE IMEET WID

y(x) = C1 exp(k1x) + C2 exp(k2x) + � � �+ Cn exp(knx): (8.10)

eSLI SREDI KORNEJ ESTX KOMPLEKSNYE, A OB]EE RE[ENIE DOLVNO BYTX DEJSTWITELXNYM,

TO WKLAD KAVDOJ PARY KOMPLEKSNO SOPRQVENNYH KORNEJ k = � + i� I k� = �� i� W OB]EE

RE[ENIE MOVNO ZAPISATX W WIDE A exp(�x)cos�x + B exp(�x)sin�x. eSLI VE NEKOTORYJ

KORENX k IMEET KRATNOSTX s, TO ON POROVDAET s ^ASTNYH RE[ENIJ WIDA

exp(kx); xexp(kx); x2exp(kx); : : : xs�1exp(kx);

KOTORYE WOJDUT W OB]EE RE[ENIE S PROIZWOLXNYMI KO\FFICIENTAMI.

pRIMER 8.1 zAPISATX DEJSTWITELXNOE OB]EE RE[ENIE URAWNENIQ y00 + �y = 0; � > 0.
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rE[ENIE. w DANNOM SLU^AE KORNI HARAKTERISTI^ESKOGO URAWNENIQ ^ISTO MNIMYE: k1 =

i
p
�; k2 = �i

p
�. oB]EE RE[ENIE MOVNO ZAPISATX W RAZNYH FORMAH:

y(x) = Re (C exp(k1x)) = jCj cos
�p

�x + �
�
= A cos

�p
�x
�
+B sin

�p
�x
�
:

zDESX POSTOQNNAQ s KOMPLEKSNA, jCj | EE MODULX, � | ARGUMENT (FAZA), POSTOQNNYE A I

B DEJSTWITELXNY. oNI OPREDELQ@TSQ IZ NA^ALXNYH USLOWIJ.

4. mETOD WARIACII PROIZWOLXNYH POSTOQNNYH lAGRANVA. |TIM METODOM MOV-

NO RE[ITX W KWADRATURAH (T.E. SWESTI K WY^ISLENI@ INTEGRALOW) LINEJNOE NEODNOROD-

NOE URAWNENIE, ESLI IZWESTNO OB]EE RE[ENIE SOOTWETSTWU@]EGO ODNORODNOGO URAWNENIQ.

pRODEMONSTRIRUEM \TOT METOD NA PRIMERE URAWNENIQ WTOROGO PORQDKA

y00 + p(x)y0 + q(x)y = f(x): (8.11)

pUSTX OB]EE RE[ENIE ODNORODNOGO URAWNENIQ y00 + p(x)y0 + q(x)y = 0 IMEET WID y(x) =

A'(x)+B (x), GDE ' I  | ^ASTNYE RE[ENIQ, UDOWLETWORQ@]IE ODNORODNOMU URAWNENI@,

A A I B | POSTOQNNYE. i]EM OB]EE RE[ENIE NEODNORODNOGO URAWNENIQ W WIDE y(x) =

A(x)'(x) + B(x) (x), GDE A(x) I B(x) TEPERX NEIZWESTNYE FUNKCII. dIFFERENCIRUQ \TO

RE[ENIE, POLU^IM

y0(x) = (A'0 +B 0) + (A0'+B0 ):

pOSKOLXKU NEIZWESTNYH FUNKCIJ DWE, A URAWNENIE ODNO, TO \TI FUNKCII MOVNO POD^INITX

DOPOLNITELXNOMU USLOWI@. wYBEREM EGO W WIDE

a0'+B0 = 0: (8.12)

pODSTAWIW ISKOMOE RE[ENIE W URAWNENIE (8.11), POLU^IM

A('00 + p'0 + q') +B( 00 + p 0 + q ) + A0'0 +B0 0 = f(x):

wYRAVENIQ W SKOBKAH OBRA]A@TSQ W NULX W SILU TOGO, ^TO ' I  UDOWLETWORQ@T ODNOROD-

NOMU URAWNENI@. oSTAETSQ PROSTOE URAWNENIE WIDA

A0'0 +B0 0 = f(x): (8.13)

uRAWNENIQ (8.12), (8.13) PREDSTAWLQ@T SOBOJ ALGEBRAI^ESKU@ SISTEMU OTNOSITELXNO PRO-

IZWODNYH A0 I B0, KOTORYE WY^ISLQ@TSQ \LEMENTARNYM METODOM:

A0(x) =
 (x)f(x)

W (x)
; B0(x) = �'(x)f(x)

W (x)
; (8.14)

GDE W (x) = '0(x) (x)�'(x) 0(x). kOMBINACIQ ^ASTNYH RE[ENIJ I IH PROIZWODNYH, OBRA-
ZU@]AQ W (x), NAZYWAETSQ OPREDELITELEM wRONSKOGO (WRONSKIANOM) DANNOGO URAWNE-

NIQ. fUNKCII A(x) I B(x) NAHODQTSQ IZ (8.14) INTEGRIROWANIEM.

rEKOMENDUEMAQ LITERATURA K RAZDELAM 2 { 8:
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zELXDOWI^ q.b. wYS[AQ MATEMATIKA DLQ NA^INA@]IH I EE PRILOVENIQ K FIZIKE. m.: nA-

UKA, 1979.

mY[KIS a.d. lEKCII PO WYS[EJ MATEMATIKE. m.: nAUKA, 1973.

zELXDOWI^ q.b., mY[KIS a.d. |LEMENTY PRIKLADNOJ MATEMATIKI. m.: nAUKA, 1972.

w KA^ESTWE PRAKTI^ESKIH ZANQTIJ PO RE[ENI@ DIFFERENCIALXNYH URAWNENIJ REKO-

MENDUEM ^ITATEL@ PRORE[ATX PRIWEDENNYE NIVE ZADA^I PO MEHANIKE. mATEMATI^ESKIJ

MATERIAL, IZLOVENNYJ RANEE, WPOLNE DOSTATO^EN DLQ RE[ENIQ UKAZANNYH ZADA^. mEHA-

NIKA nX@TONA WO MNOGOM STIMULIROWALA SOZDANIE DIFFERENCIALXNOGO I INTEGRALXNOGO

IS^ISLENIQ.

zADA^I PO MEHANIKE DLQ TRENIROWKI

8.1 ~ASTICA S MASSOJm I ZARQDOM e DWIVETSQ W \LEKTRI^ESKOM POLE E(z) = exE0 sin(z=a),

GDE E0 I a | POSTOQNNYE. nA^ALXNYE USLOWIQ: r(0) = 0; v(0) = v0ez. nAJTI ZAWISIMOSTX
KOORDINAT OT WREMENI r(t).

8.2 tA VE ^ASTICA DWIVETSQ WO WZAIMNO PERPENDIKULQRNYH POLQH E1 cos!t I E2 sin!t.
pRI KAKIH NA^ALXNYH USLOWIQH I ZNA^ENIQH AMPLITUD E1; E2 TRAEKTORIEJ ^ASTICY BU-

DET OBYKNOWENNAQ CIKLOIDA? (uRAWNENIE CIKLOIDY W PARAMETRI^ESKOJ FORME: x = a(t �
sint); y = a(1� cost), a | POSTOQNNAQ, t | PARAMETR).

8.3 nA ^ASTICU S ZARQDOM e I MASSOJ m DEJSTWU@T ODNORODNOE MAGNITNOE POLE B I SILA

TRENIQ f = ��v. nA^ALXNAQ KINETI^ESKAQ \NERGIQ ^ASTICY T0 . wY^ISLITX ZAWISIMOSTX

KINETI^ESKOJ \NERGII OT WREMENI.

8.4 dWE ^ASTICY S ODINAKOWYMI MASSAMI m NO S RAZNYMI ZARQDAMI +e I �e W NA^ALXNYJ
MOMENT POKOILISX NA RASSTOQNII 2h DRUG OT DRUGA. ~EREZ KAKOJ PROMEVUTOK WREMENI �t
ONI STOLKNUTSQ?

8.5 mATERIALXNAQ TO^KA MASSYm DWIVETSQ W PLOSKOSTI z = 0 PO ZAKONU x(t) = a cosh(kt); y(t) =

b sinh(kt). nAJTI DEJSTWU@]U@ NA NEE SILU KAK FUNKCI@ KOORDINAT. uKAZATX cOHRANQ@-

]IESQ W \TOM SLU^AE DINAMI^ESKIE WELI^INY.

8.6 ~ASTICA S ZARQDOM e I MASSOJ m POPADAET W ODNORODNOE TORMOZQ]EE \LEKTRI^ESKOE

POLE E SO SKOROSTX@ u, PARALLELXNOJ NAPRAWLENI@ POLQ. oPREDELITX WREMQ, ZA KOTOROE

^ASTICA WERNETSQ W NA^ALXNU@ TO^KU.

8.7 mATERIALXNAQ TO^KA S MASSOJ m DWIVETSQ W POTENCIALXNOM POLE U(x) = �ax PRI

x < 0; U(x) = bx2=2 PRI x > 0. wY^ISLITX PERIOD KOLEBANIJ KAK FUNKCI@ POLNOJ \NERGII

E.

8.8 pRI t = 0 ^ASTICA S MASSOJ m I ZARQDOM e WLETAET W POLUPROSTRANSTWO S ODNOROD-

NYM MAGNITNYM POLEM B. nA^ALXNAQ SKOROSTX ^ASTICY u PERPENDIKULQRNA B. nAJTI EE

TRAEKTORI@.
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8.9 sDELATX TO VE SAMOE DLQ SLU^AQ, KOGDA NA^ALXNAQ SKOROSTX ^ASTICY PARALLELXNA

MAGNITNOMU POL@.

8.10 sDELATX TO VE SAMOE DLQ SLU^AQ, KOGDA ^ASTICA WLETAET W ODNORODNOE \LEKTRI^ESKOE

POLE E S NA^ALXNOJ SKOROSTX@ u, PERPENDIKULQRNOJ POL@.

8.11 nA^ALXNAQ SKOROSTX ^ASTICY u ORIENTIROWANA PROIZWOLXNYM OBRAZOM W ODNORODNOM

MAGNITNOM POLE B. pUTEM RE[ENIQ URAWNENIQ DWIVENIQ NAJTI ZAWISIMOSTX SKOROSTI OT

WREMENI v(t).

8.12 nA ZARQVENNU@ ^ASTICU DEJSTWU@T ODNORODNYE POLQ | \LEKTRI^ESKOE E, NAPRAW-

LENNOE WDOLX OSI 0x I MAGNITNOE B, NAPRAWLENNOE PO OSI 0z. nAJTI ZAKON DWIVENIQ

^ASTICY PRI NA^ALXNYH USLOWIQH OB]EGO WIDA. wOZMOVNO LI RE[ENIE ZADA^I W RAMKAH

KLASSI^ESKOJ MEHANIKI PRI PROIZWOLXNOM SOOTNO[ENII MEVDU E I B?

8.13 ~ASTICA S MASSOJ m SOWER[AET PLOSKOE DWIVENIE W POLE U(x; y) = k(x2+ y2)=2; k =

const. nA^ALXNYE USLOWIQ: PRI t = 0; x = a; y = 0; _x = 0; _y = b
q
k=m. nAJTI TRAEKTORI@

DWIVENIQ.

8.14 oRUDIE USTANOWLENO NA HOLME WYSOTOJ h. nA^ALXNAQ SKOROSTX SNARQDA u NAPRAWLE-

NA POD UGLOM � K GORIZONTU. oPREDELITX, PRI KAKOM ZNA^ENII UGLA � DALXNOSTX POLETA

SNARQDA MAKSIMALXNA (SOPROTIWLENIEM WOZDUHA PRENEBRE^X).

8.15 {ARIK MASSY m PADAET S WYSOTY h I UPRUGO OTSKAKIWAET OT GORIZONTALXNOJ PLOS-

KOSTI. sILA SOPROTIWLENIQ WOZDUHA PROPORCIONALXNA KWADRATU SKOROSTI (KO\FFICIENT

PROPORCIONALXNOSTI k). nAJTI WYSOTU POD_EMA [ARIKA POSLE UDARA O PLOSKOSTX.

8.16 lINEJNYJ OSCILLQTOR S SOBSTWENNOJ ^ASTOTOJ ! W NA^ALXNYJ MOMENT t = 0 POKOITSQ

W SOSTOQNII RAWNOWESIQ. w \TOT MOMENT NA NEGO NA^INAET DEJSTWOWATX POSTOQNNAQ SILA

F = const. nAJTI DWIVENIE OSCILLQTORA W POSLEDU@]IE MOMENTY.

8.17 nA POKOQ]IJSQ LINEJNYJ OSCILLQTOR PRI t = 0 NA^INAET DEJSTWOWATX WYNUVDA-

@]AQ SILA F (t) = fexp(�at), GDE f I a | POSTOQNNYE. nAJTI AMPLITUDU KOLEBANIJ A,

KOTORAQ USTANOWITSQ PRI t >> 1=a.

8.18 nA LINEJNYJ OSCILLQTOR S ^ASTOTOJ ! DEJSTWUET WYNUVDA@]AQ SILA F (t) = fcos
t.
nAJTI OB]EE RE[ENIE URAWNENIQ KOLEBANIJ OSCILLQTORA.

8.19 nA LINEJNYJ OSCILLQTOR S SOBSTWENNOJ ^ASTOTOJ ! DEJSTWUET SILA TRENIQ �m _x.
nA^ALXNYE USLOWIQ: x(0) = a; _x = 0. iSSLEDOWATX KOLEBANIQ OSCILLQTORA PRI ! > =2.

oPREDELITX, W ^ASTNOSTI, W PREDELE  � ! DOBROTNOSTX OSCILLQTORA Q = 2�E=�E, GDE

E I �E | POLNAQ \NERGIQ OSCILLQTORA I EE DISSIPACIQ ZA PERIOD KOLEBANIJ. ~ERTOJ

OBOZNA^ENO USREDNENIE PO PERIODU.

8.20 nA OSCILLQTOR S TRENIEM PREDYDU]EJ ZADA^I, PERWONA^ALXNO POKOIW[IJSQ, NA^INA-

ET DEJSTWOWATX SILA F (t) = f cos 
t. iSSLEDOWATX USTANOWIW[IESQ KOLEBANIQ OSCILLQTORA

PRI RAZNYH SOOTNO[ENIQH MEVDU SOBSTWENNOJ ^ASTOTOJ I ^ASTOTOJ WYNUVDA@]EJ SILY.
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oTWETY

8.1

z = v0t; x = �eE0a
2

mv20
sin

v0t

a
:

8.2 _x = _y = _z = 0; E1 = E2:

8.3 T (t) = T0 exp(�2�t=m).

8.4 �t = (�h=e)
q
mh=2.

8.5 F = mk2r; M = kabez; E = mk2(b2 � a2)=2:

8.6 �t = 2mu=eE.

8.7 T (E) = �
q
m=b +

q
8mE=a2.

8.8 w POLUPROSTRANSTWE, ZANQTOM POLEM,TRAEKTORIQ PREDSTAWLQET SOBOJ POLUOKRUV-

NOSTX RADIUSA R = mcu=eB, GDE S | \LEKTRODINAMI^ESKAQ POSTOQNNAQ (SKOROSTX SWETA

W WAKUUME).

8.9 pRQMAQ LINIQ WDOLX PERWONA^ALXNOGO NAPRAWLENIQ DWIVENIQ ^ASTICY.

8.10 x(z) = (eE=2m)(z=u)2, GDE z | KOORDINATA W NAPRAWLENII NA^ALXNOJ SKOROSTI, x

| KOORDINATA WDOLX \LEKTRI^ESKOGO POLQ.

8.11 vx = u? cos(
t� �); vy = �u? sin(
t� �); vz = uz; 
 = eB=mc.

8.12 pRI E < B IMEEM

vx = u? cos(
t� �); vy = �u? sin(
t� �)� cE=B; vz = uz; 
 = eB=mc:

pRI E � B SKOROSTX ^ASTICY SO WREMENEM PREWYSIT PREDELXNU@ WOZMOVNU@ SKOROSTX

(SKOROSTX SWETA c), ^TO UKAZYWAET NA NEPRIMENIMOSTX NX@TONOWSKOJ MEHANIKI W \TOM

SLU^AE.

8.13 (x=a)2 + (y=b)2 = 1.

8.14

sin� =
1q

2(1 + gh=u2)
.
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8.15

wYSOTA POD_EMA =
m

2k
ln

"
2� exp

 
�2kh

m

!#
:

uRAWNENIE DWIVENIQ IMEET WID �x� k _x2=m+ g = 0, GDE ZNAK MINUS SOOTWETSTWUET DWI-

VENI@ WWERH, A PL@S - WNIZ. uMNOVAQ OBE ^ASTI URAWNENIQ NA dt=dz, I WWODQ OBOZNA^ENIE

dz=dt = u, NAHODIM du=dz�ku=m+g=u = 0. e]E RAZ WWODIM NOWU@ ZAWISIMU@ PEREMENNU@

w(z) = u2(z) I POLU^AEM DLQ NEE PROSTOE URAWNENIE S RAZDELQ@]IMISQ PEREMENNYMI

dw=dz = �2kw=m� 2g. rAZDELQEM PEREMENNYE,

dw

�2kw=m� 2g
= dz

I POSLE \TOGO BEREM NEOPREDELENNYE INTEGRALY OT OBEIH ^ASTEJ RAWENSTWA PO dw I PO

dz SOOTWETSTWENNO, NE ZABYWAQ NAPISATX POSTOQNNU@ INTEGRIROWANIQ, ^TO DAET POSLE

WOZWRA]ENIQ K ISHODNOJ PEREMENNOJ z(t)

_z2 � mg

k
= C� exp

 
�2kz

m

!
:

dALXNEJ[IJ RAS^ET SOSTOIT W PRAWILXNOM OPREDELENII POSTOQNNYH INTEGRIROWANIQ I

DRUGIH NEOBHODIMYH WELI^IN NA DWUH \TAPAH DWIVENIQ (WNIZ I WWERH).

8.16 x(t) = (F=m!2)(1� cos!t).

8.17 A = af

m(!2+a2)3=2
.

8.18

x(t) = Acos(!t+ �) +
f

m(!2 � 
2)
cos 
t;

GDE A; � | PROIZWOLXNYE POSTOQNNYE.

8.19 x(t) = ae��t cos!0t; � = =2m; !0 =
p
!2 � �2; Q � !=2�. pRI USREDNENII PO

PERIODU WWIDU MALOSTI ZATUHANIQ MOVNO S^ITATX MNOVITELX exp(��t) POSTOQNNYM:
�E � (2��ka2=!) exp(�2�t); E � (ka2=2) exp(�2�t).

8.20 uSTANOWIW[IESQ KOLEBANIQ OSCILLQTORA PROISHODQT S ^ASTOTOJ WYNUVDA@]EJ

SILY:

x(t) =
f

m

(!2 � 
2) cos 
t� 2�
 sin
t

(!2 � 
2)2 + 4�2
2
:

nAIBOLX[EGO ZNA^ENIQ AMPLITUDA KOLEBANIJ DOSTIGAET PRI REZONANSE, ! = 
:

x(t) = �A sin
t; A =
Qf

m
2
; Q =




2�
:

zDESX Q | DOBROTNOSTX OSCILLQTORA (SM. PREDYDU]U@ ZADA^U). ~EM WY[E DOBROTNOSTX

OSCILLQTORA, TEM BOLX[E REZONANSNOE ZNA^ENIE AMPLITUDY.
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9 |LEMENTY WEKTORNOGO ANALIZA

sKALQRNYE ILI WEKTORNYE FUNKCII, IZOBRAVA@]IE RASPREDELENIE RAZLI^NYH FIZI^ESKIH

WELI^IN W TREHMERNOM PROSTRANSTWE, POD^AS NAZYWA@T POLQMI SOOTWETSTWU@]IH WELI^IN.

tAK, MOVNO GOWORITX O POLE TEMPERATUR T (x; y; z) ILI DAWLENIJ p(x; y; z) W ATMOSFERE, POLE

SKOROSTEJ DWIVU]EJSQ VIDKOSTI ILI GAZA u(x; y; z) I T.D. pROIZWODNYE I INTEGRALY OT

TAKIH SKALQRNYH I WEKTORNYH FUNKCIJ OBLADA@T NEKOTORYMI OB]IMI MATEMATI^ESKIMI

SWOJSTWAMI, O^ENX WAVNYMI DLQ FIZI^ESKIH PRILOVENIJ. s \TIMI SWOJSTWAMI NUVNO PO-

ZNAKOMITXSQ I USWOITX IH ZARANEE. tOLXKO W \TOM SLU^AE MOVNO BUDET USPE[NO IZU^ITX I

PONQTX DO KONCA TAKIE RAZDELY FIZIKI, KAK TEORIQ \LEKTROMAGNITNYH QWLENIJ, MEHANIKA

VIDKOSTEJ, GAZOW I TWERDYH TEL, KWANTOWAQ FIZIKA I KWANTOWAQ TEORIQ POLQ.

gRADIENT I PROIZWODNYE PO NAPRAWLENI@ OT SKALQRNOJ I WEKTORNOJ FUNK-

CIJ. wEKTORNYE LINII. wSE DIFFERENCIALXNYE OPERACII NAD SKALQRNYMI I WEKTORNY-

MI POLQMI WYRAVA@TSQ S POMO]X@ OPERATORA r, WWEDENNOGO W RAZDELE 6. mY UVE POZNA-

KOMILISX TAM S GRADIENTOM SKALQRNOJ FUNKCII

grad U(x; y; z) � rU(x; y; z) = ex
@U

@x
+ ey

@U

@x
+ ez

@U

@z
; (9.1)

KOTORYJ PREDSTAWLQET SOBOJ, TAKIM OBRAZOM, POTENCIALXNYJ WEKTOR. wAVNO PONQTX, ^TO

GRADIENT NAPRAWLEN WSEGDA W STORONU WOZRASTANIQ U PO NORMALI K POWERHNOSTI POSTOQN-

NOGO ZNA^ENIQ SKALQRNOGO POLQ U(x; y; z) = const. |TO SLEDUET IZ TOGO, ^TO PRI DIFFE-

RENCIROWANII POSLEDNEGO RAWENSTWA POLU^IM dr�rU = 0. pOSKOLXKU ZDESX dr NAPRAWLEN
PO KASATELXNOJ K POWERHNOSTI U = const, GRADIENT PERPENDIKULQREN \TOJ POWERHNOSTI.

pROEKCIQ VE GRADIENTA NA NAPRAWLENIE l, KAK BYLO POKAZANO W PRIMERE 6.1, DAET PROIZ-

WODNU@ OT U W ZADANNOM NAPRAWLENII:

@U

@l
= l�rU(x; y; z); jlj = 1: (9.2)

pOSLEDNEE WYRAVENIE IMEET SMYSL I W PRIMENENII K PROIZWOLXNOMU WEKTORUA(x; y; z):

WELI^INA (l�r)A(x; y; z) PREDSTAWLQET SOBOJ PROIZWODNU@ OT WEKTORA A W NAPRAWLE-

NII l. |TO SLEDUET IZ TOGO, ^TO OPERATOR (l�r) DOLVEN BYTX PRIMENEN K KAVDOJ PROEKCII

A I DAST SOOTWETSTWU@]U@ PROIZWODNU@, A IH SOWOKUPNOSTX BUDET IMETX SMYSL PROIZ-

WODNOJ OT WSEGO WEKTORA W ZADANNOM NAPRAWLENII.

nAGLQDNOE PREDSTAWLENIE O STRUKTURE WEKTORNOGO POLQ A DA@T WEKTORNYE LINII

| \TO TAKIE LINII, KASATELXNYE K KOTORYM W KAVDOJ TO^KE POKAZYWA@T NAPRAWLENIE

WEKTORA A W \TOJ TO^KE. nETRUDNO ZAPISATX SISTEMU URAWNENIJ, IZ KOTOROJ MOVNO NAJTI

WEKTORNYE LINII ZADANNOGO POLQA(x; y; z). uSLOWIE PARALLELXNOSTI MALOGO \LEMENTA dl =

(dx; dy; dz) WEKTORNOJ LINII I WEKTORA A MOVNO ZAPISATX W WIDE A� dl = 0. zAPISAW \TO

WEKTORNOE RAWENSTWO W PROEKCIQH NA SOOTWETSTWU@]IE OSI, POLU^IM DIFFERENCIALXNYE

URAWNENIQ DLQ DWUH SEMEJSTW POWERHNOSTEJ, LINII PERESE^ENIQ KOTORYH I PREDSTAWLQ@T

SOBOJ ISKOMYE WEKTORNYE LINII. nAPRIMER, W DEKARTOWYH KOORDINATAH BUDEM IMETX

dx

Ax(x; y; z)
=

dy

Ay(x; y; z)
=

dz

Az(x; y; z)
: (9.3)

wEKTORNYE LINII L@BOGO POTENCIALXNOGO WEKTORA PERPENDIKULQRNY POWERHNOSTQM

RAWNOGO POTENCIALA U(x; y; z) = const. |TO SLEDUET IZ SWOJSTW GRADIENTA SKALQRNOJ FUNK-

CII.
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dIWERGENCIQ I ROTOR. iNTEGRALXNYE TEOREMY. rASSMOTRIM TEPERX DEJSTWIE

WEKTORNOGO OPERATORA r NA PROIZWOLXNYJ WEKTOR A BEZ U^ASTIQ KAKOGO-LIBO TRETXEGO

WEKTORA. kAK MY ZNAEM, IZ DWUH WEKTOROW MOVNO SOSTAWITX PROIZWEDENIQ DWUH TIPOW: SKA-

LQRNOE

divA � r�A =
@Ax

@x
+
@Ay

@y
+
@Az

@z
(9.4)

I WEKTORNOE

rotA � r�A = ex

 
@Az

@y
� @Ay

@z

!
+ ey

 
@Ax

@z
� @Az

@x

!
+ ez

 
@Ay

@x
� @Ax

@y

!
: (9.5)

oBE \TI WELI^INY IGRA@T WAVNEJ[U@ ROLX W WEKTORNOM ANALIZE I NOSQT NAZWANIE DIWER-

GENCII (SKALQR!) I ROTORA (WEKTOR!). w LEWYH ^ASTQH RAWENSTW PRIWEDENY IH BUKWENNYE

OBOZNA^ENIQ. w PRAWYH ^ASTQH UKAZANY IH QWNYE WYRAVENIQ, KOTORYE IME@T PRIWEDENNYJ

WID TOLXKO W DEKARTOWYH KOORDINATAH. ~TOBY LU^[E OSOZNATX IH MATEMATI^ESKIJ I

FIZI^ESKIJ SMYSL, RASSMOTRIM PREVDE WSEGO DRUGIE OPREDELENIQ \TIH WAVNYH WELI^IN,

MENEE FORMALXNYE I BOLEE NAGLQDNYE, HOTQ I NESKOLXKO BOLEE SLOVNYE. nO POSLEDNIJ NE-

DOSTATOK ISKUPAETSQ TEM, ^TO OPREDELENIQ, O KOTORYH POJDET RE^X, W OTLI^IE OT (9.4),

(9.5), NE ZAWISQT OT WYBORA SISTEMY KOORDINAT. nA^NEM S DIWERGENCII.

wYBEREM TO^KU M , W KOTOROJ MY HOTIM OPREDELITX DIWERGENCI@ WEKTORNOGO POLQ

A(r). oKRUVIM \TU TO^KU ZAMKNUTOJ GLADKOJ POWERHNOSTX@ S, WNUTRI KOTOROJ ZAKL@^EN

NEKOTORYJ OB_EM �V , I OPREDELIM W KAVDOJ TO^KE POWERHNOSTI WNE[N@@ NORMALX n.

wEKTORNYM \LEMENTOM POWERHNOSTI dS BUDEM NAZYWATX PROIZWEDENIE ndS. iNTEGRAL PO

ZAMKNUTOJ POWERHNOSTI
H
S
A�dS, KAK UVE OTME^ALOSX W GLAWE 7, DAET POTOK WEKTORA A

^EREZ POWERHNOSTX S. dADIM TEPERX OPREDELENIE DIWERGENCII (PO-RUSSKI| RASHODIMOSTI),

OTLI^NOE OT (9.4):

divA(r) = lim
�V!0

1

�V

I
S

A�dS: (9.6)

zDESX PREDPOLAGAETSQ, ^TO OB_EM �V STQGIWAETSQ W TO^KU M ; KRUVOK NA ZNAKE INTEGRALA

OZNA^AET ZAMKNUTU@ POWERHNOSTX.

uBEDIMSQ W TOM, ^TO OPREDELENIQ (9.4) I (9.6) PRI ISPOLXZOWANII DEKARTOWYH KOOR-

DINAT \KWIWALENTNY. dLQ \TOGO WYBEREM OB_EM �V = dV = dxdydz W WIDE MALOGO PRQ-

MOUGOLXNOGO PARALLELEPIPEDA S REBRAMI dx; dy; dz. wOSPOLXZOWAW[ISX MALOSTX@ GRANEJ

PARALLELEPIPEDA, ZAPI[EM PRIBLIVENNOE WYRAVENIE DLQ POWERHNOSTNOGO INTEGRALA:

I
S

A�dS � [Ax(x+ dx; �y; �z)� Ax(x; �y; �z)]dydz

+ [Ay(�x; y + dy; �z)� Ay(�x; y; �z)]dxdz + [Az(�x; �y; z + dz)� Az(�x; �y; z)]dxdy

�
 
@Ax

@x
+
@Ay

@y
+
@Az

@z

!
dV: (9.7)

pRI OCENKE INTEGRALOW PO [ESTI OTDELXNYM GRANQM ISPOLXZOWANA TEOREMA O SREDNEM, WE-

LI^INY �x; �y; �z | \TO ZNA^ENIQ KOORDINAT W NEKOTOROJ TO^KE SOOTWETSTWU@]EJ GRANI.

u^TENO TAKVE, ^TO NORMALX IMEET PROTIWOPOLOVNYE NAPRAWLENIQ NA PROTIWOPOLOVNYH

GRANQH, A PRI STQGIWANII OB_EMA W TO^KU M WSE KOORDINATY PRINIMA@T ZNA^ENIQ, SOOT-

WETSTWU@]IE \TOJ TO^KE. iSPOLXZUQ REZULXTAT (9.7) I PODSTAWLQQ EGO W (9.6), UBEVDAEMSQ,
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^TO OPREDELENIE DIWERGENCII (9.6) PRI ISPOLXZOWANII DEKARTOWYH KOORDINAT PRIWODIT

K FORMULE (9.4). tAKIM OBRAZOM, DIWERGENCIQ W NEKOTOROJ TO^KE OTLI^NA OT NULQ, ESLI

SU]ESTWUET NENULEWOJ POTOK WEKTORA ^EREZ MALU@ ZAMKNUTU@ POWERHNOSTX, OKRUVA@]U@

DANNU@ TO^KU. wNUTRI POWERHNOSTI DOLVEN SU]ESTWOWATX ISTO^NIK WEKTORNOGO POLQ, SOZ-

DA@]IJ POTOK. pO\TOMU DIWERGENCIQ HARAKTERIZUET PLOTNOSTX ISTO^NIKOW POLQ.

wAVNO POD^ERKNUTX, ^TO WYRAVENIE DIWERGENCII W INWARIANTNOJ FORME r�A QWLQ-

ETSQ UNIWERSALXNYM, PRIMENIMYM W L@BYH KRIWOLINEJNYH KOORDINATAH, ESLI TOLXKO OBA

WEKTORA, r I A, PRAWILXNO ZAPISANY W SOOTWETSTWU@]IH KOORDINATAH. pRIMENENNYJ WY-

[E PRIEM WY^ISLENIQ INTEGRALA PO MALOJ POWERHNOSTI MOVNO ISPOLXZOWATX DLQ POLU^ENIQ

QWNYH WYRAVENIJ DIWERGENCII W NAIBOLEE UPOTREBITELXNYH SFERI^ESKIH I CILINDRI^ES-

KIH KOORDINATAH. sLEDUET WYBIRATX FORMU OB_EMA KAVDYJ RAZ TAKIM OBRAZOM, ^TOBY NA

KAVDOJ IZ EGO BOKOWYH POWERHNOSTEJ OSTAWALASX POSTOQNNOJ ODNA IZ KOORDINAT.

wYWEDEM TEPERX WAVNU@ INTEGRALXNU@ TEOREMU, KOTORAQ POZWOLQET PREOBRAZOWYWATX

INTEGRAL PO POWERHNOSTI W INTEGRAL PO OB_EMU I NAOBOROT. wYBEREM PROIZWOLXNYJ KONE^-

NYJ OB_EM V , OGRANI^ENNYJ GLADKOJ ZAMKNUTOJ POWERHNOSTX@ S. rAZOBXEM EGO NA MALYE

Q^EJKI �Vi, KAVDAQ IZ KOTORYH OGRANI^ENA SOOTWETSTWU@]EJ POWERHNOSTX@ �Si. u Q^EEK,

PRIMYKA@]IH K WNE[NEJ POWERHNOSTI S, ^ASTX OGRANI^IWA@]IH IH POWERHNOSTEJ BUDET
SOWPADATX S S. wSE OSTALXNYE U^ASTKI POWERHNOSTEJ Si BUDUT OB]IMI DLQ DWUH SOSEDNIH
Q^EEK. pOLXZUQSX MALOSTX@ KAVDOJ IZ Q^EEK, WOSPOLXZUEMSQ SOOTNO[ENIEM (9.6), PRIDAW

EMU PRIBLIVENNU@ FORMU

(divA)i�Vi �
I
Si

A�dSi: (9.8)

pROSUMMIRUEM TEPERX LEWU@ I PRAWU@ ^ASTI POSLEDNEGO PRIBLIVENNOGO RAWENSTWA PO i

I PEREJDEM K PREDELU, USTREMLQQ OB_EM KAVDOJ Q^EJKI K NUL@, A IH ^ISLO | K BESKO-

NE^NOSTI. lEWAQ ^ASTX RAWENSTWA PEREJDET PRI \TOM W INTEGRAL PO POLNOMU OB_EMU V OT

DIWERGENCII A:
R
V
divAdV . w PRAWOJ ^ASTI RAWENSTWA INTEGRALY PO WNUTRENNIM U^AS-

TKAM POWERHNOSTEJ Si WZAIMNO SOKRATQTSQ, TAK KAK WNE[NIE NORMALI DLQ DWUH SOSEDNIH
Q^EEK IME@T PRQMO PROTIWOPOLOVNYE NAPRAWLENIQ. oSTANETSQ LI[X INTEGRAL PO WNE[-

NEJ POWERHNOSTI S, KOTORAQ OGRANI^IWAET POLNYJ OB_EM V . w ITOGE MY POLU^IM TO^NOE

INTEGRALXNOE SOOTNO[ENIE Z
V

divA dV =

I
S

A�dS; (9.9)

KOTOROE NAZYWAETSQ W RUSSKOQZY^NOJ LITERATURE TEOREMOJ oSTROGRADSKOGO-gAUSSA (W

ZAPADNYH IZDANIQH FAMILIQ oSTROGRADSKOGO OPUSKAETSQ).

rOTOR (WIHRX) WEKTORNOGO POLQ DOPUSKAET OPREDELENIE, ANALOGI^NOE OPREDELENI@ (9.6)

DIWERGENCII. zADAEM W TO^KE M NEKOTOROE NAPRAWLENIE EDINI^NYM WEKTOROM n. pOSTROIM

MALENXKU@ PLOSKU@ PLO]ADKU �S, SODERVA]U@ TO^KU M I PERPENDIKULQRNU@ n, I OPRE-

DELIM NAPRAWLENIE OBHODA PO OGRANI^IWA@]EMU \TU PLO]ADKU KONTURU l, SOGLASOWANNOE S
NAPRAWLENIEM n PRAWILOM PRAWOGO WINTA. pROEKCIQ ROTORA NA NAPRAWLENIE n W TO^KE M
OPREDELQETSQ SLEDU@]IM OBRAZOM:

rotnA = lim
�S!0

1

�S

I
l

A�dl; (9.10)

GDE INTEGRAL PREDSTAWLQET SOBOJ CIRKULQCI@ WEKTORA A WDOLX ZAMKNUTOGO KONTURA l.

w TOVDESTWENNOSTI OPREDELENIJ (9.5) I (9.10) MOVNO UBEDITXSQ, WY^ISLIW CIRKULQCI@

W (9.10). nAPRAWIM n WDOLX OSI 0z I WYBEREM PRQMOUGOLXNU@ PLO]ADKU �S = dS = dxdy.
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iSPOLXZUQ, KAK I PRI WY^ISLENII WY[E INTEGRALA PO POWERHNOSTI, TEOREMU O SREDNEM,

POLU^IM

I
l

A�dl
� [Ay(x + dx; �y; z)� Ay(x; �y; z)]dy + [Ax(�x; y; z)� Ay(�x; y + dy; z)]dx

�
 
@Ay

@x
� @Ax

@y

!
dS: (9.11)

pODSTAWIW \TOT REZULXTAT W (9.10) I PEREJDQ K PREDELU, POLU^IM TO^NOE WYRAVENIE DLQ

rotzA W DEKARTOWYH KOORDINATAH, SOWPADA@]EE S (9.5). aNALOGI^NYM OBRAZOM MOVNO NAJTI

DRUGIE PROEKCII WIHRQ. wIHRX BUDET OTLI^EN OT NULQ, ESLI LINII WEKTORA A ZAKRU^IWA-

@TSQ | IME@T ZAMKNUTU@ ILI SPIRALEOBRAZNU@ FORMU.

iZ OPREDELENIQ WIHRQ (9.10) MOVNO WYWESTI INTEGRALXNOE SOOTNO[ENIE, ANALOGI^-

NOE TEOREME oSTROGRADSKOGO-gAUSSA. oPREDELIM PROIZWOLXNU@ TREHMERNU@ NEZAMKNUTU@

POWERHNOSTX S, OGRANI^ENNU@ KONTUROM l, I W KAVDOJ TO^KE POWERHNOSTI NORMALX n. rAZ-

DELIM POWERHNOSTX NA MALYE ^ASTI �Si, KAVDAQ IZ KOTORYH OGRANI^ENA KONTUROM li. dLQ

KAVDOJ TAKOJ PLO]ADKI MOVNO ZAPISATX NA OSNOWE (9.10) PRIBLIVENNOE SOOTNO[ENIE

rotnA�Si �
I
li

A�dli: (9.12)

sUMMIRUQ OBE ^ASTI PRIBLIVENNOGO RAWENSTWA PO i I PEREHODQ K PREDELU BESKONE^NO MALYH
PLO]ADOK, POLU^AEM TO^NOE RAWENSTWO (TEOREMU sTOKSA):

Z
S

rotA�dS =

I
A�dl: (9.13)

w PRAWOJ ^ASTI OSTAETSQ INTEGRAL PO WNE[NEMU KONTURU, OGRANI^IWA@]EMU POWERHNOSTX

S. wSE INTEGRALY PO WNUTRENNIM KONTURAM SOKRA]A@TSQ. tEOREMA sTOKSA SWQZYWAET IN-

TEGRAL OT POTOKA ROTORA ^EREZ POWERHNOSTX S CIRKULQCIEJ WEKTORA WDOLX KONTURA, OGRA-

NI^IWA@]EGO \TU POWERHNOSTX.

sOLENOIDALXNYE I POTENCIALXNYE (BEZWIHREWYE) WEKTORY. pUSTX WEKTORNOE

POLE H(r) WO WSEM PROSTRANSTWE UDOWLETWORQET USLOWI@

divH = 0 (9.14)

(WEKTOR H W \TOM SLU^AE NAZYWAETSQ SOLENOIDALXNYM). tAKIM SWOJSTWOM OBLADAET, NA-

PRIMER, MAGNITNOE POLE. mOVNO DOKAZATX (MY \TOGO DELATX NE BUDEM), ^TO USLOWIE (9.14)

NEOBHODIMO I DOSTATO^NO DLQ TOGO, ^TOBY WEKTORH MOVNO BYLO PREDSTAWITX W WIDE WIHRQ

DRUGOGO WEKTORA A(r):

H = rotA: (9.15)

lEGKO UBEDITXSQ S ISPOLXZOWANIEM PRAWIL WEKTORNOGO DIFFERENCIROWANIQ, ^TO USLOWIE

(9.14) WYPOLNQETSQ PRI L@BOM A:

divH = r�H = r�[r�A] = [r�r]�A = 0:
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pOTENCIALXNYM WEKTOROM, KAK UVE OTME^ALOSX W RAZDELE 6, NAZYWAETSQ WEKTOR,

PREDSTAWIMYJ W FORME GRADIENTA NEKOTOROJ SKALQRNOJ FUNKCII:

E(r) = �gradU(r) � �rU(r): (9.16)

nEOBHODIMYMI I DOSTATO^NYMI USLOWIQMI POTENCIALXNOSTI WEKTORA QWLQ@TSQ RAWENSTWA

WIDA (6.7), KOTORYE W WEKTORNOJ FORME DA@T

rotE = 0: (9.17)

iSPOLXZUQ OPREDELENIE POTENCIALXNOGO WEKTORA (9.16) I WYRAVAQ OPERACI@ rot ^EREZ OPE-

RATOR r, UBEVDAEMSQ, ^TO RAWENSTWO (9.17) WYPOLNQETSQ TOVDESTWENNO DLQ L@BOJ FUNKCII

U(r).
dIFFERENCIALXNYE OPERACII WTOROGO PORQDKA. oNI WOZNIKA@T, ESLI OPERATOR

r PRIMENQETSQ K WYRAVENIQM, UVE SODERVA]IM \TOT OPERATOR, T.E. K rU; r�A; r �A.

pOLXZUQSX PRAWILAMI WEKTORNOJ ALGEBRY, NAHODIM

r�rU(r) = (r�r)U(r) = r2U(r) = �U(r); (9.18)

GDE OPERATOR lAPLASA � = r2 IMEET W DEKARTOWYH KOORDINATAH WID

� =
@2

@x2
+

@2

@y2
+

@2

@z2
: (9.19)

|TO | O^ENX WAVNYJ OPERATOR, WOZNIKA@]IJ PO^TI WO WSEH ZADA^AH, KOGDA TREBUETSQ

OPISATX NA MATEMATI^ESKOM QZYKE DOSTATO^NO SLOVNOE FIZI^ESKOE QWLENIE.

dALEE,

rr�A � r(r�A) = grad divA: (9.20)

hOTQ TAKAQ KOMBINACIQ PROIZWODNYH WOZNIKAET NEREDKO, DLQ NEE NE PRIDUMANO BOLEE KOM-

PAKTNOGO BUKWENNOGO OBOZNA^ENIQ.

pOSLEDNQQ OPERACIQ TAKOGO RODA NOSIT NAZWANIE DWOJNOGO WIHRQ. oNA PREOBRAZUET-

SQ S POMO]X@ FORMULY WEKTORNOJ ALGEBRY (1.21) "BAC MINUS CAB" (NE ZABYWAQ STAWITX

DIFFERENCIRUEMU@ WEKTORNU@ FUNKCI@ PRAWEE WSEH DEJSTWU@]IH NA NEE OPERATOROW):

rot rotA = r� (r�A) = r(r�A)�r2A = grad divA��A: (9.21)

zADA^I

9.1 wOSPOLXZOWAW[ISX DEKARTOWYMI, SFERI^ESKIMI I CILINDRI^ESKIMI KOORDINATAMI

(SM. (6.6), (6.12), (6.13)), WY^ISLITX div r; rotr; grad(l�r); (l�r)r, GDE r | RADIUS-WEKTOR,

l | POSTOQNNYJ WEKTOR.

oTWET: 3; 0; l; l.

9.2 pOKAZATX, ^TO

grad f(r) =
df

dr

r

r
:
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9.3 wY^ISLITX

grad
(p�r)
r3

; p = const:

rE[ENIE. pOSKOLXKU GRADIENT SODERVIT PERWYE PROIZWODNYE PO KOORDINATAM, MOVNO

ZAPISATX

grad
(p�r)
r3

=
grad(p�r)

r3
+ (p�r)grad 1

r3
:

iSPOLXZUQ REZULXTATY PRIMEROW (9.1), (9.2), POLU^IM OKON^ATELXNO

grad
(p�r)
r3

=
p

r3
� 3(p�r)r

r5
:

9.4 wY^ISLITX

rot
(m� r)

r3
; m = const:

oTWET:

3(m�r)r
r5

� m

r3
:

9.5 pOLXZUQSX PRAWILAMI WEKTORNOJ ALGEBRY I ANALIZA I NE PEREHODQ K PROEKCIQM NA

OSI KOORDINAT, DOKAZATX WAVNYE TOVDESTWA, KOTORYMI PRIHODITSQ ^ASTO POLXZOWATXSQ W

PRAKTI^ESKIH RAS^ETAH:

grad(' ) = ' grad  +  grad '; (9.22)

div('A) = ' divA+A�grad '; (9.23)

rot('A) = ' rotA�A� grad '; (9.24)

div(A�B) = B�rotA�A�rotB; (9.25)

rot(A�B) = A divB �B divA+ (B�r)A� (A�r)B; (9.26)

grad(A�B) = A� rotB +B � rotA+ (B�r)A+ (A�r)B: (9.27)

zDESX ';  | SKALQRNYE, A A; B | WEKTORNYE FUNKCII KOORDINAT.

9.6 dOKAZATX, ^TO (A�r) = �A� rotA, ESLI A2 = const.

9.7 pOLXZUQSX SFERI^ESKIMI KOORDINATAMI, POSTROITX SEMEJSTWO LINIJ, KASATELXNYH K

WEKTORU

H =
3(m�r)r

r5
� m

r3
; m = const:

rE[ENIE. nAPRAWLQEM POLQRNU@ OSX WDOLX WEKTORA m I PRECIRUEM WEKTOR H NA ORTY

SFERI^ESKIH KOORDINAT:

Hr =
2m cos#

r3
; H# =

m sin#

r3
; H' = 0:

wEKTORNYE LINII W SFERI^ESKIH KOORDINATAH OPREDELQ@TSQ IZ SISTEMY URAWNENIJ

dr

Hr

=
rd#

H#

=
r sin#d'

H'

:
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oBRA]ENIE W NULX KOMPONENTA H' OZNA^AET, ^TO DOLVEN OBRATITXSQ W NULX I DIFFEREN-

CIAL d' = 0, T.E. ' = const I, TAKIM OBRAZOM, WSE WEKTORNYE LINII LEVAT W PLOSKOSTQH,

PROHODQ]IH ^EREZ WEKTOR m. pODSTAWLQQ NENULEWYE PROEKCII H W OSTAW[EESQ EDINST-

WENNOE URAWNENIE I SOKRA]AQ OB]IE MNOVITELI, POLU^AEM DIFFERENCIALXNOE URAWNENIE

PERWOGO PORQDKA S RAZDELQ@]IMISQ PEREMENNYMI: dr=r = 2 cot#d#. pO^LENNOE INTEGRI-
ROWANIE PRAWOJ I LEWOJ ^ASTEJ DAET ln r � ln r0 = 2 ln sin# ILI r(#) = r0 sin

2 #, GDE r0 |

POSTOQNNAQ INTEGRIROWANIQ, IME@]AQ SMYSL RASSTOQNIQ OT WEKTORNOJ LINII DO NA^ALA

KOORDINAT W PLOSKOSTI, PERPENDIKULQRNOJ WEKTORU m.

9.8 wYRAZITX INTEGRALY PO ZAMKNUTOJ POWERHNOSTII
r(a�n)dS;

I
(a�r)n dS

^EREZ OB_EM, OGRANI^ENNYJ \TOJ POWERHNOSTX@. a| POSTOQNNYJ WEKTOR, n| ORT NORMALI

K POWERHNOSTI.

uKAZANIE. dOMNOVITX PODYNTEGRALXNYE WYRAVENIQ NA POSTOQNNYJ WEKTOR.oTWET: aV; aV .

9.9 dOKAZATX INTEGRALXNYE TOVDESTWA:I
S

n' dS =

Z
V

grad ' dV ;I
S

(n�A) dS =

Z
V

rotA dV ;I
S

(n�a)A dS =

Z
V

(a�r)A dV:

zDESX n | ORT NORMALI K POWERHNOSTI, a | POSTOQNNYJ WEKTOR.

9.10 dOKAZATX INTEGRALXNYE TOVDESTWA:I
l

' dl =

Z
S

(n� grad ')dS;I
l

u df =

Z
S

(grad u� grad f)� n dS:
zDESX n | ORT NORMALI K POWERHNOSTI, '; u; f | SKALQRNYE FUNKCII KOORDINAT, l |
ZAMKNUTYJ KONTUR, S | NEZAMKNUTAQ POWERHNOSTX, OGRANI^ENNAQ \TIM KONTUROM.

9.11 dOKAZATX TOVDESTWO:Z
V

(A�rot rotB �B�rot rotA)dV =

I
S

[(B � rotA)� (A� rotB)]�dS:
9.12 wY^ISLITX grad r�A(r); gradA(r)�B(r); div '(r)A(r); rot '(r)A(r); (l�r)'(r)A(r).

oTWET:

A+(r�A0)
r

r
; (A0�B+A�B0)

r

r
;
'0

r
(r�A)+

'

r
(r�A0);

'0

r
(r�A)+

'

r
(r�A0);

l�r
r
('0A+'A0):

rEKOMENDUEMAQ LITERATURA K RAZDELU 9

1. bORISENKO a.i., tARAPOW i.e. wEKTORNYJ ANALIZ I NA^ALA TENZORNOGO IS^ISLENIQ. wYS-

[AQ [KOLA: m., 1966, 252 S.

2.kURBATOWA g.i.,fILIPPOW w.b. |LEMENTY TENZORNOGO IS^ISLENIQ. iZD-WO s.-pETERBURGSKOGO

UNIWERSITETA: sANKT-pETERBURG, 1998, 233 S.
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10 dELXTA-FUNKCIQ dIRAKA

oPREDELENIE I OB]IE SWOJSTWA. k PONQTI@ DELXTA-FUNKCII MY PRIHODIM, NAPRIMER,

PRI POPYTKE OPISATX PLOTNOSTX ZARQDA �(r) TO^E^NOJ ^ASTICY. pUSTX ^ASTICA NAHODITSQ

W NA^ALE KOORDINAT I IMEET ZARQD e. tOGDA, O^EWIDNO, FUNKCIQ �(r) DOLVNA OBLADATX

SLEDU@]IMI SWOJSTWAMI:

�(r) = 0 PRI r 6= 0: (10.1)

nO PRI r ! 0 PLOTNOSTX �(r) DOLVNA WOZRASTATX STOLX BYSTRO, ^TOBY

Z
�V

�(r)dV = e; (10.2)

T.E. ^TOBY INTEGRAL, WZQTYJ PO L@BOMU OB_EMU �V , WKL@^A@]EMU TO^KU, GDE NAHODITSQ

^ASTICA, IMEL KONE^NOE ZNA^ENIE, RAWNOE ZARQDU e.

zAPISAW �(r) = e�(r), MY POLU^IM IZ (10.1) { (10.2) USLOWIQ, OPREDELQ@]IE TREHMER-

NU@ DELXTA-FUNKCI@:

�(r) = 0; r 6= 0; �(r)!1; r! 0: (10.3)

Z
�V

�(r)dV = 1: (10.4)

aNALOGI^NYMI SOOTNO[ENIQMI OPREDELQETSQ ODNOMERNAQ DELXTA-FUNKCIQ:

�(x) = 0; x 6= 0; �(x)!1; x! 0;

Z
�
�(x)dx = 1; (10.5)

GDE � | OTREZOK OSI x, WKL@^A@]IJ TO^KU x = 0.

dELXTA-FUNKCIQ OTNOSITSQ K KLASSU SINGULQRNYH OBOB]ENNYH FUNKCIJ. oNA PRI-

OBRETAET TO^NYJ SMYSL POD INTEGRALOM. rASSMOTRIM INTEGRAL OT PROIZWEDENIQ DELXTA-

FUNKCII NA PROIZWOLXNU@ NEPRERYWNU@ I OGRANI^ENNU@ FUNKCI@ f(x):

Z
x2

x1

�(x)f(x)dx;

GDE x1 < 0; x2 > 0. pOSKOLXKU �(x) = 0 PRI x 6= 0, TO WKLAD W INTEGRAL DAET TOLXKO MALAQ

OKRESTNOSTX � TO^KI x = 0, W KOTOROJ f(x) POSTOQNNA I RAWNA f(0):

Z
x2

x1

�(x)f(x)dx = f(0): (10.6)

dALEE, PUTEM ZAMENY PEREMENNOJ x NA x � a W ARGUMENTE DELXTA-FUNKCII, POWTORQQ PRE-

DYDU]IE RASSUVDENIQ, NAHODIM:

Z
x2

x1

�(x� a)f(x)dx = f(a); (10.7)

ESLI PROMEVUTOK (x1; x2) WKL@^AET TO^KU x = a.

rAWENSTWA (10.5) I (10.6) POKAZYWA@T, ^TO �(x) | ^ETNAQ FUNKCIQ SWOEGO ARGUMENTA:

�(x) = �(�x): (10.8)
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s POMO]X@ POSLEDNEGO SWOJSTWA, WWODQ PEREMENNU@ j�jx = y, UBEVDAEMSQ W SPRAWEDLIWOSTI

SOOTNO[ENIQ Z
x2

x1

�(�x)f(x)dx =
1

j�jf(0): (10.9)

nAKONEC, RASSMOTRIM INTEGRAL Z
x2

x1

�(g(x))f(x)dx;

W KOTOROM W ARGUMENTE DELXTA-FUNKCII STOIT NEKOTORAQ GLADKAQ FUNKCIQ g(x). wKLAD W

INTEGRAL DA@T TOLXKO TO^KI, W KOTORYH g(x) = 0, T.E. DEJSTWITELXNYE KORNI FUNKCII

g(x). oBOZNA^IW IH ^EREZ ai, MOVEM NAPISATX

Z
x2

x1

�(g(x))f(x)dx =
X
i

Z
ai+�

ai��

�(g(x))f(x)dx;

GDE �| MALOE ^ISLO. eSLI f(x) | NEPRERYWNA, TO NA OTREZKE [ai��; ai+�] MOVNO ZAMENITX
f(x) NA f(ai), A g(x) APPROKSIMIROWATX PERWYM ^LENOM RAZLOVENIQ: g(x) = g0(ai)(x � ai).

w ITOGE, ISPOLXZUQ (10.9), POLU^IM

Z
x2

x1

�(g(x))f(x)dx =
X
i

1

jg0(ai)jf(ai): (10.10)

|TO SWOJSTWO DELXTA-FUNKCII MOVNO ZAPISATX W WIDE SIMWOLI^ESKOGO RAWENSTWA

�(g(x)) =
X
i

1

jg0(ai)j�(x� ai): (10.11)

eSLI g0(ai) = 0, T.E. ai | KRATNYJ KORENX, TO SOOTNO[ENIQ (10.10) I (10.11) TERQ@T SMYSL.

tO^NO TAK VE NE IMEET SMYSLA PROIZWEDENIE �(x)f(x), ESLI FUNKCIQ f(x) OBLADAET OSO-
BENNOSTX@ PRI x = 0.

mOVNO OPREDELITX TAKVE PROIZWODNU@ OT DELXTA-FUNKCII. tO^NYJ EE SMYSL SODER-

VITSQ W FORMULE Z
x2

x1

f(x)
@�(x� a)

@x
dx = �@f(a)

@a
; (10.12)

KOTORAQ POLU^AETSQ INTEGRIROWANIEM PO ^ASTQM. aNALOGI^NO OPREDELQ@TSQ PROIZWODNYE

WYS[IH PORQDKOW: Z
x2

x1

f(x)�(n)(x� a)dx = (�1)nf (n)(a): (10.13)

fUNKCIQ �(x) MOVET RASSMATRIWATXSQ KAK PROIZWODNAQ OT STUPEN^ATOJ FUNKCII �(x).

|TO SLEDUET IZ O^EWIDNOGO SOOTNO[ENIQ

Z
x

x1

�(x)dx = �(x) =

8><
>:

1; x > 0;

1=2; x = 0;
0; x < 0;

(10.14)

GDE NIVNIJ PREDEL INTEGRIROWANIQ x1 | L@BOE OTRICATELXNOE ^ISLO. dIFFERENCIRUQ \TO

RAWENSTWO PO x, POLU^AEM

�0(x) = �(x): (10.15)
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w RAWENSTWE (10.14) PRI SOWPADENII PREDELA INTEGRIROWANIQ S TO^KOJ, W KOTOROJ ARGU-

MENT DELXTA-FUNKCII OBRA]AETSQ W NULX, MY WZQLI POLOWINU ZNA^ENIQ GLADKOJ FUNKCII

f(x) = 1, T.E. WOSPOLXZOWALISX PRAWILOM INTEGRIROWANIQ

Z
a

x1

f(x)�(x� a)dx =
1

2
f(a): (10:70)

|TO PRAWILO NAHODITSQ W SOGLASII SO SWOJSTWOM (10.8) | ^ETNOSTX@ DELXTA-FUNKCII.

tREHMERNU@ DELXTA-FUNKCI@ MOVNO RASSMATRIWATX KAK PROIZWEDENIE TREH ODNOMER-

NYH DELXTA-FUNKCIJ:

�(r � a) = �(x� ax)�(y � ay)�(z � az): (10.16)

pO\TOMU WSE RASSMOTRENNYE WY[E SWOJSTWA ODNOMERNYH DELXTA-FUNKCIJ LEGKO OBOB]A@T-

SQ NA TREHMERNYJ SLU^AJ.

nEKOTORYE PREDSTAWLENIQ DELXTA-FUNKCII. nAGLQDNOE PREDSTAWLENIE O DELXTA-

FUNKCII I EE PROIZWODNYH MOVNO POLU^ITX, RASSMATRIWAQ GRAFIK NEKOTOROJ NEPRERYWNOJ

FUNKCII ��(x�a), TAKOJ, ^TO
R
� ��(x�a)dx = 1. pARAMETR � HARAKTERIZUET [IRINU INTER-

WALA, W KOTOROM RASSMATRIWAEMAQ FUNKCIQ OTLI^NA OT NULQ (RIS. 10.1). dELXTA-FUNKCIQ

I EE PROIZWODNYE OPREDELQ@TSQ KAK PREDELY

�(x� a) = lim
�!0

��(x� a);
@�(x� a)

@x
= lim

�!0

@��(x� a)

@x

I T.D.

sWOJSTWA DELXTA-FUNKCII PRIOBRETA@T MNOGIE NESINGULQRNYE FUNKCII, ZAWISQ]IE

OT PARAMETRA, PRI OPREDELENNYH PREDELXNYH ZNA^ENIQH \TOGO PARAMETRA. nAIBOLEE UPO-

TREBITELXNY TAKIE PREDSTAWLENIQ DELXTA-FUNKCII:

�(x) =
1

�
lim
�!0

�

�2 + x2
=

1

2�i
lim
�!0

�
1

x� i�
� 1

x + i�

�
: (10.17)

�(x) =
1

�
lim
K!1

sinKx

x
: (10.18)

�(x) =
1

�
lim
K!1

sin2Kx

Kx2
: (10.19)

�(x) = lim
�!0

1p
��
e�x

2=�: (10.20)

iZ (10.18) POLU^A@TSQ SLEDU@]IE PREDSTAWLENIQ:

�(x) =
1

2�
lim
K!1

Z
K

�K

eikxdk =
1

�
lim
K!1

Z
K

0
cos kxdk: (10.21)

iH MOVNO RASSMATRIWATX KAK RAZLOVENIE DELXTA-FUNKCII W INTEGRAL fURXE4. iNOGDA FOR-

MULY (10.21) ZAPISYWA@T, OPUSKAQ ZNAK PREDELXNOGO PEREHODA I INTEGRIRUQ W BESKONE^NYH

PREDELAH.

4oB INTEGRALAH fURXE SM. SLEDU@]IJ RAZDEL.
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lEGKO UBEDITXSQ W TOM, ^TO L@BOE IZ PREDSTAWLENIJ (10.17) { (10.21) SOGLASUETSQ SO

WSEMI SWOJSTWAMI (10.5) { (10.9), A TAKVE S OPREDELENIEM (10.12) PROIZWODNOJ OT DELXTA-

FUNKCII. pRI WY^ISLENII INTEGRALOW S DELXTA-FUNKCIQMI S POMO]X@ PRED-

STAWLENIJ TIPA (10.17) { (10.21) NUVNO PROIZWODITX PREDELXNYJ PEREHOD POSLE

INTEGRIROWANIQ. nAPRIMER, PRI ISPOLXZOWANII (10.18) IMEEM

Z
b

�a

�(x)f(x)dx =
1

�
lim
K!1

Z
bK

�aK

f

�
y

K

�
sin y

y
dy = f(0); (10.22)

TOGDA KAK PREDEL (10.18) SAM PO SEBE NE SU]ESTWUET.

pREDSTAWLENIE DELXTA-FUNKCII ^EREZ KONTURNYE INTEGRALY W KOMPLEKSNOJ

PLOSKOSTI. wOSPOLXZUEMSQ FORMULOJ kO[I:

1

2�i

Z
C

f(z)

z � a
dz = f(a); (10.23)

GDE f(z) | FUNKCIQ, NE IME@]AQ OSOBENNOSTEJ WNUTRI OBLASTI, OGRANI^ENNOJ ZAMKNUTYM

KONTUROM C, I NA SAMOM KONTURE W PLOSKOSTI KOMPLEKSNOGO PEREMENNOGO z, INTEGRIROWANIE
PO KOTOROMU PROIZWODITSQ PROTIW ^ASOWOJ STRELKI. iZ SRAWNENIQ (10.23) S (10.7) SLEDUET,

^TO WELI^INU
1

2�i

1

z � a

MOVNO RASSMATRIWATX KAK PREDSTAWLENIE �(z � a), ESLI USLOWITXSQ PROIZWODITX INTEG-

RIROWANIE PO ZAMKNUTOMU KONTURU, OKRUVA@]EMU TO^KU z = a, TAKOMU, WNUTRI KOTOROGO

I NA SAMOM KONTURE DRUGIE OSOBENNOSTI PODYNTEGRALXNOGO WYRAVENIQ OTSUTSTWU@T. w

^ASTNOSTI, KONTUR C MOVET PREDSTAWLQTX SOBOJ OKRUVNOSTX MALOGO RADIUSA.

w PRILOVENIQH NEREDKO WOZNIKAET INTEGRAL PO DEJSTWITELXNOJ OSI WIDA

Z
x2

x1

f(x)

x� a
dx;

GDE f(x) NE IMEET OSOBENNOSTEJ NA OTREZKE [x1; x2], A PREDELY x1; x2 MOGUT BYTX BESKONE^-

NYMI. tAKOJ INTEGRAL PRI a DEJSTWITELXNOM NE IMEET OPREDELENNOGO ZNA^ENIQ, TAK KAK

PODYNTEGRALXNOE WYRAVENIE IMEET POL@S NA KONTURE INTEGRIROWANIQ. pRI WY^ISLENII

INTEGRALA NEOBHODIMA DOPOLNITELXNAQ INFORMACIQ, KOTORAQ DOLVNA SOSTOQTX W UKAZANII

PRAWILA OBHODA OSOBOJ TO^KI. pRAWILO OBHODA USTANAWLIWAETSQ OBY^NO NA OSNOWE FIZI^ES-

KIH ARGUMENTOW: Z
CRe+Cr

f(x)

x� a
dx =

Z
Cr

f(x)

x� a
dx+

Z
CRe

f(x)

x� a
dx:

|TO OZNA^AET, ^TO STOQ]IJ W LEWOJ ^ASTI PRIWEDENNOGO WY[E SOOTNO[ENIQ INTEGRAL, W

KOTOROM INTEGRIROWANIE PROWODITSQ PO WSEMU KONTURU, MOVET BYTX PREDSTAWLEN (SM. RIS.

10.2) W WIDE SUMMY DWUH INTEGRALOW. w PERWOM IZ NIH INTEGRIROWANIE WEDETSQ LIBO PO WERH-

NEJ, LIBO PO NIVNEJ POLUOKRUVNOSTI MALOGO RADIUSA Cr, WO WTOROM | PO WSEMU OSTALX-

NOMU, IDU]EMU WDOLX DEJSTWITELXNOJ OSI U^ASTKU KONTURA (\TA ^ASTX KONTURA OBOZNA^ENA

SIMWOLOM CRe.
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        Рис 10.2. 



iNTEGRAL PO POLUOKRUVNOSTI RADIUSA �! 0 DAET POLOWINU WY^ETA (SO ZNAKOM MINUS

DLQ WERHNEGO KONTURA NA RIS. 10.2, POSKOLXKU OBHOD POL@SA | PO ^ASOWOJ STRELKE):

Z
Cr

f(x)

x� a
dx = �i�f(a);

INTEGRAL PO DEJSTWITELXNOJ OSI S ISKL@^ENNOJ OSOBOJ TO^KOJ WY^ISLQETSQ W SMYSLE GLAW-

NOGO ZNA^ENIQ:

Z
x2

x1

f(x)

x� a
dx = lim

�!0

(Z
a��

x1

f(x)

x� a
dx+

Z
x2

a+�

f(x)

x� a
dx

)
� P

Z
x2

x1

f(x)

x� a
dx:

pRI OBHODE POL@SA PO NIVNEJ POLUOKRUVNOSTI MENQETSQ ZNAK POLUWY^ETA. w ITOGE MY

POLU^AEM SLEDU@]IE PRAWILA WY^ISLENIQ INTEGRALA:

1

x� a
= �i��(x� a) + P 1

x� a
: (10.24)

sIMWOL P OBOZNA^AET GLAWNOE ZNA^ENIE (WERHNIJ ZNAK | DLQ WERHNEGO KONTURA, NIVNIJ

| DLQ NIVNEGO NA RIS. 10.2).

wMESTO DEFORMACII KONTURA INTEGRIROWANIQ MOVNO SMESTITX POLOVENIE POL@SA NA

MALOE RASSTOQNIE OT DEJSTWITELXNOJ OSI. |TO DOSTIGAETSQ PUTEM DOBAWLENIQ K ^ISLU a
MALOJ MNIMOJ ^ASTI: a ! a � i�; � ! 0. pRI TAKOJ ZAMENE TOVDESTWO (10.24) PRIMET

SLEDU@]U@ FORMU:

lim
�!0

1

x� a� i�
= �i��(x� a) +

P
x� a

: (10.25)

oBA TOVDESTWA, (10.24) I (10.25), NOSQT SIMWOLI^ESKIJ (OPERATORNYJ) HARAKTER I DOLVNY

PONIMATXSQ W TOM SMYSLE, ^TO INTEGRIROWANIE PRAWOJ I LEWOJ ^ASTEJ S L@BOJ NEPRERYWNOJ

FUNKCIEJ DAET ODIN I TOT VE REZULXTAT.

oTDELIW W LEWOJ ^ASTI RAWENSTWA (10.25) DEJSTWITELXNU@ I MNIMU@ ^ASTI KOMPLEKS-

NOGO WYRAVENIQ, POLU^IM DLQ �(x� a) PREDSTAWLENIE (10.17) (S ZAMENOJ x! x� a), A DLQ
GLAWNOGO ZNA^ENIQ P

x� a
= lim

�!0

x� a

(x� a)2 + �2
: (10.26)

zADA^I

10.1 wY^ISLITX INTEGRALY

Z 3

�2
(x2�x�5)�(�3x)dx;

Z
�3

�10
(x+3)�(x+5)dx;

Z 5

0
(x+5)�(x+5)dx;

Z
1

�1

exp(�x)�(x2+x�2)dx; � = const:

oTWET: �5=3; �2; 0; exp(�) + exp(�2�).
10.2 uPROSTITX WYRAVENIQ (x� a)�(x� a); f(x)�(x� a); (3x3 � 7x)�(2x2 � 6x� 4).

oTWET: 0; f(a)�(x� a); 82�(x� 4) + 2�(x+ 1).
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10.3 dOKAZATX, ^TO PREDSTAWLENIQ (10.17), (10.19), (10.20) IZOBRAVA@T DELXTA-FUNKCI@.

dLQ \TOGO WY^ISLITX INTEGRALY WIDA
R
1

�1
f(x)�(x)dx OT NEPRERYWNOJ FUNKCII f(x), POD-

STAWLQQ WMESTO �(x) PRAWU@ ^ASTX SOOTWETSTWU@]EGO PREDSTAWLENIQ, I UBEDITXSQ W TOM,

^TO POSLE PEREHODA K PREDELU UKAZANNYE INTEGRALY DA@T f(0).

10.4 zAPISATX TREHMERNYE DELXTA-FUNKCII �(r); �(r�a) W CILINDRI^ESKIH KOORDINATAH,
GDE a = (a?; �0; az) | POSTOQNNYJ WEKTOR, ZADANNYJ SWOIMI CILINDRI^ESKIMI KOORDINA-

TAMI.

oTWET:

�(r) =
1

2�r?
�r?; �(r � a) = 1

a?
�(r? � a?)�(�� �0)�(z � az):

~TOBY OSU]ESTWITX PREDELXNYJ PEREHOD a ! 0, NUVNO NE TOLXKO USTREMITX K NUL@ WE-

LI^INY a?; az, NO I USREDNITX PRAWU@ ^ASTX PO AZIMUTALXNOMU UGLU �0, TAK KAK NULEWOJ

WEKTOR NE IMEET NAPRAWLENIQ.

10.5 sDELATX TO VE SAMOE W SFERI^ESKIH KOORDINATAH, a = (a; #0; �0).

oTWET:

�(r) =
1

4�r2
�(r); �(r � a) = 1

a2
�(r � a)�(cos#� cos#0)�(�� �0):

10.6 zAPISATX S POMO]X@ DELXTA-FUNKCII PERWU@ PROIZWODNU@ OT RAZRYWNOJ FUNKCII

f(x) =

8><
>:

x3; ESLI x < 1;

2; ESLI x = 1;
x2 + 2; ESLI x > 1:

oTWET:

f 0(x) = g(x) + 2�(x� 1); GDE g(x) =

(
3x2; ESLI x < 1;

2x; ESLI x > 1:

rEKOMENDUEMAQ LITERATURA K RAZDELU 10

1. zELXDOWI^ q.b., mY[KIS a.d. |LEMENTY PRIKLADNOJ MATEMATIKI, GL. VI. m.: nAUKA,

1972.

2. wLADIMIROW w.s. oBOB]ENNYE FUNKCII W MATEMATI^ESKOJ FIZIKE. m.: nAUKA, 1976.

11 rAZLOVENIE PO POLNYM SISTEMAM ORTONORMIRO-

WANNYH FUNKCIJ. rQDY I INTEGRALY fURXE

oB]EE RASSMOTRENIE. pUSTX IMEETSQ NEKOTORAQ SISTEMA LINEJNO NEZAWISIMYH FUNKCIJ,

'(x; �n) � '
n
(x), W OB]EM SLU^AE KOMPLEKSNOZNA^NYH, KOTORYE OPREDELENY NA NEKOTOROM

INTERWALE [a; b] DEJSTWITELXNOJ PEREMENNOJ x I ZAWISQT OT DEJSTWITELXNOGO PARAMETRA �,

PRINIMA@]EGO DISKRETNYJ RQD ZNA^ENIJ: �1; �2; : : : tAKIE SISTEMY FUNKCIJ ^ASTO WOZNI-

KA@T PRI RE[ENII OBYKNOWENNYH DIFFERENCIALXNYH URAWNENIJ ILI URAWNENIJ W ^ASTNYH

PROIZWODNYH S SOOTWETSTWU@]IMI GRANI^NYMI USLOWIQMI, I ^ISLO FUNKCIJ W NIH OBY^NO
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BESKONE^NO WELIKO: n = 0; 1; : : : pUSTX FUNKCII OBLADA@T SLEDU@]IMI SWOJSTWAMI: A) ONI

NORMIROWANY NA EDINICU, T.E. Z
b

a

j'n(x)j2dx = 1; (11.1)

B) ONI WZAIMNO ORTOGONALXNY, T.E.Z
'�
m
(x)'n(x)dx = 0 PRI m 6= n: (11.2)

zDESX ZWEZDO^KOJ SWERHU '� OBOZNA^ENA KOMPLEKSNO SOPRQVENNAQ WELI^INA. tAKIE SISTEMY
FUNKCIJ NAZYWA@TSQ ORTONORMIROWANNYMI, A RAWENSTWA (11.1) I (11.2) MOVNO ZAPISATX

EDINYM OBRAZOM S POMO]X@ SIMWOLA kRONEKERA:

Z
b

a

'�
m
(x)'n(x)dx = �mn: (11.3)

rASSMOTRIM TEPERX PROIZWOLXNU@ FUNKCI@ f(x) S INTEGRIRUEMYM KWADRATOM, T.E. TA-

KU@, DLQ KOTOROJ INTEGRAL
R
b

a
jf(x)j2dx KONE^EN. w SLU^AE KONE^NOGO INTERWALA [a; b] \TOMU

USLOWI@ BUDET UDOWLETWORQTX L@BAQ KUSO^NO-NEPRERYWNAQ FUNKCIQ, IME@]AQ OGRANI^EN-

NOE ^ISLO KONE^NYH SKA^KOW NA \TOM INTERWALE. wYQSNIM WOZMOVNOSTX RAZLOVENIQ TAKOJ

FUNKCII W RQD PO FUNKCIQM 'n(x). dLQ \TOGO SNA^ALA APPROKSIMIRUEM RASSMATRIWAEMU@

FUNKCI@ LINEJNOJ SUPERPOZICIEJ, WKL@^A@]EJ n BAZISNYH FUNKCIJ:

f(x) =
nX

k=0

cn'k(x) +Rn(x); (11.4)

GDE ^EREZ Rn(x) OBOZNA^EN OSTATOK RQDA. kO\FFICIENTY cn SUPERPOZICII WYBEREM TAKIM

OBRAZOM, ^TOBY POGRE[NOSTX APPROKSIMACII BYLA NAIMENX[EJ. zA MERU POGRE[NOSTI PRI-

MEM WELI^INU

Gn =

Z
b

a

jRn(x)j2dx =

Z
b

a

�����f(x)�
nX

k=0

cn'k(x)

�����
2

dx: (11.5)

rASKRYWAQ KWADRAT MODULQ I ISPOLXZUQ USLOWIE ORTONORMIROWANNOSTI (11.3), BUDEM IMETX

Gn =

Z
b

a

jf(x)j2dx�
nX

k=0

ck

Z
b

a

f �(x)'
k
(x)dx�

nX
k=0

c�
k

Z
b

a

f(x)'�
k
(x)dx+

nX
k=0

c�
k
ck: (11.6)

nEOBHODIMOE USLOWIE MINIMUMA WELI^INY Gn, RASSMATRIWAEMOJ KAK FUNKCIQ KO\FFICI-

ENTOW ck, DAET

cn =

Z
b

a

f(x)'�
n
(x)dx; (11.7)

A POGRE[NOSTX RAZLOVENIQ PRINIMAET WID

Gn =

Z
b

a

jf(x)j2dx�
nX

k=0

jckj2: (11.8)

pOSKOLXKU Gn � 0 PO OPREDELENI@, TO PRI L@BOM n IMEET MESTO NERAWENSTWO:

nX
k=0

jcnj2 �
Z

b

a

jf(x)j2dx: (11.9)

44



eSLI DLQ WSQKOJ FUNKCII S INTEGRIRUEMYM KWADRATOM W PREDELE IMEET MESTO RAWENSTWO

lim
n!1

Gn = 0; (11.10)

ILI, W DRUGOJ FORME, Z
b

a

jf(x)j2dx =
1X
k=o

jcnj2 (11.11)

(RAWENSTWO pARSEWALQ), TO SISTEMA FUNKCIJ '
n
(x); n = 0; 1; : : : NAZYWAETSQ POLNOJ

ILI ZAMKNUTOJ. |TI TERMINY OZNA^A@T, ^TO DRUGIH FUNKCIJ, KOTORYE BYLI BY LINEJNO

NEZAWISIMY OT 'n(x) I ORTOGONALXNY K NIM, KROME NULEWOJ FUNKCII, NE SU]ESTWUET: L@BAQ

FUNKCIQ RASSMATRIWAEMOGO KLASSA RAZLAGAETSQ W RQD

f(x) =
1X
k=0

cn'n(x); (11.12)

GDE KO\FFICIENTY RAZLOVENIQ DA@TSQ FORMULAMI (11.7).oTMETIM, ^TO PRIWEDENNYE WY[E

USLOWIQ OBESPE^IWA@T SHODIMOSTX RQDA (11.12) "W SREDNEM", T.E. OBRA]ENIE W NULX INTEG-

RALA (11.5). |TO OZNA^AET, ^TO SHODIMOSTX RQDA K RASSMATRIWAEMOJ FUNKCII f(x) MOVET
NARU[ATXSQ W OTDELXNYH TO^KAH, ^ISLO KOTORYH KONE^NO. eSLI SISTEMA FUNKCIJ 'n(x)
ORTONORMIROWANNAQ, NO NE POLNAQ, TO WMESTO RAWENSTWA pARSEWALQ (11.11) WYPOLNQETSQ

NERAWENSTWO bESSELQ:
1X
k=0

jcnj2 �
Z

b

a

jf(x)j2dx: (11.13)

pRIMER 11.1 pOKAZATX, ^TO POLNAQ ORTONORMIROWANNAQ SISTEMA FUNKCIJ UDOWLETWO-

RQET SOOTNO[ENI@

1X
k=0

'�
k
(x0)'

k
(x) =

1X
k=0

'
k
(x0)'�

k
(x) = �(x� x0); (11.14)

KOTOROE MOVNO RASSMATRIWATX KAK DRUGU@, OTLI^NU@ OT (11.11), FORMU USLOWIQ POLNO-

TY (ZAMKNUTOSTI). zDESX �(x�x0) | DELXTA-FUNKCIQ dIRAKA, RASSMOTRENNAQ W RAZDELE

10.

rE[ENIE. pODSTAWIW W (11.12) KO\FFICIENTY RAZLOVENIQ (11.7) I POMENQW PORQDOK OPE-

RACIJ SUMMIROWANIQ I INTEGRIROWANIQ, BUDEM IMETX

f(x) =
Z

b

a

dx0f(x0)
1X
k=0

'�
k
(x0)'k(x) =

Z
b

a

K(x; x0)f(x0)dx0; (11.15)

GDE

K(x; x0) =
1X
k=0

'�
k
(x0)'k(x): (11.16)

pOSKOLXKU RAWENSTWO (11.15) DOLVNO WYPOLNQTXSQ DLQ L@BOJ FUNKCII f(x) IZ [IROKOGO

KLASSA, TO QDRO K(x; x0) INTEGRALXNOGO PREOBRAZOWANIQ (11.15) DOLVNO OBLADATX SWOJSTWOM
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DELXTA-FUNKCII. w \TOM MOVNO UBEDITXSQ, WY^ISLIW KO\FFICIENTY RAZLOVENIQ �(x� x0)

PO SISTEME FUNKCIJ 'k(x) SOGLASNO (11.7)5:

cn =

Z
�(x� x0)'�(x)dx = '�(x0):

sLEDOWATELXNO, RAWENSTWO (11.14) IMEET MESTO I PREDSTAWLQET SOBOJ RAZLOVENIE DELXTA-

FUNKCII PO FUNKCIQM '
k
(x).

w NEKOTORYH FIZI^ESKIH ZADA^AH, OSOBENNO W KWANTOWOJ MEHANIKE, W POLNU@ SISTEMU

WHODIT NE TOLXKO DISKRETNYJ RQD FUNKCIJ '
n
(x), NO TAKVE FUNKCII '(x; �), KOTORYE ZAWI-

SQT OT PARAMETRA �, PRINIMA@]EGO NEPRERYWNYE ZNA^ENIQ IZ NEKOTOROGO INTERWALA, LIBO

TOLXKO FUNKCII S NEPRERYWNYM PARAMETROM. w \TIH SLU^AQH W RAZLOVENIE PROIZWOLXNOJ

FUNKCII BUDUT WHODITX I SUMMA, I INTEGRAL PO NEPRERYWNYM ZNA^ENIQM � LIBO TOLXKO

INTEGRAL, A USLOWIE ZAMKNUTOSTI PRIMET WID

�(x� x0) =
1X
k=0

'�
k
(x0)'

k
(x) +

Z
'�(x0; �)'(x; �)d�: (11.17)

rQD fURXE. dOKAZATELXSTWO POLNOTY KONKRETNYH SISTEM FUNKCIJ PREDSTAWLQET SO-

BOJ NETRIWIALXNU@ MATEMATI^ESKU@ ZADA^U, RE[ENIE KOTOROJ MOVNO NAJTI W SPECIALXNYH

RUKOWODSTWAH (SM., NAPRIMER, [1 { 3]). oDNOJ IZ NAIBOLEE UPOTREBITELXNYH ORTONORMIRO-

WANNYH NA INTERWALE [��; +�] I POLNYH SISTEM FUNKCIJ QWLQETSQ TRIGONOMETRI^ESKAQ

SISTEMA
1p
2�
;

cosn�p
�

;
sinn�p

�
; n = 1; 2; : : : (11.18)

oRTONORMIROWANNOSTX \TOJ SISTEMY FUNKCIJ NETRUDNO PROWERITX NEPOSREDSTWENNO. rAZ-

LOVENIE NEKOTOROJ FUNKCII W RQD PO TRIGONOMETRI^ESKIM FUNKCIQM OBRAZUET EE RQD

fURXE. wPRO^EM, INOGDA RQDOM fURXE (W [IROKOM SMYSLE) NAZYWA@T I OB]EE RAZLOVENIE

(11.12) PO L@BOJ POLNOJ ORTONORMIROWANNOJ SISTEME FUNKCIJ.

pOSKOLXKU TRIGONOMETRI^ESKIE FUNKCII (11.18) PERIODI^NY, TO RAZLAGAEMAQ FUNKCIQ

BUDET PREDSTAWLENA RQDOM fURXE PRI WSEH � LI[X W TOM SLU^AE, ESLI ONA PERIODI^NA S

TEM VE PERIODOM 2�, T.E. f(�) = f(� + 2n�); n = �1;�2; : : :, LIBO ZADANA NA KONE^NOM
PROMEVUTKE b � a = 2L > 0. w POSLEDNEM SLU^AE W (11.18) NUVNO ZAMENITX PEREMENNU@

� NA �x=L I SDWINUTX NA^ALO OTS^ETA KOORDINATY x NA SEREDINU INTERWALA [a; b], T.E.
WWESTI x0 = x� a� L; �L � x0 � +L. rASSMATRIWAEMAQ FUNKCIQ, ESLI DLQ NEE POSTROITX
RQD fURXE, BUDET PRODOLVENA W \TOM SLU^AE PERIODI^ESKI NA WS@ DEJSTWITELXNU@ OSX Ox.

nEPERIODI^ESKAQ FUNKCIQ, ZADANNAQ NA BESKONE^NOM INTERWALE, PRAWILXNO PREDSTAWLQETSQ

RQDOM fURXE LI[X NA KONE^NOM OTREZKE 2L. dLQ EE PREDSTAWLENIQ NA WSEJ OSI Ox NUVNO

ISPOLXZOWATX INTEGRAL fURXE (SM. NIVE).

eSLI RQD fURXE PREDSTAWLQET FUNKCI@, IME@]U@ RAZRYWY PERWOGO RODA (KONE^NYE

SKA^KI), TO W TO^KE SKA^KA x = x0 ON SHODITSQ K POLUSUMME ZNA^ENIJ FUNKCII, WZQTYH PO

OBE STORONY SKA^KA:
1X
k=0

cn'n(x0) =
1

2
[f(x0 � 0) + f(x0 + 0)]: (11.19)

5zDESX MY WYHODIM ZA PREDELY KLASSA OBY^NYH FUNKCIJ S INTEGRIRUEMYM KWADRATOM I ISPOLXZUEM

OBOB]ENNYE FUNKCII.
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pRIMER 11.2 zAPISATX RAZLOVENIE fURXE NA INTERWALE [�L;+L], WYBRAW W KA^ESTWE

POLNOJ SISTEMY FUNKCIJ6 \KSPONENTY S MNIMYM POKAZATELEM exp(in�x=L); n = 0;�1; : : :
rE[ENIE. uBEVDAEMSQ W TOM, ^TO RASSMATRIWAEMYE \KSPONENTY WZAIMNO ORTOGONALXNY

NA INTERWALE [�L;+L]: Z
L

�L

exp

(
i(m� n)�x

L

)
dx = 2L�mn:

zAPISYWAEM ISKOMOE RAZLOVENIE W WIDE

f(x) =
1X

n=�1

Fn exp

�
in�x

L

�
: (11.20)

dLQ OPREDELENIQ KO\FFICIENTOW RAZLOVENIQ Fn UMNOVAEM OBE ^ASTI (11.20) NA exp(im�x=L)

I INTEGRIRUEM PO RASSMATRIWAEMOMU INTERWALU. w SILU ORTOGONALXNOSTI \KSPONENT POSLE

INTEGRIROWANIQ W SUMME PO n OSTANETSQ TOLXKO ODIN ^LEN S n = m, ^TO POZWOLQET NAJTI

KO\FFICIENTY RQDA fURXE:

Fm =
1

2L

Z
L

�L

f(x) exp

�
im�x

L

�
dx: (11.21)

kAK SLEDUET IZ (11.21), ESLI f(x) | DEJSTWITELXNAQ FUNKCIQ, TO KO\FFICIENTY fURXE

(11.21), BUDU^I W OB]EM SLU^AE KOMPLEKSNYMI WELI^INAMI, UDOWLETWORQ@T USLOWI@ F�n =

F �
n
. |TO USLOWIE OBESPE^IWAET DEJSTWITELXNOSTX SUMMY RQDA (11.20).

rAZLOVENIE fURXE O^EWIDNYM OBRAZOM OBOB]AETSQ NA SLU^AJ FUNKCIJ, ZAWISQ]IH OT

NESKOLXKIH PEREMENNYH.

zADA^I

11.1 rAZLOVITX W RQD fURXE PERIODI^ESKU@ FUNKCI@, ZADANNU@ NA INTERWALE [��;+�]
USLOWIQMI f(x) = x DLQ 0 � x � �; f(�x) = f(x).

oTWET:

f(x) =
�

2
� 4

�

1X
k=0

cos(2k + 1)x

(2k + 1)2
:

11.2 sDELATX TO VE SAMOE DLQ FUNKCII f(x) = a PRI 0 � x � �; f(�x) = �f(x).
oTWET:

f(x) =
4a

�

1X
k=0

sin(2k + 1)x

2k + 1
:

11.3 rAZLOVITX W RQD fURXE PERIODI^ESKU@ FUNKCI@, ZADANNU@ NA INTERWALE [�L;+L]
USLOWIQMI f(x) = a PRI 0 � x < L=2; f(x) = 0 PRI L=2 < x � L; f(�x) = f(x).

6pOLNOTA SISTEMY SLEDUET IZ TOGO, ^TO ISPOLXZOWAW[IESQ RANEE sinn�; cosn� LINEJNO WYRAVA@TSQ

^EREZ exp(in�). pO\TOMU ZAPISX ^EREZ \KSPONENTY OZNA^AET DRUGU@ FORMU TRIGONOMETRI^ESKOGO RQDA.
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oTWET:

f(x) =
a

2
+

2a

�

1X
k=0

(�1)k cos((2k + 1)�x=L)

2k + 1
:

rQD fURXE ^ETNOJ NA INTERWALE [�L;+L] FUNKCII, f(�x) = f(x), SODERVIT TOLXKO KOSI-

NUSY. nE^ETNAQ FUNKCIQ, f(�x) = �f(x), RAZLAGAETSQ PO SINUSAM. fUNKCIQ, NE IME@]AQ
OPREDELENNOJ ^ETNOSTI, SODERVIT W SWOEM RAZLOVENII fURXE I SINUSY, I KOSINUSY.

iNTEGRAL fURXE. rASSMOTRIM SISTEMU FUNKCIJ, ZAWISQ]IH OT DEJSTWITELXNOGO PA-

RAMETRA �, KOTORYJ PRINIMAET NEPRERWYNYJ RQD ZNA^ENIJ:

'(x; �) =
1p
2�
ei�x; �1 < � <1: (11.22)

|TI FUNKCII OPREDELENY I OGRANI^ENY PRI L@BYH DEJSTWITELXNYH ZNA^ENIQH KOORDINATY

x, T.E. NA BESKONE^NOM INTERWALE�1 < x <1. pOLXZUQSX PREDSTAWLENIEM DELXTA-FUNKCII

(10.21), WY^ISLQEM INTEGRALZ
1

�1

'(x; �)'�(x0; �)d� =
1

2�

Z
1

�1

d�ei�(x� x0) = �(x� x0):

pOLU^ENNOE SOOTNO[ENIE SOWPADAET S (11.17) (W OTSUTSTWIE DISKRETNYH ZNA^ENIJ �) I
SWIDETELXSTWUET O POLNOTE SISTEMY FUNKCIJ '(x; �). pO\TOMU L@BU@ FUNKCI@ IZ WESX-

MA [IROKOGO KLASSA, OPREDELENNU@ NA WSEJ DEJSTWITELXNOJ OSI Ox, MOVNO RAZLOVITX PO
FUNKCIQM '(x; �):

f(x) =
Z
1

�1

F (�)'(x; �)d� =
1p
2�

Z
1

�1

F (�)ei�xd�: (11.23)

fUNKCIQ F (�) NAZYWAETSQ FURXE-OBRAZOM ISHODNOJ FUNKCII f(x) ILI EE AMPLITUDOJ
fURXE. eE MOVNO NAJTI TEM VE SPOSOBOM, KAKIM BYLI NAJDENY KO\FFICIENTY RQDA fU-

RXE W PRIMERE 11.2: UMNOVAEM OBE ^ASTI RAWENSTWA (11.23) NA '�(x; �) I INTEGRIRUEM PO

KOORDINATE x. iMEEM, MENQQ PORQDOK INTEGRIROWANIQZ
1

�1

f(x)'�(x; �)dx =
1

2�

Z
1

�1

d�F (�)
Z
1

�1

eix(�� �)dx =

Z
1

�1

d�F (�)�(�� �) = F (�):

(11.24)

|TO RAWENSTWO I POZWOLQET WY^ISLITX AMPLITUDU fURXE ZADANNOJ FUNKCII f(x).

pRQMOE I OBRATNOE PREOBRAZOWANIQ fURXE ^ASTO UDOBNEE ZAPISYWATX W NESIMMETRI^-

NOJ FORME:

f(x) =
Z
1

�1

F (�)ei�x
d�

2�
; F (�) =

Z
1

�1

f(x)e�i�xdx: (11.25)

dEJSTWITELXNOSTX INTEGRALA fURXE OBESPE^IWAETSQ SOOTNO[ENIEM

F (��) = F �(�) (11.26)

PRI DEJSTWITELXNYH � I f(x).

rAZLOVENIE W INTEGRAL fURXE LEGKO OBOB]AETSQ NA SLU^AJ NESKOLXKIH IZMERENIJ.

nAPRIMER, W TREHMERNOM PROSTRANSTWE FURXE-PREOBRAZOWANIE MOVNO ZAPISATX W WIDE

f(r) =
Z
F (k)eik�r d3k

(2�)3
; F (k) =

Z
f(r)e�ik�rd3r: (11.27)

w OBOIH INTEGRALAH INTEGRIROWANIE PROIZWODITSQ PO WSEMU PROSTRANSTWU.
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pRIMER 11.3 pOLU^ITX RAZLOVENIE W INTEGRAL fURXE DLQ BESKONE^NOGO INTERWALA �1 <

x <1 PUTEM PREDELXNOGO PEREHODA L!1 W FORMULAH (11.20), (11.21).

rE[ENIE. pRI L!1 SOSEDNIE ^LENY W SUMME (11.20) PO^TI ODINAKOWY, PO\TOMU SUMMI-

ROWANIE MOVNO ZAMENITX INTEGRIROWANIEM PO dn = (L=�)d� W PREDELAH �1;+1. oBOZNA-

^IW limL!1 2LFn ^EREZ F (�), POLU^IM IZ (11.20), (11.21) SOOTNO[ENIQ (11.25).

zADA^I

11.4 wYRAZITX FURXE-OBRAZ PROIZWODNOJ f 0(x) ^EREZ FURXE-OBRAZ F (�) FUNKCII f(x).

pREDPOLAGAETSQ, ^TO INTEGRAL
R
1

�1
jf(x)jdx SHODITSQ.

oTWET: i�F (�).

11.5 sDELATX TO VE SAMOE DLQ FUNKCII f(ax) exp(ibx).

oTWET:

1

a
F

 
�� b

a

!
:

11.6 wY^ISLITX FURXE-OBRAZ FUNKCII f(x) = (1 + x2)�1.

uKAZANIE. rASSMATRIWAQ x KAK KOMPLEKSNU@ PEREMENNU@, ZAMKNUTX KONTUR INTEGRIROWA-

NIQ DUGOJ BESKONE^NOGO RADIUSA I PRIMENITX TEOREMU O WY^ETAH.

oTWET: � exp(�j�j).
11.7 wY^ISLITX FURXE-OBRAZ FUNKCII exp(��2x2).
oTWET: p

�

�
exp

 
� �2

4�2

!
:

11.8 wY^ISLITX TREHMERNYJ FURXE-OBRAZ FUNKCII f(r) = exp(��2r2).
oTWET:

�3=2

�3
exp

 
� k2

4�2

!
;

GDE k | RADIUS-WEKTOR TREHMERNOGO PROSTRANSTWA PEREMENNYH fURXE (SM. (11.27)).

11.9 wY^ISLITX TREHMERNYJ FURXE-OBRAZ FUNKCII f(r) = r�1.

rE[ENIE. dLQ WY^ISLENIQ INTEGRALA fURXE (11.27) ISPOLXZUEM SFERI^ESKIE KOORDINATY

I WYBEREM OSX Oz WDOLX WEKTORA k. wYPOLNQQ SNA^ALA INTEGRIROWANIE PO UGLAM, A ZATEM

PO r, NAHODIM

F (k) = lim
R!1

4�

k2
[1� cos(kR)]:

fORMALXNO FUNKCIQ, STOQ]AQ W PRAWOJ ^ASTI, NE IMEET PREDELA. nO LEGKO PONQTX, ^TO

PREDEL KOSINUSA MOVNO S^ITATX \FFEKTIWNO RAWNYM NUL@, TAK KAK PRI WYPOLNENII OB-

RATNOGO PREOBRAZOWANIQ fURXE ^LEN S BESKONE^NO OSCILLIRU@]IM KOSINUSOM DAST NULEWOJ

WKLAD. w ITOGE IMEEM F (k) = 4�=k2.
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