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ВВЕДЕНИЕ

В третьем издании монографии рассматриваются модели и
методы совершенствования автоматизированной системы дис-
петчерского управления (АСДУ) электроэнергетических объеди-
нений (ЭЭО) в предаварийных режимах. Определены цели и за-
дачи управления с учетом «источников угроз и индикаторов
энергетической безопасности (ЭБ)» и «средств энергетиче-
ской безопасности». Рассмотрены индикаторы и методы обес-
печения ЭБ, реализуемые в АСДУ системами ограничения пере-
токов активной мощности по линиям и управления частотой и ак-
тивной мощностью энергообъединений типа ЕЭС России.

Обеспечение ЭБ требует определения источников безопас-
ности и синтеза управлений для их ликвидации средствами
АСДУ. Рассмотрены источники угроз, индикаторы ЭБ и соот-
ветствующие средства обеспечения ЭБ системами ограниче-
ния перетоков (СОП) по линиям электропередач (ЛЭП) и систе-
мами автоматического управления частотой и активной мощно-
стью (САУ ЧМ). Предложенные индикаторы энергетической
безопасности положены в основу разработки моделей, методов
анализа асимптотической и входо-выходной устойчивости ука-
занного класса систем в предаварийных режимах. Введенные ин-
дикаторы энергетической безопасности ЭЭО и средства ее
обеспечения определены следующим образом:

1). «Адекватные модели ЭЭО», гарантирующие достаточ-
ное соответствие, конструктивность и корректность описания
электромеханических процессов (ЭМП) как одно из условий
обеспечения корректного управления. Для синтеза СОП и
САУ ЧМ необходимы адекватные, конструктивные и корректные
модели ЭМП. Адекватность моделей ЭЭО должна обеспечить
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достаточное соответствие процессов в модели и объекте с учетом
свойств генерирующих агрегатов и сети. Адекватность моделей
обеспечивает согласованность и статическую определимость мо-
делей ЭЭО для совместного или независимого синтеза СОП и
САУ ЧМ. Конструктивность моделей, обладающих структур-
ной инвариантностью относительно количества энергосистем,
должна обеспечить качественный синтез и анализ управлений
при высоких размерностях уравнений ЭМП.

2). «Корректный синтез управлений частотой и актив-
ной мощностью ЭЭО» на основе адекватных математических
моделей объекта, целей и задач для централизованных, децентра-
лизованных или иерархических систем ограничения перетоков
(СОП) по линиям и автоматического управления частотой и ак-
тивной мощностью. Корректность управлений для СОП и
САУ ЧМ объединенных энергосистем (ОЭС) должна учитывать
возможные противоречивые действия двух систем и обеспечи-
вать асимптотическую и входо-выходную устойчивость.

3). «Достаточные генерирующие ресурсы активной мощ-
ности для управления», необходимые для корректного управле-
ния, поскольку возникающие отклонения частоты при внеплано-
вых нагрузках являются угрозами ЭБ, приводящими к предава-
рийным режимам. Эта проблема является частью проблемы ЭБ в
связи с линейным ростом энергоресурсов до 2050 года по прогно-
зу Международного энергетического агентства и Департамента
энергетики США [13,34,35,172,187]. Сохранение устойчивости
параллельной работы ЭЭО требует введения САУ ЧМ, которая
должна поддерживать отклонения частоты не более 0,1 герц и
подавление 70 % амплитуды колебаний перетоков активной
мощности с периодом не более 2 минут [21,159,160].

4). «Достаточные передающие ресурсы (пропускные спо-
собности)  линий», позволяющие обеспечить необходимое
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перераспределение средствами СОП генерируемых активных
мощностей станций, которые должны иметь достаточные регули-
ровочные диапазоны [11-13].

5). «Регулярное управление хаотическими режимами,
способствующими возникновению каскадных аварий в ЕЭС» с
учетом особенности электромагнитных процессов ЭЭО, качест-
венно объясняемых структурой и билинейностью уравнений
Парка-Горева [7]. Эти уравнения имеют общие свойства с урав-
нениями Лоренца, описывающими динамический хаос [113,132] .
Для обеспечения ЭБ необходима идентификация предаварийных
режимов, установления условий возникновения хаотических ре-
жимов ЭЭО и синтез управлений напряжением сети ЭЭО, обес-
печивающих регулярную динамику на основе «дехаотизации».

Введение перечисленных индикаторов ЭБ ЭЭО требует
решения комплекса задач, к которым относятся:

- общие постановки задач управления (раздел 1);
- математические формулировки задач и методов моделиро-

вания и вычисления управлений и синтеза замкнутых систем
управления частотой и активной мощностью со свойствами
асимптотической и входо-выходной устойчивости (разделы 2, 3);

- математические формулировки задач и средства ресурсно-
го обеспечения систем ограничения перетоков и управления час-
тотой и обменной мощностью (раздел 4);

- синтез управлений, исключающих хаотические режимы
(раздел 5).

Перечисленный комплекс задач синтеза СОП по линиям и
САУ частотой и обменной мощностью по критерию энергетиче-
ской безопасности определил совокупность задач и подзадач:

1. Разработка корректных математических моделей с учетом
взаимодействия СОП и САУ ЧМ для ОЭС по обеспечению
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корректных методов синтеза с учетом качественных свойств, рас-
смотренных в разделах 2, 3 и 5.

2. Создание корректных методов и алгоритмов независи-
мого и совместного ограничения перетоков и систем управле-
ния частотой и обменной мощностью для централизованных
(раздел 3), иерархических (раздел 6) систем управления ЭЭО.

3. Прогнозирование требуемых генерирующих ресурсов ак-
тивной мощности станций и передающих (сетевых) ресурсов
ЛЭП для создания гарантии обеспечения ресурсами устойчивой
параллельной работы ЭЭО в предаварийных режимах и в усло-
виях рынка энергии (раздел 4).

4. Разработка методов для «дехаотизации» электромагнит-
ных процессов в ЭЭО в условиях регулирования напряжения.

Перечисленные индикаторы и средства ЭБ определяют
причины возникновения предаварийных режимов, а предлагае-
мые подходы к решению охватывают взаимосвязанных методов
анализа и синтеза. Поэтому в книге рассмотрены модели и ме-
тоды для управления в условиях (соответствующих индикато-
рам) на основе идентификации причин и создания адекватных
методов и систем автоматического ограничения перетоков
(СОП) активной мощности по ЛЭП и САУ ЧМ для ЕЭС. Эти
две системы, которые могут быть синтезированы независимо
или совместно, являются средствами обеспечения устойчивой
параллельной работы.

Рассмотрены модели и методы для систем предаварийного
ограничения перетоков активной мощности по различным
классам линий ОЭС и ЕЭС и систем управления частотой,
активной мощностью ОЭС. Поставлена задача анализа усло-
вий возникновения предаварийных и управления напряжением
сети ЕЭС  при возникновении хаотических  режимов и
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адекватного управления. Созданы методы совместного и авто-
номного прогнозирования необходимых генерируемых ресур-
сов активной мощности энергосистем и передающих ресурсов
для линий электропередач. Предлагаемые решения создают оп-
тимистичные предпосылки для сохранения устойчивой парал-
лельной работы ЭЭО в условиях рынка энергоресурсов.

Как следует из вышеизложенного, проблема обеспечения
энергетической безопасности России может быть решена на ос-
нове комплексного подхода к управлению. Это предполагает соз-
дание систем обеспечения устойчивой параллельной работы от-
дельных энергосистем и объединений энергосистем и Единой
энергосистемы России в условиях централизации или децентра-
лизации энергетических ресурсов. Устойчивость параллельной
работы может обеспечивать корректное автоматическое
управление в условиях возникновения причин нарушения безо-
пасности, характеризуемых введенными индикаторами. Предла-
гаемый вариант системы обеспечивает безопасность, определяе-
мую пятью индикаторами, и не гарантирует тотальной ЭБ.

Создание систем управления ЕЭС России требует опреде-
ления методов решения комплекса задач управления технологи-
ческими режимами линий электропередач, станций, энергосистем
и их объединений. Существует ряд работ в области создания мо-
делей и методов управления крупными энергосистемами уровня
объединенных энергосистем или сверхмощных систем типа еди-
ных энергетических систем государств, создаваемых на принципе
разделения плановой и внеплановой нагрузок. Это требует реше-
ния трех содержательных задач:

1. Обеспечение оперативного перераспределения активной
мощности средствами предаварийного ограничения перетоков
активной мощности по внутрисистемным и межсистемным
(транзитным) ЛЭП переменного напряжения [77,79,85].
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2. Обеспечение баланса активной мощности системами ре-
гулирования частоты и активной мощности ЕЭС. Эта задача
является частью общей проблемы управления, возникающей в
связи с линейным ростом энергоресурсов. Однако необходимость
транспортировки энергии к потребителям актуализирует необхо-
димость эффективного управления для сохранения устойчивости
параллельной работы энергосистем и ЕЭС России [121].

3. Идентификация нештатных аварийных режимов, вы-
званных хаотической динамикой ОЭС или ЕЭС в целом, и лик-
видация этого вида аварийности средствами управления напря-
жением электрической сети ЕЭС России и регулирования реак-
тивной мощности. Общие условия возникновения хаотических
режимов известны, однако применительно к энергетическим сис-
темам возникают характерные особенности, что требует адекват-
ного управления хаотическими режимами в целях их «дехаотиза-
ции».

4. Разработка адекватных конструктивных корректных
моделей ЕЭС для анализа и синтеза систем ограничения перето-
ков и систем автоматического управления частотой и активной
мощностью. Адекватность моделей должна обеспечивать тре-
буемое (для задач управления) соответствие модели и ЕЭС с уче-
том свойств агрегатов и сети. Корректность моделей – условия
взаимного согласования частных моделей ЕЭС в условиях совме-
стного и независимого синтеза. Конструктивность моделей
должна обеспечивать целесообразную структурную форму, по-
зволяющую иметь достаточную полноту описания генерирующей
и сетевой частей ЕЭС с учетом достаточного представления су-
щественных нелинейностей для анализа и синтеза.

5. Разработка методов определения необходимых генери-
рующих и сетевых ресурсов активной мощности, обеспечивающих
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требуемые регулировочные диапазоны управляющих станций и
требуемые пределы передаваемой мощности по ЛЭП на основе
индикатора баланса активной мощности.

Совокупность этих задач общей проблемы ЭБ исследова-
лась в течение последних десятилетий. Предлагаемые в данной
книге результаты посвящены разработке методов квазиоптималь-
ного управления электромеханическими и электромагнитными
процессами на основе квазистационарных и динамических моде-
лей ЭС, ОЭС и ЕЭС в целом. Представленные модели, методы
анализа и синтеза систем управления применялись в ОДУ Севе-
ро-Запада при цифровом ограничении перетоков (линия Чудово-
Бологое, 1969 г.) [53,54] и в ОЭС Средней Волги (г. Самара,
1985 г.), а также в моделях для расчета «моделей влияния» сис-
темы квазиоптимального управления для ОЭС Узбекистана и За-
кавказья (1988 г.). Эти исследования выполнены в ряде научно-
исследовательских хоздоговорных работ ЛПИ им. М.И. Калинина
по заказу ВГПИ и НИИ «Энергосетьпроект» с 1970 по 1988 гг.

В монографии предложен обобщенный подход к моделиро-
ванию, анализу и синтезу систем управления подсистемами
ЭС, ОЭС и ЕЭС, обеспечивающий устойчивость параллельной
работы на этапах предаварийного ограничения перетоков актив-
ной мощности, управления частотой и активной мощностью, ре-
гулирования напряжения и обеспечения ресурсами для генерации
электрической мощности на уровнях ЭС, ОЭС и ЕЭС России.
Моделирование, анализ и синтез осуществляются на основе ма-
тематических обобщенных моделей и методов. На примерах ука-
занного класса процессов выделены проблемы и задачи модели-
рования, анализа и синтеза систем управления процессами.

Предлагаемые методы развивают численные и аналитические
методы теории управления применительно к энергосистемам. Для
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синтеза систем управления ЭЭО обобщены методы, изложенные
в серии монографий «Управление энергетическими системами»,
изданной в 7 частях с 2000 по 2008 годы. Новый этап развития
связан с расширением сферы аналитических методов и перехо-
дом к синтезу адаптивных и крупномасштабных

систем. Адаптивные системы излагаются на уровне приме-
нения в рассматриваемых системах управления [7,24-27,29,30].

Разработанная технология синтеза управлений систем
управления основана на базовой схеме – «модели-методы ана-
лиза-методы синтеза». Эта схема реализуются последователь-
но, образуя единый комплекс методов анализа статики, динамики
и синтеза, включающих вычислительные методы, алгоритмы и
анализ устойчивости замкнутых систем [31-35,41,44,79,94-99].

Монография задумана как методологическое руководство
по синтезу систем управления ЭЭО в предаварийных режимах.
Выбранный класс задач – «регулирование частоты, активной
мощности и ограничение перетоков активной мощности» яв-
ляется иллюстрацией возможностей предлагаемых методов для
других систем управления энергосистемами, включая синтез сис-
тем противоаварийного управления на основе математического
программирования. Раздел 5 написан совместно с И. У. Тросько.
Автор надеется, что излагаемые результаты будут способствовать
развитию теории и практики создания систем управления ЕЭС.

Санкт-Петербург, сентябрь 2011 г.
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1. ЭЛЕКТРОМЕХАНИЧЕСКИЕ ПРОЦЕССЫ И
УПРАВЛЕНИЕ ЧАСТОТОЙ И
АКТИВНОЙ МОЩНОСТЬЮ

ЭНЕРГЕТИЧЕСКИХ ОБЪЕДИНЕНИЙ

1.1. СОСТОЯНИЕ, ПРОБЛЕМЫ, ЗАДАЧИ, МОДЕЛИ И
МЕТОДЫ ПРЕДАВАРИЙНОГО УПРАВЛЕНИЯ

ЧАСТОТОЙ И АКТИВНОЙ МОЩНОСТЬЮ

К настоящему времени в ЕЭС России создан существенный
энергетический ресурс генерирующих и передаваемых мощно-
стей, который может эффективно использоваться в условиях аде-
кватного развития систем управления в структуре АСДУ. Систе-
мы управления энергетических объединений (ЭЭО) типа ЕЭС
России должны обеспечивать энергообеспечение с учетом техно-
логических режимов ЭС, ОЭС и ЛЭП в рамках генерирующих и
передаваемых потребителям ресурсов. Генерация электрической
энергии и ее передача потребителям находятся в противоречии с
обеспечением безопасности в связи с нарушениями устойчивости
параллельной работы ЭС. Поэтому технологические режимы
ЕЭС России должны обеспечивать комплекс проблем, связанных
с устойчивостью. Рассматриваемая система предаварийного
управления частотой и активной мощностью ЕЭС является под-
системой АСДУ ЕЭС, обеспечивающая устойчивость параллель-
ной работы за счет системы ограничения перетоков (СОП) актив-
ной мощностью по ЛЭП и системы управления частотой и об-
менной мощностью ОЭС.

1. Состояние разработки систем управления частотой и
активной мощностью ЕЭС. В основу разработанных моделей и
методов положены методы ограничения перетоков активной
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мощности по ЛЭП и регулирования частоты и обменной мощно-
сти, разработанные в 1970-1985 гг. ВГПИ и НИИ «Энергосеть-
проект» совместно с ЛПИ им. М.И. Калинина. Разработанные
модели для данного класса систем предаварийного управления
реализуют ограничение перетоков активной мощности по меж-
системным и внутрисистемным ЛЭП, автоматическое управление
частотой и активной мощности (АРЧМ) ОЭС.

Традиционные подходы к созданию моделей для управления
частотой, активной мощностью и ограничения перетоков актив-
ной мощности по линиям электропередач основаны на расчетных
моделях режимов ЭС и ЭЭО. К ним можно отнести известный в
теории энергетических систем классический «метод коэффици-
ентов распределения», предложенный для задач ограничения
перетоков ВГПИ и НИИ «Энергосетьпроект» совместно с
ЛПИ им. М.И. Калинина [24-27,77,79,83], определяющий влияние
генерируемых мощностей станций на перетоки по линиям в ус-
ловиях баланса внеплановых мощностей. Обобщением является
«метод коэффициентов влияния», разработанный в
ЛПИ им. М.И. Калинина [79] для вычисления управлений на
станции для ограничения перетоков в условиях небалансов ак-
тивных мощностей ЭЭО.

2. Проблемы, общие структуры и задачи предаварийного
управления ЭС, ОЭС и ЕЭС. Проблемы и задачи энергетиче-
ской безопасности и надежного энергообеспечения, устойчивости
параллельной работы ЭС, требуют решения в АСДУ уровня ОЭС,
ЕЭС или ЦДУ ЕЭС ряда функциональных задач:

- аварийное и предаварийное ограничение перетоков ак-
тивной мощности по ЛЭП для оперативного перераспределения
внеплановой активной мощности в масштабах ЭС, ОЭС или ЕЭС;

- регулирование  частоты, активной мощности и
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сохранение баланса  активной мощности по ЭС, ОЭС или ЕЭС;
- регулирование напряжения и реактивной мощности

электрической сети ЭС, ОЭС или ЕЭС;
- обеспечение генерирующих элементов адекватными

топливно-энергетическими ресурсами.
Классификация структур систем имеется в табл. 1.1.

Таблица 1.1
Классификация общих структур и целей управления частотой и

активной мощностью различными классами систем
Типы

структур
Локальные

системы
Централизованные

системы
Иерархические

системы
1 2 3

1. Структуры
независимого
управления

1.1. Независимые
СОП и САУ ЧМ
с локальной ин-
формацией о мо-
делях и режимах
локальных гене-
рирующих и сете-
вых частей ЭС,
ОЭС или ЕЭС

1.2. Независимые
СОП и САУ ЧМ
с ограниченной
централизованной
информацией о мо-
делях и режимах
генерирующих и се-
тевых (передаю-
щих) частей ЕЭС в
виде ЭС или ОЭС

1.3. Независимые
СОП и САУ ЧМ
с информацией о
моделях и режи-
мах генерирую-
щей и сетевой
частей ЕЭС, не-
обходимой для
координации час-
тей ЕЭС или ОЭС

2. Структуры
совместного
управления

2.1. Совместные
СОП и САУ ЧМ
с локальной ин-
формацией о мо-
делях и режимах
генерирующей и
сетевой (пере-
дающей) частей
ЕЭС

2.2. Совместные
СОП и САУ ЧМ с
централизованной
(ограниченной) ин-
формацией о моде-
лях и режимах ге-
нерирующих и се-
тевых частей ЕЭС

2.3. Совместные
СОП и САУ ЧМ
на основе инфор-
мации о генери-
рующих и сете-
вых частях ЕЭС,
необходимой для
координации ло-
кальных подсис-
тем
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В этой таблице представлены методы синтеза, включающие
независимые и совместные методы синтеза СОП и САУ ЧМ, ко-
торые представлены с учетом опыта разработки и проектирова-
ния систем данного класса. Определены также различные уровни
информации о моделях генерирующих и передающих (сетевых)
частей ЕЭС уровней ЭС или ОЭС.

Возвращаясь к состоянию реализации двух видов управле-
ния СОП и САУ ЧМ, можно отметить, что эти виды управления
частично были реализованы. В частности, реализуется автомати-
ческое ведение частоты выделенными группами станций, в част-
ности, АЭС или гидростанциями, в частности, волжского каскада
ГЭС. Реализовано ограничение перетоков по ЛЭП. С 1980 г.
ВГПИ и НИИ «Энергосетьпроект» и ЛПИ им. М. И Калинина на-
чали разработку систем управления ЕЭС совместно с Энергосис-
темой «Мир». Это иллюстрирует актуальность разработки рас-
сматриваемого класса систем управления ЕЭС.

Актуальными являются задачи по созданию математических
моделей, методов и алгоритмов управления для перечисленных
выше задач, возлагаемых на «Системного диспетчера»
ЦДУ ЕЭС России. Решение этих задач иллюстрируется на приме-
ре системы ограничения перетоков (СОП) и автоматического
управления частотой и активной мощностью (АРЧМ) ЭЭО и ЭС.

3. Технологические структуры и модели системы преда-
варийного управления частотой и активной мощностью ЕЭС
России. Структура системы управления частотой и активной
мощностью предназначена для управления предаварийными ре-
жимами на различных уровнях ЭС, ОЭС или ЕЭС. Классифика-
ция структур систем ограничения перетоков и САУ ЧМ приведе-
на в табл. 1.2, где выделены технологические системы:

1). Системы  децентрализованного, централизованного



19

или иерархического ограничения перетоков (СОП) активной
мощности по внутрисистемным и межсистемным ЛЭП при на-
личии различного уровня информации о моделях.

Таблица 1.2
Классификация структур СОП по ЛЭП уровней ЭС, ОЭС или ЕЭС и

САУ частотой и обменной мощностью ОЭС для задач АСДУ

Назначение
систем

управления

Независимые
системы

Совместные
системы

1 2
1. СОП активной
мощности по
ЛЭП различных
классов

1.1. Централизованные,
децентрализованные
или иерархические
СОП раздельного типа
для ограничения пере-
токов по отдельным
ЛЭП уровней ЭС, ОЭС
или ЕЭС

1.2. Централизованные,
децентрализованные или
иерархические совместные
СОП по заданным группам
ЛЭП:
- линиям внутрисистемного
уровня, соединяющим ЭС;
- линиям межсистемного
уровня, соединяющим ОЭС;
- магистральным линиям, пе-
редающим транзитные пере-
токи активной мощности

2. САУ частотой
и активной мощ-
ностью различ-
ных классов

2.1. Централизованные
или децентрализован-
ные САУ раздельного
управления частотой и
обменной мощностью
уровня ОЭС выделен-
ными группами станций

2.2. Централизованные,
децентрализованные или
иерархические СОП по за-
данным ЛЭП и САУ совме-
стного управления частотой
и обменной мощностью ОЭС

2). Децентрализованные, централизованные и иерархиче-
ские системы управления частотой и активной мощностью
уровня ОЭС на принципах независимого и совместного синтеза.
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3). Децентрализованные (локальные) СОП по ЛЭП в усло-
виях информации о моделях переходных процессов или стацио-
нарных режимов в локальных частях объекта, например, регули-
рование частоты каскадом волжских ГЭС или регулирование об-
менной мощности отдельных ОЭС.

4). Регулирование частоты и обменной мощности выде-
ленными станциями или группами станций по критериям,
обеспечивающим энергоавтономность ОЭС в покрытии внепла-
новой нагрузки (включая метод Гранера-Даррье [205,206] и др.).

Для создания системы управления данного класса необхо-
димо решить проблемы моделирования объекта, поскольку для
ограничения перетоков и управления частотой и активной мощ-
ностью отсутствует полная информация о структуре и парамет-
рах ЭС и ОЭС, что определяет задачи синтеза в различных клас-
сах неопределенности моделей объекта. Поэтому синтез управле-
ний ЕЭС как динамическим объектом возможен на базе ограни-
ченного класса моделей ЕЭС как объекта, включающего моде-
ли стационарных (квазистационарных) состояний или прибли-
женные (асимптотические) модели динамики. Класс стационар-
ных моделей определяется обобщенными методами расчета
потокораспределения в ЭЭО. Класс динамических моделей –
методами редукции и идентификации параметров при заданной
структуре генерации (ЭС) и передаче (сети ЕЭС). Эти обобщения
могут быть распространены на классы задач управления, исполь-
зующих «частотные коэффициенты влияния» (распределе-
ния), представленные матрицами квазистационарных частотных
моделей влияния. Для идентификации ЭЭО используются ме-
тоды оценки параметров, методы расчета потокораспределе-
ния или методы идентификации параметров [64].

Таким образом, ограничения структур систем управления и
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доступные для идентификации модели ЭЭО требуют анализа ус-
тойчивости линейных и нелинейных замкнутых систем методами
функционального анализа [82].

4. Методы управления частотой и активной мощностью
энергосистем. Синтез методов управления ЭС и ЭЭО требует за-
дания целевых условий и ограничений. Классические – экстре-
мальные целевые условия не всегда обеспечивают синтез необ-
ходимых управлений. Поэтому требуются методы для обеспече-
ния технологических режимов на основе целевых условий, дан-
ных в табл. 1.3.

1). «Точечные» целевые условия, задаваемые в виде систе-
мы уравнений, используются для задач стабилизации перетоков
по заданным отдельным или группам ЛЭП и стабилизации часто-
ты и обменной мощности ОЭС.

2). «Интервальные» целевые условия представляются сис-
темой неравенств, применяемых для формализации технологиче-
ских требований к СОП и САУ ЧМ по генерации и перераспреде-
лению внеплановой мощности для сохранения устойчивости.

3). «Экстремальные» целевые условия, формализуемые
классическими требованиями минимизации различных функцио-
налов качества СОП по ЛЭП или САУ ЧМ.

Эта совокупность классических и неклассических целевых
условия реализует разнообразие технологических требований к
режимам энергообъединений и учитывают ограничения на пере-
токи по линиям, обменные мощности ОЭС или активные мощно-
сти станций, ЭС или ОЭС. Эти цели и требования формализуются
в задачах анализа и синтеза на основе математического програм-
мирования и теории устойчивости [90-103]. При этом часть целе-
вых условий может быть задана в ограничениях, а часть – с по-
мощью  минимизируемых  функционалов, что  дает возможность
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Таблица 1.3
Функциональное назначение целевых условий для обеспечения

технологических режимов по поддержанию частоты и
передаче мощности

Типы
целевых
условий

(ЦУ)

Точечные ЦУ,
задаваемые

равенствами

Интервальные
ЦУ,

задаваемые
неравенствами

Экстремальные
ЦУ, задаваемые
функционалами

1 2 3

1. Система
ограничения
перетоков
по ЛЭП

1.1.1. Стабилизация
перетоков по ЛЭП
на заданных значе-
ниях

1.2.1. Ограниче-
ние перетоков
по ЛЭП – под-
держание пере-
токов в
заданных интер-
валах

1.3.1. Минимизация
отклонений перето-
ков от заданных
значений или затрат
мощности регули-
рующих ТЭС, ГЭС
на перераспределе-
ние внеплановой
нагрузки

2. САУ
частотой и
активной
мощностью

2.1.1. Стабилизация
частоты
2.1.2. Стабилизация
обменной мощно-
сти
2.1.3. Совместная
стабилизация час-
тоты и обменной
мощности
2.1.4. Стабилизация
частоты со статиз-
мом по обменной
мощности (метод
Гранера-Даррье)

2.2.1. Поддержа-
ние частоты в
заданном интер-
вале
2.2.2. Поддержа-
ние обменной
мощности в ин-
тервале (в задан-
ных пределах)
2.2.3. Поддержа-
ние комбина-
ции отклоне-
ний частоты и
обменной мощ-
ности в задан-
ных интервалах

2.3.1. Минимизация
отклонений коор-
динат от заданных
значений или затрат
регулирующих
ТЭС, ГЭС на под-
держание частоты и
обменной мощно-
сти

3. Совместное
управление
СОП по
линиям и
САУ ЧМ

3.1.1. Целевые ус-
ловия типа 1.1.1,
2.1.1 – 2.1.4

3.2.1. Целевые
условия: 1.2.1,
2.2.1 - 2.2.3

3.3.1. Целевые
условия: 1.3.1,
2.3.1 – 2.3.3



23

синтезировать адекватные управления в виде счетной последова-
тельности решений конечномерных задач оптимизации [79,86].

Предложенный подход к синтезу управлений требует созда-
ния конструктивных математических моделей замкнутых систем
управления ЭС или ОЭС, которые представлены операторами
математического программирования (ОМП) [84,101,107].

Синтез управлений ЭЭО основан на методах, ориентиро-
ванных на применении в отдельных подсистемах энергетики.
СОП синтезируется на основе «метода коэффициентов влия-
ния», предложенного в [79]. Для регулирования частоты и об-
менной мощности ОЭС могут использоваться методы раздель-
ного регулирования частоты и обменной мощности или «ме-
тод регулирования по частоте и обменной мощности», из-
вестный под названием метода Гранера-Даррье, Германия, 1933 г.
[205,206]. Последний метод определяет условия локальной энер-
гоавтономности ОЭС или энергорайонов, поскольку обеспечива-
ет компенсацию внеплановых отклонений режимов ЭС и стан-
циями ОЭС (энергорайона). Применяются «методы регулирова-
ния частоты выделенными группами станций», в частности,
атомными или гидравлическими станциями. В качестве законов
на первых этапах создания таких систем использовались класси-
ческие пропорционально-интегральные законы управления, до-
полненные управляющими логическими переменными. Эти пе-
ременные обеспечивали участие ЭС (станций) в управлении,
включение и выключение ЛЭП с учетом аварийных блокировок,
и были введены в алгоритмы, разработанные
ЛПИ им. М.И. Калинина для ОДУ Северо-Запада в 1972 г. [54].

На современном этапе перехода к локально-оптимальным
системам управления частотой и активной мощностью необхо-
димы адекватные математические модели ЭЭО как объекта
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управления и методы вычисления управлений на основе оптими-
зационных формулировок [79,24-26,83,101]. В задачах разработки
моделей и методов для управления ЭЭО можно выделить три
основных этапа:

- разработка комплекса математических моделей ЭС и
ОЭС как объектов управления для описания переходных и уста-
новившихся режимов работы для вычисления оптимальных или
рациональных управлений уровня ЭС, ОЭС, ЕЭС или ее части;

- синтез методов и алгоритмов системы управления в
соответствии с технологическими требованиями к структуре,
функциям и заданным режимам, включающем операторные ма-
тематические модели оптимизационных методов и алгоритмов
СОП и САУ ЧМ на основе задач оптимизации для уровней
управления;

- анализ устойчивости и качества замкнутых подсистем
ограничения перетоков по линиям и регулирования частоты и ак-
тивной мощности, включая анализ асимптотической и входо-
выходной устойчивости и качества замкнутой системы для за-
данных уровней управления ЭС, ОЭС и ЕЭС России.

5. Задачи математического моделирования и управления
электромеханическими процессами ЭЭО. В настоящее время
существует  целый ряд научных работ, в которых излагаются раз-
личные подходы к решению указанной задачи. В данной работе в
качестве исходных моделей рассматриваются классические модели
ЭЭС на основе линейных дифференциальных уравнений, а также
ряд обобщенных моделей с типовыми нелинейностями, задавае-
мыми кусочно-линейными операторами. Для анализа процессов и
синтеза управлений разработан комплекс линейных и кусочно-
линейных моделей в виде дифференциальных уравнений, разност-
ных схем и математических квазистационарных моделей режимов.
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Технологические требования к режимам ЭС, ОЭС или ЕЭС
на этапе синтеза СОП или САУ ЧМ формулируются в виде огра-
ничений на мощности генерирующих станций, перетоков актив-
ной мощности по ЛЭП, а также необходимости обеспечения по-
требителей электроэнергией при внеплановом изменении нагруз-
ки. Целью управления является минимизация отклонения мощно-
стей регулирующих станций и перетоков от исходных значений
или от заданных соотношений, которые являются экономически
оптимальными. Эти задачи решаются в алгоритмической форме
линейного или квадратичного программирования. Однако эта
форма управлений ограничивает анализ качественных свойств
замкнутой системы. Актуальной задача синтеза управлений явля-
ется разработка операторов конечномерной оптимизации, анали-
тически задающих решения аппроксимирующих оптимизацион-
ных задач [80,81,86].

Таким образом, создание эффективных предаварийных СОП
по линиям и САУ частотой и обменной мощностью требует раз-
работки и внедрения комплекса методов моделирования, анализа
и синтеза на основе теории и практики управления на уровнях
энергосистем, объединений энергосистем систем или ЕЭС России
в целом.

1.2. ПОСТАНОВКИ ЗАДАЧ МОДЕЛИРОВАНИЯ,
АНАЛИЗА И СИНТЕЗА ПРЕДАВАРИЙНОГО

УПРАВЛЕНИЯ ЧАСТОТОЙ И АКТИВНОЙ МОЩНОСТЬЮ

Для синтеза эффективных методов управления предаварий-
ного ограничения перетоков по ЛЭП и управления частотой и ак-
тивной мощностью электроэнергетических систем и объединений
необходимо решить комплекс задач:
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1). Разработка конструктивных линейных и нелинейных
моделей электроэнергетических ЭС, ОЭС или ЕЭС в форме
«вход-состояния-выход» в различных базисах, включая базис фи-
зических переменных и обобщение моделей объекта управления
на основе кусочно-линейных операторов. Необходимы асимпто-
тические модели для сокращения размерности вектора состояния
и модели установившихся состояний для обеспечения энерго-
безопасности.

2). Разработка моделей и методов для аналитической оп-
тимизации и обеспечения конструктивного анализа и синте-
за методов и алгоритмов предаварийного управления ЭЭО час-
тотой и активной мощностью с учетом технологических требова-
ний к предаварийным режимам работы СОП по ЛЭП и
САУ ЧМ для ОЭС.

3). Исследование устойчивости и качества свойств замк-
нутой нелинейной системы ограничения перетоков активной
мощности по ЛЭП и регулирования частоты и обменной мощ-
ностью ОЭС на основе методов конструктивной теории управ-
ления, функционального анализа и алгебры. При этом примени-
тельно к ЭЭО целесообразно исследование два вида устойчиво-
сти замкнутых СОП и САУ ЧМ:

 асимптотическую устойчивость методами
А.М. Ляпунова, позволяющую исследовать устойчивость при от-
клонении координат ЭЭО в предаварийных состояниях от ста-
ционарных режимов;

 входо-выходную устойчивость на основе методов функ-
ционального анализа, позволяющую анализировать свойства
замкнутых систем при воздействии внеплановой нагрузки ЭЭО.

Таким образом, для решения перечисленных задач синтеза
СОП активной  мощности по ЛЭП и САУ ЧМ целесообразно
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использовать методы математического моделирования, вычисли-
тельной математики [41,45], теории конечномерной оптимизации,
теории автоматического управления [65,66,154] и функциональ-
ного анализа [86,178].

Для эффективного решения комплекса перечисленных про-
блем противоаварийного управления для сохранения устойчиво-
сти параллельной работы ЭС и ЭЭО необходимо разработать
комплекс линейных и нелинейных моделей электромеханических
процессов. Модели ЭМП энергообъединений должны быть пред-
ставлены в различных базисах, включая базисы абстрактных и
физических координат, кусочно-линейных преобразований
(операторов) координат и управлений в исходных линеаризован-
ных уравнениях. Это необходимо для создания методов разра-
ботки асимптотических линейных, кусочно-линейных моделей
предаварийных переходных и квазистационарных режимов.

1. Основы математического моделирования электроме-
ханических процессов. Решение задач разработки математиче-
ских моделей и методов для синтеза системы управления ЭС,
ЭЭО и ЕЭС России рассматривается в соответствии с предлагае-
мой схемой исследования: «модели-методы анализа-методы син-
теза». Последовательная реализация этой схемы предполагает
разработку комплекса моделей ЭЭО как объекта управления, рас-
смотрение их особенностей и ограничений, выбор методов анали-
за статических и динамических свойств моделируемого объекта.
На основе математических моделей и формализованных требова-
ний к системе управления частотой и активной мощностью необ-
ходимо разработать модели для синтеза системы управления и
анализа ее качества.

Разработка комплексных моделей определяется постановкой
задач и соответствующими ограничениями. При этом требования
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к режимам управления определяют степень идеализации ЭЭО,
что отражается в построении асимптотических моделей, моделей
установившихся процессов, способов уменьшения размера векто-
ров состояния. Уравнения для моделирования переходных про-
цессов ЭЭО можно представить двумя типами уравнений:
1). Уравнения, описывающие динамику системы в базисе физиче-
ских переменных; 2). Уравнения объекта в базисе абстрактных
координат состояния. Основу моделирования ЭС, ЭЭО и ЕЭС
определяют уравнения электромагнитных и электромеханических
процессов, соответствующие физическим процессам генерации и
распределения электрической и механической энергии в электри-
ческих сетях.

Уравнения электромагнитных процессов описывают пер-
вый класс «быстрых» процессов – распределение электромагнит-
ной энергии в электрической сети, и должны учитывать соответ-
ствующие параметры – активные и реактивные проводимости
линий электропередачи, законы изменения токов и напряжений в
зависимости от мощностей и частот генераторов. При этом
управление такими процессами относится к функции систем
аварийного управления.

Второй класс уравнений, описывающих электромеханиче-
ские процессы, соответствует относительно медленным процес-
сам, которые характеризуют превращения механической энергии
в электрическую энергию в узлах сети и ее передачу по ЛЭП. Эти
уравнения должны адекватно отражать динамику генерирующих
агрегатов и обмен энергией между генерирующими узлами. Этот
класс моделей соответствует процессам и системам предава-
рийного управления.

Уравнения электромеханических процессов описывают ба-
лансы в i -м узле сети ЕЭС генерируемой ЭА активной мощности
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ЭА, внеплановой активной нагрузки и активных мощностей ЛЭП.
Уравнения балансов генерируемых и передаваемых активных
мощностей, определяющих динамику роторов ЭА, представ-
ляющих ЭС или ЭЭО ЕЭС, имеют вид

 2
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a i y i ij i j i i
j
j i

T T p i n     



         (1)

В уравнениях использованы обозначения для i -го ЭА: i   от-
клонение частоты (скорости) вращения ротора; ip   отклонение
активной мощности i -го ЭА от заданного значения; i   прира-
щение внеплановой активной нагрузки, приведенной к валу i -го
ЭА; 2

аiT  и уiT   постоянные механической инерции и успокоения

(коэффициент демпфирования) ротора ЭА; ij   удельные син-

хронизирующие мощности ЛЭП между i -м и j -м ЭА.
Описание суммы перетоков активной мощности по

ЛЭП, передаваемых (принимаемых) i -м узлом, представлено
слагаемым в левой части системы уравнений (1), имеющим вид
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где iQ   множество ЛЭП, примыкающих к i -му ЭА и связываю-
щих ЭА (эквивалентный ЭС или ОЭС) с другими ЭА, эквива-
лентными ЭС или ОЭС в зависимости от уровня эквивалентиро-
вания.

Таким образом, уравнения описывают физические процессы
в ЭЭО, связывающие переменные состояния электрической сети.
Кроме этого, уравнения определяют координаты, соответствую-
щие электромеханическим процессам  в агрегатах, ЭС или ОЭС
в  зависимости  от  уровня  эквивалентирования. К переменным
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первой группы могут относиться значения напряжений на шинах
эквивалентных агрегатов, частоты колебаний напряжения и тока,
активное и реактивное сопротивление ветвей электрической сети,
активная и реактивная мощность, генерируемая в узлах, активная
и реактивная нагрузка, перетоки мощности по ветвям электриче-
ской сети. Возможна некоторая идеализация рассматриваемой
системы, что приводит к упрощению уравнений за счет прибли-
женного отражения электромагнитных процессов в моделях вто-
рой группы.

В рассматриваемых моделях предполагается постоянство
узловых напряжений [108]. При этом существенно
упрощается уравнения для перетоков активной мощности по
ЛЭП. Эти уравнения связывают мощность, передаваемую между
двумя ЭА, с фазой, модулем и частотой напряжения на шинах ге-
нераторов.

В систему уравнений динамики агрегата необходимо вклю-
чить уравнения, описывающие системы регулирования. Это
уравнения парового объема (для турбоагрегата) или напорного
трубопровода (для гидроагрегата), уравнения сервомотора и
уравнения электрической части регулятора, связывающие сигнал,
подаваемый на золотник сервомотора, с частотой вращения рото-
ра. Также необходимо ввести в систему уравнение, связывающее
электрические параметры (частоту и амплитуду синусоидального
пряжения на выходе генератора) с механическими параметрами
(частотой вращения ротора). Конкретный вид этих соотношений
определяется типом рассматриваемого генератора (синхронный,
асинхронный) и соответствующими моделями. Система уравне-
ний электромагнитных и электромеханических процессов полно-
стью описывает динамику системы в физических пере-
менных.
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2. Обобщенные модели управляемых энергообъединений
в предаварийных режимах. В рассматриваемых задачах синтеза
системы управления энергетическим объединением вектор со-
стояния может включать переменные, характеризующие узлы и
линии электрической сети – частоты эквивалентных генераторов,
мощности, генерируемые агрегатами, узловые нагрузки, а также
производные от этих величин в различных комбинациях. Ряд мо-
делей такого типа приведен в работе [58]. Для упрощения рас-
сматриваемых моделей можно использовать принцип декомпо-
зиции [78, 82,121,122,123] и асимптотические модели [69].

Большинство рассматриваемых в литературе моделей отно-
сятся к классу линейных. Однако при проектировании систем
управления ЭЭО возникает необходимость формирования моде-
лей, учитывающих существенные нелинейности объекта.

В исследованиях [64,52,54,50] описаны подходы, сущность
которых состоит в аналитическом описании типовых нелинейных
элементов и формулировке адекватных нелинейных дифферен-
циальных уравнений. При моделировании нелинейных систем
автоматического управления (САУ) в настоящее время типовые
кусочно-линейные нелинейные элементы (НЭ) (звенья) описыва-
ются условными выражениями, модифицированными полинома-
ми, алгебраическими соотношениями и другими способами. В
настоящее время предложено описание простейших НЭ алгеб-
раическими операторами, введены операторы дифференциально-
го и интегрального типов, позволяющие расширить класс НЭ,
описываемых в алгебраической форме [49]. Такой подход приме-
нительно к задачам управления энергетическими системами под-
робно изложен в работе [58].

На этапе синтеза систем управления ЭЭО необходимо за-
дать цели управления, комплекс задач управления в виде задач
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математического программирования для учета многорежимных
особенностей функционирования ЭЭО, разработать модели оп-
тимизации в виде операторов и методы реализации. Для решения
этой задачи может использоваться ограниченный комплекс моде-
лей. Это связано с отсутствием полной информации о параметрах
дифференциальных уравнений электромеханических процессов.
Модели, используемые в практике управления частотой и актив-
ной мощностью, формируют систему обобщенных «сетевых мо-
делей» на уровне ЦДУ и ОДУ для синтеза систем ограничения
перетоков активной мощности. К ним относятся:

- модели в виде классических «сетевых коэффициентов
распределения» для стационарных режимов энергосистем, при-
меняемых при выполнении условий балансов внеплановых ак-
тивных нагрузок и генерируемой мощности объекта, которые ис-
пользуются при решении задач потокораспределения [54,141];

- модели в виде «сетевых коэффициентов влияния» для
квазистационарных режимов энергосистем, адекватные предава-
рийным режимам при отсутствии балансов активных нагрузок и
внеплановой генерируемой активной мощности [84,93,106-107];

- модели в виде «сетевых частотных коэффициентов
влияния», определяющих влияния активных мощностей станций
на перетоки активной мощности по линиям для заданного спек-
тра частот, характеризующего объект управления в переходных
режимах, которые могут быть определены экспериментально для
ограниченной части сети объекта управления [165];

- модели в виде разностных уравнений (схем) для локальных
частей ЭЭО или энергосистем, которые можно рассматривать как
«динамические модели влияния» [79,84,94,115].

Существует достаточно широкий класс других моделей
ЭЭО, параметры которых оцениваются экспериментальными
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способами. Перечисленные модели и другие характеристики ЭЭО
могут быть заданы «системными матрицами» для стационар-
ных, квазистационарных и переходных режимов.

3. Развитие общих методов управления и методов
предаварийного управления частотой и активной мощно-
стью. К классическим методам управления энергосистемами
можно отнести «метод регулирования частоты со статизмом по
обменной мощности», упомянутый выше метод Гранера-Даррье
(1933 г.). В этом методе регулирование частоты и обменной
мощности по ЛЭП реализуется в форме пропорционально-
интегрального закона регулирования с учетом ряда алгоритмиче-
ских особенностей, определяемых режимными требованиями к
объекту управления.

Практические методы регулирования частоты и активной
мощности использовали пропорционально-интегральные законы
в функции отклонения частоты и мощности от заданных значе-
ний, что соответствовало «методы регулирования частоты выде-
ленными регулирующими станциями» или другие методы. Ис-
пользуются также частотные методы, которые позволяют полу-
чить «частотные характеристики влияния» в определенном спек-
тре частот. Применяются методы нечеткого и интервального
анализа, направленные на реализацию управлений в условиях
неопределенности, заданной статистическими и нестатистиче-
скими методами.

Расширение спектра задач потребовало совершенствования
алгоритмов автоматизированного диспетчерского управления, в
частности, методов, ориентированных на создание системных
диспетчеров. С помощью модернизированных автоматизирован-
ных систем управления появилась возможность решать вопросы
оптимального (квазиоптимального) управления с учетом эконо-
мических критериев, противоаварийного управления, а также
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регулирования мощности, напряжения и частоты на основе со-
временных достижений теории управления.

Одним из направлений развития и совершенствования сис-
тем управления рассматриваемого класса является переход к
управлению на основе принципов оптимизации и адаптации.
Высокий порядок уравнений объекта управления приводит к не-
обходимости рассматривать энергосистемы как крупномасштаб-
ные объекты, и использовать для анализа и синтеза систем управ-
ления современные принципы агрегирования и декомпозиции.

Классификация адаптивных алгоритмов и управляющих
структур, которые могут быть принципиально использованы для
синтеза управлений нормальными и аварийными режимами энер-
гетическими объединениями при решении задач управления час-
тотой и активной мощностью, можно дать следующим образом.
Высокий уровень технических и экономических требований к
управлению режимами энергетических объединений требует
применения современных методов исследования при разработке
алгоритмов адаптивного диспетчерского управления.

К настоящему времени разработан ряд методов синтеза
адаптивных регуляторов. Существующие методы синтеза адап-
тивных регуляторов можно разделить на отдельные группы, к
числу которых относится целый ряд систем управления.

Классические адаптивные системы имеют основной кон-
тур управления и контур адаптации, причем контур адаптации
обеспечивает, как правило, подстройку параметров. Основной
контур может формировать управление как решение определен-
ной оптимизационной задачи на основе алгоритмических или
аналитических методов. При этом в силу специфики замкнутой
системы и их моделей возможно возникновение хаотических ре-
жимов.
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К другому классу систем относятся интервальные систе-
мы управления, синтезируемые на основе обеспечения требова-
ний робастной устойчивости или робастной оптимальности. Сис-
темы данного класса разрабатываются на основе интервальных
критериев устойчивости соответствующих характеристических
полиномов для непрерывных или дискретных систем управления.
Для синтеза таких систем могут быть использованы интерваль-
ные алгебраические методы и соответствующие критерии интер-
вальной устойчивости. Широкий класс адаптивных регуляторов
разработан на основе методов функционального анализа, в част-
ности, методов синтеза систем управления в пространстве
Харди, позволяющей синтезировать робастные системы. Данный
класс систем синтезируется путем минимизации функционалов,
которые представляют собой нормы соответствующих функцио-
нальных пространств. Развиваются методы геометрической тео-
рии управления, позволяющие линеаризовать определенные
классы нелинейных моделей [96-99].

Практическая задача управления частотой и активной мощ-
ностью при ограничениях, соответствующих технологическим
требованиям к режимам работы энергосистем – необходимость
поддержания перетоков активной мощности по линиям и узловых
мощностей регулирующих агрегатов в заданных границах – при-
водит к задачам вычисления управлений как оптимальных реше-
ний экстремальных задач. Задачи такого рода могут быть решены
различными способами, среди которых методы линейного и не-
линейного программирования [9,27,32,37,39], методы анали-
тического вычисления минимизирующих элементов [55,56], а
также другие подходы к оптимизации [32].

В системах с поиском оптимальных элементов на основе
итерационных методов исследование качественных  свойств
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затруднительно в результате трудности формирования уравне-
ний, описывающих динамику объекта, замкнутого управлением.
Это приводит к необходимости рассмотрения различных спосо-
бов аналитической оптимизации, которые являются задачами
разработки аппроксимирующих операторных представлений ана-
литических решений.

Аналитическое вычисление оптимальных управлений для
ЭЭО возможно на основе аппроксимирующих экстремальных за-
дач вычисления оптимальных распределений внеплановой актив-
ной мощности между регулирующими станциями. В этой ситуа-
ции аналитические решения определяют приближенные значения
перетоков по линиям и генерируемых активных мощностей регу-
лирующих станций.

Анализ выбранной модели, рассмотрение динамической и
статической устойчивости, исследование грубости может быть
проведено с помощью различных методов. К ним можно отнести:
методы на основе частотного анализа и теории преобразований
Лапласа (частотные критерии устойчивости), методы и критерии
теории устойчивости Ляпунова, исследование асимптотической
устойчивости методами функционального анализа.

Таким образом, анализ проблем математического моделиро-
вания современных систем управления крупными энергосисте-
мами типа Единой энергосистемы России требует решения рас-
смотренного комплекса задач, позволяющих обеспечить безопас-
ность ее функционирования.

4. Направления и задачи развития методов синтеза
управлений энергообъединениями. Для решения задач синтеза
алгоритмов необходимо разработать:

- новые методы аналитического решения аппроксими-
рующих оптимизационных задач на основе канонических форм
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ограничений (в виде пересечения линейного многообразия и ша-
ра), аппроксимирующих модели технологических режимов ЭС,
ЭЭО и ЕЭС для математического моделирования систем управ-
ления частотой и мощностью в предаварийных режимах;

- сформулировать математические модели замкнутых
систем и достаточные условия устойчивости систем управ-
ления на основе принципа сжимающих отображений, функцио-
нального анализа и метода функций Ляпунова.

Разработаны модели алгоритмически заданных законов
управления в аналитической форме на основе использования не-
линейных операторов конечномерной оптимизации. Это позволя-
ет исследовать свойства замкнутой системы и получить доста-
точные условия асимптотической устойчивости. Использование
методов теории автоматического управления и функционального
анализа позволяют исследовать замкнутые систем управления
частотой и активной мощностью ЭЭО в случае существенных не-
линейностей.

Разработанные модели и методики могут использоваться
при создании автоматизированных систем управления ЭЭО раз-
личного назначения. Полученные результаты могут служить ос-
новой для распространения предлагаемых результатов на систе-
мы управления другого класса, в частности, на системы противо-
аварийного управления для обеспечения энергетической безопас-
ности ЕЭС России.

5. Направления развития математического моделирова-
ния систем управления частотой и активной мощностью. Об-
зор существующих методов позволяет выделить основные на-
правления и этапы разработки системы управления частотой и
активной мощностью. Основу разрабатываемых математических
моделей и методов систем управления частотой и активной



38

мощностью ЭЭО должны составлять математические модели,
описывающие динамику объекта управления в непрерывном или
дискретном времени линейными и нелинейными уравнениями.

Задачи разработки математических моделей объекта. В
качестве исходных уравнений для разработки математических
моделей могут быть выбраны известные уравнения электромеха-
нических процессов, описывающие динамику системы, состоя-
щей из синхронных генераторов, дополненные уравнениями,
описывающими работу гидро- и турбогенераторов. Уравнения
используются в линеаризованной форме, и могут быть обобщены
для учета нелинейностей с использованием типовых кусочно-
линейных операторов. Упомянутые уравнения могут быть ис-
пользованы для разработки различных классов асимптотических
моделей, которые приближенно описывают переходные процес-
сы в ЭЭО в условиях пренебрежения динамикой в отдельных
звеньях нелинейной математической модели объекта. В связи с
возможными вычислительными трудностями вследствие боль-
шой размерности задачи возможны способы сокращения вычис-
лительной работы. Это можно достичь декомпозицией уравнений
объекта управления на взаимосвязанные подсистемы или сокра-
щением размерности вектора состояния в результате исключения
ряда компонент. Вторая возможность приводит к рассмотрению
способов создания асимптотических моделей.

Необходимо также разработать математические модели ус-
тановившихся состояний ЭЭО, которые относятся к классу «ал-
гебраических моделей влияния» активных мощностей регули-
рующих станций на перетоки активных мощностей по линиям
электропередач энергообъединений. Аналогичный класс матема-
тических моделей можно принципиально разработать в частот-
ной области, что важно с практической точки зрения. Данные
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классы моделей могут рассматриваться как модели влияния, при-
водящие к параметрическим задачам оптимизации.

Разработка математических моделей для синтеза
управлений в предаварийных режимах ЭС, ЭЭО и ЕЭС необхо-
дима для синтеза систем регулирования по частоте и обменной
мощности на основе задания алгебраических характеристик
влияния внешних воздействий на управляемые координаты в ста-
тических (квазистатических) режимах. Методика вычисления ко-
эффициентов влияния для линейной системы при ненулевых от-
клонений частоты должна быть обобщена на случай объекта
управления, описываемого нелинейными (кусочно-линейными)
уравнениям объекта.

Математические модели замкнутых систем управления
частотой и активной мощностью ЭС, ЭЭО и ЕЭС в предава-
рийных режимах должны обеспечивать выполнение требований
к технологическим целям и ограничениям с учетом предаварий-
ных режимов ЭЭО, и минимизировать определенный функционал
качества, то задача формирования управляющих воздействий
может быть поставлена как задача условной оптимизации на до-
пустимом множестве. Проблема состоит в том, что классические
методы конечномерной оптимизации задают управляющие воз-
действия как решения конечномерных задач оптимизации в чис-
ленном виде, что не позволяет использовать эти результаты для
качественного исследования замкнутых систем. Существует мне-
ние, что в данной ситуации «отсутствует обратная связь». Однако
в данной ситуации отсутствует не обратная связь, а ее явное ана-
литическое представление. Поэтому необходимо создать числен-
но-аналитические процедуры для аналитического представления
решений конечномерных задач операторами математического
программирования.
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Задачи качественного исследования замкнутых систем
управления ЭС, ЭЭО и ЕЭС с учетом аналитического представ-
ления управлений на основе решений задач математического
программирования приводят к задачам синтеза систем управле-
ния, обеспечивающих управление объектом при изменении пара-
метров режимов в заданном диапазоне. При синтезе может ис-
пользоваться комплекс целевых условий – интервальные целевые
условия для систем ограничения перетоков и оптимизационные
целевые условия для системы управления в целом, включая огра-
ничение перетоков по линиям и регулирование частоты и обмен-
ной мощности по внешним.

Таким образом, исследование качественных свойств замк-
нутой системы управления приводит к необходимости модельно-
го представления решений счетного семейства оптимизационных
задач в операторной форме, т. е. в виде операторов математи-
ческого программирования. В связи с тем, что оператор управ-
ления в общем случае будет представлять собой нелинейный
оператор, определенный на множестве координат состояния или
выходных координат ЭЭО как объекта управления, применение
классических критериев для анализа устойчивости может быть
ограничено. Это обстоятельство приводит к использованию при
анализе устойчивости современных методов теории устойчиво-
сти и методов функционального анализа.
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2. МАТЕМАТИЧЕСКИЕ МОДЕЛИ
ПЕРЕХОДНЫХ ПРОЦЕССОВ И

КВАЗИСТАЦИОНАРНЫХ СОСТОЯНИЙ
ЭНЕРГЕТИЧЕСКИХ СИСТЕМ И

ОБЪЕДИНЕНИЙ В ПРЕДАВАРИЙНЫХ РЕЖИМАХ

2.1. ЛИНЕЙНЫЕ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ
ЭЛЕКТРОМЕХАНИЧЕСКИХ ПРОЦЕССОВ В

АБСТРАКТНЫХ БАЗИСАХ
Аналитическое исследование сложных объектов автомати-

ческого управления в условиях трудностей, обусловленных
большой размерностью задачи, в ряде случаев не возможно без
использования приближенного описания процессов. Наибольшее
распространение для приближенного описания получили методы
динамического «эквивалентирования» (редукции). Применитель-
но к электроэнергетическим объединениям (ЭЭО) вопрос «экви-
валентирования» достаточно подробно рассмотрен в литературе
[37,94,203]. В большинстве опубликованных работ проблема «эк-
вивалентирования» решена на базе классической теории управ-
ления, использующей аппарат преобразования Лапласа. Как из-
вестно, при применении вычислительных методов исследования
аппарат классической теории управления менее эффективен по
сравнению с аппаратом современной теории управления, бази-
рующей на концепции состояния. Так, например, использование
аппарата преобразования Лапласа для исследования сложных
многосвязных систем требуют выполнения операций над опера-
торными матрицами. Ниже для решения задач управления ЭЭО
по частоте и перетокам активной мощности рассматриваются во-
просы математического описания электромеханических процес-
сов (ЭМП) и редукции уравнений, описывающих отклонения



42

процессов от установившихся состояний. При этом задача экви-
валентирования сведена к задаче определения уравнений асим-
птот, под которыми понимаются асимптотические или «усред-
ненные» составляющие движения. Формулировка асимптотиче-
ских моделей ЭМП может быть выполнена на основе уравнений в
различных базисах координат состояния. Ниже рассматриваются
различные координаты состояния ЭЭО, что позволяет получить
различные методики и асимптотические модели.

1. Модели электромеханических процессов ЭЭО в про-
странстве состояний. Эквивалентирование дифференциальных
уравнений, описывающих динамику ЭЭО, предполагает предва-
рительное представление в виде уравнений состояния. Переход к
новым координатам требует приведения уравнений электромеха-
нических процессов к общей форме, выбора вектора состояния
ЭЭО и вычисления матриц уравнений состояния. Способы реше-
ния перечисленных выше задач во многом определяются струк-
турой сети ЭЭО и методикой формирования уравнений асимпто-
тического движения. Фрагмент схемы электрической сети ЭЭО,
соединяющей генерирующие узлы сети дается на рис. 2.1. В уз-
лах сети генерируется электрическая энергия, преобразуемая из
механической энергии тепловыми и гидравлическими станциями.

Рис. 2.1. Обобщенная схема Единой энергетической сети России:
ЭС-1 – ОЭС Северо-Запада, ЭС-2 – ОЭС Юга, ЭС-3 – ОЭС Дальнего

Востока, ЭС-4 – ОЭС Центра, ЭС-5 – ОЭС Урала, ЭС -6 –ОЭС Сибири
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Схема сети свидетельствует о многообразии соединений
между отдельными узлами сети, которая является исходной для
разработки моделей типа «вход-выход» и «вход-состояния-
выход» в непрерывном и дискретном времени.

Исходные дифференциальные уравнения ЭЭО представ-
ляют собой совокупность уравнений эквивалентных агрегатов
(ЭА), представляющих станции, ЭС или ЭЭО, и уравнения элек-
трической сети. Эти уравнения является общепринятыми для ис-
следования динамики процессов по частоте и активной мощно-
сти. С учетом постоянства напряжений сети система линеаризо-
ванных уравнений, описывающих генерирующие ЭА совместно с
электрической сетью, имеет вид для объединений, состоящих из
эквивалентных турбоагрегатов (ЭТА)

(1.а)
 1 ,Пi Тi ТiT D p q   1 ,Ci i i i iT D q k D     

 1 .Иi i iТ D u 

Уравнения ЭЭО, в составе которых имеются эквивалентные
гидроагрегаты (ЭГА), с учетом явления гидроудара имеют вид

(1.б)
   0 00,5 1 1 ,Гi Гi i ig T D p g T D q    1 ,Ci i i i iT D q k D     

 1 .Иi i iТ D u 

В последних уравнениях использованы обозначения: /d dt –
оператор дифференцирования по времени; iφ  и ig i j    – со-
ответственно отклонения от исходных значений для абсолютных
и относительных углов агрегатов; ip – суммарное приращение
мощностей ЭА, равное приращению мощностей ЭТА – Тip  или
ЭГА – Гip ; i – внеплановое изменение нагрузки i -го ЭА;
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2
aiT – приведенная постоянная механической инерции ротора ЭА;

yiT – постоянная ускорения; igρ – коэффициент синхронизирую-
щего момента (мощности) между i -м и g -м агрегатами ЭЭО;

ПiT – постоянная времени парового объема ЭТА; ciT – постоян-
ная времени гидравлического усилителя ЭТА; ik   коэффициент
усиления первичного регулятора скорости турбины ЭТА или
ЭГА; TiT – постоянная времени трубопровода ЭГА; 0g  началь-
ное открытие направляющего аппарата ЭГА; ИiТ  постоянная
времени вторичного (исполнительного) регулятора ЭА.

Присутствие в уравнениях ЭГА (1.б) неминимально-
фазовых звеньев, описывающих гидроудар, ограничивает приме-
нение ряда методов синтеза стабилизирующих управлений.
Влияние вторых производных отклонений мощностей на дина-
мику относительно мало, поэтому этими координатами можно
пренебречь. Тогда дифференциальные уравнения динамики
ЭА ЭЭО, связывающие отклонения генерируемых агрегатом
мощностей, частот и перемещений первичных и вторичных регу-
ляторов скоростей ЭТА и ЭГА, примут вид:

   1 , 1 .Эi Пi i i i Эi Гi i i iT D p k D T D p k D             (2)

где CiПiЭi TTT  для ЭТА, а для ЭГА
0

0,5 .Эi Ti CiТ g T T 

Третье слагаемое в левой части (1.а) или (1.б) представляет
сумму отклонений перетоков активной мощности по линиям,
примыкающим к i -му ЭА. Отклонения перетоков по j -й ЛЭП от
исходного значения имеет вид:

,j ig igs   (3)

где j – номер линии; ,i g – номера агрегатов, непосредственно
связанных между собой j -й линией (см. уравнения в п. 1.2).
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Уравнения состояния ЭЭО формируются на основе общей
формы уравнений (1.а) или (1.б), представленных дифференци-
альными операторами, в которых обе части уравнений являются
полиномами от оператора дифференцирования (линейными ком-
бинациями производных входов и выходов) имеют вид

           ,Q D t P D u t W D t   (4)

где векторы переменных определяются следующими равенствами
T

n,, φ...,φφ)t(Ф ][ 21 , Т
nu,...,u,u)t(u ][ 21 , T

nt ],...,,[)( 21   .
Для приведения уравнений ЭЭО к матричной полиномиальной
форме (4) с учетом условий (2) необходимо выполнить ряд опе-
раций. С учетом порядка дифференциальных уравнений ЭА (1) и
(2) полиномы от оператора дифференцирования примут вид

     
4 4 4

4 4 4

0 0 0

, , ,h h h h h h

h h h
Q D Q D P D P D W D W D  

  

    
Матрицы полиномов равны: ,h h

ilQ q    ,h h
ilP p    а соответствую-

щие ненулевые элементы, определяемые параметрами агрегатов
и линий, приведены в табл. 2.1. Из данных таблицы следует, что
ЭЭО, имеющие в составе ЭГА, характеризуются отдельными не-
нулевыми элементами матриц 2P  и 4P . В уравнениях асимптот в
ряде случаев можно исключить первые и вторые производные
вектора управлений, что эквивалентно условиям: 2 3 0n nP P   .

Для перехода к уравнениям состояния необходимо выпол-
нить преобразования (4) с учетом операторов дифференцирова-
ния относительно управлений и возмущений. В результате урав-
нения динамики ЭЭО типа (4) с учетом управляющих воздейст-
вий и внеплановых нагрузок определяются равенствами [79]

9

0 1 1 1 2 1 1[ [ [ [ ] ] ]D D D D Q Q P u W Q P u W          
3 3 3 4 4 4] 0,Q P u W Q P u W           (5)
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Таблица 2.1
Параметры общей формы дифференциальных уравнений ЭЭО

h
il

h
il p,q Для энергообъединений

из турбоагрегатов
Для энергообъединений

с гидроагрегатами

0
iiq ИiЭiai TTT 2

ЭiГiai TTT 2

1
iiq

2
iiq

3
iiq

4
iiq 




n

gi
,g

igρ
1





n

gi
,g

igρ
1

2
igq ИiЭiig TTρ

3
igq  ИiЭiig TTρ 

4
igq igρ igρ

2
iip 0 Гi ЭiT T 
3
iip 0  Эi ГiT T 
4
iip 1 1

Далее необходимо ввести новые координаты, равные перемен-
ным в скобках. В результате можно получить систему дифферен-
циально-алгебраических уравнений:
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Эти уравнения преобразуются к форме
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4

11 0 1 1
4 3 4

12 0 2 2
3 2 4

13 0 3 3
2 1 4

14 0 4 4
1 4

,
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Q x

x x Q Q x P u W

x x Q Q x P u W

x x Q Q x P u W

x Q Q x P u W



















 

    

    

    

    

Векторно-матричная форма этих уравнений имеет вид [79]
1 0 1 1

4 4
2 0 2 2

3 3
3 0 3 3

2 2
4 0 4 4

1 1

0 0
0 0

,
0 0
0 0 0

x xQ Q E P W
x x uQ Q E P W
x xQ Q E P W
x xQ Q P W



       
                           
             

   (6)

  10 0 0
4 , .s Q x Q Q


  

где vs   вектор выходных координат, включающий управляе-
мые координаты, которыми для СОП и САУ ЧМ являются откло-
нения перетоков активной мощности по ЛЭП и частоты сети.

Полученные результаты определяют утверждение.
Утверждение. Пусть уравнения «входы-выходы» ЭОО опи-

сываются уравнениями типа (4). Тогда уравнения ЭЭО в форме
«входы-состояния-выходы» представляются соотношениями (6).
В  результате  входо-выходные уравнения  (6)  запишутся в виде
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1 1 1 1, , , ,N vx A x B u W s C x x s        (7)

Матрицы 1 1 1, ,A B W и 1C в уравнениях состояния (7) имеют
блочные структуры, заданные в (6), определяющие взаимосвязи
координат состояния, управлений и внеплановых нагрузок ЭЭО:

1 0 1 1

2 0 2 2

1 1 13 0 3 3

4 0 4 4

0 0
0 0

, , ,
0 0
0 0 0

Q Q E P W
Q Q E P W

A B W
Q Q E P W
Q Q P W

     
            
     
     
     

где 4 4E E   и 4 40 0  – единичные и нулевые матрицы размера

(4 4) , а   10Q Q


 – неособенная матрица для уравнений ЭЭО.

Уравнения (7) описывают ЭМП в пространстве состояний, в
которых вектор x  связан с вектором отклонений углов   и их
производными , ,     равенством

x Fy , (8)

где  , , , Tx        . Преобразующая матрица имеет вид:





















0123

012

01

0

0
00
000

QQQQ
QQQ

QQ
Q

F .

Как видно из (8), вектор x  определяет «абстрактные» коорди-
наты ЭЭО в виде линейной комбинации физических координат –
отклонений углов и их производных.

Переход к физическим координатам, необходимый для экви-
валентирования с учетом процессов в ЭЭО, выполняется неосо-
бым преобразованием базиса пространства состояний

1y F x . (9)
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В результате уравнение динамики ЭЭО (7) в форме Коши для
физических координат первого типа  примут вид:

, , , ,v Ny Ay Bu W s Cy y         (10)

где матрицы определены следующими равенствами: 1
1A F A F ,

1 1
1 1 1, , .B F B W F W C C F   

Из (3) и физических представлений следует, что вектор со-
стояния должен включать отклонения относительных (взаимных)
углов. Переход к наблюдаемым координатам (взаимным углам и
их производным) выполняется неособенным преобразованием

y Gz , (11.а)

где вектор частично наблюдаемых координат имеет вид

 , , , Tz       ,    (11.б)

а его компоненты определяются вектором

 1 12 1 1, ,..., ,...,
T

j n      (11.в)

и его производными до третьего порядка включительно, причем
вектор взаимных углов: 1 1 .j j     В равенстве (11.а) матрица

G , имеющая размер  4 4n n , является блочно-диагональной и

определяется следующим образом: 4 4{ } .n nG diag G R    Под-

матрица n nG R   размера  n n  определяется равенством [79]
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Структура матрицы G  определяется условиями преобразования
вектора   и его производных к вектору Z  и его производным.
Как следует из (11.в), этот вектор включает отклонение угла пер-
вого ЭА и базисных взаимных углов ЭА, поскольку эти взаимные
углы являются максимальными линейно-независимым семейст-
вом, позволяющим представить все взаимные углы ЭА равенст-
вом, справедливость которого иллюстрируют равенства

 1 1 1 1 .ij i j i j j i                (11.г)

Таким образом, форма уравнений ЭЭО «вход-состояния-
выход» описывает динамику с учетом регулируемых координат
для СОП и САУ ЧМ. В результате уравнения ЭМхП ЭЭО запи-
сываются в форме

, ,z Az Bu W s Cz     (12)

где выделены векторы состояний, выходных координат как век-
тор перетоков. Матрицы в уравнениях (12) определяются равен-
ствами: 1 1 1, , , .A G AG B G B W G W C CG       Алгебраиче-
ское уравнение в (12) определяет отклонение перетоков как
функции взаимных углов ЭА. После аналитического обращения
матрицы F  и вычисления матриц в (12), можно представить их в
виде

A  =

41 42 43 44 4

0 0 0 0
0 0 0 0

, ,
0 0 0 0

E
E

B
E

A A A A B

   
   
   
   
   

  

где   ,GQQGA ll
l


 50

4   40
4 PQGB

l
 , 1,2,3,4,l  по-

скольку   lGG 
 .

Дополнительным требованием к физическим координатам
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ЭЭО для анализа и синтеза является свойство управляемости по
Р. Калману, которая анализируется с помощью рангового крите-
рия управляемости

1 2| | ... | | ,N Nrang A B A B AB B N    

где N   размер вектора состояний ЭЭО.
Для систем уравнений ЭМП необходимо выполнение свой-

ства наблюдаемости координат, наблюдаемые по отключениям
частоты и перетоков, причем свойство наблюдаемости можно
анализировать с помощью рангового критерия Р. Калмана [155]

1 2| | ... | | .N Nrang A C A C AC C v    

Таким образом, уравнения ЭМП ЭЭО вида (1) и (2) преобра-
зуются к уравнениям состояния (12) с матрицами , , ,A B W C для
выходных координат объекта Nz , имеющих смысл базисного
угла, взаимных углов и их производных до третьего порядка
включительно, которые должны удовлетворять условиям управ-
ляемости и наблюдаемости по Р. Калману.

2. Методы анализа переходных процессов на основе ли-
нейных уравнений состояния ЭЭО. Задача исследования пере-
ходных процессов решается в следующей постановке.

Постановка задачи. Пусть имеются линеаризованные
уравнения ЭМП типа (12), сформулирована задача исследования
переходных процессов как задача Коши: вычислить решение сис-
темы при заданных начальных условиях и входных воздействиях
для СОП или САУ ЧМ в виде управлений или нагрузок:

              0, , 0 .Z t AZ t Bu t W y t C x t Du t Z Z      

Решение задачи определяется формулой Коши:

       0

0

.
t

A tAtz t e z e Bu W d        
Решение задачи анализа переходных процессов будет:
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выполнено с помощью преобразования матрицы системы к кано-
нической жордановой форме. Это преобразование позволяет
преобразовать вычисление матричной экспоненты в формуле
Коши в вычисление скалярных экспоненциальных функций и
выполнить при необходимости преобразования Лапласа или Фу-
рье выходных координат (частоты и перетоков) для получения
частотных характеристик ЭЭО. Для этого в уравнении ЭЭО вы-
полняется переход к новому базису пространства состояний с
помощью преобразования подобия: z SZ , где N NS  S – не-
особенная матрица. Тогда

1 1 1 1 1 , .Z S ASZ S Bu S W JZ S Bu S W s CSZ            

При этом матрицы A и J называются подобными, если они связа-
ны равенством ASSJ 1 , которое называется преобразованием
подобия. Числовую квадратную матрицу можно привести с по-
мощью преобразования подобия: ASSJ 1 к канонической
форме – квазидиагональной матрице J, называемой матрицей
Жордана.

Структура канонической формы матрицы Жордана опреде-
ляется распределением некратных и кратных собственных чисел
и соответствующих собственных или корневых векторов (гео-
метрический подход) и элементарных делителей матрицы A
(алгебраический подход), а также ранговыми критериями [106].

Пусть среди n собственных чисел i  матрицы A имеется p

простых (некратных): p ...,,, 21 , и s  кратных:

spipp   ...,,,...,1  собственных чисел с кратностями

.,,,,1 si mmm  Некратным собственным числам соответствует

матрица 0J , а каждому кратному собственному числу – «ящик»
Жордана iJ .
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Поэтому матрица в форме Жордана имеет следующий кано-
нический вид:



























s

i

J

J

J
J

J

0

0

1

0




.

Простые (некратные) собственные числа p ...,,, 21  состав-

ляют элементарные клетки «ящика» Жордана 0J  диагональной
формы

).,,,(diag

00

00
00

21
2

1

0 p

p

J 




































Каждая клетка в матрице 0J  имеет размер 1.

«Ящик» Жордана iJ , соответствующий собственному чис-
лу ip  кратности im , может содержать сложные «клетки Жор-

дана» 1,...,i ikJ J   квадратные матрицы размера от 1 до im .
Сложный «ящик Жордана» имеет стандартный вид:
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где первый индекс – номер «ящика», а второй – номер «клетки».
Главная диагональ содержит числа ip , а первая наддиагональ –

число «1», если размер «клетки» не меньше двух.
Пример. «Ящик» Жордана для собственного числа ip

кратности «3» можно представить одним из приведенных ниже
вариантов:

1).
























ip

ip

ip

iJ





00
00
00

– три клетки размера «1».

2).
























ip

ip

ip

iJ





00
00
01

– две клетки размеров «1» и «2».

3).
























ip

ip

ip

iJ





00
10
01

– одна клетка размера «3».

Для задания структуры «ящика» определяется число клеток

hg  размера  h h . Число «клеток» hg  размера  h h  для
кратных собственных чисел ip определяется ранговым кри-

терием:

   1
2

h h
h p i n p i ng rang A E rang A E 


     

  1
, 1, .

h
p i n irang A E h m


  

Сумма размеров всех клеток «ящика» равна кратности соот-
ветствующего собственного значения, что в примере определяет
равенство: iiim mmggg  21 21 .
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Таким образом, число и структура «ящиков» iJ , определяе-
мые ранговым критерием, задают жорданову форму матриц.

После перехода к жордановой форме матриц уравнения ЭЭЭ
имеют связанные решения на основе формулы Коши

           1 1 1

0 0

0 ,
t t

j t J tJtZ t e S Z e S Bu d e S W d           
   ,s t CSZ t

где ASSJ 1 , матрица S вычисляется далее, а матричная экспо-
нента имеет вид:

10diag , , , , , sJ t J tJ tJ tJt ie e e e e    
  .

Матричные экспоненты для жордановых клеток в последней
диагональной матрице будут иметь следующие представления:

0 1diag , , ,p tJ t te e e    


  ,,...,,...,diag 1 tilJtihJtiJtiJ eeee 

где ihJ – h-я клетка k -го порядка i-го «ящика». Матричная экс-

понента для этой клетки имеет вид
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Поскольку для решения системы необходимо вычислить
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матрицу S, то для ее определения можно рассмотреть уравнение

,],...,,[],...,,[ 2121 JssssssA nn 

где ls – l -й столбец матрицы S . Пусть в l -ом столбце матрицы J
единственным отличным от нуля элементом является ip  . То-

гда l -му столбцу этого уравнения соответствует равенство
l

ip
l ssA   , имеющее эквивалентный вид

0)(  lsnEipA  .

Последнее равенство определяет выбор в качестве l -го
столбца матрицы S собственного вектора матрицы А, соответст-
вующего собственному числу ip  . Если в l -ом столбце матри-

цы J выше главной диагонали имеется единица, то можно полу-
чить равенства

l
ip

ll sssA  
 1   или ,)( 1

  ll
nip ssEA 

где 1ls – )1( l -й вектор матрицы S, являющийся или собствен-
ным вектором матрицы A для собственного числа ip   или ра-

нее определенным корневым вектором, если размер «клетки» бо-
лее «2».

Тогда решение уравнения состояния ЭЭО имеет вид:

           1 1 1

0 0

0 ,
t t

J t J tJtZ t e S Z e S Bu d e S W d           

   .s t CSZ t (13)
Пример. Уравнения переходных процессов в ЭЭО пред-

ставляются в форме уравнений состояния:

  0, 0 , .Z AZ Bu Z Z s CZ    
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где матрицы равны:
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1
0
0

B ,  001C .

Переходные процессы исследуются при типовом единичном
входном воздействии по управлению вторичного регулятора

)(1)( ttu  , где 1(t) – единичная функция Хевисайда, определяемая
соотношением








.0,1
,0,0

)(1
t
t

t

Собственные числа матрицы A определяются из характеристиче-
ского уравнения для этой матрицы уравнения, которое имеет вид

.0)1()2(485

411
020
621

)det(

223

3

















 AE

Матрица A имеет некратное собственное число 11   и
кратное 2,2 22  m .

Жорданова форма J  матрицы A строится с учетом вида
«клеток», соответствующих собственным кратным числам. Опре-
делим число и структуру «клеток» на основе рангового критерия.
Тогда можно получить следующие результаты по количеству
клеток Жордана различного размера:

.1122)(rang)(rang2)(rang

,01223)(rang)(rang2)(rang

3
32

2
32

1
322

2
32

1
32

0
321





EAEAEAg

EAEAEAg





Жорданова форма матрицы A  имеет вид:
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200
120
001

J .

Столбцы is  матрицы преобразования подобия ],,[ 321 sssS  вы-
числяются из системы линейных алгебраических уравнений

SJAS  .
Столбец 1s  является собственным вектором A, соответст-

вующим 11  , и определяется соотношением: 0)( 1
31  sEA  .

Поскольку 031  EA  , то линейная система имеет не единст-

венное решение. Произвольно задав третью компоненту вектора
1s 131 s , вычисляются другие компоненты из уравнений:

11 21 212 2 6, 2 0.s s s     Тогда можно вычислить

 Ts 1,0,31  .

Второй столбец 2s  матрицы S  является собственным век-
тором для собственного числа 22  , который определяется

системой 0)( 2
32  sEA  . Решение этой системы не единствен-

ное, поскольку собственный вектор определен с точностью до
постоянного множителя. Задав произвольное значение первой
компоненты 112 s , можно получить систему линейных алгеб-

раических уравнений: ,12,362 32223222  SSSS решение

которой определяет собственный вектор  Ts 5.0,0,12  .

Вектор 3s  является корневым вектором «высоты 2» для
этой матрицы, удовлетворяющим линейному алгебраическому
уравнению:

0)( 32
32  sEA   или 23

32 )( ssEA   :
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Положив 113 S , можно вычислить вектор  Ts 5.0,5.0,13  . В
результате преобразующая матрица и обратная для этой матрицы
имеют вид:
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Аналитическое решение задачи Коши для уравнений со-
стояния ЭЭО используется для анализа процессов при различных
начальных условиях и входных переменных, которыми являются
управляющие воздействия вторичного регулирования или вне-
плановые отклонения активных мощностей нагрузки. Тогда
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где вектор 010 xSz  .
Пример. Пусть соотношения для вычисления переходного

процесса ЭЭО, описываемого дифференциальными уравнениями:

),()(,)0(),()( 0 txCtyxxtuBtxAx 
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001
02060.0
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 001C .

Для вычисления решения )(tx  используется замена: Szx  , с
помощью которой матрица A приводится к форме Жордана:

ASSJ 1 . Вычислим собственные числа матрицы A из ее ха-
рактеристического уравнения 0)det( 3  AE . Решения уравне-
ния: ,325.1414.02,1 i ,298.13   тогда жорданова форма с

учетом комплексных собственных чисел матрицы:

.
298.100
0325.1414.00
00325.1414.0





















 i

i
J

Столбцы is  матрицы преобразования подобия

],,[ 321 sssS  вычисляются как собственные векторы матрицы

A из условия 0)( 3  i
i sEA  :

.

609.0425.0401.0425.0401.0

0675.00215.00096.00215.00096.0

790.0356.0729.0356.0729.0

































ii

ii

ii

S

Переходные процессы в ЭЭО описываются формулой Коши:

.)(
0

))(1)(01()(  uD
t

duBStJeSxSJteSCty  

Так как D   нулевая матрица, а J   неособая матрица, то про-
цессы при условии )(1)( tGtu  , где constG  , имеют вид:
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,))(1)(0()( tBuAnEAtexAteCty  где .1 SJteSAte

На рис. 2.2 приведены результаты исследования процессов
)(ty : при нулевых входных воздействиях и начальных условиях

 0 10, 0, 0 Tx  зависимость «1»; при нулевых начальных усло-

виях, нулевой  нагрузке и единичном управлении  0, 1u t  

Рис. 2.2. Переходные процессы
в электроэнергетическом объединении

  зависимость «2»; процесс с нулевыми начальными условиями,
единичном возмущении и нулевом управлении:

 1 , 0t u      зависимость «3».

3. Линейные асимптотические модели электромеханиче-
ских процессов на основе метода разделения и редукции. Ме-
тод разделения движений может быть реализован в нескольких
формах. В частности, известны способы получения дифференци-
альных уравнений быстрых и медленных движений с использо-
ванием метода малого параметра [86,178], спектральные методы
и методы прямого исключения [94].

Спектральный метод редукции использует разделение
движений и переход к канонической форме уравнений состояния
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[94]. При этом критерием выделения различных составляющих
движения являются собственные числа матрицы уравнений
ЭЭО. Данный метод в общем случае требует обращения ком-
плексной матрицы при переходе к каноническому базису.

Метод прямого исключения. Высокие размерности уравне-
ний ЭЭО требуют использования различных способов редукции
(эквивалентирования) уравнений движения. Один из них – пони-
жение порядка уравнений путем прямого исключения, которому
может предшествовать спектральный анализ составляющих дви-
жения, рассмотренный выше. Использование уравнений состоя-
ния в базисе физических координат ЭЭЭ позволяет эквиваленти-
ровать с учетом характеристик процессов. Критериями эквива-
лентности исходной и редуцированной моделей в смысле описа-
ния асимптотических составляющих движения ЭЭО могут быть
спектральные свойства или минимум интегрального квадратич-
ного функционала

J = 



0

2))()(( dttstS ,

где векторы  S t  и  s t  определяют переходные процессы, опи-
сываемые исходными и асимптотическими моделями.

Введенный функционал ограничен снизу нулевым значени-
ем, что соответствует получению идеальной приближенной мо-
дели. Ограниченность функционала сверху означает совпадение
установившихся состояний в точной и приближенной моделях
при одинаковых внешних воздействиях. Критерий эквивалент-
ность позволяет формально поставить задачу эквивалентирова-
ния как задачу аппроксимации и решать ее методами теории оп-
тимизации. Однако такой метод является достаточно трудоемким
в случае высоких размерностей уравнений электромеханических
процессов ЭЭО.
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Задачу редукции уравнений динамики можно конструктив-
но решить при учете характеристик процессов ЭЭО и формиро-
вании приближенных моделей в виде асимптот движения в узком
смысле, описывающих усредненные составляющие движения.
Для процессов ЭЭО характерно наличие двух движений – основ-
ного (медленного) и относительного (быстрого). Относительное
движение соответствует относительным «качаниям» роторов эк-
вивалентных агрегатов, а основное движение можно рассматри-
вать как асимптоту движения. Исследования подтвердили, что
указанное свойство процессов сохраняется при изменении пара-
метров линеаризованной модели (13) в интервалах:
0,02 с2  2

iaT  0,04 с2, 0,003 с  iyT  0,005 с, 1 с  iПT  2 с,

1 с  icT  2 с, 1с  iИT  2 с, 0,02  ig  0,4, 0,016 с  ik  0,032 с.

Тогда в соответствии с изложенным подходом вектор состояния
ЭЭО можно разделить на две составляющие.

4. Линейные асимптотические модели электромеханиче-
ских процессов на основе метода разделения и редукции. Ме-
тод разделения движений реализуется в нескольких формах.

Спектральный метод редукции использует разделение
движений и переход к канонической форме уравнений состояния
[94]. При этом критерием выделения различных составляющих
движения являются собственные числа матрицы уравнений
ЭЭО. Данный метод в общем случае требует обращения ком-
плексной матрицы при переходе к каноническому базису

(14.а)

где IZ – вектор асимптот движения, а ПZ – вектор относитель-
ного движения агрегатов ЭЭО, которое имеет затухающий коле-
бательный  характер. Признаки компонент  вектора асимптот
вводятся на основе соответствия между экспоненциальными
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«медленными» составляющими движения и вещественными
собственными числами матрицы объекта. Сопоставление собст-
венных чисел матрицы объекта с компонентами вектора состоя-
ния позволило установить, что векторы IZ  и ПZ  равны:

   , , , .T TI IIZ z z Z z z    (14.б)

Приведенные структуры векторов имеют место для двух-
машинных объединений (равной и неравной мощности) и для
многомашинных ЭЭО с типовыми значениями параметров.

Определение вектора асимптот позволяет исключить ком-
понент вектора относительного движения из уравнения состоя-
ния. Для этого уравнение (13) представляется в регулярном (1) 

и сингулярном (0)   блочном виде [37,79,209]

11 12 1 ,I I IIZ A Z A Z Bu   

21 22 2 ,II I IIZ A Z A Z B u      (15)

1 2 ,I IIS C Z C Z 

где 1   малый параметр. Далее в соответствии с гипотезой
квазистационарности можно положить 0  . Тогда из второго
уравнения определяется вектор:

   uBZAAZ III
221

1
22  

.

Подстановка IIZ  в первое уравнение (15) приводит к асимптоти-
ческому уравнению состояния (для вектора асимптот IZ ):

,I I
M MZ A Z B u   1 ,IS C Z (16)

где 1 1
11 12 22 21 1 12 22 2,M MA A A A A B B A A B     , а матрица 1C –
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подматрица матрицы C , соответствующая компонентам вектора
асимптотического движения.

Матрицы уравнения асимптотического движения (16) мож-
но определить как подматрицы уравнения (13) с помощью мат-

риц в (4), а матрицу G с учетом неособенности матрицы Q2. То-
гда матрицы линейной асимптотической системы имеют вид

21 22 2

0 0
, ,M MM M M

E
A B

A A B
   
    
   

где матричные параметры равны: 11 2 4
21 43 41 ,MA A A G Q Q G

       
11 2 3

22 43 42 ,MA A A G Q Q G
       

12 4
2 .MB G Q P


    

Таким образом, предлагаемый метод использует прямое ис-
ключение компонент относительного движения. При этом пара-
метры модели асимптотического движения могут быть представ-
лены через параметры общей формы дифференциальных уравне-
ний движения ЭЭО.

Свойства линейных асимптотических моделей движения
ЭЭО. Свойства асимптотических моделей анализировались на
основе результатов исследования. Цель исследования – подтвер-
ждение теоретических результатов на примере эквивалентирова-
ния уравнения электромеханических процессов различных ЭЭО.
В частности, построение моделей асимптотического движения
выполнялось для ЭЭО трех типов: двухмашинных ЭЭО равной и
неравной мощности, а также для шестимашинного ЭЭО.

Типовые параметры уравнений исследуемых ЭЭО выбраны
для ЭС средней мощности и соответствовали значениям, исполь-
зуемым при анализе систем управления ЭЭО по частоте и актив-
ной мощности. Конкретные значения параметров удовлетворяют
приведенным выше ограничениям, что подтверждает условия,
при которых допустимо эквивалентирование по данной методике.
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В результате исследования были получены уравнения в об-
щей форме, уравнения состояния, а также уравнение асимптот в
соответствии с приведенными выше соотношениями. Сравнение
процессов для координат объекта в исходных и асимптотических
уравнениях выполнялось методами моделирования соответст-
вующих уравнений состояния на ЭВМ с использованием метода
Рунге-Кутта четвертого прядка.

В результате была получена серия процессов изменения от-
клонений перетоков в исходной модели и в модели асимптотиче-
ского движения при эквивалентных начальных условиях. Ана-
лиз процессов изменения отклонений перетоков активной мощ-
ности по линиям в точной и приближенной моделях показывает,
что асимптоты характеризуют усредненные составляющие дви-
жения для различных начальных состояний ЭЭО типа «система–
шины бесконечной мощности» неизменного напряжения и часто-
ты. Размер исходной матрицы A  в (13) равен (44), а размер мат-
рицы MA  в (16) составляет (22), т. е. размер вектора состояний
уменьшается в два раза.

Результаты исследования двухмашинного ЭЭО, состоящего
из ЭС равной мощности, также подтверждают возможность по-
лучения асимптот движения с помощью предлагаемого метода. В
данном случае размер матрицы объекта уменьшается в два раза –
от (88) до (44). Процессы изменения перетоков в ЭЭО типа
Единой энергосистемы России, описываемые уравнениями асим-
птотического движения, характеризуют усредненные составляю-
щие движения. Размеры матрицы в уравнениях сокращается от
(2424) до (1212).

Применимость метода подтверждена путем моделирования
точного и асимптотического движения сложных электроэнерге-
тических объединений. Применение метода может найти для
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приближенного описания динамики процессов управления часто-
той и активной мощностью ЭЭО на этапах динамической опти-
мизации систем ограничения перетоков активной мощности по
ЛЭП, а также при качественном исследовании процессов.

Таким образом, прямой метод исключения компонент отно-
сительного движения и одновременное выделение асимптотиче-
ского движения энергообъединений позволяет существенно со-
кратить порядок уравнений ЭМП (размеры векторов состояния)
при анализе и совместном синтезе СОП и САУ ЧМ в условиях
предаварийного управления частотой активной мощностью ЭЭО
как объекта управления.

2.2. ЛИНЕЙНЫЕ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ
ЭЛЕКТРОМЕХАНИЧЕСКИХ ПРОЦЕССОВ ДЛЯ

ФИЗИЧЕСКИХ КООРДИНАТ

Классические математические модели электромеханических
процессов для анализа и синтеза систем управления частотой и
активной мощностью являются основой для формирования моде-
лей. Далее рассматриваются классические линейные модели, яв-
ляющиеся исходными для разработки линейных моделей для
«физических координат второго типа» и обобщенных кусоч-
но-линейных уравнений электромеханических процессов ЭЭО
[85,107].

1. Уравнения электромеханических процессов для физи-
ческих координат. Классические модели строятся на основе
уравнений электромеханических процессов, происходящих в
многомашинной ЭЭС. Пусть имеется объединенная электроэнер-
гетическая система, состоящая из n  генерирующих станций, со-
единенных m  линиями электропередачи (ЛЭП). Уравнения энер-
гетического баланса в узлах сети ЭЭО имеют вид [50,57]:
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2
2

2 ,
i

i i
ai yi k i i

k M

d dT T S p
dt dt
  



    1,2... ,i n (1)

где i – отклонение абсолютного угла ротора i -го генератора (эк-

вивалентного агрегата); 2
aiT , yiT – приведенные постоянные меха-

нической инерции и постоянная ускорения ротора ЭА; lS – пере-
ток активной мощности по l -й ЛЭП, iL – множество индексов,

соответствующих внешним ЛЭП для i -й станции; ip – суммар-
ное приращение мощности i -ой станции; i – внеплановое изме-
нение нагрузки i -й станции (генерирующего узла электрической
сети).

Переток активной мощности по l -й ЛЭП, соединяющей i -ю
и j -ю ЭС, определяется равенством

 sin ,ij ij i jS                            (2)

где ij – удельный синхронизирующий момент (мощность) между

i -м и j -м эквивалентными генерирующими агрегатами. С учетом
соотношения для перетоков (2) уравнение (1) принимает вид

 
2

2
2

1

sin
n

i i
ai yi ij i j i i

j
j i

d dT T p
dt dt
     




     , 1,2,..., .i n (3)

Предполагается, что для узлов, не соединенных ЛЭП, 0ij  .

В линеаризованной форме уравнений, когда взаимные углы

ij i j     достаточно малы, уравнения (2.3) принимают сле-

дующую форму

 
2

2
2

1,

n
i i

ai yi ij i j i i
j
j i

d dT T p
dt dt
     




     , 1,2,..., .i n (4)
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Уравнение (4) соответствует балансу мощности i -го эквива-
лентного агрегата. Уравнения динамики ЭЭО, состоящего из не-
регулируемых турбоагрегатов, регулируемых турбоагрегатов, и
регулируемых гидроагрегатов, имеют вид:

      (5)

В системе уравнений (5) использованы обозначения: ПiT –

постоянная времени парового объема ЭТА; ГiT – постоянная
времени трубопровода ЭГА; g0 – начальное открытие направ-

ляющего аппарата гидростанции; ciT – постоянная времени гид-

равлического усилителя; Тi , Гi  и Тi  – доли мощности регули-
руемых ЭТА и ЭГА и нерегулируемых ЭТА i -й станции, при

этом выполняются условия: ИiT – постоянная

времени вторичного регулятора; ik – коэффициент усиления
первичного регулятора скорости турбины. Переменные и пара-
метры нерегулирующих эквивалентных турбоагрегатов отмечены
штрихом.

Система (4) и (5) описывает динамику i -го ЭА в физических
переменных. Для исследования можно перейти к уравнениям,
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описывающим динамику уравнениями «вход-состояния-выходы».
Так как на практике влияние вторых производных отклонений
мощностей ip  достаточно мало, то ими можно пренебречь.

Выполнив преобразования можно привести линеаризован-
ные уравнения, связывающие отклонения мощности и частоты с
перемещениями вторичного регулятора ЭТА и ЭГА

 

   

2 2

1

,

,
1 , 1 ,

n

ai i yi i ij i j i i
j
j i

i Ti i

Эi Ti i i Ti Гi i i i i

T D T D p

p p p
T D p k D T D p k D 

     

   






 

    

 

       



 (6)

где Эi Пi CiT T T  , 00,5Гi Ti CiT g T T  , /D d dt – оператор диф-
ференцирования по времени.

Как и в п. 2.1, уравнения (6) преобразуются к общей форме,
в которой правые и левые части уравнений – матричные полино-
мы от оператора дифференцирования .D  Тогда векторно-
матричные уравнения принимают вид [58]:

           ,Q D t P D u t W D t      (7)

где   1, 2,...,
T

nt        – вектор отклонений углов роторов ЭА;

   1 2, ,..., Т
nu t u u u – вектор управлений;    1 2, ,..., T

nt    –
вектор нагрузок ЭЭО. Матричные полиномы в (7) имеют вид:
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4
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,h h

h
Q D Q D 



  
4

4

0

,h h

h
P D P D 



  
4

4

0

,h h

h
W D W D 





 ,h h
ilQ q    , ,h h h h

il ilP p W w      (8)

а ненулевые элементы матриц определяются данными табл. 2.2.



71

Таблица 2.2
Параметры уравнений с физическими координатами второго типа



72

Уравнения определяют модели ЭЭО в форме «вход-состояния-
выход» с абстрактными координатами [58], что не всегда конст-
руктивно, так как требования к режимам ЭЭО сформулированы в
физических координатах.

Уравнения «вход-состояния-выход» в физических коорди-
натах требуют перехода к форме Коши в каждом из уравнений
системы (6). В результате можно получить уравнения ЭМП в
форме «вход-состояния-выход», где переменные состояния ЭЭО
соответствуют «физическим координатам второго типа».
Уравнения ЭМП ЭЭО (4)-(6) можно записать в форме:

 

     

2 2

1,

,

1 , 1 , 1 .

n

ai i yi i ij i j i i
j
j i

Пi i i сi i i i i Иi i i

T D T D j p

T D p q T D q k D T D u

     

  




    

       


 (9)

Поскольку i iD  , то можно преобразовать слагаемые ле-
вой части дифференциальных уравнений, содержащие первые
производные по времени координат , , , ,p q   , и представить
уравнения динамики энергообъединений в форме, соответст-
вующей форме Коши

,i i  

 2 2 2 2
1

1 1 1 ,
n

yi
i ij i j i i i

ji i i i
j i

T
p

T T T T   

     



                    (10)

1 1 1 1 1 1, , .i
i i i i i i i i i i

Пi Пi сi сi сi Иi Иi

kp p q q q u
T T T T T T T

               

Описание ЭЭО в форме «вход-состояния-выход» для второй
формы физических координат требуют определения вектора со-
стояний в виде совокупности физических координат энергообъе-
динения, вектора управлений, вектора внешних воздействий в
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виде внеплановых отклонений активных нагрузок и вектора пе-
ретоков активной мощности по линиям. Все перечисленные ко-
ординаты и входные воздействия (управления и внеплановые на-
грузки) определяются следующими равенствами:

 
     

       
1 1 1

1 1 1 1

, , , , ,

,..., , ,..., , ,..., ,

,..., , ,..., , ,..., , ,..., .

T N

n n n

n n n n

X p q

p p p

q q q u u u

  

     

     

 

  

   


(11)

Тогда уравнения процессов (10), (11) запишутся в форме Коши:

  0, 0 ,Ux Az B u B z x     (12)

где  lmA A ,  U U rs
B B ,  rs

B W  – блочные матрицы, при-

чем , , 1, 2,..,5l m r  , 1,2s  , а клетки lmA , rsB  имеют соответст-
вующие размеры.

Анализ системы (10) позволяет определить ненулевые эле-
менты матриц , , .UA B B Компоненты вектора перетоков опре-
деляются равенствами

   1 2, ,..., , , 1,2,..., ,v l ig i gs s s s S l v      (13)

где ,i g – узлы ЭЭО, соединяемые l -й линией. Учитывая (14), век-
тор перетоков представляется как функция вектора состояния

,vs Cx     (14)

где  1 1 15| ... | | ... |vC C C C – блочная матрица, клетки которой

имеют размер  m n , причем 2 5,...,C C – нулевые блоки матри-

цы, а элементы ненулевого блока 1C имеют вид:

   1 1 g
, ,ig igli l

C C     если l -я ЛЭП соединяет g -ю и с i -ю ЭС;

   1 1 g
0, 0,

li l
C C   если l -я линия не соединена с i -й ЭС.
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Тогда, приняв в качестве вектора выходных координат век-
тор отклонений перетоков s , можно получить систему уравнений
ЭМП в форме «входы-состояния-выходы»

  0, , 0 ,x Ax Bu W s Cx x x             (15)

где вектор входных координат U , вектор состояния X и вектор
выходных координат Y заданы в форме (11), (14), а матрицы A ,
B , C  вычисляются на основе (13) и (14). Эти уравнения описы-
вают динамику ЭЭО в пространстве физических координат со-
стояния второго типа.

Исследовался комплекс математических моделей ЭЭО, один
из вариантов которых иллюстрируется на рис. 2.3. Параметры
ЭЭО, схема сети которого представлена на рис. 2.3, определяются
равенствами: 1aT 0,02, 2aT  0,017, 3aT 0,02, 1уT  0,027, 2уT 0,025,

3уT  0,025, 1k  0,017, 2k  0,032, 3k 0,016, 12  0,02, 13  0,

23  0,04, пiT 1,5, ciT  0,5, 1,2,3.i 

Рис. 2.3. Схема исследуемого энергообъединения

Для данной энергосистемы уравнения «входы-состояния-
выходы» будут иметь вид, соответствующий (15), в которых
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форма матриц , ,A B C  соответствует моделям в физических ко-
ординатах ЭЭО. Числовые значения элементов матриц получены
на основе приведенных выше соотношений. Математические мо-
дели этого ЭЭО будут использованы в вычислительных экспери-
ментах по расчету коэффициентов влияния, анализу структуры
оптимизирующих управлений на станции и при исследовании
динамики СОП по ЛЭП и управления частотой и обменной мощ-
ностью ОЭС при ограничениях на регулировочные диапазоны
станций. ЭЭО будут использованы в вычислительных экспери-
ментах по расчету коэффициентов влияния, анализу структуры
оптимизирующих управлений на станции и при исследовании
динамики СОП по ЛЭП и управления частотой и обменной мощ-
ностью ОЭС при ограничениях на регулировочные диапазоны
станций.

Таким образом, сформулированные математические модели
ЭЭО в физических координатах второго типа позволяют перейти
к формулировке кусочно-линейных обобщенных и асимптотиче-
ских моделей ЭЭО, которые учитывают существенные нелиней-
ности, влияющие на динамику предаварийного управления энер-
гообъединений.

2.3. ЛИНЕЙНЫЕ ДИНАМИЧЕСКИЕ СТРУКТУРНО-
ИНВАРИАНТНЫЕ УРАВНЕНИЯ ПРОЦЕССОВ И

КВАЗИСТАЦИОНАРНОГО ПОТОКОРАСПРЕДЕЛЕНИЯ

Уравнения квазистационарных режимов используются для
вычисления управлений и анализа потокораспределения в преда-
варийных СОП по ЛЭП и САУ ЧМ в ЭЭО. Линейные уравнения,
представленные соответствующими операторами, могут форму-
лироваться на основе общей формы уравнений ЭЭО, позволяю-
щими выполнить обращение операторами методами вычисления
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резольвенты, асимптотическими преобразованиями и методами
алгебраизации уравнений ЭМП.

Постановки задач. Рассматриваются исходные регулярные
модели и методы разработки квазистационарных моделей ЭЭО на
основе следующих методов обращения операторов:

1. Метода вычисление резольвенты линейного дифферен-
циального оператора.

2. Метода квазистационаризации линейных или кусочно-
линейных дифференциальных операторов.

В рамках этих методов можно разработать линейные и не-
линейные квазистационарные моделей влияния ЭЭО на основе
линейных и кусочно-линейных дифференциальных уравнений
ЭМП. Кроме этого, можно определить предельно-корректные
квазистационарные модели, сохраняющие асимптотические
свойства с учетом статической определимости алгебраизованных
подсистем дифференциальных уравнений.

1. Формулировка линейных моделей на основе метода
вычисления резольвенты. Линейные модели, формулируемые
для дифференциальных или разностных уравнений с помощью
оператора резольвенты, могут описывать режимы ЭЭО, обла-
дающие свойством асимптотической устойчивости.

Линейные полиномиальные модели ЭЭО «вход-выход» на
основе дифференциальных уравнений. Пусть уравнения линей-
ной модели ЭЭО типа «вход-состояния-выход» (дифференциаль-
ный оператор) имеют вид

    0, , 0 ,nDE A x Bu s Cx x x                     (1.а)

где /D d dt – оператор дифференцирования по времени.
Тогда вектор выходных координат объекта управления оп-

ределится оператором резольвенты:
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  1 .ns C DE A Bu                                (1.б)

Определение. Матричные функции    nf E A    и  f  –
называются характеристической функцией и характеристиче-
ским полиномом A , а    1 1

nf E A     резольвентой матри-

цы A .
Таким образом, вычисление моделей влияния требует опре-

деления резольвенты матрицы системы A , где /D d dt   .
Для определения резольвенты можно использовать лемму [107].

Лемма (о вычислении резольвенты). Пусть n nA  – по-
стоянная квадратная матрица с действительными коэффициента-

ми. Тогда резольвента   1
nE A   определяется соотношениями
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(2)

Коэффициенты ka  полинома  n   и матричные коэффициенты

kB  присоединенной матрицы  B   вычисляются рекуррентно:
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          (3)

Уравнение (1.а) можно преобразовать, вычисляя резольвен-
ту   1

nDE A  по формулам (2), (3), используя оператор дифферен-

цирования вместо параметра  . В результате вектор выходных
координат – перетоков примет вид

     (4)
Умножение (4) на полином  n D  приводит к уравнению

      1
1 1 1, ... ,n n

n n n n nD s B D u D D a D a D a  
       (5)
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где полиномы от оператора дифференцирования имеют вид:

 
 

1
1 1
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n n v m
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B D b D b D b D b s u

 


 
 

    

       

Коэффициенты ka  операторного полинома  n D  вычисляются

по формулам (3), а коэффициенты kb  матричного операторного
полинома  1n D   вычисляются умножением числовых матриц B ,

C  и операторной матрицы  B D , вычисляемой по формулам (2).

При этом в уравнении (5) матрица nb  имеет размер ( 2v n ), где
v – количество линий, соединяющих узлы ЭЭО, n – количество
ЭА. Скалярное линейное уравнение установившегося режима,
следующее из модели (5) при условии 0D  , определяет переток
равенством

 / ,n ns b a u      (6)

где  /n nb a  «коэффициент влияния» скалярного управления на

переток по одной ЛЭП.
Линейные полиномиальные модели ЭЭО «вход-выход» на

основе разностных уравнений. Данные уравнения следуют из
модели ЭЭО «вход-состояния-выход» в форме

, ,k k k k kx Hx Fu s Cx   

и имеют вид
  , ,k k k kE H x Fu y Cx                           (7)

где 1k kx x    оператор сдвига вперед по дискретному времени
k . На основе уравнений (7) можно записать соотношение с
помощью оператора резольвенты

  1 .k ky C E H Fu                                     (8)



79

Вычисление резольвенты определяет следующую «входо-
выходную» модель электроэнергетического объединения как
объекта управления
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1 1 2 1
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n n
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(9)

Коэффициенты полиномов от оператора сдвига по времени в (9)
определяются по формулам (2), (3), где матрица A  заменяется
матрицей H , а матрица B - матрицей F .

Таким образом, линейные уравнения ЭМП определяют спе-
циальные модели влияния ЭЭО с учетом свойств электрической
сети ЭЭО, механических свойств ЭА и отклонений частоты в
объекте управления.

2. Линейные модели влияния на основе метода асимпто-
тических преобразований уравнений ЭЭО. Для вычисления
управлений для СОП по ЛЭП и САУ ЧМ для ЭЭО в качестве мо-
делей квазистационарных состояний могут использоваться ко-
эффициенты распределения. Как было отмечено в п. 1, эти мо-
дели применяются при нулевых отклонениях частоты, и синтези-
рованы на основе уравнений электрической сети ЭЭО, и учиты-
вают установившиеся значения углов генераторов ЭТА и ЭГА.
Однако для корректности моделей и управлений СОП и САУ ЧМ
в последнее время разработаны модели ЭЭО, описывающие ква-
зистационарные режимы при ненулевых отклонениях частоты на
основе ряда подходов [5, 10, 11, 14, 19, 21, 27, 69, 107, 108, 124,
126, 131, 166]. Общие требования к  моделям приведены в
табл. 2.3.

Постановки задач. Сложность структур ЭС, ОЭС и ЕЭС
требует разработки методов и алгоритмов вычисления управле-
ний на основе динамических или квазистационарных моделей
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Таблица 2.3
Модели влияния, информация и задачи синтеза СОП активной

мощности по ЛЭП и САУ частотой и обменной мощностью
для АСДУ ЕЭС

Назначение систем
управления ЭЭО
и методы синтеза

Модели влияния и
информация для

независимых
СОП и САУ ЧМ

Модели влияния и
информация для

синтеза совместных
СОП и САУ ЧМ

1 2
1. Централизованные
СОП по ЛЭП уровней
ЭС, ОЭС или ЕЭС.
Синтез управлений –
методами математиче-
ского программирова-
ния (МП)

Задача 1.1.1. Модели
влияния ЭА на пере-
токи по внутрисис-
темным, межсистем-
ным и транзитным
ЛЭП и информация о
перетоках уровней ЭС
(ОЭС)

2. Централизованные
САУ ЧМ на уровне
ОЭС или ЕЭС.
Синтез управлений –
методами МП

Задача 2.1.1. Модели
влияния ЭА на под-
держание частоты
(«ведения частоты») на
уровне ЕЭС
Задача 2.1.2. Модели
влияния ЭА на обмен-
ные мощности ОЭС

Задача 1.2.1. Модели
влияния ЭА на перето-
ки по внутрисис-
темным, межсистем-
ным и транзитным
ЛЭП, частоте и обмен-
ным мощностям ЭС
или ОЭС и информа-
ция о перетоках по
ЛЭП, частоте и обмен-
ным мощностям уров-
ней ЭС, ОЭС

3. Децентрализованные
СОП для ограничения
перетоков по ЛЭП
уровней ОЭС или ЕЭС.
Синтез управлений –
методами МП

Задача 3.1.1. Модели
влияния ЭА локальных
СОП на внутрисистем-
ные перетоки и значе-
ния перетоков по при-
мыкающим ЛЭП к ЭС

4. Децентрализованные
САУ ЧМ уровня ОЭС
Синтез управлений –
методами МП

Задача 4.1.1. Модели
влияния ЭА на частоту
и обменные мощности
ОЭС для САУ ЧМ
уровня ЕЭС и инфор-
мация о координатах

Задача 3.2.1. Модели
влияния ТЭС и ГЭС на
перетоки по ЛЭП и
информация о перето-
ках, частоте и обмен-
ной мощности ОЭС.
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Окончание табл. 2.3

Назначение систем
управления ЭЭО
и методы синтеза

Модели влияния и
информация для

независимых
СОП и САУ ЧМ

Модели влияния и
информация для

синтеза совместных
СОП и САУ ЧМ

1 2
5. Иерархические СОП
по межсистемным и
транзитным ЛЭП.
Синтез управлений –
методами МП

Задача 5.1.1. Модели
влияния ЭА на пере-
токи по внутрисис-
темным, межсистем-
ным и магистральным
ЛЭП и информация о
перетоках

6. Иерархические
САУ ЧМ уровня ОЭС
(или ЕЭС)
Синтез управлений –
методами МП

Задача 6.1.1. Модели
влияния ЭА на часто-
ту и обменные мощ-
ности ОЭС для САУ
ЧМ и информация о
частоте, обменной
мощности

Задача 5.2.1. Модели
влияния ЭА на перето-
ки по ЛЭП, частоту и
обменные мощности
ОЭС для САУ ЧМ
уровня ЕЭС и инфор-
мация об управляемых
координатах

влияния для анализа систем управления энергообъединениями,
включающим два класса систем – СОП по ЛЭП и САУ ЧМ.

Варианты централизованных, децентрализованных и иерар-
хических структур СОП и САУ ЧМ, классы моделей влияния и
необходимая для управления информация о перетоках и частоте
представлены в приведенной табл. 2.3.

Модели влияния должны удовлетворять требованиям:
1). Характеризовать качественно и количественно влияния

управлений ТЭС или ГЭС на перетоки активной мощности по
линиям ЭЭО, что необходимо для вычисления управлений мето-
дами независимого или согласованного синтеза двух систем –
СОП по заданным классам линиям и САУ частотой.
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2). Характеризовать качественные и количественные влия-
ния управления ТЭС и ГЭС на отклонения частоты и обменные
мощности ОЭС как суммы перетоков по различным классам
ЛЭП. Классы ЛЭП включают межсистемные линии, связываю-
щие ОЭС с другими ОЭС, а также транзитные ЛЭП, передающие
энергию между заданными узлами сети ЭЭО, для вычисления
управлений методами и алгоритмами независимых или согласо-
ванных САУ ЧМ.

3). Характеризовать обобщенные влияния управлений ТЭС
и ГЭС в условиях действия совместных СОП активной мощно-
сти по ЛЭП и САУ ЧМ для регулирования частоты и обменной
мощности ОЭС.

При решении задач необходимо учесть существующий
опыт. Как следует из изложенного выше, модели влияния регу-
лирующих ТЭС и ГЭС, удовлетворяющие сформулированным
требованиям, могут быть получены на основе моделей электро-
механических процессов в ЭС, ОЭС или ЕЭС.

Адекватность моделей объекта определяется их соответст-
вием требованиям и задачам управления, синтезируемых на ос-
нове прогнозирования режимов по потокораспределению и час-
тоте электрической сети. Повышение точности корректных моде-
лей для оперативных расчетов, прогнозирования и управления
потокораспределением по ЛЭП сети ЭЭО возможно с учетом от-
клонений частоты. Решению этой задачи посвящен ряд исследо-
ваний, которые направлены на формирование моделей, учиты-
вающих отклонения частоты при анализе потокораспределения
на основе ряда моделей.

Методы учета отклонений частоты в моделях потокорас-
пределения ЭЭО исследованы в ряде исследований. В ряде ра-
бот предложены консервативные модели ЭМП энергосистем.
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В этих моделях используются стационарные связи с исключени-
ем из уравнений динамики ЭЭО статически определимых под-
систем, в частности, полагая, что стационарные связи устанавли-
ваются между разностями углов ЭА сети. Это допущение суще-
ственно снижает размерность пространства состояний. На этом
предположении основаны позиционные модели ЭМП и электри-
ческой части энергосистем, учитывающие генераторы ЭТА или
ЭГА синусоидальными функциями от разности фазовых углов,
используемые, в частности, для решения задач статической ус-
тойчивости. Модели, учитывающие отклонения частоты, пред-
ставлены алгебраическими уравнениями, полученными преобра-
зованиями дифференциальных уравнений ЭМП.

Ниже предлагаются квазистационарные модели, которые
формируются декомпозицией уравнений ЭМП ЭЭО, преобразо-
ванные к моделям (уравнениям) различных классов квазиста-
ционарности.

Определение. Уравнения ЭЭО на основе преобразований

уравнений ЭМП    1 2 1 2,, ,T Nx x f x x u       относительно ко-

ординат  1 2, T Nx x x   путем перехода от дифференциальных

уравнений для координат 2
vx   к дифференциально-

алгебраическим уравнениям заменой производных координат

2
vx   нулевыми значениями 2 0 v

vx   , называются диффе-
ренциальными квазистационарными уравнениями (ДКУ) клас-
са квазистационарности типа  2 0кс vK x  , имеющими вид

 2 2 2 , N v nx f x u      .

Ранее было показано, что корректные квазистационарные
модели формулируются на основе сингулярных преобразований
исходных дифференциальных уравнений по методике, описанной
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выше. В этих случаях корректный переход от асимптотически ус-
тойчивых линейных дифференциальных уравнений к дифферен-
циально-алгебраическим уравнениям определяет асимпто-
тически устойчивые казистационарные уравнения.

Для моделей, используемых для вычисления управлений
СОП по линиям и САУ ЧМ, целесообразно определить предельно
корректные ДКУ, которые являются асимптотически устойчи-
выми и статически эквивалентными для исходных дифференци-
альных уравнений ЭМП ЭЭО.

Определение. Предельно корректные КДУ (ПКДУ) – это
приближенные дифференциальные уравнения объекта (ЭЭО) ми-
нимального порядка, учитывающие минимальное количество
дифференциальных подсистем, например, описывающих связи
отклонений частот и углов, обладающих свойствами:

1). ПКДУ как асимптотически устойчивые подсистемы
уравнений ЭЭО, формируемые асимптотическими преобразова-
ниями.

2). Входо-выходные свойства ПКДУ являются эквива-
лентными в стационарных состояниях (режимах по частоте и
перетокам ЭЭО) входо-выходным свойствам исходных моделей.

Таким образом, статическая эквивалентность ПКДУ ЭЭО
обеспечивает совпадение входо-выходных характеристик (моде-
лей влияния ТЭС или ГЭС на перетоки по ЛЭП и частоту) в уста-
новившихся режимах и минимальный порядок описывающих
уравнений. Система ПКДУ, формируемая из КДУ, включает ста-
тически определимую подсистему, которую при формировании
моделей влияния можно заменить алгебраической подсистемой,
сингулярной относительно исходной системой КДУ.

Способы формирования ПКДУ. Для создания корректных
моделей влияния могут быть использованы два подхода:
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1). Формирование ПКДУ относительно статически
определенных координат ЭЭО без введения управлений. В ряде
приближенных методик формирования уравнений квазистацио-
нарных режимов ЭЭО используются сингулярные преобразова-
ния к алгебраическим уравнениям, исключающие операции ин-
тегрирования между координатами, в частности, отклонения час-
тот и углов ЭТА и ЭГА. Уравнения установившихся режимов
ЭЭО, полученные приравниванием нулю производных отклоне-
ний углов ЭТА или ЭГА, приводят к статически неопределимым
уравнениям, требующим разработки корректных квазистацио-
нарных моделей. Признаком статически неопределимых систем
или подсистем уравнений могут быть нулевые корни характери-
стических уравнений дифференциальных уравнений ЭМП.

2). Формирование ПКДУ с учетом астатического регули-
рования частоты. Этот способ соответствует реально сущест-
вующего астатического регулирования частоты выделенными
группами станций. В результате уравнения динамики ОЭС или
ЕЭС с регулируемой астатически частотой преобразуются с уче-
том интегральных законов управления по отклонению частоты. В
связи с этим необходимо исследовать статическую определен-
ность входо-выходных моделей (ВВМ) замкнутых систем управ-
ления по отклонению частоты и перетокам.

Линейные входо-выходные модели влияния на основе
преобразования уравнений ЭЭО. Предварительное преобразо-
вание линейных моделей позволяет понизить размерность векто-
ра состояния с учетом динамических свойств эквивалентных аг-
регатов ЭС и параметры электрической сети ЭЭО. Эти уравнения
определяют линейные входо-выходные модели в виде матрицы
коэффициентов влияния квазистационарного потокораспреде-
ления для квазистационарных режимов. Комплекс этих моделей
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используется для расчета потокораспределения, удовлетворяю-
щего законам Кирхгофа для электрической сети при определен-
ных ограничениях. Эти ограничения относятся к режимам и тре-
буют постоянства напряжения в узлах сети, реактивной мощно-
сти источников, разности фаз между напряжениями узлов сети.
Входо-выходные модели формируются в следующей постановке.

Постановка задачи. Пусть заданы уравнения ЭЭО с выде-
ленными структурными особенностями ЭЭО, учитывающими ос-
новные элементы ЭТА.

Требуется синтезировать входо-выходные модели стацио-
нарных состояний режимов ЭТА и ЭЭО в целом на основе пре-
образования ПКДУ при условии стационарной эквивалентности.

Модели данного класса дополняют линейные входо-
выходные модели, синтезируемые на основе вычисления резоль-
венты (см. п. 1), и расширяют классы моделей для вычисления
матриц влияния на основе исходных и асимптотических (стати-
чески эквивалентных) уравнений ЭЭО.

Решение задачи. Линейные дифференциальные уравнения
ЭМП ЭЭО с матричными параметрами в базисе физических ко-
ординат имеют вид

2 ,а уТ Т R P M      

, , .П П C СT P P K K T K U S C              (10)

После введения вектора координат  1,...,
T

n    система (10)
преобразуется к эквивалентной форме

2 ,а уТ Т R P M       

, , ,П П C СT P P K K T K U S C                (11.а)

где    t t   ,    t t    , причем векторы    1,...,
T

nt    ,
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   1,...,
T

nt    – отклонения углов и отклонений частоты в узлах

электрической сети (соответствующих ЭС);    1 ,..., T
nP t p p ,

   1 ,..., T
nt       1 ,..., T

nt    – отклонения генерируемых ЭС
мощностей в узлах, сигналов вторичного регулятора ЭА и вне-
плановых нагрузок ЭС, приведенных к валу ЭТА или ЭГА.

Матрицы размера  n n  в уравнениях (10) и (11.а) равны:

 2 2 ,a aiT diag T  ,у уiT diag T  ,П ПiT diag T  ,П ПiK diag k

  | |,iK diag k    ,С CiT diag T  .C CiK diag k

Форма Коши уравнений ЭМП имеет эквивалентный вид

, ,a yT T R P              

где матричные параметры
Тогда матричная форма дифференциальных уравнений

(11.б) с блочно-матричными параметрами представляется в виде
, .U Mx Ax B U B M S Cx                         (11.б)

Определение. Уравнения (11.б), описывающие ЭМП в ЭЭО
с различной структурой, которые являются инвариантными отно-
сительно числа ЭА в ЭЭО, при учете схемы сети матрицей ,R
определяют структурно-инвариантную форму:

,S C                                      (11.в)
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где   12

1

n

а ai
i

T diag T



 – диагональная матрица характеристик

инерционностей роторов ЭТА или ЭГА.
Уравнения для выходных координат – перетоков по ЛЭП

 1,..., ,..., T
l ms C s s s   ,  ,l ik i ks      (12)

определяют перетоки по l -й ЛЭП как функции разности углов
i -го и k -го эквивалентных агрегатов ЭС, связанных линией. Па-
раметры ik =0, если i  и k  ЭС не соединены ЛЭП. Матрица син-

хронизирующих мощностей n nR
  определяет перетоки по

ЛЭП, примыкающих к ЭС, причем с учетом перетоков как функ-
ций разностей углов указанная матрица имеет вид:

1

2

1 12 1

21 2 1

1 2

.....

.....

... ... ..... ...
.....

n

q n
q Q

q n
q Q

n n nq
q Q

R

  

  

  







  
 
     
 
    







(13)

где , 1,..., ,iQ i n – множество ЭС, соединенных линией электро-
передач с i -й ЭС.

Свойства матрицы синхронизирующих моментов. Это
свойство исследуется в утверждении.

Утверждение (о свойстве матрицы синхронизирующих мо-
ментов). Пусть элементы матрицы R  типа (13) удовлетворяют

условию , 0ij ji ij    . Тогда определитель det 0.R 

Случаи невыполнения условий, ограничивающих отмечен-
ные выше свойства синхронизирующих мощностей линий, отме-
чены в работе [13].
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Доказательство проводится сложением первого столбца с
другими столбцами, что приводит к матрице с нулевым первым
столбцом

2

12 1

2 1

2

0 .....
0 .....

... ... ..... ...
0 .....

n

n

q n
q Q

n nq
q Q

R

 
 

 





  
  
 
 
   




,                       (14)

поэтому в силу теоремы Лапласа разложение определителя по
элементам первого столбца доказывает утверждение.

Исследовать матрицу (11.в) можно с помощью леммы.
Лемма Шура (об определителе блочной матрицы). Если

, , ,n n n m m n m mA B C D            такие блоки матрицы, что
det 0A   или det 0D  , то справедливо равенство

   CDBADBACDA
DC
BA 11 detdetdetdetdet  







.

Следствие (из леммы). Определитель блочной матрицы

det det det .
0n n

A B
D A

D

 
  

 

Лемма. Обратная блочная матрица имеет вид

1 1 1 1

1
.

0 0
A B A A BD

D D

   



  
   

   

Утверждение. Определитель матрицы системы (11.в) с уче-
том матрицы (13) определяется равенством

      (15)
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Доказательство утверждения, как следует из утверждения
теоремы, основано на лемме об обращении блочных матриц. То-
гда справедливы следующие соотношения

где 0 0 n n
n n


   нулевые, а n n

n nE 
   единичные матрицы.

Определители блочных матриц при доказательстве вычислены с
помощью лемм и следствий.
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Таким образом, поскольку в силу доказанного выше утвер-
ждения матрица R   особенная, то определитель матрицы

N NA   уравнений ЭЭО (11.в) равен нулю. Следовательно, ЭЭО
при отсутствии управлений – статически неопределимый объ-
ект, поскольку невозможно вычислить квазистационарные ха-
рактеристики влияния на основе уравнений ЭЭО при отсутствии
управлений. Кроме этого, уравнения (11.в) не обладают свойст-
вом диффеоморфизмов, поскольку не могут быть взаимноодно-
значно разрешены относительно координат. Поэтому корректные
квазистационарные модели влияния не определяются из (11.а) и
соответствующей системы (11.в).

Квазистационарные модели влияния ЭЭО для синтеза
СОП и САУ ЧМ можно формировать следующими способами:

1). Формирование моделей влияния на основе статически
определенных уравнений, при введении управлений по отклоне-
ниям частоты (возможно и перетоков) от заданных значений.

2). Формирование моделей влияния на основе максимально
допустимой статически определимой системы уравнений ЭЭО
заданного класса квазистационарностью, например, относительно
координат P  и  .

3). Формирование моделей влияния на основе аналитических
решений уравнений состояния с помощью формулы Коши.

4). Формирование моделей влияния на основе кусочно-
линейных статически определимых уравнений квазистационар-
ных состояний.

При этом ряд моделей влияния следует из уравнений (11.в)
при условии, что производные указанных выше координат равны
нулю, что определяет ряд условий квазистационарности.

3. Корректные квазистационарные модели влияния ЭЭО
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с учетом САУ частотой. Как отмечено выше, целесообразно ис-
следовать решение уравнений стационарного режима ЭЭО (11.в)
при регулировании частоты всеми или выделенными ЭС.

Утверждение. Пусть выполнены условия:
1). Пусть 1 ,U u u   где 1 1 2u K K     формируется САУ

частотой в ЭЭО в виде пропорционально-интегрального закона
(ПИ-закона) при выполнении следующих условий:

   1 1 2 21 1
, ,n n n n

i ii i
K diag K K diag K 

 
    а вектор u   на уровне

ЭС или ОЭС для СОП.
2). Дифференциальные уравнения замкнутой САУ частотой

ЭЭО имеют вид   1U U Ux A B K x B u B A x B u B           ,
который представляется в векторно-матричной форме

1 2

0 0 0 0 0
0 0

,
0 0 0

0 0

n n n n n n n n n n

а а y a n n a

n n

П П П П n n

C C n n C C C n n

E
T R T T T T

u
Т K T Т K P

T K T K T T K



    



  

 

         
                        

         
                  

 1 1,..., ,..., ,T
l ms C x C s s s     ,l ik i ks         (16)

следуют из (11.в), (12) и являются асимптотически устойчивыми,
т. е.  1Re 0, 1,..., ,j A j N    с учетом ПИ-закона САУ частотой.

Тогда справедливы следующие результаты:
1). Система стационарных уравнений, следующая из (16)

при условии:  , , , 0 0 n n
n nP 
         , однозначно разрешена

относительно координат ЭЭО (при равенстве нулю производных
в левой части этой системы).

2). Существуют такие матрицы:  1 1 1

n n n
i i

K diag K 


   и

 2 2 1

n n n
i i

K diag K 


  , при которых в (16) матрица 1A   неособен-

ная, так как ее определитель может быть не равным нулю:
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3). Модели влияния управлений и внеплановых нагрузок на
отклонения перетоков, получаемые из уравнений замкнутой САУ
частотой: 1 Ux A x B u B      и квазистационарных уравнений
для этой системы: 10 UA x B u B     и уравнений для перето-

ков  1 1,..., ,..., ,T
l ms C x C s s s     имеют вид

 1
1 1 1 .Us C x C A B u B

         (18)

Доказательство. Вектор управлений САУ частотой 1u u
для (11.в) определен равенством

где , 1,2,C C i iT K K K i   обобщенные параметры обратной связи.
Замкнутая система с ПИ-законом САУ частотой описывается
дифференциальной системой

 U Ux A B K x B u B      ,

которая эквивалентна следующей векторно-матричной системе с
блочными матрицами параметров агрегатов и линий

0 0 0
0

0
0 0 0

а а y a

П П П П

С

E
T R T T T

Т K T Т K P
T
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1 2

0 00 0 0 0 0
0 00 0 0 0

0 0 0
0 00 0 0 0 0

0 0 0

a

C C c C

T
E u

P P
T K T KK K

          
                         
         
                    

1 2

0 0 0 0 0
0 0

0 0 0
0 0

а а y a a

П П П П

C C C

E
T R T T T T

u
Т K T Т K P

K K T T K





      
                    
      
              

1 1, ,U UA x B u B A A B K    

где , 1,2,C C i iT K K K i     1 1 2 21 1
,

n n n n
i ii i

K diag K K diag K 

 
      

- диагональные матрицы параметров обратной связи по отклоне-
нию частоты и ее интегралу; N NK    матрица обратной связи
по вектору .N Nx 

Для анализа статической определимости САУ частотой
можно вычислить определитель матрицы замкнутой системы 1A
на основе леммы об обращении блочных матриц при разделении
матрицы на 4 блока 2 2

1 1 1 1, , , n nA B C D  . Тогда определитель
матрицы:

 1
1 1 1 1 1 1det det detA D A B D C   ,

определяется блочными матрицами так, что

1 1
1

1 1

1 2

0 0 0
0

det det det
0

0

а а y a

П П П П

C

E
T R T T TA B

A
Т K T Т KC D

K K T
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det
0

П П П

C

T T K
T

 
   

где определитель первой матрицы: 1 det det ,П Сd T T           а вто-
рой определитель вычисляется соотношениями

Вычисление 1 1 2det A d d  можно получить результат (17), при-

чем определитель 1
N NA   вычислен с учетом свойства опреде-

лителя произведения числовых матриц и их диагональности.
Из (17) следует, что неособенность матрицы замкнутой

САУ частотой можно обеспечить выбором матриц, определяю-
щей воздействия по интегралам от отклонений частот во всех или
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отдельных ЭС, «ведущих частоту», например, волжским каска-
дом ГЭС.

Таким образом, определитель матрицы замкнутой системы
при соответствующем выборе матриц обратной связи может быть
отличным от нуля. Из этого результата следуют выводы, имею-
щие практическую значимость для обеспечения корректного дей-
ствия управлений различных подсистем, в частности, СОП и
САУ частотой в предаварийных режимах:

1). Введение астатического регулирования частоты обеспе-
чивает статическую определимость матрицы замкнутой систе-
мы. Из этого следует, что «модели влияния» управляющих ЭС на
перетоки по ЛЭП можно корректно определить из уравнений
замкнутой САУ частотой.

2). В предаварийных режимах для корректного действия
СОП по ЛЭП должно обеспечиваться гарантированное регули-
рование частоты (например, многократным резервированием)
не только для обеспечения качества частоты, а для корректного
действия других подсистем АСДУ, в частности, СОП по ЛЭП,
синтезированных на основе моделей влияния.

Таким образом, уравнения (18) соответствуют статически
определенной системе уравнений стационарного режима аста-
тической САУ частотой.

4. Линейные квазистационарные дифференциальные
уравнения ЭЭО. Квазистационарные состояния системы диффе-
ренциальных уравнений ЭЭО можно задать условиями для про-
изводных уравнения: 0 , 0n nP    . Последние условия опреде-
ляют соответствующий класс квазистационарности

{КСK  0 , 0 }n nP                  (19)
на основе условий стационарности для уравнений динамики ис-
полнительных механизмов первичного и вторичного регуляторов
агрегатов, что является корректным.
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Определение. Исходные (полные) дифференциальные
уравнения динамики ЭМП в ЭЭО называются статически экви-
валентными системе дифференциально-алгебраических уравне-
ний, если решения двух систем в стационарных состояниях един-
ственны и совпадают относительно всех координат состояния,
причем алгебраическая подсистема второй системы следует из
статически определимой подсистемы исходных уравнений.

При этом разрешимостью обладают алгебраические уравне-
ния, следующие из уравнений динамики при условии условий
квазистационарности. В частности, это относится к уравнениям
исполнительных механизмов, обладающих «статической разре-
шимостью». Перечисленные условия для квазистационарных мо-
делей определяются параметрами ЭС, которые можно определить
на основе испытаний или идентификации. Тогда квазистационар-
ная дифференциально-алгебраическая система, следующая из
(16) при условии n n

П CK K E     имеет вид

 1 1,..., ,..., ,T
l ms C x C s s s     .l ik i ks            (20)

Для формулировки асимптотических уравнений можно использо-
вать методику, разработанную в п. 2.1 (уравнения (16)). Тогда
уравнения (20) можно представить в виде

11 11 12 1 1

22 21 22 2 2

,U

U

Bz A A z B
u

Bz A A z B
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где    1 2, , , .T Tz z P      Элементы блочных матриц определя-

ются однозначно структурой векторов 1 2, .z z
Тогда уравнения, представляющие асимптотические урав-

нения состояния  для  вектора 1z  можно представить в виде

1 1 ,a au az A z B u B      1 1 ,a aS C z C                 (21)

где матрицы равны: 1 1
11 12 22 21 1 12 22 2, ,a au U UA A A A A B B A A B    

1
1 12 22 2 ,aB B A A B    а матрица 1aC – как подматрица матрицы

C , соответствующая вектору асимптот. Блоки матриц равны:

Поскольку матрица

1
22 ,

0
П П С

n n C

T K T
A

T




  
   

то после вычисления матриц асимптотические уравнения ди-
намики ЭЭО представляются системой
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На основе уравнений (21) можно исследовать свойства мат-
рицы квазистационарных асимптотических уравнений ЭЭО.

Таким образом, предложены корректные математические
модели квазистацонарных режимов ЭЭО, сформулированные на
основе ЭМП, которые позволяют определить матрицы влияния
управлений и возмущений на перетоки и частоту.

Решение систем уравнений ЭМП вида (11.в), (16) и (21) оп-
ределяется формулой Коши

           0

0

, ,
t

A tAt
U Mx t e x e B u B M d S t CZ t         (22)

где матрицы являются функциями матричных параметров ЭЭО,
учитывающие инерции и успокоения роторов, коэффициенты
усиления первичных регуляторов скоростей турбины ЭТА. Ха-
рактерно, что система (11.в) не является асимптотически устой-
чивой в связи с наличием нулевых собственных чисел, что при-
водит к трудностям синтеза СОП по ЛЭП. Система (16) является
асимптотически устойчивой, и это свойство будет использовано
при формулировке достаточных условий асимптотической устой-
чивости замкнутых СОП по линиям. Асимптотические модели
типа (20) позволяют развивать методы описания ЭЭО асимптоти-
ческими моделями, которые могут использоваться для синтеза
модальных регуляторов локальных СОП.

5. Линейные уравнения и квазистационарные модели
влияния по частоте и обменным мощностям. Рассматриваются
регулярные уравнения ЭМП, которые описываются дифференци-
альными статически определенными координатами для формиро-
вания приближенных моделей квазистационарного влияния отно-
сительно ограниченной структуры координат. Регулярность мо-
делей и допущения позволяют сформулировать приближенные
квазистационарные модели при учете параметров ЭЭО.
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Модели ЭЭО в базисе физических координат. Математи-
ческая модель ЭЭО как квазистационарная «моделей влияния»
формулируется в базисе физических координат уравнений
ЭМП:

2 ,ai i yi i oi i iT T s P      ,Эi i i i i iT P P k      

, 1,..., ,Ci i i iT u i n                             (23)

где ,i ois – отклонение частоты и обменной мощности i -го узла
сети, равное алгебраической сумме перетоков активной мощно-
сти по линиям, примыкающим к данному узлу; i – сигнал вто-
ричного регулятора i -й станции (ЭТА); n – число станций ЭЭО.
Параметры (23) определены в п. 2.1.

Квазистационарные модели можно формировать при усло-
вии равенства нулю производных отклонений частоты, причем
данный класс условий квазистационарности сохраняет коррект-
ность модели, поскольку основан на замене дифференциального
уравнения корректным алгебраическим уравнением (системой),
которая является статически определимой подсистемой. Это
предположение связано с тем, что в данном случае преобразова-
ния выполняются для асимптотически устойчивых дифференци-
альных подсистем, которые заменяются корректными алгебраи-
ческими подсистемами для формирования квазистационарных
моделей (в смысле их квазистационарности). Данные модели
формируются в предположении равенства стационарных откло-
нений частот во всех узлах сети ЭЭО. Это условие используется
при анализе режимов.

Рассматриваемые модели удовлетворяют свойству статиче-
ской определенности и оперируют со статически определенными
координатами, состоящими из отклонений частот и перетоков как
функций первичных регуляторов скоростей, успокоений ЭА и
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удельных синхронизирующих мощностей ЛЭП. Относительно
указанных координат уравнения квазистационарных режимов
ЭЭО являются статически определимыми, что позволяет исполь-
зовать преобразования уравнений для координат. Векторно-
матричные преобразованные линейные уравнения (1) (23) для
режимов по частоте и обменной мощности имеют вид

 1 1

1
, ,

n

С С C C Ci i
Т Т U T T diag T 


     

Из уравнений (24) следуют математические модели различных
классов квазистационарности. При условиях квазистационарно-
сти: 0 , 0 , 0 ,n n nP        (24) преобразуются к форме

,y oT s P   ,P K   .U 

Преобразованная алгебраическая подсистема имеет вид

, ,y o o yT s K s U T K              (25)

где векторы и матрица определены равенствами:

 1,..., ,T m
o o oms s s   1,..., ,T n

nU u u   1,..., ,T n
n   

  n n
yi idiag T k

    , задающими векторы отклонений обмен-

ных мощностей узлов (ЭА), управлений, внеплановых нагрузок и
статизмов, а m  количество обменных мощностей ЭЭО.

Таким образом, синтезированная «модель влияния» управ-
лений и внеплановых нагрузок на частоту и обменные мощности
энергетических объединений позволяет сформулировать задачи
математического программирования для вычисления управлений
совместных или независимых СОП и САУ частотой и обменной
мощности.
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Вектор отклонений обменных мощностей оs в (25) опреде-
ляются отклонениями перетоков по ЛЭП матрицей инциденций:

os Is ,                 (26)

где  1,..., ,...,
T

j ms s s s – вектор отклонений перетоков по ЛЭП;

 ijI I – матрица инциденций, элементы которой 1ijI   , если

j -я ЛЭП передает мощность в i -й узел сети в положительном
направлении; 0ijI  , если j -я ЛЭП не соединена с i -й станцией

(узлом сети); 1ijI   , если j -я линия передает мощность в i -й

узел сети в отрицательном направлении; r – число ЛЭП ЭЭО.
Отклонение перетока по j -й линии в линейном приближе-

нии определяется разностью углов  ij i j     агрегатов

 j ig i gs     ,   (27)

где 2
ig igV y   и igy – удельный синхронизирующий момент и ре-

активная проводимость j -й линии между i -й и g -й узлами (ЭА)
сети ЭЭО; V   эксплуатационное напряжение электрической се-
ти. Матрично-векторная форма (27) с учетом матриц инциденций
и удельных синхронизирующих мощностей примет вид

Ts RI  , (28)

где  1,...,
T

n   – вектор отклонения углов эквивалентных агре-

гатов;  jR diag  – диагональная матрица удельных синхрони-

зирующих мощностей ЛЭП, элементы которой пронумерованы в
соответствии с номерами линий электрической сети ЭЭО. Тогда
отклонения обменных мощностей 0s  определяются отклонениями
углов с учетом (26)-(28) алгебраическими уравнениями

0
Ts IRI W    , (29)
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где матрица TW IRI . В результате матричная система уравне-
ний квазистационарных режимов (25) с учетом (29) имеет вид:

1 ,Fz U   (30)

где  1 1, ,..., T
nz    – вектор квазистационарного состояния

ЭЭО, а  1n nF   – матрица параметров ЭЭО размера
 1n n  . Последняя матрица имеет вид

| |TF IRI R        

1

2

1 1 12 1

2 21 2 1

1 2

.....

.....
.

... ... ..... ...
.....

n

q n
q Q

q n
q Q

n n n nq
q Q

   

   

   







  
 
     
 
    







(31.а)

В соотношениях (30), (31.а) можно перейти к линейно-
независимым взаимным углам ЭА (станций), используя равенства

   1 1 1 1 ,ij j i j i               (31.б)

где 1 – базисный угол, в качестве которого используется угол
первого ЭА (узла сети). Тогда (30) примет вид:

1 ,G z U   (32)

где  12 13 1, , ,..., T n
nz f     – вектор состояния размера  1n ;

1
n nG  – матрица размера  n n , полученная из матрицы соот-

ветствующими преобразованиями, следующими из (31.б). Урав-
нение (32) описывает установившиеся значения отклонений час-
тоты и линейно-независимых углов ЭЭО.
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Для описания установившихся отклонений частоты, обмен-
ной мощности и перетоков можно использовать уравнения (6),
где после перехода к вектору состояния z  можно получить ал-
гебраическое уравнение связи между координатами в виде

1
Ts RI z , (33)

где 1
TI – формируется из матрицы инциденций .I
Рассматривая совместно уравнения (32) и (33), можно полу-

чим уравнения стационарных состояний:

1, .TGz U s RI z    (34)

Система алгебраических уравнений (34) позволяет опреде-
лить отклонения перетоков под действием векторов управлений
на станции и возмущений нагрузки в узлах сети. Из последней
системы можно определить характеристики влияния измене-
ний управлений и внеплановых возмущений на отклонения час-
тоте и перетоков по линиям электропередач ЭЭО

     1 1 1

1

1 | 0
,n

T G U U
s RI


    
     

   
(35)

где матрица коэффициентов влияния управлений на частоту и
перетоки по линиям имеет вид

 1 1 1

1

1 | 0
.n

T G
RI

    
 
 


Таким образом, сформулированный комплекс математиче-
ских моделей соответствует требованиям к моделям ЭЭО, сфор-
мулированным в табл. 2.6.

Применение линейных моделей установившихся режи-
мов. Синтезированная модель ЭЭО позволяет определить задачу
вычисления оптимальных управлений с учетом требований к
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регулированию частоты и ограничению перетоков. Эта задача
может быть решена методами математического программирова-
ния (МП): вычислить управления, минимизирующие кусочно-
линейную  1l  или квадратичную  2l  целевые функции

1

, 1,2,
n

l
i

i
J u l



  (36)

при ограничениях

,U     ,sS U S   ,U U U    1,... ,..., .T
i nU u u u

Первое неравенство ограничений введено для выполнения требо-
вания к восстановлению нормального режима САУ частотой,
второе неравенство – формализует условия ограничения перето-
ков, а третье – учитывает ограничения на ресурсы управления.

Таким образом, задача математического программирования
(36) является подзадачей вычисления управлений для задачи 2.2,
определенной в табл. 1.2 для совместного синтеза централизо-
ванных СОП и САУ частотой. Задача МП (36), (37) преобразует-
ся к задаче линейного программирования методом разности пе-
ременных [79]: ,U U U   и решается симплекс методом.

Пример. Рассматривается задача оптимального квазиста-
ционарного управления для энергосистемы из 6 станций и 5 ли-
ний типа Единой энергосистемы России, схема которого приве-
дена на рис. 1.1, п. 1.1, при отсутствии регулирования частоты и
при перегрузке 4 линии в пределах : 0    0,2, где  – коэффи-
циент загрузки линий. Матрица коэффициентов влияния:
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Анализ результатов, приведенных на рис. 2.4, иллюстриру-
ет, что затраты на управление (в виде суммы модулей отклонений
управлений) при использовании «моделей влияния» уменьшают-
ся (зависимость – «2») по сравнению с использованием коэффи-
циентов распределения (зависимость – «1») при различных за-
грузках ЛЭП.

Рис. 2.4. Сравнение затрат на управление при использовании
«коэффициентов влияния» (2) и коэффициентов распределения (1)

при различной загрузке линии ( )

В постановке задачи (36) проводились анализ и решение
вычисления оптимальных управлений для ЭС, состоящей из
19 станций и 30 линий. Полученные оптимальные уравнения по-
зволяли восстанавливать требуемое значение частоты и ограни-
чивать перетоки по ЛЭП в условиях ограничения на регулиро-
вочные диапазоны станций.

Таким образом, математические модели квазистационарных
режимов для СОП и САУ частотой энергообъединений позволя-
ют выполнить квазистационарную оптимизацию при ограниче-
нии перетоков средствами перераспределения активных мощно-
стей и потокораспределения по линиям в условиях небаланса ак-
тивных мощностей электроэнергетического объединения.
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2.4. КУСОЧНО-ЛИНЕЙНЫЕ И РАЗРЫВНЫЕ
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ

ЭЛЕКТРОМЕХАНИЧЕСКИХ ПРОЦЕССОВ

При разработке и исследовании систем управления ЭЭО
возникает проблема формирования моделей, учитывающих су-
щественные нелинейности объекта, определяющие динамику
предаварийных режимов. Конструктивное решение проблемы
определяет достоверность исследования на основе многомерных
нелинейных САУ ЭЭО с аналитическим описанием типовых не-
линейных элементов (НЭ) на основе метода нелинейных опе-
раторов, наиболее полно изложенного в [87,103,82,106-112].

Метод позволяет формировать нелинейные дифференциаль-
ные уравнения, адекватные моделям крупных ЭЭО и отдельных
ЭС с учетом существенных нелинейностей. При этом можно вы-
делить аналитически интегрируемые нелинейные уравнения
(имеющие обратные операторы) и сформулировать разностные
схемы для численного анализа процессов в системах управления
предаварийными режимами. Полученные результаты могут быть
использованы для анализа, синтеза и оценки качества СОП по
линиям электропередач и САУ частотой и обменной мощностью
энергетических объединений.

1. Кусочно-линейные функции и операторы ЭЭО. При
моделировании нелинейных систем в настоящее время типовые
кусочно-линейные НЭ (звенья) описываются предикатными усло-
виями или алгебраическими полиномами. Ниже рассматривается
описание НЭ алгебраическими, дифференциальными и интеграль-
ными операторами, расширяющими конструктивное описание
кусочно-линейными операторами. Операторы типовых кусочно-
линейных звеньев описывают типовые нелинейности (табл. 2.4) на
основе функций непрерывного и дискретного времени.
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Кусочно-линейные функции и операторы можно рассматри-
вать как обобщения линейных функций и операторов [82].

Определение 1. Пусть ,m nY Z    множества в ко-

нечномерных пространствах. Оператор  y A z  называется ку-
сочно-линейным оператором (КЛО), если множество прообра-
зов Z  можно представить объединением конечного семейства
таких непересекающихся подмножеств n

iZ  , что

1
, , ,p

ii
Z Z p p


    (, k jZ Z  )k j

и на каждом из подмножеств iZ  оператор   , ,iy A z z Z 

1, 2,..., ,i p  является кусочно-аффинным оператором (КАО), т. е.

представляется семейством операторов:   , ,i iy A z z Z 

1,2,..., ,i p где КЛО – суперпозиция линейных операторов и
операторов сдвига.

Из определения следует, что КЛО должны называться «ку-
сочно-аффинными», однако термин «кусочно-линейные» исполь-
зуется по традиции, связанной с графиком кусочно-линейной
функции.

Канонические формы КЛО вводятся с помощью линейных и
модульных вещественных числовых функций. Эти формы позво-
ляют получить конструктивное описание положительных и отри-
цательных частей вещественных функций, использованное
А. Лебегом в теории интеграла.

Исследование, проведенное 3. Семадени [220], позволило
получить важные для проведения всестороннего анализа кусоч-
но-линейных функций и операторов следующие основные
свойства:
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Определение 1 включает частные случаи КЛО, которые в
случае 1n m   являются кусочно-линейными функциями
(КЛФ). Эти функции связывают аналитические, графические и
табличные задания функций на основе линейного интерполиро-
вания [82].

Утверждение о канонической форме КЛФ. Кусочно-
линейные (кусочно-аффинные) функции (КЛФ)  ,y a z ото-

бражающие 1 1,   определяются равенством

  1
0 0

1

, , , , .
p

i i i j
i

y a z b z z z z z i j y z 


         (1)

Доказательство. Пусть различные узлы КЛФ
1,iz  , ,i jz z i j  такие, что определяют совокупность под-

множеств 1[ , )i i iZ z z  . Объединение этих подмножеств и мно-
жеств 1[ , )z  и [ , )pz   образует множество

     1
1 11

, , , ,p
i i pi

Z z z z z
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введенное в определении 1. Последовательность узлов  iz  мо-

нотонно возрастающая, поэтому на подинтервалах
[ , ), 1,..., ,sz s p  кусочно-аффинная функция можно опреде-
лить в виде суммы кусочно-аффинных функций

   0 0
1

| | / 2, 1,..., .
s

s i i i
i

y a z b z z z z z s p 


       
Эта сумма представлена линейной комбинацией постоянной

0 ,b линейной функции 0 z  и положительных частей функций:

 iz z


   | | / 2.i iz z z z    Таким образом, эта функция является

кусочно-аффинной. Тогда из последнего представления в случае
s p  после выполнения элементарных преобразований следует
форма КЛФ типа (1).

Утверждение. Кусочно-непрерывные функции (КНФ) с
конечным числом разрывов на числовой оси представляются в
следующем виде:

    1
0 0

1

/ , , , , ,
p

i i i i j
i

y a z z z z z z y z z z i j  


          (2)

или:
   ,q a z b z   (3)

как сумму разрывных  a x  типа (2) и гладких функций  b x .
Доказательство утверждения следует из свойств разрыв-

ных функций вида:  | | / ,j jz z z z   для которых в точках

, 1,2,..., ,jz j p  производная имеет разрыв первого рода. Связи меж-

ду КЛФ и их производными и интегралами дано в [85]. В узлах
КЛФ (1) не выполнено условие дифференцируемости, а для КНФ
типа (2), (3) – условие непрерывности.

Утверждение о вычислении параметров КЛФ. Пусть КЛФ
соответствуют канонической форме (1). Тогда для вычисления
параметров (1) по таблице значений узлов интерполирования
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 p и значений КЛФ   
1

p

q q
a 


можно составить систему  2p 

линейных алгебраических уравнений, соответствующих задаче
кусочно-линейного интерполирования [82]:

  0
1

, 1,2,..., ,
p

q q i q i
i

a z b z z z q p 


    

 

 

0
1

0
1

,

,

p

i i
i
p

i i
i

a c b c c z

a c b c c z

 

 





   

   




      (4)

где      , ,qa a c a c  известные из таблиц и дополнительные

значения:  min ;ii
c z    max ;ii

c z   1,2,..., ,i p 0. 

Доказательство основано на решении системы (4) относи-
тельно параметров КЛФ типа (1) для задачи кусочно-линейного
алгебраического интерполирования. В ряде случаев для опреде-
ления параметров кусочно-линейных функций целесообразно ис-
пользовать конечные или разделенные разности.

Таким образом, обобщения КЛФ типа (1), (2) и (3) опреде-
ляют первый тип моделей статических нелинейных элементов с
кусочно-линейными «входо-выходными» характеристиками, тра-
диционно задаваемые предикатными условиями или алгебраиче-
скими полиномами. Второй тип моделей нелинейных элементов
представляется алгебраическими, дифференциальными и инте-
гральными операторами КЛО, расширяющими конструктивное
описание [82].

В конечномерных пространствах КЛО можно определить раз-
личными способами. Далее эти операторы будут определены в двух
канонических формах. Первая каноническая форма КЛО определена
с использованием КЛФ координатных функций типа (1), а вторая
координатная форма дана в векторно-матричной форме КЛО.
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Определение. Пусть ,n mZ Y    множества конечно-
мерных пространств над вещественным полем. Тогда первая ка-
ноническая форма КЛО  y A z , действующего из пространст-

ва n  в m , определяется соотношениями

        1 1 ,..., ,..., ,
T

j j m ny A z a z a z a z  (5)

где координатные функции   1 1: , 1,..., ,j ja z j n    заданы

КЛФ типа (1).
Множество КЛО (5) образует линейное пространство ку-

сочно-линейных операторов

      , | , ,n nK Z Y A z z Z A z y Y        (6)

над полем 1  с вещественными координатными КЛФ. Выполне-
ние аксиом линейных пространств операторов можно установить
с учетом результатов [209].

При изменении базиса пространства n  с помощью неосо-
бенного линейного преобразования

1 1ˆ ˆ ˆ ˆ, , , , , det 0,n ny Sy y S y z Sz z S z S S        (7)

оператор (5) принимает форму

          1 1ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ,..., ,..., ,
T

j j n ny Sy A z A Sz a z a z a z    (8)

Тогда преобразованная форма этого оператора имеет вид

        1
1 1ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ,..., ,..., ,

T

j j n ny S A Sz a z a z a z  (9)

где переменные  
1

ˆ ,
n

j j jk k
k

z s z s z


   определяются скалярными

произведениями js j -й строки матрицы S  и вектора .nz

Оператор типа (9) обобщает форму КЛО (5), и является суперпо-
зицией трех операторов – линейного оператора ,S КЛО  A z  и
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линейного оператора 1S  . Другими словами, оператор (9) иллю-
стрирует возможность введения более общих форм КЛО обобще-
нием КЛФ типа (1), приведенных далее [82].

Утверждение. Пусть заданы ,n mZ Y    множества
конечномерных пространств над вещественным полем.

Вторая каноническая форма КЛО с векторными узлами
, 1,2,..., ,iz Z i s  действующий из множества Z  на множество

,Y  определяется равенством [14,15]

   0
1

, , , .
s

m n
i i

i
y A z B A z A z z K Z Y y z



          (10)

Векторы  1 1| | | |,...,| |,...,| | , 1,2,..., ,n
i i j ij n inz z z z z z z z i s      

определяются как векторы с компонентами, равными модулям
скалярных функций | |, 1,2,..., .j ijz z j n 

Параметры оператора (10) имеют вид: 0 , m n
iA A   ве-

щественные числовые матрицы размера  ;m n  вектор mB ;

различные векторные узлы n
iz   КЛО: , .i jz z i j 

Доказательство. Представление КЛО (10) является век-
торно-матричным аналогом задания КЛФ (1), которые являются
координатными функциями для (10). Тогда доказательство мож-
но выполнить по аналогии с доказательством представления КЛФ
в виде (1), основанным на использовании положительных частей
координатных функций, заданных на монотонно возрастающей
последовательности узлов координатных функций.

Параметры координатного (5) и матрично-векторного (10)
представлений КЛО связаны равенствами (8) или (9) так, что для
КЛО типа (10) координатные функции оператора (5) имеют вид

     0
1

, ,| | ,
s

j j j ji i
i

a z B A z A z z


       (11)
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где  
1

, | |
n

j i jk k ik
k

A z z z z


    скалярное произведение j -й

строки  1,..., ,...,
T n

j j ji jnA a a a   матрицы A и модуль-вектора

 1 1| | | |,...,| |,...,| | ,
T n

i i j ij n inz z z z z z z z     

который состоит из модулей компонент.
Таким образом, канонические формы КЛО определяются

координатными формами (5), (9) и матрично-векторными форма-
ми (10), (11). Это позволяет выполнить обращение КЛО на осно-
ве обращения координатных КЛФ этих операторов при условии
их монотонности в области задания.

2. Обращение и суперпозиция кусочно-линейных функ-
ций и операторов [82,85]. Можно доказать, что для определен-
ных классов КЛО существуют обратные операторы, которые яв-
ляются также кусочно-линейными. Это наиболее просто доказы-
вается для КЛФ, отображающих пространство 1  в 1 . Моно-
тонные в заданной области координатные КЛФ типа (1) имеют
обратные КЛФ, что позволят выполнить обращение КЛО в пер-
вой канонической форме. Для этой формы обратные операторы
действуют из n  в n  и образованы обращением соответствую-
щих координатных функций.

Обратные КЛФ можно ввести на основе следующего опре-
деления.

Определение. Пусть множество 1Z взаимно-однозначно
отображается на множество Y и КЛФ   1: aa z Z Y  .

Тогда обратной КЛФ для функции a  называется функция
 1 1, , ,z a y z Z y Y     определяющая элемент z Z  как

функцию 1a на элементе y Y , если выполнено условие, соот-

ветствующее суперпозиции:  1 1a y a     .a z z
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Необходимым условием существования обратной КЛФ яв-
ляется монотонность исходной КЛФ.

Критерий монотонности Л. Чуа [85]. КЛФ типа (1) является
монотонно возрастающей (строго монотонно возрастающей) то-
гда и только тогда, когда выполнены условия

0
1 1

0, , ,
pk

j j j k
j j k

j k    
  

     
(строго больше нуля) при всех значениях: 0,1,2,..., .k p  При вы-
полнении условий монотонности можно воспользоваться леммой,
которая позволяет свести задачу определения параметров КЛФ к
задаче кусочно-линейного интерполирования.

Лемма об обращении КЛФ [82,85]. Пусть монотонная
КЛФ  y a z  вида (1) задана по системе узлов

   1,...,, ,ja J sj J  .

Тогда обратная КЛФ  1 ,z a y  определяющая элемент z по
известному элементу у, может быть определена в канонической
форме (1), причем система узлов будет иметь вид:
  ,ja z  1,2,..., .j J s   Уравнения для определения параметров

0,b    и j  для обратной КЛФ (1) при 0   имеют вид [85,101]:

  1 , ,j ja a z z j J  

       1 1max , min ,j jj Jj J
a c z a c z  


   

где для монотонно возрастающей функции  y a z узлы равны

     max , min ,j jj Jj J
c a z c a z 


  

а для монотонно убывающей функции  y a z  узлы имеют вид

   min , max .j jj J j J
c z c z 
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Как следует из леммы, обращение сводится к решению ли-
нейной алгебраической системы (5) относительно параметров
КЛФ. Примеры обращения монотонных КЛФ приведены в [104].

Доказательство основано на использовании решения задачи
кусочно-линейного интерполирования для функции (1) с узлами
 , 1,2,..., ,ia i p   сводящего вычисление параметров КЛФ к ре-

шению линейной алгебраической системы типа (4).
Применение КЛФ требует определения их суперпозиции.
Определение. Пусть  1y x  и  2x z – КЛФ.
Тогда суперпозицией (композицией) 1  и 2  называется

КЛФ, имеющая следующее представление
   1 2 1y z z          2 z   . Для вычисления суперпозиции

КЛФ используется следующая лемма.
Лемма о суперпозиции. Пусть имеются КЛФ  1y x и

 2x z , заданные в канонической форме (1) по системам узлов

 1ja  и  2ja  соответственно, причем 1 1j J , 2 2j J ,

1J = {1, 2, …, s1}, 2J  = {1, 2, …, s2}, где  2x z – строго монотонная.
Тогда суперпозиция КЛФ   1y z     2 z представляет

собой КЛФ, определенную на расширенной системе узлов
     2 1 1 2,j j ja a a j J J J     ,

причем     1 1

1
2j ja a  , где 1

2
 – обратная функция для функции

2 . Параметры 0, , jb   оператора  y z  определяются как ре-

шения системы  1 2 2s s   линейных алгебраических уравнений

следующего вида [82,85]:
              1 2 1 2 1 2, , , ,j ja a j J a a a a           

где    max , min , 0.j jj Jj J
a a a a  
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Доказательство леммы использует:
1). Предварительное «отображении» узлов строго монотон-

ной функции 2  в пространство 1z Z    и определение расши-
ренной системы узлов.

2). Формирование суперпозиции двух КЛФ по расширенной
системе узлов, определенной в утверждении леммы.

3). Вычисление параметров (1) в результате решения задачи
кусочно-линейного интерполирования.

3. Обращение и суперпозиция кусочно-линейных опера-
торов в конечномерных пространствах [82]. Пусть КЛО

 y A z  типа (5) отображает нормированное пространство X  в
нормированное пространство Y .

Определение. Пусть КЛО типа (5) определен равенством:

  : ,y A z Z Y  ,nz Z  

и отображает множество nZ    во множество nY   . Тогда
 1 :z A y Y Z , обратный КЛО отображает Y  в Z  такой, что

суперпозиция операторов равна
1 ,XA A I 

где тождественный оператор XI преобразует пространство X  в
себя.

Таким образом, оператор  1z A y  определяется коорди-
натными КЛФ, обратными координатным функциям оператора

 .y A z

Введенные в п. 1 операторы определяют кусочно-
линейные алгебраические уравнения, обобщающие линейные
уравнения алгебры. Можно полагать, что КЛФ и КЛО опреде-
ляют элементы кусочно-линейной алгебры, в рамках которой
для решения кусочно-линейных алгебраических уравнений
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используется обращение рассматриваемого класса функций и
операторов.

Утверждение. Пусть в конечномерном пространстве n  оп-
ределен кусочно-линейный оператор типа (5)    ,A x K Z Z , ото-

бражающий n  на себя:

  ,y A z         1 1 ,..., ,..., ,
T n

j j n nA z a z a z a z  (12)

задается монотонными координатными функциями, удовлетво-
ряющими критерию монотонности Л. Чуа.

Тогда левый обратный КЛО будет иметь вид

        1 1 1 1
1 1 ,..., ,..., ,

T

j j n nz A y a y a y a y     (13)

где координатные функции  1
j ja y обратные КЛФ для функции

 ja x  такие, что справедлива суперпозиция:  1 .j j j ja a z z   При

этом  1
j ja y вычисляются с помощью леммы об обращении

КЛФ.
Определение обратных операторов позволяет вычислить об-

ратные КЛО сложной структуры, заданные суперпозициями.
Утверждение. Пусть КЛО  cy A z  действует из множест-

ва nZ    на себя, имеет координатные функции, заданные су-
перпозициями g  строго монотонных КЛО, и образует подпро-
странство  ,MK Z Z  операторов в пространстве КЛО  ,K Z Z  та-

кой, что

          1
1

, , | , 1,..., , ,
n

M c cl l cl ll
K Z Z A z a z a y l n K Z Z


      

где координатные КЛФ суперпозиции    1 1, , 1,..., ,cl la z K l n  

в силу требований леммы о суперпозиции КЛФ являются строго
монотонными и имеют монотонные обратные функции

   1 1 1,cl Ma y K    :



119

       1 11 1
... ... ... ... ,

nn
c j g cl l jl gl ll l

A A A A z a a a a z
 
           (14)

Тогда существует оператор с координатными функциями
как суперпозициями координатных функций, имеющий вид

   1 1

1

n

C Cl l
A q q 


     1 1 1

1 1
... ... .

n

l jl gl l l
a a a y  


      1 1 1

1 1
... ... .

n

l jl gl l l
a a a y  


     (15)

Доказательство существования обратного оператора мож-
но доказать по индукции для координатных КЛФ, а структура
обратного оператора также определяется по индукции для коор-
динатных функций оператора суперпозиции.

Можно определить обратимые операторы, представленные
суперпозицией линейных и кусочно-линейных операторов.

Утверждение. Пусть КЛО определяется равенством

   1 2

1 1
,p p

s ss s
q z B A C z

 
          (16)

     , ,... , 1, 2,..., | det 0, det , ,s s s sB C D s p A B L Z Z   

где КЛО    
1
, 1, 2,..., ,

n
k k

v A w a w k n


      имеет строго моно-

тонные координатные функции:    1 , 1,2,..., ,k k kw a v k n   а
1

1

p
ss

B
  и

2

1

p
ss

C

 произведения квадратных неособенных

матриц sB  и sC .
Тогда существует обратный КЛО для (16), имеющий вид

   1 2

1 2

1 1 1
1 11 1

,p p
p s p ss s

q z B A C z  
    

      (17)

где координатные функции оператора 1A  определены на соот-

ветствующих элементах вектора 2

2

1
11

.p
p ss

C z
 

Доказательство. При условии 1s   для оператора

      1 1 1 1}n
k kq z B A C z y    
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существует обратный оператор:  1 1
1 1 1 ,q B A C z  определенный

на основе очевидных операций. В общем случае доказательство
формируется на основе обращения произведения матриц sB  и .sD

Оценка постоянной Липшица для КЛФ. В прикладных
задачах, связанных с анализом устойчивости разностных схем и
систем управления, используется постоянная Липшица, оценку
которой для КЛО можно получить на основе ее оценки для КЛФ.

Лемма (об оценке константы Липшица КЛФ). Пусть непре-
рывные кусочно-линейные операторы заданы в форме (1).

Тогда для КЛФ  1 0 1
| |,s

p pp
y z b z z z  


     заданных

на числовой оси, неравенство и оценка постоянной Липшица
имеют вид [112]:

   | | | |,x y L x y    
0

1

| |
p

i
i

L  


 
  
 
 .

Полученная оценка является достаточно грубой.
Доказательство основано на определении постоянной

Липшица и свойств КЛФ.
4. Применение операторов для решения кусочно-

линейных уравнений [85]. Обращение КЛО позволяет вычис-
лять решения систем алгебраических кусочно-линейных уравне-
ний (КЛУ).

Пример. Пусть система алгебраических кусочно-линейных
уравнений имеет вид:

  ,A X b     , ,A z K Z Y     (18)

где nX   вектор переменных; A  квадратная матрица, та-

кая, что det 0A  ; nb   постоянный вектор;   nX    век-
торный оператор с монотонными координатными КЛФ  i iX ,
представленными в канонической форме. Поскольку матрица
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A  неособенная, то существует обратная матрица 1A , что по-
зволяет переписать (18) в виде:

  1 .X A b       (19)

Системе (19) соответствует семейство скалярных кусочно-
линейных уравнений:

 
1

, 1,2, , ,
n

i i ij j
j

X a b i n


     (20)

где ija  элементы матрицы 1A . Поскольку  i iX  монотонные

операторы, то существуют операторы 1
i
 . Применив операторы

1
i
  к обеим частям полученной системы КЛУ, можно получить

равенства:

  1 1

1
.

n

i i i i i ij j
j

X X a b   



 
   

 
 (21)

Решение (18) можно записать в векторной форме

 1 1 ,X A b   (22)

где  1 1 1 1
1 , , , ,

T

i n          КЛО имеет координатные КЛФ
1

i
 , обратные i . Очевидно, что решение (22) следует понимать

в том смысле, что координатные функции КЛО 1  действуют на
соответствующие компоненты вектора 1A b . Если i   монотон-
ные КЛФ, то обратные функции можно определить с помощью
леммы об обращении.

Пример. Аналогично можно найти решение системы КЛУ
  ,AX b 

где переменные, матрицы и КЛО  обладают свойствами (18).
Этой системе соответствует система кусочно-линейных ал-

гебраических уравнений:
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1
, 1, 2, , ,

n

i ij j i
j

a X b i n


 
  

 
 

где ija   элементы матрицы A .

Применив КЛФ 1
i
  к обеим частям последней системы

КЛУ, можно получить систему:

 1 1

1
, 1, 2, , ,

n

i i ij j i i
j

a X b i n   



 
  

 
 

Векторная форма последней системы имеет вид:

 1 .AX b   Умножив обе части последнего уравнения на мат-

рицу 1A , можно получить решение в виде

 1 1 .X A b  

Пример. Полученные результаты позволяют решить более
сложные системы кусочно-линейных уравнений:

     1 1 2 2 3 3 .n nA A A A X b       (23)

Применяя методику решения специальных систем КЛУ
можно вычислить вектор X с помощью последовательности ли-
нейных и кусочно-линейных преобразований, иллюстрируемых
приведенными соотношениями

 
   
   
    

1
1 1

1 1
2 2 1 1

1 1 1
2 2 1 1

1 1 1 1
3 3 2 2 1 1

,

,

,

,

...................................................

A b

A A b

A A b

A A A b



 

  

   

 

 

  

  








 (24)
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1 1 1
1 1 2

1 1 1 1
1 1 2

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 2 3 2 2 1 1

,

,

.

n n n n n

n n n n n

n n n n n

A X A

X A A

X A A A A A b

  
  

   
  

         
  

  

   

    





 

Матрицы , 1, 2, ,iA i n  , в (23) – неособенные.
Пример. Рассмотрим решение кусочно-линейных алгебраи-

ческих систем

 
1

,
n

ij ij j i
j

a X b


    (25)

где  ij jX  такие монотонные кусочно-линейные функции,

что  0 0; 1,2, ,ij i n    . Особенность системы состоит в том,
что операторы ij  для различных уравнений не совпадают. Это

обстоятельство не позволяет пользоваться векторно-матричной
записью кусочно-линейных алгебраических систем. Процедура
решения уравнений усложняется, поскольку применение «анало-
га» процедуры исключения Гаусса в общем случае ограничено.

Пример. В ряде случаев решение систем кусочно-линейных
алгебраических систем представляется конечными формулами,
иллюстрируемыми на примере системы КЛУ третьего порядка.

Пусть система данного типа имеет следующий вид

     
   
 

11 11 1 12 12 2 13 13 3 1

22 22 2 23 23 3 2

33 33 3 3

,

,

,

a X a X a X b

a X a X b

a X b

  

 



  

 


(26)

где коэффициенты 0ija  , а величины ib  известны.

Для решения можно применить «аналог обратного хода»
метода исключения Гаусса. Это возможно, поскольку для моно-
тонных КЛФ ij существуют обратные функции. Пусть для
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определенности КЛФ ij  системы (26) являются строго возрас-

тающими.
Тогда в соответствии со свойствами КЛФ существуют об-

ратные функции, которые также являются строго возрастающими
функциями. Применив «аналог обратного хода» метода Гаусса,
можно получить решения в виде следующей совокупности ку-
сочно-линейных функций

 
   
     

1
3 33 3 33

1
2 22 2 23 23 3 22

1
1 11 1 12 12 2 12 12 3 11

,

,

.

X b a

X b a X a

X b a X a X a



 

  









 

  
(27)

Обратные КЛФ вычисляются на основе леммы об обраще-
нии.

Таким образом, сформулированы определения и свойства
кусочно-линейных операторов и элементы кусочно-линейной ал-
гебры, которые используются для анализа режимов ЭЭО на осно-
ве кусочно-линейных моделей, а также при формировании разно-
стных схем для кусочно-линейных дифференциальных уравнений
ЭЭО.

5. Кусочно-линейные дифференциальные и разностные
уравнения и операторы ЭЭО с непрерывной правой частью.
Важные следствия и обобщения (1), (2.а) и (2.б), данные в
табл. 2.4, определяют статические и динамические нелинейные
элементы, включающие «элементы с памятью», к которым отно-
сятся элементы типа «гистерезис», «люфт», описываемые кусоч-
но-линейными интегро-алгебраическими или эквивалентными
дифференциально-алгебраическими операторами (операторы 11,
12, табл. 2.4) [85].

Первая каноническая форма кусочно-линейных дифферен-
циальных уравнений, учитывающая типовые нелинейные



125

Таблица 2.4

Операторы типовых нелинейностей

Характеристики
нелинейных
элементов

Предикатные
описания

нелинейных элементов

Описания элементов
нелинейными
операторами
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Продолжение табл. 2.4
Характеристики

нелинейных
элементов

Предикатные
описания

нелинейных элементов

Описания элементов
нелинейными
операторами
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hb
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Окончание табл. 2.4
Характеристики

нелинейных
элементов

Предикатные
описания

нелинейных элементов

Описания элементов
нелинейными
операторами

Сложное

описание
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элементы в уравнениях ЭЭО, имеет вид

      0, , 0 ,Ux A x B u B s Cx x x            (28.а)

где , ,n m vx u y     – векторы состояний, управлений и пе-

ретоков; , , ,n n n m n v v n
UA B B C   

        матрицы;

Операторы  x ,  u действуют из пространства n  в про-

странство n  с координатными функциями из табл. 2.4.
Вторая каноническая форма кусочно-линейных диффе-

ренциальных уравнений ЭЭО представляется уравнениями

      0, , 0 ,Ux Ax B u B s Cx x x            (28.б)

где переменные, матрицы и КЛО определены в (28.а).
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Алгебраические операторы  Ax  и  UB u в уравнениях

(28), действующие из пространства n в n и пространства m в
n , определяются следующими равенствами:

                 1 1
1` 1,..., ,..., , ,..., ,...,

T Ti n j m
i n j mx x x x u u u u        

и КЛФ (1), (2.а) или (2.б), а также функциями и операторами
табл. 2.4, определяющими интегральные операторы, имеющие
эквивалентную дифференциальную форму.

Кусочно-линейные разностные уравнения и операторы
ЭЭО со стационарной правой частью формулируются в виде:

)()(,),()( 0
01 tttttt uDxCyxxuBxAx  . (29)

Уравнения (28) включают уравнения в форме А.И. Лурье (когда
операторы в системе (28) – тождественные), которые можно ис-
пользовать при решении задач абсолютной устойчивости систем
управления ЭЭО:

      0, , , 0 .Tx Ax B c x x x          (30)

Уравнениям (29) соответствуют кусочно-линейные разност-
ные уравнения для дискретных систем управления ЭЭО:

,),(,1 t
T

tttttt xcBAxx   (31)

где нелинейные функции )(  удовлетворяют «секторным усло-

виям»: 2)(0  k . Эти условия характеризуют широкие
классы нелинейностей – элементы, описываемые операторами
типовых нелинейностей, разрывные и гладкие статические харак-
теристики нелинейности, принадлежащие «сектору (0, k )».

Методика формирования кусочно-линейных дифференци-
альных и разностных уравнения иллюстрируют общие свойства,
позволяющие конкретизировать модели, адекватные ЭС, ЭЭО,
Единой ЕЭС России или их отдельным агрегатам.
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Общая форма негладких дифференциальных операторов
ЭЭО. Нелинейные уравнения ЭС или ОЭС могут быть описаны
на основе обобщения нелинейных дифференциальных уравнений
следующим образом. Пусть без учета типовых нелинейных эле-
ментов уравнения объекта имеют следующий вид

   , , , , , , , ,n m vx F t x u s x u x u s         (32)

где  , ,F t x u : n m n       и  ,x u : n m v    –
непрерывные вектор-функции с аргументами, соответствующими
координатам состояния, управлениям или выходным координа-
там. Тогда обобщенные уравнения ЭЭО определяются следую-
щим образом.

Определение. Обобщенные непрерывные кусочно-
линейные уравнения (операторы), использующие модели кусоч-
но-линейных элементов (табл. 2.3, элементы 1-5) имеют вид:

         , , , ,x F x u y x u          (33)

в которых правая часть определена суперпозицией координат и
операторов типовых нелинейностей, данных в табл. 2.4.

Из теории дифференциальных уравнений (теорема Пеано)
известно, что решение системы (32) существует и единственно,
если правые части уравнений удовлетворяют условиям непре-
рывности и Липшица по соответствующим координатам.

Определение. Условием Липшица функций правой части
 F z  дифференциальной системы (33) относительно z в области

D  называется условие
   1 2 1 2| || || ||FF z F z L z z  

где FL – константы Липшица для функции F относительно

.nz Норма в определении постоянной Липшица задана ра-
венством следующего вида:
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1,...,

max ii n
F z F z


 ,

если    , 1,...., ,iF z C D i n  , т. е. iF  непрерывные функции
относительно z . Если система уравнений (33) определяет систе-
му дифференциальных уравнений, т. е. если    : n nF z K C D  ,
то норма вектор функции правой части системы определится со-
ответствующими равенствами в зависимости от типа пространст-
ва, в котором рассматриваются процессы. Эти нормы вектор-
функций векторных аргументов, вычисляются по правилам вы-
числения оценок для норм операторов конечномерных про-
странств, координатные функции которых являются функциями
заданного класса. В ряде случаев нормы или их оценки вводятся
последовательно, а нормирование можно рассматривать как
процесс последовательной «скаляризации» свойств векторов или
функций, а также их суперпозиций. Процесс осуществляется по-
следовательно в соответствующих алгебраических структурах.

При этом классами функций могут быть непрерывные или
непрерывно s  раз дифференцируемые функции  f x  класса

 , ,sC a b а также функции, интегрируемые с p -й степенью так,

что выполнено условие:  
1/

.
pb

p

a

f x dx
 

  
 
 Другими словами,

для норм должны выполняться аксиомы нормы [82].
Теорема Пеано существования и единственности решений

уравнений с кусочно-линейной правой частью [150]. Если опера-
торы и правые части дифференциальной системы (33) непрерыв-
ны и удовлетворяют условиям Липшица, т. е.    ,F z C Lip , то
решение системы существует и единственно.

Процедуры решения уравнений следуют из доказательства
теоремы Пикара-Линделефа [150], а также ее обобщений. Непре-
рывность функции правой части дифференциального уравнения
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гарантирует принадлежность решения к классу непрерывно-
дифференцируемых функций [150].

Аналогично формируется пара общих форм негладких урав-
нений для дискретных объектов или систем управления. При
этом уравнения без учета операторов типовых нелинейностей за-
писывают в виде

),(),,(1 tttttt uxyuxfx  , (34)

а аналоги непрерывных уравнений (33) представляются в форме

))(),(()),(),((1 tttttt uxyuxfx  .  (35)

Введенные модели позволяют существенно расширить воз-
можности конструктивного описания нелинейных ЭС, ЭЭО и
систем управления ими. Однако при этом весьма актуальной яв-
ляется классическая задача об аппроксимации одних уравнений
другими, решений которой в контексте рассматриваемой пробле-
мы доставляет обобщенная теорема сравнений [82]. Эта теоре-
ма дает ответ на ряд вопросов оценки нормы отклонений реше-
ний, возникающих при описании ЭЭО и систем управления на
основе методов функционального анализа.

6. Негладкие дифференциальные уравнения с разрывной
правой частью [150]. Как показано в п. 1, ряд математических
моделей элементов систем управления представляется диффе-
ренциальными уравнениями с разрывной правой частью в случае
разрывных характеристик ряда элементов, данных в табл. 2.4. В
этом случае ряд математических моделей исполнительных эле-
ментов ЭС или ЭЭО представляется дифференциальными урав-
нениями с разрывной правой частью, что требует специального
исследования. Теория уравнений с «разрывной по независимому
аргументу правой частью» изучались Э. А. Коддингтоном,
Н. Левинсоном и другими авторами.
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Существенный вклад в развитие теории систем данного
класса внесен в 30-х годах 20 века греческим математиком Кара-
теодори. Он сформулировал условия существования и единст-
венности решений сведением задачи Коши для систем с разрыв-
ными правыми частями к решению интегрального уравнения или
дифференциальных включений.

Теорема Каратеодори определяет условия существования и
единственности решений дифференциальных систем с разрывной
правой частью. Для систем с разрывной правой частью классиче-
ское понятие решения дифференциального уравнения (как функ-
ций, обращающих в тождество всюду на области определения
уравнение) требует введения обобщенного решения, обеспечи-
вающего адекватность процессов, описываемых такими реше-
ниями. Обобщенное решение – это решение, которое в точках
непрерывности правой части удовлетворяет уравнению в класси-
ческом смысле.

Формулировка точных условий существования и единствен-
ности разрывных систем дифференциальных уравнений основана
на понятиях меры А. Лебега, измеримой функции и интеграла
Лебега. На первом этапе можно рассмотреть частный случай за-
дачи. Пусть рассматривается задача Коши для случая, когда пра-
вая часть дифференциального уравнения [82,150]

   0 0, , ,x F t x x t x           (36)

непрерывно зависит от функции  x t , и может иметь разрывы

только по аргументу t . В случае непрерывности функции  F x

задача Коши (36) эквивалентна интегральному уравнению

    
0

0 ,
t

t

x t x F s x s ds   .   (37)
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Определение. Решением задачи Коши для дифференциаль-
ного уравнения (36) называется решение интегрального уравне-
ния (37), где  ,F t x – разрывная функция. Подынтегральная
функция в (37) будет «менее непрерывной», и интеграл в уравне-
нии (37) понимается как интеграл Лебега. Поэтому далее инте-
грал и суммируемость понимаются как интеграл Лебега и сумми-
руемость по Лебегу [82,178].

Обобщение понятия решения уравнения (36) является со-
держательным и адекватным для приложений при выполнении
условий непрерывности  ,F t x  почти при всех t  и ее измеримо-
сти при каждом x , а также при существовании локально сумми-
руемой функции  m t : 1 1  такой, что при каждом фикси-

рованном  x t  почти при всех t  выполняется неравенство

   | , || .F t x m t (38)

Эти условия называются условиями Каратеодори, которые га-
рантируют, что в случае измеримости функция  x t , функция

 ,F t x t    является измеримой и локально суммируемой.
Определение. Решением Каратеодори задачи (36)-(37) на

промежутке  0 0,t T t T   называют абсолютно непрерывную функ-
цию, удовлетворяющую условию (38) и обращающую почти
всюду на  0 0,t T t T   уравнение (36) в тождество.

Можно показать, что если  ,F t x  удовлетворяет условиям
Каратеодори, то функция  x t  является решением Каратеодори
задачи (36)-(37) в том и только том случае, если  x t  является не-
прерывным решением интегрального уравнения (37).

В частности, можно показать, что функция   0 | |x t x t  

решение Каратеодори уравнения (36). Аналогом теоремы Пеано
для рассматриваемого случая является следующая теорема [150].
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Теорема Каратеодори. Пусть функция  ,F t x : 1 n n   
удовлетворяет условиям Каратеодори:

1). Функция  ,F t x непрерывна почти при всех t .
2). Функция  ,F t x  измерима при каждом x .

3). Существует локально суммируемая функция  m t :
1 1  такая, что при каждом фиксированном x  почти при

всех t  выполняется неравенство
   ,F t x m t .      (39)

Тогда задача (36)-(37) на любом промежутке  0 0,t T t T  имеет,
по крайней мере, одно решение Каратеодори.

Доказательства этой теоремы и теоремы Пеано – аналогич-
ны. Пояснить доказательство можно с помощью приближения
Тонелли. Для произвольного натурального числа k  на
 0 0,t T t T   функция kx  определяется равенством   0kx t x  при

 0 0,t t T t   и рекуррентным по k соотношением

   
0

0 , / ,
t

k k
t

x t x f s x s k ds      (40)

где  1,..., / 1,i T k   причем [a] – целая часть числа a. В силу вы-
полнения условий Каратеодори подынтегральная функция в (40)
измерима и суммируема, следовательно, интеграл в правой части
соотношения (45) имеет смысл. Далее, если положить

   
0

,
t

t

M t m s ds 
то, во-первых:

   
0

0 , / ,
t

k k
t

x t x f s x s k ds      (41)

а во-вторых:
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      0 0| || , max || , || .k k kk
x t x M t NT M f t x t T     (42)

Условие (42) означает, что семейство функций  kx равно-
мерно ограничено. Из оценки (42) следует, что поскольку функ-
ция M  как интеграл от суммируемой функции непрерывна, и,

следовательно, равномерно непрерывна, что семейство  kx рав-
ностепенно непрерывно. Поэтому по теореме Арцела-Асколи су-
ществует равномерно сходящаяся подпоследовательность

mkx к

некоторой непрерывной на  0 0,t T t T   функции  . Остается

заменить в (41) k  на mk  и перейти при каждом  0 0,t t T t T  

в получившемся равенстве к пределу при m .
Тогда функция   будет являться решением уравнения (45),

а вместе с этим и решением Каратеодори задачи (36)-(37) на про-
межутке  0 0,t t T . На промежутке  0 0,t T t  решение формируется
аналогично. Доказано, что условия Каратеодори обеспечивают
возможность описанного предельного перехода. Для дифферен-
циальных уравнений, удовлетворяющих условиям Каратеодори,
справедлив ряд результатов качественной теории.

7. Разрывные дифференциальные системы и дифферен-
циальные «включения» [150]. Можно сформулировать условия
существования и единственности решений для уравнений с «раз-
рывной по координате x  правой частью». Идеи будут иллюст-
рироваться на классе скалярных уравнений: будет предполагаться,

что в уравнении (36) функция  ,f t x : 1 1 1    непрерывна

всюду, за исключением, быть может, множества S , являющегося
непрерывной кривой без самопересечений. На этом множестве
функция  ,f t x  может иметь разрыв только первого рода:

 ,f t x при стремлении пары  ,t x к  0 0,t x S «с одной стороны
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кривой S » имеет конечный предел. Три основные ситуации даны
на рис. 2.5. Неадекватную, но наглядную картину решения дает
образ тяжелого шарика, катящегося по поверхности с изломами
(рис. 2.5).

Рис. 2.5. К решению негладких уравнений с разрывной правой частью

В случае а) интегральные кривые «прошивают» кривую S
за «нулевое время». Поэтому в этом случае можно использовать
решения Каратеодори. Такое решение не будет дифференцируе-
мым только в изолированных точках, а именно, в момент, когда
  ,t x t S .

В случае б): если поле направлений на траектории S  уст-
роено таким образом, что фазовая точка может двигаться по кри-
вой S , это движение не устойчиво в том смысле, что сколь угод-
но малые возмущения уводят точку из окрестности этой кривой.

Наконец, в случае в): траектории, начинающиеся в окрест-
ности кривой S , всегда стремятся к траектории S . В дальнейшем,
фазовая точка, очевидно, может двигаться только по кривой S .
Поэтому поле направлений на кривой разрыва должно быть пе-
реопределено или доопределено, чтобы движение вдоль этой
кривой, называемое скользящим режимом, было возможным.

Большинство известных способов переопределения поля на-
правлений на кривой разрыва укладываются в следующую схему.
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Для каждой точки  ,t x  определяется некоторое множество

 ,F t x  вещественных чисел. В результате получится многознач-
ное отображение.

Определение. Многозначными отображениями называ-
ются отображения из 1 1   в множество 2 всех подмно-
жеств вещественной оси. Вместе с уравнением (42) можно рас-
смотреть соотношение, называемое дифференциальным вклю-
чением

 , .x F t x   (43)
Определение. Решением дифференциального включения

(43) на отрезке  ,a b  называют абсолютно непрерывную функ-

цию   1: ,a b   , для которой почти всюду на интервале  ,a b

производная   принадлежит множеству   ,F t t . В такой си-

туации имеет место следующее определение [20,150].
Определение. Решением дифференциального уравнения

(36) с разрывной правой частью называется решение дифферен-
циального включения (43).

В этом случае не требуется, чтобы решение было дифферен-
цируемым в каждой точке области определения и удовлетво-
ряющим в каждой точке включению (43). Практика подтверждает
целесообразность этого ослабления понятия решения.

Построение многозначного отображения. Одна из проце-
дур построения многозначного отображения F  состоит в сле-
дующем. Пусть при условии:   1 1,t x     множество пре-

дельных значений  1 ,F t x  функции F  в точке  ,t x :

Определение. Многозначное отображение  ,F t x вида:
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   1, , ,F t x co F t x  где  1 ,co F t x  определяет выпуклую замкнутую
оболочку множества  1 ,F t x , т. е. минимальное выпуклое замк-
нутое множество, содержащее  1 ,F t x - в этом случае веществен-
нозначную функцию  ,F t x .

Таким образом, многозначное отображение  1 ,co F t x

представляет собой отрезок. Очевидно также, что  1 ,F t x состо-

ит из одной точки  ,F t x , если функция F  в точке  ,t x  непре-
рывна.

Свойства дифференциальных включений. Введенное
многозначное отображение в большинстве практических случаев
обладает двумя свойствами, гарантирующими разрешимость за-
дачи Коши для дифференциального включения (43) и разреши-
мость в описанном выше смысле задачи Коши для дифференци-
ального уравнения (36) с разрывной правой частью. Эти два
свойства формулируются следующим образом [150]:

1. Множество  ,F t x при каждом t  и  x t  выпукло, замкнуто
и ограничено.

2. Отображение  ,F t x  непрерывно в некотором специаль-
ном смысле, а именно, в каждой точке  0 0,t x множество  ,F t x

содержится в сколь угодно малой окрестности множества
 0 0,F t x , если точка  ,t x достаточно «близкая» к точке  0 0,t x . Это

свойство многозначного отображения  ,F t x  называется полуне-
прерывностью сверху.

Дополнительные свойства многозначных отображений фор-
мулируются следующим образом:

1. Однозначное отображение : n n   , рассматривае-
мое как многозначное отображение, полунепрерывно сверху в
том и только том случае, когда    непрерывное отображение.
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2. Многозначное отображение  x : 2n   с замкнутыми

образами (т. е.  x замкнуто при любом nx ) полунепре-
рывно сверху, если и только если график

Γ =     , | |n nx y y x       замкнут в n n  .

3. Если функция 1 1 1:f      удовлетворяет описанным
условиям, т. е. непрерывна всюду, за исключением, может быть,
кривой S , на которой f  может иметь разрыв первого рода, то
определенное выше многозначное отображение F полунепре-
рывно сверху.

Основу теории дифференциальных включений составляет
следующая теорема о разрешимости задачи Коши:

Теорема Зарембы [150]. Пусть многозначное отображение
  1 1, : 2F t x     с выпуклыми замкнутыми образами полу-

непрерывно сверху и ограничено, т. е. существует M  такое, что
| |y M  ,y F t x  и t , 1x .        (44)

Тогда задача Коши для дифференциального включения (43)
с начальным условием  0 0x t x , имеет, по крайней мере, одно ре-
шение на любом промежутке вида  0 0, .t t t T 

Идея доказательства. Эта теорема доказывается различ-
ными способами, один из которых использует аналог ломаных
Эйлера. Тогда для любого натурального k  можно:

1. Ввести обозначения: 0/ , , 0,..., .i
k k kh T k t t ih i k   

2. Определить ломаную Эйлера kx  для дифференциального
включения (43) как кусочно-линейную функцию на  0 0,t t T  с точ-

ками излома , 0,..., ,i
kt i k  у которой тангенс угла наклона i -го

звена для 1,..., ,i k  равен какому-либо числу из множества

 1 1,i i
k k kF t x t    .
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3. В результате справедливо равенство

     1, , , .i i i i
k k k k k kx t F t x t t t t     

(45)4. Из ограниченности отображения F , очевидно, в точках
излома справедлива оценка:    0 0| | , , ,kx t M t t t T     где функ-

ции  kx t  определяют правые и левые производные. Из этой
оценки и полученного выше условия следуют неравенства

        0 0 0| |, , , , .k k kx t x MT x t x M t t t t T        

Равенства определяют равномерную ограниченность и равносте-
пенную непрерывность семейства функций  kx . Поэтому в силу
теоремы Арцела-Асколи (не ограничивая общности) можно счи-
тать, что последовательность  kx равномерно сходится к неко-
торой непрерывной функции  на промежутке  0 0,t t T . Можно
доказать, что в уравнении (45) возможно перейти к пределу при
условии k , и в результате имеет место соотношение

    ,t F t t   почти всюду на  0 0,t t T .  (46)

План доказательства теоремы определяют четыре этапа:
1). Доказательство того, что функция   удовлетворяет ус-

ловию Липшица с константой M  и, следовательно, почти всюду
дифференцируема.

2). Доказательство того, что из абсолютной непрерывности

функции:   1: ,a b   , справедливо следующее условие

    / ,t t co D        где D – множество значений произ-

водных функции   во всех точках отрезка    , ,t t a b  , в кото-
рых она существует.

3). Доказательство условия:
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        1 , , , ,k k k k kx t x t F s x s s t h t h 


        

при всех достаточно больших k .
4). Доказательство соотношения (46).

Таким образом, в представленном анализе дифференциаль-
ных уравнений с разрывной «по координате x » правой частью
имеют место аналоги многих утверждений теории обыкновенных
дифференциальных уравнений.

Из этих результатов следует ряд свойств разрывных систем.
1. Функция        f x A t x t b t  , в которой

  m mA t    –  m m -матрица-функция, а  b t – m-мерная
вектор-функция, удовлетворяет условиям Каратеодори в том и
только том случае, если все компоненты матрицы  A t  и вектор-

функции  b t   локально суммируемы.

2. Утверждения п. 1 переносится на линейные системы с ло-
кально суммируемыми коэффициентами.

3. Если функция f удовлетворяет условиям Каратеодори и
обобщенному условию Липшица с локально суммируемой функ-
цией M , то можно доказать, что задача (35)-(37) имеет на любом
отрезке, содержащем точку 0t , в точности одно решение.

4. В условиях теоремы Каратеодори множество решений за-
дачи (36)-(37) компактно в пространстве  0 0, .C t t T

5. В условиях теоремы Каратеодори каждое решение задачи
(36)-(37) продолжимо до максимального определенного решения
на всей оси.

6. Справедлива теорема о нестрогих дифференциальных не-
равенствах с произвольными числами в случае, когда функция f
удовлетворяет условиям Каратеодори.
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7. Имеет место содержательное утверждение о непрерывной
зависимости решений Каратеодори от параметра.

8. Если :f    функция, имеющая в точке *x   раз-
рыв первого рода и удовлетворяющая условию Липшица на каж-
дом из множеств  *, x и  *,x  , а  0 0: ,t t T   – решение

задачи Коши
    0, 0 ,x f x x x                    (47)

в описанном выше смысле, то имеют место утверждения:
а). Решение задачи (47) единственно, если  * 0 0f x   или

 * 0 0f x   . Если  * 0 0f x    и  * 0 0f x   , то решение мо-

жет быть неединственным.
б). Если :kf   – последовательность удовлетворяющих

условию Липшица функций таких, что при некотором значении
M  и всех k k N имеет место соотношение

   | | 1 /kf x f x k   при | | 1 /x x k  
и

 | |kf x M  при | | 1 /x x k   ,

а последовательность    0 0: ,k t t t T  является последова-
тельностью классических решений задачи Коши:

   0 0, ,kx f x x t x      (48.а)

то имеет место соотношение

 
   

0 0,
sup | | 0

k

k
t t t T

t t 


 
   (48.б)

Следствие. Для уравнения с разрывной в точке *x правой
частью формирование последовательности задач Коши (48.а),
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удовлетворяющих приведенным выше условиям с учетом огра-
ничений:    | | 1 /kf x f x k   при условии | | 1 /x x k    и

 | |kf x M , где | | 1 /x x k   , последовательность задач Коши
(48.а) может быть представлена последовательностью уравнений:

   0 0, .kx f x x t x    Разрывная правая часть может быть представ-
лена допредельными функциями (которые определены в табл. 2.4,
поз. 3)

    1 2 ,k kf x f f x

         1 2 2 2 2/ 2, , 1,2,...k k k kf f x f x M f x M f x kx k      ,

которые имеют предельную функцию:
      * *

1 2lim lim , 0.k kk k
f x f f x sign x x

 
  

в). Можно доказать, что в условиях теоремы Зарембы каж-
дое решение задачи может быть продолжено до определенного на
всей оси максимального решения.

9. Если : ng   – непрерывная положительная функция,

а : 2
nnF   , то множество траекторий (траекторий, а не инте-

гральных кривых) включения  x F x  совпадает с множеством

траекторий включения    x g x F x  и, наоборот. Символ

   g x F x требуется понимать как множество следующего вида

    | ,ny y g x z z F x   .

10. Пусть : 2F     – полунепрерывное сверху много-
значное отображение с выпуклыми замкнутыми образами. Каж-
дой функции  0 0,x C t t T   ставится в соответствие множество

абсолютно непрерывных на отрезке  0 0,t t T  функций  y t  та-

ких, что производная  y t почти при всех значениях

 0 0,t t t T  принадлежит множеству  ,F t x .
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Таким образом, определен действующий из множества

 0 0,C t t T  во множество  0 0,2C t t T многозначный оператор F,

называемый многозначным интегральным оператором, порож-
денным функцией f . Любая точка, лежащая в своем образе при
отображении F, т. е. такая, что x F(x), называется неподвиж-
ной точкой многозначного отображения F. Можно доказать,
что рассматриваемая задача эквивалентна задаче о неподвижных
точках отображенияF.

11. В условиях п. 10 оператор F полунепрерывен сверху,
его образы выпуклы и замкнуты и он вполне непрерывен в сле-
дующем смысле: для любого ограниченного множества
ΩC[t0,t0+T] множество F(Ω) относительно компактно в
C[t0,t0+T].

Если воспользоваться теоремой Гликсберга: любое полу-
непрерывное сверху вполне непрерывное многозначное отобра-
жение с выпуклыми замкнутыми образами, переводящее выпук-
лое замкнутое ограниченное подмножество банахова пространст-
ва в себя, имеет, по крайней мере, одну неподвижную точку, то
можно доказать теорему Зарембы.

2.5. АСИМПТОТИЧЕСКИЕ, КВАЗИСТАЦИОНАРНЫЕ И
СТРУКТУРНО-ИНВАРИАНТНЫЕ КУСОЧНО-ЛИНЕЙНЫЕ

УРАВНЕНИЯ ЭЛЕКТРОМЕХАНИЧЕСКИХ ПРОЦЕССОВ

Анализ и синтез управлений в предаварийных режимах ос-
нован на адекватных математических моделях, позволяющих вы-
полнить синтез с учетом точечных, интервальных или идентифи-
цируемых оценок параметров уравнений ЭЭО. При этом вопрос о
классах моделей ЭЭО может формулироваться различным обра-
зом. В теории и практике анализа и управления ЭЭО имеется
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большое количество моделей. Высокий порядок уравнений при-
водит к необходимости формировать приближенные модели, ко-
торые формируются методами эквивалентирования [37,203].

Методы эквивалентирования можно рассматривать как ап-
проксимационные методы формирования уравнений объектов,
имеющих более низкий порядок производных по сравнению с ис-
ходными уравнениями, поскольку определяют модели ЭЭО на
основе замены исходных уравнений другими моделями, близки-
ми в некотором смысле.

Первая группа методов аппроксимации приводит к уравне-
ниям с исходным или более низким размером вектора состояний
объекта. При сохранении размерности вектора состояний для
оценки отклонений решений используются теоремы сравнения
решений по нормам функциональных пространств, а при умень-
шении – методы оценки погрешности в пространстве Ганкеля.

Вторая группа методов аппроксимации позволяет повы-
сить точность аппроксимирующих моделей применения аппрок-
симационных методов к обобщенным дифференциальным урав-
нениям динамики ЭМП при учете нелинейностей статических
характеристик нелинейных элементов дифференциальных урав-
нений ЭА. Ниже рассматриваются асимптотические нелинейные
модели динамики ЭЭС, учитывающие динамику с учетом нели-
нейности «зоны нечувствительности» первичных регуляторов и
«насыщения» эквивалентных агрегатов ЭС, что повышает адек-
ватность динамических и квазистационарных моделей ЭЭО.

1. Кусочно-линейные уравнения динамики ЭЭО
[78,82,85,88]. Методика формирования обобщенных моделей
ЭМП использует учет нелинейностей типа «насыщение» и «зона
нечувствительности» систем регулирования агрегатов изложена в
[50,51,52,62,65]. Кусочно-линейные функции (п. 2.2) имеют вид:
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  0 0
1

| |
p

i i
i

y z b z z z  


     , (1)

где функции z и y – координаты входов и выходов дополнены
параметрами, причем операторы «зоны нечувствительности» и
«насыщения» даны в табл. 2.3. Далее уравнения электромехани-
ческих процессов преобразуются суперпозицией операторов НЭ
и координат модели ЭС. При этом в уравнениях ЭЭО могут учи-
тываться ограничения на мощности турбин – ip , перемещений
сервомоторов – iq  и перемещений вторичных регуляторов скоро-
стей – i . Каждое уравнения определяет класс квазистационар-
ности. Суперпозиция координат и операторов (1) определяет ку-
сочно-линейные уравнения динамики в физических координатах

 2 2 2 2
1

1 1 1, ,
n

yi
i i i ij i j i i i

ji i i i
j i

T
p

T T T T   

       



       

   

     

1 1 ,

1 1 ,

i p i q i
Пi Пi

i
i i q i i

сi сi сi

p p q
T T

kq q
T T T


  

     

       
(2)

 1 1 .i i i
Иi Иi

u
T T     

Операторы типа «зона нечувствительности» и «насыщение» в
системе (2) эквивалентных агрегатов ЭС определены в табл. 2.4 и
соответствуют НЭ генерирующих и исполнительных частей ЭА:

   0 0| | | | / 2,i i i i i i           

   0 0| | | | / 2,p i i i i ip p p p p    

   0 0| | | | / 2,q i i i i iq q q q q      (3)

   0 0 0| | | | / 2.i i i i i i           
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Уравнения (3) являются исходными для формулировки ква-
зистационарных дифференциальных уравнений различных клас-
сов, включая квазистационарные алгебраические кусочно-
линейные для расчета потокораспределения в сетях ЭЭО. Систе-
мы асимптотических кусочно-линейных дифференциальных
уравнений «входы-состояния-выходы» представляются в различ-
ных канонических формах в зависимости от структуры ЭА.

Первая каноническая форма  уравнений ЭЭО имеет вид

   
1 1 1

, , 1,..., ,
N N n

i ij ij j ij ij j ik k j ig ig
j j k

x A x B u W s i N 
  

           (4)

где векторы  1,..., ,T N
NX x x   1,...,

T m
mU u u  ,

 1,..., ,...,
T v

j vS s s s  ,  1,...,
T n

n     векторы состояний,

управлений, перетоков и внешних воздействий в виде внеплано-
вых нагрузок; 5N n  или 4N n   размер общего вектора со-

стояния ЭЭО, ijA , ijB , ijG   элементы матриц , ,A B G , а  y z  

операторы ЭА типа (1).
Вторая каноническая форма кусочно-линейных уравнений

ЭЭО формулируется в следующем виде

1 1 1

, 1,..., .
n n N

i ii ij j ii ij j ij j
j j j

x A x B u W i N
  

   
        

   
     (5)

Третья каноническая форма кусочно-линейных уравнений
ЭЭО представляются в форме

   
1 1 1

, 1,2,..., ,
N N N

i ij ij j ij ij j ij j
j j j

x A x B u W i N
  

         (6)

где  iz f q   кусочно-линейные операторы типа (1).

Таким образом, обобщенные кусочно-линейные уравнения
ЭМП (4)-(6) для физических координат ЭС являются исходными
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для формулировки асимптотических моделей различного класса
квазистационарности для предаварийных режимов ЭЭО.

Определение. Обобщенные нелинейные уравнения, учи-
тывающие нелинейности типа (4), (5) и (6) на основе КЛФ (1)
удовлетворяют условиям существования и единственности. Пра-
вые части непрерывные и удовлетворяют условию Липшица

xxLLxfxf f  )),(()),(( ,

где fL  и L – константы Липшица для функций )(f  и )( .

Условие Липшица, введенное в п. 2.3, представляет собой усло-
вие типа непрерывности, и позволяет оценить норму разности
образов с помощью нормы разности прообразов. При этом «по-
стоянная Липшица» – параметр этой широко используемой
оценки.

2. Линейные асимптотические модели различных клас-
сов квазистационарности. В линейных и нелинейных моделях
вектор состояния системы в зависимости от учитываемых нели-
нейных элементов агрегатов содержит 5n или 4n координат, где
n   число ЭА. Поэтому анализ динамики управления в предава-
рийных состояниях многоагрегатных ЭЭО может быть затруднен.
«Динамическое эквивалентирование» линейных или нелинейных
уравнений предполагает «редукцию» как понижение порядка
уравнений динамических моделей.

Современные подходы к построению асимптотических
моделей. Редукция уравнений динамики ЭЭО может быть прове-
дена на основе уравнений асимптотического движения, т. е.
уравнений, описывающих, в частности, усредненные составляю-
щие движения. Эта задача может быть решена в п. 2.1 на основе
разделения движений и формулировки уравнений «быстрых» и
«медленных» (усредненных) составляющих движения.
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Как отмечено выше, существую современные методы реше-
ния этих задач, включающие метод малого параметра, метод
аппроксимации в пространстве Ганкеля, метод жордановых
форм, применяемые ко всем или к отдельным группам линейных
или нелинейных уравнений состояния.

Таким образом, возникает необходимость редукции уравне-
ний движения с применением альтернативных способов. Один из
возможных вариантов решения данной задачи заключается в по-
нижении порядка уравнений состояния ЭЭО, записанных в бази-
се из физических координат объекта. Применяя метод квазиста-
ционарности процессов в отдельных элементах структуры экви-
валентных агрегатов ЭС, можно получить соответствующие мо-
дели. Это означает пренебрежение динамикой отдельных элемен-
тов и формирование асимптотических уравнений переходом к
уравнениям различных классов квазистационарности.

Определение. Классом квазистационарности  1 ,...,s s qsK x x

дифференциальных уравнений ЭЭО называются дифференциаль-
но-алгебраические уравнения, полученные алгебраизацией час-
ти дифференциальных уравнений системы относительно коор-

динат  1 ,...,s qsx x  в силу условий квазистационарности, имею-

щих следующий вид:  1 0,..., 0s qsx x   .

Класс стационарности определяют координаты агрегатов
ЭС, для которых дифференциальные уравнения одной из форм
(4)-(6) преобразованы в алгебраические уравнения. К ним отно-
сятся уравнения с нелинейными элементами, описывающими
«паровые объемы», «усилители первичных регуляторов скоро-
стей турбин», «усилители вторичных регуляторов», а также дру-
гие элементы в случае сложной структуры модели ЭС. Поэтому
появляется возможность «динамического эквивалентирования» с
учетом интегральных свойств процессов, в частности, требований
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к устойчивости и статической определенности аппроксими-
рующих уравнений пониженного порядка.

Приближенная модель может быть построена в виде асим-
птоты в узком смысле, т. е. как усредненная составляющая дви-
жения с учетом характерных свойств переходных процессов
ЭЭО. Как показано в п. 2.1, для процессов, описываемых линей-
ными уравнениями, имеют место два типа движения. Основные
(медленные) составляющие отклонений координат (частоты, пе-
ретоков и др.) можно рассматривать как асимптотические состав-
ляющие, а относительные (быстрые) движения соответствуют
взаимным «качаниям» роторов эквивалентных агрегатов ЭС. Для
достижения указанного свойства асимптотических моделей
должны выполняться интервальные ограничения на параметры
моделей: i i iT T T   .

Асимптотические линейные уравнения в физических ко-
ординатах. Линейные асимптотические уравнения в физических
координатах ЭЭО формируются на основе методики редукции.
Пусть заданы линейные уравнения состояния ЭЭО. Вектор со-
стояния из физических координат содержит следующие компо-
ненты – отклонения углов роторов эквивалентных агрегатов i ,
частоты вращений роторов i , мощностей агрегатов ip , коорди-
наты исполнительных элементов iq и i .

В силу предлагаемой методики сокращение размера вектора
физических координат состояния x возможно исключением из
уравнений динамики некоторых уравнений с аппроксимацией пе-
реходных режимов квазистационарными режимами на основе
различных классов квазистационарности. Это возможно для мед-
ленных изменений существенных координат по сравнению с
компонентами, значения которых существенны для синтеза сис-
темы управления, включая отклонения частот и углов роторов
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эквивалентных агрегатов. При выполнении этого условия появ-
ляется возможность исключить ряд координат из уравнений пу-
тем приравнивания к нулю их производных по времени. В каче-
стве исключаемых групп компонент могут быть рассмотрены
мощности узлов ip , а также координаты регуляторов iq  и i .
Модели, в которых координаты 0i   или 0i  , что соответст-
вуют квазистационарным режимам по производной частоты или
углов, требуют особого рассмотрения.

Модели, отмеченные выше, можно отнести к классу квази-
консервативных моделей как аналогов консервативных моде-
лей – частных случаев «позиционных» моделей [63]. Последние
модели формируются на основе упрощающих предположений о
моделях нагрузок, синхронных машин, постоянстве моментов
первичных двигателей (турбин), а также при неучете демпфирова-
ния электромеханических колебаний агрегатов. В этих условиях
уравнения позиционных моделей описывают динамику движения
роторов и относительных положений роторов агрегатов энерго-
объединения, а консервативные модели учитывают (кроме этого)
чисто реактивные электрические связи синхронных машин.

Таким образом, далее будут предложены варианты редук-
ции вектора состояния системы и уравнений ЭЭО, соответст-
вующие моделям с «классами квазистационарности», формируе-
мые на основе условий: 0ip  , 0iq   или 0i   , а также их ком-
бинаций, которые соответствуют различным квазиустановив-
шимся режимам различного класса.

1). Модель режима, квазистационарного по генерируемой
мощности  0ip  . Этой ситуации соответствует режим, для ко-
торого мощность эквивалентных агрегатов описывается алгеб-
раическими уравнениями при условии: 0ip  .
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В случае «квазистационарности» объекта по генерируемой
мощности уравнения принимают следующий вид

 2 2 2 2
1

1 1 1, ,

1 10 ,
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(7)

Из третьего уравнения (7) вычисляется p , а подстановки p во
второе уравнение при условии p q  определяет асимптотические
кусочно-линейные дифференциальные уравнения
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i i i i i i i
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(8)

Далее необходимо ввести: сокращенный вектор состояний
ЭЭО, управлений, нагрузок и перетоков

   1 1 2, , , , , , , ,..., ,T N n m n v
vx q u S s s s             (9.а)

В результате уравнения «вход-состояния-выход» для векто-
ра 1x  запишутся в следующей форме

  0
1 1 1 1 1 1 1 1 1, , 0 .x A x B u W s C x x x      (9.б)

Матрицы уравнений ЭЭО в физических координатах (9.б) имеют
блочную структуру, которая определяет матрицы исходных урав-
нений электромеханических процессов

       1 1 1 1 1 1
1, , , .lm rv rv pA A B B W W C C      (10)
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Матрицы , , ,A B W C в (9) вычисляются на основе (8), а точная
структура матриц дана при анализе статической определимости.

2). Модель процессов, квазистационарных по координате
q  0iq  . При условии 0iq   уравнения ЭЭО (7) примут вид
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 (11)

Вычисление из четвертого уравнения iq  и подставка их в третье
уравнение исключает эти координаты и приводит к уравнениям
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 (12)

Аналогично варианту, приведенному выше, вводится вектор

 2 , , , T N nx p     , и на основе (11)-(12) формируются урав-

нения для этих координат

  0
2 2 2 2 2 2 2 2 2, , 0 .x A x B u W s C x x x         (13)

Векторы и матрицы уравнений (13) определяются из (12).
3). Модель режима, квазистационарного по координатам

i ( 0i   ). В этом случае из четвертого и пятого уравнений
системы (7) производная переменной   приравнивается нулю, и
преобразуются уравнения ЭА, а асимптотические уравнения ЭЭО
примут вид:
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 (14)

Далее, как и для вариантов 1) и 2), формируются вектор со-
стояния  3 , , , N nx p q    , а другие векторы совпадают с век-

торами в (9.а), а уравнения преобразуются к форме
  0

3 3 3 3 3 3 3 3 3, , 0 .x A x B u W sY C x x x        (15)
Матрицы уравнений (15) определяются из (14).

Таким образом, предложена методика формирования и ус-
тановлена структура линеаризованных асимптотических уравне-
ний ЭМП, которые являются исходными для анализа статиче-
ской определенности линейных квазистационарных дифферен-
циальных уравнений ЭЭО и формирования характеристик
влияния объекта в стационарных режимах, необходимых для
СОП и САУ ЧМ.

3. Кусочно-линейные асимптотические дифференциаль-
ные уравнения в физических координатах ЭЭО. На основе
моделей, рассмотренных в п. 2.1, может быть разработан класс
асимптотических кусочно-линейных моделей. Далее будут рас-
смотрены варианты моделей, установившихся по отдельным
компонентам вектора физических переменных ЭЭО [79,101].

1). Кусочно-линейные модели для режимов, квазистацио-
нарных по мощности  0ip  . Для построения данной модели

предполагается, что компоненты вектора состояния, соответст-
вующие мощностям агрегатов ЭС, характеризуются слабыми ко-
лебательными составляющими. В них преобладают медленные
составляющие относительно других координат, поэтому можно
положить 0ip  . Тогда третье уравнение системы (2) примет вид:
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   1 1 10 .
2p i q i

Пi Пi

p q
T T

       (16)

Из уравнений (16) координата ip определяется кусочно-
линейными функциями:

  1 .i p q ip q       (17)

Обратные КЛФ  1
pz y  существуют в случае, если ис-

ходные функции – строго монотонные. Операторы типа «насы-
щение» и «зона нечувствительности» описываются неубываю-
щими КЛФ, однако не являются строгой монотонными. Поэтому
для преобразований (17) необходима их аппроксимация. Если

 y z   неубывающие, то им соответствуют строго возрас-

тающие функции

    , 0 1.y z z z             (18)

В соотношении (18) величина   выбирается достаточно малой
для уменьшения погрешности аппроксимации. Другие методы
аппроксимации возможны на основе гладких нелинейных функ-
ций, например, функциями «арктангенса» [85]. Поскольку ап-
проксимированная КЛФ  y z  является строго возрастающей,

то обратная КЛФ  1z y  – также строго возрастающая функ-

ция. Кусочно-линейные уравнения (18) примут вид
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Второе уравнение системы (19) можно переписать в виде:
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         (20)

где  iq  определяются суперпозициями кусочно-линейных
функций, заданных в форме (1), и, следовательно, также пред-
ставляют кусочно-линейные функции.

Таким образом, систему уравнений асимптотических про-
цессов можно представить в канонической форме (19), (20), где
размер вектора состояния уменьшится на величину n . Обратные
алгебраические операторы и суперпозиции кусочно-линейных
операторов вычисляются на основе данных ранее утверждений.

Можно рассмотреть другие асимптотические модели ЭЭО.
2). Кусочно-линейные асимптотические модели для ре-

жимов, квазистационарных по координатам iq  0iq  . В со-

ответствии с четвертым уравнением (2) при условии 0iq  можно
получить уравнения

     1 10 .i
i q i i

сi сi сi

k q
T T T


         (21)

Подстановка (21) в третье уравнение (2) приводит к системе ква-
зистационарных кусочно-линейных уравнений
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(22)
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Система записывается в канонической форме, где размер вектора
состояния уменьшается на n . Аналог (22), где отсутствуют нели-
нейности третьего уравнения, представляется системой
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(23)

После подстановки условий 0iq   в третье уравнение системы
(23) и представления координат iq равенствами

    1 ,i q i i iq k            (24)

система принимает форму
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(25)

Для обращения КЛФ в (24) используется описанная методи-
ка аппроксимации. Система (25) имеет формы (4), (5) или (6) как
система кусочно-линейных асимптотических уравнений ЭЭО.

3). Кусочно-линейные модели режимов, установившихся
по координатам i  0i   . Данные режимы рассматриваются

аналогично п. 1) и 2). При условиях 0i   кусочно-линейная
дифференциальная система (2) принимает вид:
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(26)

Для системы кусочно-линейных дифференциальных урав-
нений ЭМП в ЭЭО, заданных в форме
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(27)

после задания условий квазистационарности типа 0i   , асим-
птотические кусочно-линейные уравнения ЭЭО имеют вид
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(28)

Данная система может быть записана в первой канониче-
ской форме, где размерность вектора состояния меньше размер-
ности вектора состояния исходной системы на величину n .

Вычислительный эксперимент. Исследование линейных и
кусочно-линейных асимптотических моделей ЭЭО необходимо
для анализа качественных свойств разработанных моделей. В
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эксперименте исследовались математические модели ЭЭО систем
конечной и бесконечно большой мощности. Динамика описыва-
лась линейными и кусочно-линейными дифференциальными
уравнениями ЭМП.

Цели исследования состояли в анализе процессов, исследо-
вании влияния динамики отдельных звеньев эквивалентных агре-
гатов на особенности электромеханических процессов. Линеари-
зованные уравнения ЭЭО соответствовали системе

где 1,2,3.i  Данная модель описывает ЭТА, и позволяет иссле-
довать влияние динамики парового объема эквивалентных агре-
гатов на характер переходных процессов ЭЭО. Вектор состояния

ЭЭО представлен в виде:  , , Т
i i ix p  , внешние воздействия –

внеплановые нагрузки и управления заданы векторами 1,u  .
Уравнения системы в форме Коши определяются равенствами

  0, , 0 .x Ax Bu W s Cx x x     

Параметры исследуемой системы являются типовыми:

Матрицы исходной линейной системы имеют вид:

A
0 1 0

1.25 0,125 25
0 0,03 1

 
   
   

,
0 0
0 25
1 0

B
 
   
  

,  0,05 0 0C  .

Кусочно-линейные уравнения ЭЭО определяются в виде:
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, 1,2,3,
i i a i y i i i i
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T T p

T p p k u i

     



      

     
               (29)

где  y p    нелинейный оператор типа «насыщения».
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Для обращения оператора применялась аппроксимация:
   y p p p     , причем в эксперименте использовалось

значение 0.01  . Асимптотическая модель получена при усло-
вии: 0p  . Из вектора состояния модели исключена координата
p , а асимптотические кусочно-линейные уравнения имеют вид:

,    2 1 .a yT T k u           

Графики регуляризованных прямой (а) и обратной (б) кусочно-
линейных функций динамической системы приведены на рис. 2.6
(при ограничении на генерируемую мощность 0 0.02p  ).

а) б)
Рис. 2.6. Графики прямой (а) и обратной (б) кусочно-линейных

функций асимптотической модели ЭЭО

Эксперимент 1. Исследовались переходные процессы, опи-
сываемые линейными, кусочно-линейными и асимптотическими
кусочно-линейными системами при различных ограничениях,
воздействиях и начальных условиях. Зависимости перетоков и
компонент вектора состояния для линеаризованных и кусочно-
линейных дифференциальных уравнений приведены на рис. 2.7.

Эксперимент выполнен при нулевых начальных условиях по
состоянию 0x , управления и возмущения в виде внеплановой
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а) б) в)

Рис. 2.7. Переходные процессы по отклонениям угла (а), частоты (б)
и мощности (в) агрегатов, соответствующие линейным моделям

(верхний ряд), кусочно-линейным моделям (средний ряд) и
асимптотическим кусочно-линейным моделям (нижний ряд)

нагрузки определены следующим значениями: u  = 0.02;   = 0, а

ограничения для кусочно-линейного оператора 0p  = 0.03.
Переходные процессы для компонент вектора состояния для

линейных, кусочно-линейных и асимптотических дифференци-
альных уравнений для ЭЭО (конечной и бесконечной мощности),
представленные на рис. 2.7, отражают характер изменения про-
цессов для различных моделей. При этом первая вертикальная
группа процессов соответствует изменению углов ЭС, вторая
вертикальная группа – частот, а третья – мощностей. Анализ под-
твердил удовлетворительное описание асимптотическими линей-
ными и кусочно-линейными моделями асимптотических компо-
нент вектора ЭМП для координат ЭЭО. Имеет место совпадение
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стационарных значений координат для трех моделей, а процессы
для кусочно-линейных асимптотических моделей пониженного
порядка имеется уменьшение амплитуды колебаний.

Эксперимент 2. Цель эксперимента – анализ моделей и
свойств переходных процессов по перетокам активной мощности.
На рис. 2.8 представлены процессы изменения перетоков по ЛЭП,
полученные на основе описания ЭМП с применением линейных,
кусочно-линейных и асимптотических математических моделей.

Рис. 2.8. Процессы отклонений перетоков для линейных (вверху),
кусочно-линейных (в середине) и асимптотических (внизу) моделей

Таким образом, исходные и асимптотические кусочно-
линейные дифференциальные уравнения ЭМП описывают пере-
ходные процессы в ЭЭО с учетом существенных нелинейностей.
Эти модели могут использоваться для исследования качества и
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устойчивости электромеханических процессов, синтеза управле-
ний АРЧМ и расчета квазистационарного потокораспределения в
электрических сетях ЭЭО с учетом ненулевых отклонений часто-
ты.

4. Структурно-инвариантные кусочно-линейные урав-
нения ЭЭО. В разделе 2.3 сформулированы линейные структур-
но-инвариантные уравнения ЭМП, позволявшие выполнить каче-
ственный анализ свойств однозначной разрешимости стационар-
ных этих уравнений. Кроме того, сформулированы условия ста-
тической определимости стационарных уравнений, что обеспечи-
вается введением САУ частотой с интегральной составляющей по
отклонению частоты. В данном разделе будут сформулированы
структурно-инвариантные кусочно-линейные дифференциальные
уравнения ЭМП, которые позволяют исследовать качественные
свойства, необходимые для синтеза корректных моделей ЭЭО.

Исходные корректные (статически определимые) линейные
дифференциальные уравнения ЭМП с учетом САУ частотой, по-
лученные в п. 2.3, имеют вид
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которые представляются в векторно-матричной форме

1 1, ,U Ux A x B u B A A B K        (30)

где , 1,2,C C i iT K K K i     1 1 2 21 1
,

n n n n
i ii i

K diag K K diag K 

 
       -

диагональные матрицы параметров обратной связи по отклоне-
нию частоты и ее интегралу; N NK    матрица обратной связи
по вектору .N Nx 
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Для определения кусочно-линейных уравнений можно восполь-
зоваться уравнениями ЭЭО типа (26)
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(31)

Уравнения (31) определяют кусочно-линейную систему с коор-
динатами состояния, соответствующими координатам состояния
уравнений (30). Формирование кусочно-линейных дифференци-
альных уравнений сводится к формулировке векторных обобще-
ний для системы (31), которые имеют вид:
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Тогда аналогом линейных уравнений (30) является обобщающие
уравнения (31) кусочно-линейные дифференциальные уравнения

 1 1, , .U Ux A x x B u B A A B K s Cx         (33)

В уравнениях (32) и (33) кусочно-линейные операторы введены
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так, что оператор  x  соответствует второму слагаемому правой
части системы (32), а остальные операторы равны

       0 0, .P P P          (34)

Эти операторы определяются координатными функциями:

        0 1 0 1
} , { ,

nn
i i i i i i i i

P p p    
      

где  0 ,i ip  0i i    операторы типа «насыщения» данные в
табл. 2.4, учитывают ограничения на мощности и на перемеще-
ния сервомоторов вторичных регуляторов ЭТА. Представление
операторов в форме (34) сохраняет статическую определимость
линейной части кусочно-линейной дифференциальной системы
уравнений (33), откуда следуют квазистационарные уравнения

 1 10 , , ,U UA x x B u B A A B K s Cx           (35)

Для определения моделей влияния из (35) необходимо решить
кусочно-линейную систему (35). Некоторые методы решения
этой задачи приведены в п. 2.6.

Таким образом, разработанный комплекс линейных, кусоч-
но-линейных дифференциальных уравнения, включая структур-
но-инвариантные модели ЭЭО, необходимые для синтеза систем
управления частотой и активной мощностью энергетических объ-
единений.

2.6. КУСОЧНО-ЛИНЕЙНЫЕ МОДЕЛИ
КВАЗИСТАЦИОНАРНОГО ПОТОКОРАСПРЕДЕЛЕНИЯ

При оперативных оценочных расчетах потокораспределения
активной мощности в сетях ЭЭО применяются линейные модели
ЭМП, определяющие связи между изменениями мощностей регу-
лирующих станций и перетоков активной мощности по линиям.
При этом обычно не учитываются нелинейности статических
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характеристик элементов системы регулирования ЭА. Такое уп-
рощение оправдано, так как позволяет конструктивно оценить
последствия решений, принимаемых при управлении. Однако в
ряде случаев использования линейных моделей приводит к не-
адекватным решениям. Адекватность моделей ЭЭО можно повы-
сить при учете нелинейностей системы регулирования типа «на-
сыщение» и «зона нечувствительности» ЭА. Методика основана
на алгебраическом описании нелинейных элементов с помощью
алгебраических операторов, которые строятся при использовании
кусочно-линейных базисных функций. Негладкий характер
сформулированных уравнений определяется использованием при
построении нелинейных операторов функций модуля.

В основу описания ЭМП положено уравнение динамики
ЭЭО в координатах «частота-мощности», обобщенное за счет
учета в рамках предлагаемой методики нелинейностей системы

   2 ,a y o UT T s U          (1)

где  2
a aiT diag T ,  y yiT diag T – диагональные матрицы по-

стоянных времени механической инерции роторов эквивалент-
ных агрегатов и постоянных времени успокоения;  1,...,

T
n   –

вектор отклонения частот вращения энергоагрегатов;

 1,...,
T

o o ons s s – вектор отклонения обменных мощностей;

 1,...,
T

n   – вектор внеплановых нагрузок; n – количество
агрегатов ЭЭО.

Вектор       1 ,...,
T

U U U nU U U    учитывает в (1) ограни-
чения на величины управляющих воздействий, компоненты кото-
рого определяются операторами типа «насыщения»:

   | | | | / 2, 1,..., ,U i i i i iU U a U a i n     
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где ia  и | |ia – максимальные и минимальные допустимые зна-
чения управляющих воздействий вторичного регулирования i -го
агрегата. Вектор-функция

      1 ,...,
T

n       

определяет изменения мощностей ЭТА под действием первичных

регуляторов скоростей турбин, а компоненты  i   характери-
зуют «зоны нечувствительности» первичных регуляторов

   | | | | / 2 , 1,..., ,i i i i i i ik b b i n            

где ib – ширина симметричной относительно нуля «зоны нечув-

ствительности»; ik – коэффициенты усиления первичных регу-
ляторов скоростей эквивалентных агрегатов на интервале линей-
ности.

Описание установившихся состояний ЭЭО уравнением (1),
где выполнено условие 0n  , что приводит к условиям:

1 2 ,..., n      [13]. В результате из (1) следует уравнение

   y o UT s U        . (2)

Отклонения обменных мощностей определяются равенствами

,os As (3)

где A – матрица инциденций узлов и ветвей сети размера  n m ;

 1,...,
T

ms s s – вектор отклонения перетоков активной мощно-
сти; m – количество линий в сети ЭЭО. С учетом постоянства
напряжения сети (V =const) отклонения перетоков равны

  , 1,..., ; 1,..., ,j ig i g j igs i m g n        

где 2
j jV y  – удельная синхронизирующая мощность;
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jy – проводимость j –й линии; ig – приведенный к «валу» ЭА
относительный угол.

Если угол первого ЭА является базисным, то имеет место

равенство 1 1ig g i    , где 1g  и 1i – линейно независимые
углы. Тогда в матричной форме последнее уравнение примет вид

,Ts PA  (4)

где  jP diag  – диагональная матрица синхронизирующих

мощностей ЛЭП;  11 12 1, ,..., T
n    – вектор относительных

углов эквивалентных агрегатов. С учетом (3) можно получить

, .T Ts As APA R R APA    
В результате уравнение (2) можно преобразовать к виду

    ,UGZ U      (5)

где |уG T R    – числовая матрица размера  n n ;

 12 13 1, , ,..., T
nZ     – вектор состояния; R – матрица разме-

ра [n(n–1)], представляющая собой матрицу R , в которой ис-
ключен столбец, соответствующий базисному (первому) агрегату,
так как относительный угол 11 0  . Для дальнейшего анализа
модели можно выполнить преобразование с помощью матрицы

11E такое, что

 11 1| 0 ,y n nGE T  
   

где 11E – матрица с одним ненулевым элементом, расположенным
на пересечении первого столбца и первой строки;  10n n  – нулевая

матрица размера  1n n    . Используя введенное преобразова-

ние, уравнение (5) можно записать следующим образом:



169

   11 ,UG E GE Z U   

где   iE diag    – диагональная матрица с элементами,
определяемыми равенствами:

    / , 1,..., .i yiT i n     

Далее матрицу  11G E GE  можно представить в виде

   1 1
11 11 11 11 ,n n n nG E GE G GG E GE G E G E E G E YE 

          

где n nE  – единичная матрица размера  ;n n 1Y G E G
 –

матрица размера  n n  с элементами, зависящими от отклоне-

ний частоты в установившемся режиме – .
Уравнения (4) и (5) образуют алгебраическую систему

   11 , ,n uG E YE Z u s CZ     (6)

где 0 | T
nC PA    – матрица связи между вектором состояния Z  и

вектором отклонения перетоков активной мощности – s ; 0n –
нулевой вектор размера  1 .n

Уравнения (6) представляют собой нелинейные в силу не-
гладкости функций     и  u u  уравнений установившегося
режима ЭЭО. Из (6) следует что

   us u      ,     1
11 ,C G E YE 


    (7)

где β() – однопараметрическая матрица размера ()n n .
Коэффициенты влияния определяются соотношением

β*() = 



constWU
S

β()Q, (8)

где     / 2i i i iQ diag sign U a sign U a      . Из равенства (8) сле-

дует, что при наличии регулировочного диапазона, т. е. при усло-
виях: i i ia u a   , коэффициенты влияния имеют вид:
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    1*
11 .C G E YE 


   

При отсутствии регулировочного диапазона одной из станций со-
ответствующий элемент диагональной матрицы Q равен нулю.

Для определения  *  с целью сокращения вычислений на
каждом шаге оперативного расчета можно представить матрицу
  1

11E YE   в виде  11E FYE , где F – неизвестная матрица. Тогда
справедливо равенство, следующее из определения обратной
матрицы, представленного следующим равенством

  1
11E YE   11E FYE E  .

Выполнив необходимые преобразования, из последнего равенст-
ва можно получить следующее соотношение для матрицы

 11 11 1)/ ,F E YE y   (9)

где 11y – первый элемент матрицы Y .
Тогда матрица коэффициентов влияния примет вид

    1
11C E FYE G    . (10)

Если не учитывать нелинейность регулятора скорости типа «зоны
нечувствительности», то выражение для коэффициентов влияния
следует из соотношения (8) при выполнении условия:

  ,i i ik k     / .i i yik T   Тогда коэффициенты влияния
определяются равенством:

  1C G K   , (11)

где K – матрица с ненулевым первым столбцом и элементами:

11 1,k k …, 1n nk k . Следует отметить, что элементы матрицы
 не зависят от текущего режима.
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Пример. На рис. 2.9 изображена структурная схема иссле-
дуемого энергетического объединения, для которого на рис. 2.10
приведены значения коэффициентов влияния с учетом (а) и без
учета (б) нелинейностей регуляторов.

Рис. 2.9. Схема исследуемого
энергетического объединения

Параметры нелинейностей  i   предполагались равными для
всех агрегатов. В табл. 2.5 приведены результаты вычислений ко-
эффициентов влияния для первой линии 1S (рис. 2.9) при исполь-

зовании коэффициентов типа   и    , а также оценки по-
грешностей, возникающих при отсутствии учета нечувствитель-
ности первичных регуляторов ( 11,5ib c ).

Рис. 2.10. Зависимости коэффициентов влияния
от параметров нелинейностей объединения
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Таблица 2.5
Результаты исследования моделей влияния

i  1 11 US U    1 11 US U  = 10011 


S
SS %

1c %
0,1
0,15
0,20
0,25

0,18
0,18
0,24
0,27

0,29
0,29
0,29
0,29

-38
-38
-17
-6,9

Погрешности вычисления потокораспределения в сети ЭЭО
имеют место только в режимах при малых отклонениях частоты

(в задаче – менее 10,3 c ). Повысить точность вычислений пото-
кораспределения можно на основе коэффициентов влияния в
форме    , т. е. учитывающих нелинейности уравнений по час-
тоте. Относительное усложнение расчетов, связанное с вычисле-
нием матрицы     по сравнению с матрицей   является несу-
щественным. Можно показать, что объем вычислительной рабо-
ты для n = 20 возрастает не более чем на 10 %. Применение для
управления ЭЭО коэффициентов влияния в форме    требует
использования дополнительной информации – точного текущего
значения  . Современные цифровые датчики частоты обеспечи-
вают необходимую информацию.

Таким образом, расчет и прогнозирование потокораспреде-
ления с помощью кусочно-линейных моделей влияния ЭЭО в ре-
жиме малых отклонений частоты обеспечивает уточнение расче-
та потокораспределения для задач ограничения перетоков пере-
токами активной мощности по ЛЭП.
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2.7. РАЗНОСТНЫЕ СХЕМЫ
ДЛЯ ЛИНЕЙНЫХ УРАВНЕНИЙ

ЭЛЕКТРОМЕХАНИЧЕСКИХ ПРОЦЕССОВ

Для синтеза систем управления ЭМП с учетом дискретиза-
ции процессов по времени используются уравнения ЭЭО в дис-
кретном времени, сформулированными разностными методами.
Модели в дискретном времени, представленные разностными
схемами на основе линейных дифференциальных уравнений.

Для линейных уравнений ЭМП энергосистем разностные
схемы формулируются на основе аппроксимаций интегралов в
интегральных уравнениях, эквивалентных задаче Коши, а также
непосредственно на основе формулы Коши.

1. Линейные уравнения ЭЭО в форме «вход-состояния-
выход» и явные разностные схемы. Формулировка разностных
схем выполняется в следующей постановке.

Постановка задачи. Пусть уравнения ЭМП ЭЭО имеют вид

, ,
U Mx Ax B U B M S Cx     (1.а)

где матричные параметры определены уравнениями (11.а) – (11.в)
в п. 3.3. Базовая структура модели ЭЭО дана в табл. 2.6.

Требуется сформулировать разностные схемы для исследо-
вания процессов ограничения перетоков и расчета стационарного
потокораспределения в дискретном времени, имеющие вид:

0
1 0, , , (1. )k k U k M k k kx Hx F U F M S Cx x x

б
      (1.б)

где k – дискретное время; H , UF  и MF   матрицы разност-

ных схем; n
kx    вектор координат состояния; n

kU  ,
n

kM     векторы   входных   воздействий:   управлений   или
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Таблица 2.6

Математические модели электромеханических
процессов электроэнергетических объединений

Линейные
уравнения

ЭЭО

 2 2 ,
i

i i i g i i
i y i ig

g L
T D T D p      



    

 1 ,i i
niT D p q 

 1 ,i i
ci i iT D q k D     

 1 , , 1, 2,...,i i i i
niT D u D i n     

внеплановых возмущений; s
ks R – вектор выходных координат

ЭЭО, включающий отклонение частоты и перетоков от исходных
значений. При формулировке разностных схем в правой части (1)
будет учитываться только вектор управлений, так как для вектора
возмущений разностные схемы формируются аналогично.

Решение задачи. Разностные схемы для линейных моделей
(1.а) и (1.б) определяется на основе формулы Коши

       
0

0 .
t

A tAt
U

t

x t e x t e B U d        (2)

Пусть входные воздействия  U t  являются кусочно-постоянными

функциями времени на интервалах  , 1t kh k h    . Тогда из (2)

при условии 0t kh ,   01t k h t h     следует соотношение
вида:

        
1

1 ,
k h A kh hAh

Ukh
x k h e x kh e B U kh d 

        (3)

Определив сеточные функции равенством  kx x kh , можно

получить разностную схему, которая с учетом (1) примет вид:
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0
1 0, , ,k k U k k kx Hx F U S Cx x x     (4)

где матрицы определяются равномерно сходящимися рядами

,AhH e  
h

A h
U

o

F e d    1

0

/ 1 ! .k k
Z U

k
A B h k







Вычисление интеграла от матричной экспоненты, выполненного
на основе равномерно сходящегося ряда, не вносит особенностей

в вычисления, связанные с особенностью матрицы A  в (2). Вы-
числительные эксперименты по исследованию разностных схем
(4) для модели (1) проводились для ЭЭО типа Единой энергосис-
темы России, схема которого приведена на рис. 2.1. Матрицы в
уравнениях (4), описывающих динамику энергообъединения да-
ны в табл. 2.7.

Структура электроэнергетического объединения учитывает
крупные ОЭС – Северо-Запада - «1», Юга – «2», Центра – «4»,
Урала – «5», Сибири – «6» и Дальнего Востока – «7». В схеме
ЭЭО имеется шесть регулирующих станций и пять транзитных
ЛЭП. Объект управления описывается уравнениями (1), а матри-
цы математической модели определяются приведенными выше
уравнениями. Модели ЭЭО в различных системах координат оп-
ределяют линейные разностные уравнения, описывающие дина-
мику в дискретном времени для исследования ограничения пере-
токов активной мощности по линиям электропередач исследуе-
мого ЭЭО.

Таким образом, разработанные линейные разностные схемы
для уравнений ЭМП позволяют исследовать динамику потоко-
распределения по линиям в замкнутых системах ограничения пе-
ретоков активной мощности по ЛЭП и САУ частоты и активной
мощности.
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Таблица 2.7

Матрицы линейных уравнений ЭМП
Единой энергосистемы России

H

0.9900 0.0268  0.0143 0.0176 -0.0404 -0.1136    0.8825    0.0226 0.0084    0.0195 -0.0846 -0.2420
0.0000 0.9188  0.0001 0.0002 -0.0002 -0.0003 -0.0002    0.6352 0.0002    0.0004 -0.0004 -0.0005
0.0000 0.0008  0.9189 0.0004 -0.0004 -0.0013 -0.0028    0.0017 0.6350    0.0011 -0.0009 -0.0027
-0.0005 0.0002 0.0001   0.9179 0.0003    0.0003 -0.0019    0.0008 0.0005   0.6300   0.0006 0.0009
-0.0001 -0.0244 -0.0150 -0.0158    0.9917 -0.0042 -0.0038 -0.0462 -0.0288 -0.0302   0.7753 -0.0074
-0.0001 -0.0239 -0.0143 -0.0148 -0.0023  0.0871 -0.0054 -0.0459 -0.0276 -0.0288 -0.0044 0.7700
0.0019 0.0560  0.0308   0.0367 -0.0766 -0.2150  0.7760    0.0580 0.0259   0.0455 -0.1600 -0.4580
0.0000 -0.1390 0.0002 0.0003 -0.0003 -0.0004 -0.0003 0.3450 0.0004   0.0006 -0.0007 -0.0008
-0.0002   0.0012 -0.1390     0.0007 -0.0006 -0.0019 -0.0046 0.0027 0.3450   0.0018 -0.0013 -0.0041
-0.0009   0.0001 0.0001 -0.1400    0.0005    0.0008 -0.0032 0.0010 0.0007   0.3390 0.0011    0.0019
-0.0001 -0.0413 -0.0255 -0.0267 -0.0150    0.0073 -0.0066 -0.0787 -0.0487 -0.0513 0.5847 -0.0128
-0.0001 -0.0405 -0.0242 -0.0249 -0.0039 -0.0232 -0.0094 -0.0779 -0.0469 -0.0488 -0.0077   0.5756

F

0.1757  0.1065  0.1069  0.1075  0.0267  0.0182
0.0697 -0.0367 -0.0001 -0.0004  0.0001  0.0000
0.0690 -0.0006 -0.0545 -0.0009  0.0003  0.0002
0.0684 -0.0016 -0.0015 -0.0583 -0.0002 -0.0001
0.0598 -0.0093 -0.0080 -0.0094 -0.0454 -0.0013
0.0620 -0.0073 -0.0057 -0.0068 -0.0015 -0.0112
0.3231  0.2058  0.2065  0.2073  0.0547  0.0373
0.1191 -0.0627 -0.0001 -0.0007  0.0002  0.0001
0.1175 -0.0014 -0.0932 -0.0019  0.0005  0.0004
0.1165 -0.0029 -0.0028 -0.0995 -0.0004 -0.0001
0.1023 -0.0158 -0.0136 -0.0158 -0.0839 -0.0024
0.1062 -0.0122 -0.0095 -0.0013 -0.0027 -0.0207

C

0.000 -0.031 -0.022 -0.020 -0.007 -0.020 -0.020 -0.031 -0.022 -0.020 -0.007 -0.020;
0.000   0.162 -0.042 -0.040 -0.013 -0.037 -0.037   0.162 -0.042 -0.040 -0.013 -0.037;
0.000 -0.042   0.122 -0.028 -0.008 -0.022 -0.042 -0.042   0.122 -0.028 -0.008 -0.022;
0.000   0.092 -0.092   0.058 -0.028 -0.079 -0.002   0.092 -0.092   0.058 -0.028 -0.079;
0.000 -0.079   0.100 -0.051 -0.015   0.086 -0.001 -0.079   0.100 -0.051 -0.015   0.086

Можно получить необходимые или достаточные оценки первого
приближения для исследования асимптотической устойчивости в
различных режимах работы линий и станций электроэнергетиче-
ских объединений.
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2.8. РАЗНОСТНЫЕ СХЕМЫ ДЛЯ КУСОЧНО-ЛИНЕЙНЫХ
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ

ЭЛЕКТРОМЕХАНИЧЕСКИХ ПРОЦЕССОВ

Анализ и синтез систем автоматического управления ЭЭО
(САУ ЭЭО) с типовыми нелинейными элементами требуют адап-
тации частично-неявных методов численного интегрирования ку-
сочно-линейных дифференциальных уравнений к моделям энер-
гообъединений. В настоящее время известны методы сопряжения
(припасовывания) решений, обобщенных функций, подбора кор-
ней получили дальнейшее развитие.

Используются неявные методы для семейства линейных
(в пределах каждой области) уравнений требуют дополнительных
вычислительных затрат при переходе с участка на участок стати-
ческой характеристики нелинейностей.

1. Кусочно-линейные уравнения и разностные схемы для
анализа ЭЭО. В табл. 2.8 даны кусочно-линейные дифференци-
альные уравнения ЭЭО общего вида, используемые при управле-
нии частотой и активной мощностью. Для уравнений данного ти-
па необходимо создание адекватных разностных схем для анали-
за переходных процессов и моделирования динамики замкнутых
систем АРЧМ. Методика разработки различных классов разност-
ных схем приведена ниже.

Частично-неявные разностные для анализа ЭЭО. Подход
к анализу кусочно-линейных уравнений общего вида базируется
на методике исследования систем с сепарабельной правой ча-
стью. Разностные схемы учитывают начальные условия, класс
уравнений и допускают модификации для уменьшения погреш-
ностей решения. Кусочно-линейные уравнения имеют вид

         0, 0 , ,x A x B u x x y C x D u              (1)
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Таблица 2.8

Кусочно-линейные дифференциальные уравнения
электромеханических процессов

электроэнергетических объединений

Кусочно-
линейные
уравнения

ЭЭО

,ωφ ii 

    2p / ,
i

i i g i i
ig i

g L
T      



 
     
 


    / ,i i i
niq T       

      / ,i i i i
i ciq q k T         

  / ,i i i
niu T      

   | | | / 2 ,i i i i
i iz z       

   | | | / 2,i i i i i ip p p p p p       

   | | | / 2,i i i i i iq q q q q q       

   | | | / 2.i i i i i i            

где  1,..., ,
Tn nx x x   1,...,

Tn mU u u  – векторы состояний и

управлений; ,A B – размеров. В системе (1) операторы

      1 ,..., ,
Tn nx x x R          1 ,...,

Tn mU u u    – операто-

ры с кусочно-линейными функциями (табл. 2.4):

   0 0
1

/ 2,
S

l l l
l

z a z z a z a  


      (2)

определяющими уравнения ЭЭО, данные в табл. 2.8. Переменная
z  в (2) равна jx  или ju , а остальные величины – параметры.
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2. Методика формулировки разностных схем. Системе (1)
соответствует система скалярных дифференциальных уравнений

   
1 1

,     1,2,..., .
n m

i j j
ij ij

j j
x a x b u i n 

 

     (3)

Определение. Система типа (3) называется системой об-
щего вида, если в i -м уравнении оператор  ix  определяется ра-

венством (2), в котором не все 0, 1,..., ,l l s   .
Метод неявного типа формируется на основе системы инте-

гральных уравнений, эквивалентных задаче Коши (1)

Следуя процедуре формирования частично неявных методов и
учитывая специфику уравнения (3), целесообразно в i -м уравне-

нии (4) вычислить интегралы, зависящие от jx по методу правых

прямоугольников, а интегралы, зависящие от ,jx j i – по ме-
тоду левых прямоугольников. Интегралы, зависящие от форми-

руемых ЭВМ кусочно-постоянных управлений – ju , также необ-
ходимо вычислить по методу левых прямоугольников. Тогда при
условии t h , где h – шаг интегрирования (4), можно получить
следующие равенства:

             
1 1

0 0 0 . (5)
n m

i i i j j
ii ij ij

j j
j i

x h x ha x h h a x h b u  
 


    

Значение сеточной функции  ix h вычисляется из (5) введе-
нием нелинейного оператора типа (2):
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        ,i i i
i ii ix h x h ha x h  

который монотонно-возрастающий оператор, если   i
i x h –

монотонно-возрастающий, и кроме этого 0iia  . Тогда, записав
уравнения (5) в виде

           
1 1

0 0 0 , (6)
n m

i i j j
i ij ij

j j
j i

x h x h a x h b u  
 


   

и применив к обеим частям уравнения (6) левый обратный опера-

тор 1
i
 для оператора i , можно получить разностную схему

частично-неявного типа

   1
1

1 1

,
n m

i i j j
k i k ij k ij k

j j
j i

x x H x F u  


 


 
    
  
    (7)

где      1 , 0 , 0i i j j j j
k k kx x h x x u u    , а параметры определяются

следующими равенствами: ,ij ijH ha ij ijF hb .

Значения 1
i
kx   можно уточнить, если в i -м уравнении систе-

мы (5) для вычисления интегралов, зависящих от , ,jx i j  вос-

пользоваться формулами типа трапеций, положив   1
i i

kx h x  . В
результате можно получить разностные схемы

      1
1 1

1 1

/ 2 ,
n m

i i j j j
k i k ij k k ij k

j j
j i

x x H x x F u   
 

 


 
     
  
  (8)

где 1
i
kx  вычисляются с помощью (7). Соотношения (7) и (8) оп-

ределяют аналогом частично-неявного метода второго порядка.
Точность анализа процессов можно повысить, если вычислить

интегралы (4) зависящие от  координат ix , по методу трапеций.
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В результате можно определить сеточные функции разностной
схемы следующим соотношением

         

    
1, 1

0 0 / 2

0 0 ,

i i i i
ii

n m
j

ij ij
j j
j i

x h x ha x x h

h a b u

 

 
 


     

   (9)

введя 1~
j (z) и используя обозначения, принятые в (7). Оператор

1~
j (z) вычисляется аналогично оператору 1

j (z), если заменить

h  на / 2h . Для уточнения значений 1
i
kx   можно воспользоваться

формулами для разностной схемы

      1 1
1 1

/ 2 , (10)
n m

i j j j
k ij k k ij k

j j
x H x x F u   

 

   

где координата 1
i
kx   вычисляются на основе равенства (9).

Соотношения (9) и (10) определяют частично-неявный
метод типа трапеций. Используемые в (7), (8) и (9), (10) обрат-
ные операторы можно вычислить аналитически, основываясь на
следующем утверждении. Для оператора  z  вида (2), постро-

енного по системе узлов   1

s
l l

a
 , обратный оператор    1 z z  

можно также представить в (2) по множеству узлов    1

s
l l

a
 .

Параметры  1 z   определяется системой (s+2) равенств

 1 ,   1,2,..., ;l la a l s      

   1 1max , min , 0 ,l ll
c a c a l          

где    max ,   minl lll
c a c a        для монотонно-

возрастающего оператора  z , а если  z монотонно-

убывающий оператор, то    min ,   maxl ll l
c a c a       .
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Таблица 2.9

Операторы звеньев
Обратные операторы  1

i (xi)
частично-неявных
разностных схем

   
   

1

1

/ 2i i i

i i i
i ii

x x a x a

x x ha x



 

   

 

   1 i i
i x x   

       1 1 / 2 1 ,i i i i i i iH a H a H H         

, 0i ii iiH ha a  

   
   

2

2

/ 2i i i i

i i i
i ii

x x x a x a

x x ha x



 

    

 

   1 i i
i x x   

      / 1 2 1i i i i i iH H a a H        / ,

, 0i ii iiH ha a  

Операторы
1  для двух операторов  x  даны в табл. 2.9, из

анализа которых следует, существование
1  для неубывающих

 x . Кусочно-постоянные управления в (7), (8) и (9), (10) могут
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учитывать особенности широкого класса объектов, управляемых
ЭВМ. Для систем оптимальной нелинейной стабилизации вектор

k kU KX , причем матрица K  определяется из необходимых ус-
ловий, а для систем локальной оптимизации kU  пропорционален
проекции градиента функционала, определяемой проекторами с
координатными функциями вида (2), зависящими от типов до-
пустимых областей. Вычислительный опыт показывает, что для
устойчивых систем (1) выбор шага из условия:

 
1

0
10max lim

i

iii

x
h a











 
 
 
 

обеспечивает устойчивость разностных схем.
Пример. Оценки погрешности и методика формирования

разностных схем рассматриваются на примере решения задачи
Коши для уравнения с оператором «насыщение» (табл. 2.9):

     1 2 2 1 2 2 2 22 , 3 , 1 1 / 2x x x x x x x x          ,

Соотношения (7), (8) при h  = 0,25 записываются в форме:

   
   

1 1 2 1 2 1 1 1 2 2
1 1 2 1 1

1 1 2 2 1
1 1 2

, / 4, , / 4,

/ 8 , ,

k k k k k k k k k

k k k k

x x x z x x z x x x x

z x x x x z






   


 

      

   

где функция z =    1
2 0, 214 1,75 1,75q q q q       .

Частично-неявная разностная схема типа (9), (10) имеет вид:

   1 1 2 2 1 2 2 1
1 1 2/ 2, / 4 0,375 , ;k k k k k k kx x x z x x x x z         

       1 1 2 2 2 2 1 1 2 2
1 1 1 1 1/ 4, +0,375 ,k k k k k k k k k kx x x x x x x x x x     

       

где функция    1
2 0,136 1,375 1,375z z z z       . При вы-

боре шага с учетом приведенного выше условия имеет место
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устойчивость разностной схемы для рассматриваемой системы.
Изменения относительной погрешности для (7), (8) и (9), (10)
(соответственно зависимости 1 и 2 на рис. 2.11) показывает, что
применение (9), (10) позволяет уменьшить погрешность до 1 %
без уменьшения шага. На рис. 2.11 использованы обозначения:
величина относительной погрешности решений

   
 0,3

/ max 100%, 1,2,i i i i
k a a

t

x x x t x t i


 
     
 

для схем типа (7), (8) и (9), (10); функции   , 1,2t
ax t i   соответ-

ствуют аналитическим решениям задачи Коши для следующих
начальных условий    1 20 1,0; 0 1,0x x   .

Рис. 2.11. Переходные процессы в кусочно-линейной системе

При выполнении условий  q q   в уравнениях ЭЭО (ниж-
няя часть табл. 2.8) разностные схемы для решения задачи Коши
приведены в табл. 2.10.

Экспериментальные исследования разностных схем под-
твердили их работоспособность для энергообъединений, состоя-
щих из 20-25 эквивалентных агрегатов (порядок уравнений равен
100 и более).
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Таблица 2.10

Разностные схемы для анализа электромеханических
процессов на основе кусочно-линейных уравнений ЭЭО

i
k

i
k

i
k ωhφφ 1 ,

     12 2
1 1 / /

i

i i i g i i
k yi ai k is k k k k ai

g L
hT T h p T      






  
           



      1 | 1 / | | 1 / | / 2 1 / ,i i i i
k k k i ni l i ni ni nip z h z p h T z p h T T h T         

     1 / / 1 / ,i i i i
k k i k k ci ciq q h k T h T        

   1 / 1 / , 1, 2,...., ,i i
k k k nii hu h T i n     

ii
ini

i
k

i
k

i
k ppp,T/hqpz   

Таким образом, математические модели и разностные схемы
для уравнений энергосистем позволяют их использовать для раз-
вития методов анализа и синтеза систем управления частотой и
активной мощностью.

2.9. УСТОЙЧИВОСТЬ КУСОЧНО-ЛИНЕЙНЫХ
РАЗНОСТНЫХ СХЕМ ДЛЯ АНАЛИЗА

ЭЛЕКТРОМЕХАНИЧЕСКИХ ПРОЦЕССОВ

Разностные схемы для анализа переходных процессов в
электроэнергетических системах формируются на основе аппрок-
симации решений эквивалентных интегральных уравнений для
задач Коши и других подходах. Исследуется также устойчивость
разностных схем.

1. Кусочно-линейные разностные схемы ЭМП ЭЭО. Раз-
ностные кусочно-линейные схемы будут формулироваться в сле-
дующей постановке.



186

Постановка задач. Пусть кусочно-линейные дифференци-
альные уравнения ЭМП представлены в канонических формах,
сформулированных в [79]

        0, , 0 ,U Mx A x B U B M S Cx x x                (1)

где координаты и матричные параметры процессов в ЭЭО час-
тично определены выше, а классы нелинейных элементов и их
параметры задаются в канонической форме.

Требуется для системы кусочно-линейных дифференциаль-
ных уравнений ЭМП сформулировать разностные схемы

       0
1 0, , , , , , , ,k k U k M k k kx R A x B U B M S Cx x x        

и исследовать условия асимптотической устойчивости в норми-
рованном пространстве состояний с нормой элементов, опреде-
ленных равенством

1,...,
|| || max | | .ii n

x x



Решение задачи. Методика формулировки разностных схем
и анализ условий их устойчивости иллюстрируется далее.

Теорема 1 [79]. Пусть выполнены следующие условия:
1. Задача Коши для кусочно-линейной системы имеет вид:

    0
1

, 0 , 1,..., ,
n

i j i i
ij ij

j
x a x x x i n



   

где 0)0(,)(,)(  ij
j

ij
j

ij
ii

ii xLxxx  , причем исследуется ус-

тойчивость нулевого решения 0)( tx
2. Разностная схема для анализа переходных процессов в

кусочно-линейных дифференциальных системах представляется
системой разностных уравнений (разностными схемами)

nihaxahxx ii

n

ij

j
kijij

i
k

i
k ,1,)1()( 1

1 



  


   .
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n

ij
j

ijijiiii hLaaa
1

0,,0

Тогда нулевое решение 0* 
ix  разностной схемы асимпто-

тически устойчиво при выполнении условий

Таким образом, при определенных ограничениях на пара-
метры в виде условий «диагонального преобладания» разностная
схема асимптотически устойчива для любого шага h . В некото-
рых исследованиях аналогичные условия называются условиями
«сверхустойчивости». Имеются другие способы построения раз-
ностных схем, обладающих свойством условной устойчивости
при любом шаге.

Ниже рассматриваются такие разностные схемы решения
задачи Коши для кусочно-линейных уравнений ЭЭО и условия
их устойчивости, которые используется для анализа процессов.
Рассмотренные разностные схемы могут быть обобщены для ана-
лиза процессов при ненулевых входных воздействиях.

Теорема 2 [79]. Пусть выполнены следующие условия:
1. Задача Коши для кусочно-линейной системы имеет вид

    0
1

, 0 , 1,..., ,
n

i j i i
ij ij

j
x a x x x i n



   

где ii
ii xx )( , причем j

ij
j

ijii xLx  )(,0)0(  , где постоян-

ные Липшица удовлетворяют условиям  1 | 0 .
ij

L R L L  

Исследуется устойчивость решения 0)( tx .
2. Разностная схема для исследуемой кусочно-линейной

дифференциальной системы представлена уравнениями




 
n

j

jj
k

j
kijij

i
k nixxxHx

1
001 ,,1,),(
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.0,,0
1




n

j
ijijiiii hLaaa

где параметры разностной схемы определяются равенствами:

 , 1 / .iia h
ii ij ii ij iiH e H H a a  

Тогда условия асимптотической устойчивости разностной

схемы для решения 0ix   имеют вид:

Условия асимптотической устойчивости для случая 1ijL   вклю-
чают условия типа Адамара для матриц кусочно-линейной диф-
ференциальной системы.

Рассмотрим устойчивость обобщенных разностных схем для
анализа процессов в ЭЭО со специальными нелинейностями.

Теорема 3 [79]. Пусть выполнены следующие условия:
1. Задача Коши для кусочно-линейных объектов представ-

лена соотношениями для кусочно-линейных уравнений:

      0, 0 ,x A x B u x x     

         2. Разностная схема для задачи Коши имеет вид:
 huФxФxx kkkk ),(),(,1  ,

где оператор разностной схемы определяется соотношениями:

      1 1
2k k k kz A x hA x hB u          

       1 1 1 1
1 ,..., ,..., , .i n

k i k n k iiz z z A diag a       
Тогда аргументы координатных функций обратного оператора
определяются равенствами

    1
2 .

ii
k k k k k

z A x hA x hB u      

При этом    1
k kz z    оператор, обратный для кусочно-

линейного оператора    , имеющий монотонные координатные
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функции, определенные, например, функциями вида:

   i i i
i k k ii kx x ha x  . Однако последнее условие не является

обязательным, поэтому условия могут быть обобщены.
3. Пусть стационарная точка x  разностной схемы единст-

венна при условии: ),0[,*  kconstuuk , определяется ис-
следуемой разностной схемой и удовлетворяет системе кусочно-
линейных алгебраических уравнений

      1 1 1
2 ,x z A x hA x hB u  

             

причем операторы системы и разностной схемы удовлетворяют
условию Липшица:

.][][,][][ '''
2

''''''
1

''1'1 yyLyФyФzzLzФzФ xx  

Тогда стационарная точка схемы *x  устойчива, если:

    1 11 1 1
1 2 2 10 || || 1 / || || , || || 1.h L A A L L A

         (2)

Доказательство. Для доказательства рассматриваются со-
отношения для норм элементов x  конечномерного пространства.
Тогда имеют место совокупность соотношений:

   1|| || || ||k kx x z z      

    
    

1 1
2

1 1
2

||

||

k kA x hA x hB u

A x hA x hB u

 


 
  

        

       

   1 1
1|| || || ||k kz z L z z 

      

   
   

1
1 2

1
2

||

||
k kL A x hA x hB u

A x hA x hB u
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Тогда из приведенной совокупности соотношений следует
неравенство

 1
1 1 2 2|| || || || 1 || || || ||,k kx x L A h A L x x
        

из которого следует условие сжатия для оператора разностной
схемы, которое принимает вид:

 1
1 2 2|| || 1 || || 1,L A h A L   

определяющее утверждение теоремы.
Рассмотренные разностные схемы порождают соответст-

вующие процедуры для линейных систем. Эти схемы могут ис-
пользоваться при анализе и синтезе в качестве дискретных анало-
гов непрерывных линейных и кусочно-линейных диффе-
ренциальных систем, представляющих модели объектов.

Таким образом, рассмотренные разностные схемы и мето-
дика доказательства устойчивости кусочно-линейных разностных
схем позволяет исследовать определенные классы разностных
схем для кусочно-линейных дифференциальных уравнений.

2.10. ОСНОВНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ

1. Математические модели электромеханических процессов
позволяют разработать необходимый комплекс моделей для ана-
лиза переходных процессов ЭЭО, вычисления управлений и ис-
следования замкнутых систем управления частотой и активной
мощностью энергетических объединений. Анализ результатов по
разработке и исследованию математических моделей электро-
энергетических систем позволил установить необходимость
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обобщения и разработки нелинейных математических моделей в
физических переменных для учета типовых нелинейностей звень-
ев генерирующих узлов ЭЭО.

2. Линейные модели типа «вход-состояние-выход» с физи-
ческими координатами вектора состояния позволяют разработать
комплекс обобщенных и асимптотических кусочно-линейных
дифференциальных уравнений с учетом типовых нелинейностей
звеньев генерирующих станций (узлов сети).

3. Разработанные методы уменьшения размера вектора со-
стояния для асимптотических моделей на основе регулярных раз-
ложений и принципа «квазистационарности состояний» (по опре-
деленным группам компонент вектора состояния) позволяют
сформулировать комплекс математических моделей для прибли-
женного анализа переходных процессов на основе асимптотиче-
ских моделей для линейных и кусочно-линейных уравнений со-
стояния ЭЭО.

4. Разработанные обобщенные модели для вычисления ква-
зистационарных характеристик позволяют формировать квази-
статические характеристики асимптотически устойчивых подсис-
тем ЭЭО на основе регулярных вычислительных процедур опре-
деления резольвенты линейных дифференциальных операторов.

5. Комплекс квазистационарных математических моделей
ЭЭО на основе сингулярных дифференциальных уравнений ЭМП
с учетом асимптотической устойчивости и устойчивости по Ля-
пунову, сформированный для расчета, прогнозирования и управ-
ления потокораспределением активной мощности по ЛЭП, вклю-
чает квазистационарные асимптотически эквивалентные модели
и предельно-корректные асимптотические модели объекта для
синтеза управлений частотой и активной мощностью. Математи-
ческое моделирование ЭЭО как объекта управления и замкнутой
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системы управления целесообразно на основе создания моделей в
физических переменных, описываемых линейными или кусочно-
линейными уравнениями в пространстве состояний. Различные
требований к точности моделирования электромеханических
процессов определяют целесообразность разработки комплекса
асимптотических моделей объекта управления, позволяющих
понизить порядок описывающих уравнений за счет пренебреже-
ния динамикой процессов в отдельных звеньях генерирующих
станций. Подобные классы моделей могут быть получены на ос-
нове развития методов «эквивалентирования».

6. Разработанные математические модели ЭМП ЭЭО для
дискретного времени в виде разностных схем (уравнений) для
линейных и кусочно-линейных дифференциальных уравнений
позволяют исследовать замкнутые системы управления с учетом
специфики цифрового управления частотой и активной мощно-
стью ЭЭО.

Таким образом, анализ ЭЭО как объекта управления и рас-
смотрение подходов к синтезу систем управления частотой и ак-
тивной мощностью позволяет сделать вывод о необходимости
разработки обобщенных математических моделей для синтеза в
классе локально-оптимальных систем. При этом задача опреде-
ления оптимального управления должна быть решена с примене-
нием операторов конечномерной оптимизации, что обеспечит
разработку моделей замкнутой системы управления в аналитиче-
ской форме для исследования качественных свойств. В связи с
нелинейностью уравнений ЭЭО и законов управления замкнутая
система управления описывается нелинейными уравнениями с
операторами оптимизации, что приводит к необходимости при-
менения методов функционального анализа и теории устойчиво-
сти для анализа и синтеза.
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3. МЕТОДЫ И АЛГОРИТМЫ ОГРАНИЧЕНИЯ
ПЕРЕТОКОВ И УПРАВЛЕНИЯ ЧАСТОТОЙ И

АКТИВНОЙ МОЩНОСТЬЮ ЭНЕРГОСИСТЕМ И
ОБЪЕДИНЕНИЙ

3.1. КЛАССИЧЕСКИЕ МЕТОДЫ И АЛГОРИТМЫ
СИСТЕМЫ УПРАВЛЕНИЯ ЧАСТОТОЙ И

АКТИВНОЙ МОЩНОСТЬЮ

Развитие систем управления частотой и активной мощно-
стью энергообъединений происходит в связи с ростом уровня
требований к технологическим режимам управления электроме-
ханическими процессами. Это обстоятельство требует развития
методов и алгоритмов классических систем АРЧМ.

1. Методы ограничения перетоков и управления часто-
той активной мощностью. Управление строится на основе
«принципа разделения плановых и внеплановых активных на-
грузок энергосистем», что характерно для большинства объеди-
нений ЕЭС СССР и России, кроме особенностей энергосистемы
Украины. К настоящему времени утверждена Концепция регули-
рования частоты и перетоков в ЭЭО стран Балтии и СНГ [117]
требования к качеству первичного и вторичного регулирования
частоты [160].

Цифровая система оперативного управления Единой энер-
госистемой СССР по частоте и активной мощности создавалась с
помощью управляющих вычислительных машин. Регулирование
частоты осуществлялось выделенными генерирующими мощно-
стями. Кроме этого, частота и обменная мощность ОЭС могут ре-
гулироваться по методу Гранера и Даррье [205,206] (Германия,
1934 г.). Ограничение перетоков активной мощности реализовано
на основе «метода коэффициентов распределения»
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[53,54,132,141], разработанного ВГПИ и НИИ «Энергосетьпро-
ект» (г. Москва) и ЛПИ им. М.И. Калинина [53,54,77-79,83] в
1973-1975 гг. Для управления перетоками предложен «метод ко-
эффициентов влияния», разработанный в 1975 г. в Ленинград-
ском политехническом институте им. М. И. Калинина
[79,24-27,30] (1975 г.). Метод обобщен в последующие годы за
счет учета отклонений частоты в ряде исследований [64,93-
99,106-112,115,116]. Метод дополняет и развивает комплекс ис-
следований, описанных в работах [1,10,14,19,38,45,69,166,172].

Классические системы управления частотой и активной
мощностью ЭЭО используют типовые законы управления, до-
полненные алгоритмическими требованиями для ведения режи-
мов при изменяющихся условиях. К ним относятся изменения
структур генерирующих мощностей, электрической сети, состоя-
ния телемеханики и вычислительных средств. Автоматическое
регулирование частоты и активной мощности должно обеспечи-
вать: подержание частоты с отклонениями не более 0,1 Гц и по-
давление 70 % амплитуды колебаний перетока мощности с пе-
риодом не более 2 минут [159,160]. Система должна обеспечить:

- ограничение перетоков активной мощности по ЛЭП;
- регулирование частоты и обменной мощности ОЭС;
- реализацию функций предаварийного управления часто-

той и активной мощностью.
Классическое ограничение перетоков активной мощности

по ЛЭП реализовано в форме пропорционально-интегрального
закона регулирования с учетом алгоритмических особенностей,
определяемых режимами ОЭС. На первых этапах исследования
(1971-1975 гг.) использовались методы математического модели-
рования электромеханических процессов на цифро-аналоговых
комплексах (ЦАК). Исследование алгоритмов управления,
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статики и динамики замкнутой системы на ЦАК выполнено ме-
тодами математического моделирования. Применение ЦАК для
математического моделирования при разработке и исследовании
сложных многосвязных систем с цифровыми управляющими ма-
шинами позволило эффективно решать вопросы анализа и синте-
за автоматических систем, аналитическое исследование которых
невозможно без упрощений, которые доставляют существенные
отклонения между модельными и реальными результатами.

Электроэнергетические объединения как объекты управле-
ния с классическими алгоритмами управляющего устройства
анализировались методами классической теории управления.
Применение математического моделирования позволило полу-
чить первые результаты исследования алгоритмов, статики и ди-
намики системы в целом на примере конкретных энергетических
объединений. В работе исследуются энергетические объедине-
ния, состоящие из шести энергосистем (ЭС), соединенных между
собой пятью ЛЭП в соответствии со схемой, данной на рис. 3.1.

Рис. 3.1. Обобщенная схема структуры ЕЭС России
для анализа классических методов и алгоритмов СОП по ЛЭП и

САУ частоты и мощности



196

Регулирование частоты и обменной мощности реализовано
в ОЭС-1, ОЭС-2, ОЭС-3, состоящей из ЭС-1, ЭС-2, ЭС-3, соот-
ветственно, а также в ОЭС-7, состоящей из ЭС-4, ЭС-5, ЭС-6. Все
энергетические системы (за исключением ЭС-5 и ЭС-6) замеще-
ны ЭТА, а в ЭС-5 и ЭС-6 выделены регулирующие ЭГА.

Исходные для анализа и синтеза классические линеаризо-
ванные дифференциальные уравнения движения роторов эквива-
лентных агрегатов приведены в операторно-матричном виде:

           , 1,2,...6.W p p V p U p N p M p k,l        (1)

В уравнениях (1) векторы      , ,p U p M p – изображения по
Лапласу отклонений углов роторов эквивалентных агрегатов,
управляющих воздействий и внеплановых возмущений по на-
грузке от их исходных значений;      , ,W p V p N p – соответст-
венно операторные матрицы объекта, управлений и возмущений

Элементы матриц в уравнениях (1) определяются типовыми
математическими моделями ЭА энергосистем, описываемых
дифференциальными уравнениями в обыкновенных производных
или их изображениями по Лапласу, определяющими специфику
станционной автоматики ЭА и определяются соотношениями:
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где p – комплексный параметр интегрального преобразования

Лапласа; lωГlclИlэlylal T,T,T,T,T,T,T 2 – параметры эквивалент-

ного агрегата в l -й ЭС; ГlTl α,α – доли нерегулирующих ЭТА и

ЭГА в l -й ЭС, 1 ГlTl αα ; ГlTl α,a  – доли регулирующих ЭТА

и ЭГА в l -й ЭС, причем: 1 ГlTl aa ; ЦT – период квантования

координат по времени; kl – удельный синхронизирующий мо-

мент между k -й и l ЭС, причем lkkl ρρ  .
Изображения мгновенных отклонений частоты в ЭС от ис-

ходного значения характеризуется изображением по Лапласу
вектора отклонений частоты в узлах сети

l lp  , (2)

а изображения отклонений перетоков активной мощностью от
исходных значений является функциями отклонений углов всех
эквивалентных агрегатов:

 
,

,   1,2,...,5,
j

j kl k l
k l N

S j  


   (3)

где jN – множество пар индексов k -й и l -й энергосистем, рас-

положенных по различные стороны относительно j -й ЛЭП на
структурной схеме, представленной на рис. 3.1.

Анализ уравнений (1) позволяет рассматривать ОЭС как
многомерный объект с «антисимметричными» отрицательными
обратными связями по углу ротора каждой ЭС, в котором регу-
лируемые координаты определяются отклонениями углов в соот-
ветствии с равенствами (2) и (3) [79]. Характерной особенностью
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данного объекта является (как правило) невозможность опреде-
ления матрицы возмущений – внеплановых нагрузок ЭС, а по-
этому управление системой может быть реализовано по принци-
пу отклонения регулируемых координат от заданных значений в
соответствии с алгоритмами, приводимыми далее.

2. Структурная теорема Р. Калмана, критерии управ-
ляемости, наблюдаемости и оценивание состояний. Основу
составляют методы распределения корней характеристического
уравнения замкнутой линейной системы [106]. Решение задачи
основано на полной управляемости объекта управления, сформу-
лированной в теореме Р. Калмана [154].

Теорема (структурная теорема Калмана). Существует такая
неособая замена координат x S такая, что система

x Ax Bu   ,   00x x , y Cx

эквивалентно преобразуется к виду:

1 11 1 12 2 13 3 14 4 1D a a a a u          ,

2 22 2 24 4 2D a a u      ,

3 33 3 34 4D a a    ,

4 44 4D a  ,

2 2 4 4y      ,
причем 1 , 2 , 3 , 4 - подвекторы   такие, что

 1 2 1dim ,   ,  2 4 2dim ,   ,

 1 urank A  ,  2 ,yrank A 

1| | | ,n
uA B AB A B 
     1

| | | .
nT T T T T

yA C A C A C
 

  
 

Пары матриц 22a , 2  и 22
Ta , 2

T  являются невырожденными, и
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     2

11
2 22 2uy n nH p C pI A B pI a 

   .

Следствие из структурной теоремы Калмана:
1. Нарушение условий полноты входа или выхода приводит

к появлению «висячих» частей системы, наличие которых не
оказывает влияния на свойства преобразования «вход-выход».

2. Изменение переменных 3  и 4  (или любых фазовых пе-
ременных, являющихся их линейными комбинациями) определя-
ется только начальными условиями и не зависит от входных воз-
действий, инвариантно по отношению к ним.

3. Изменение переменных 1 , 3  не может быть обнаружено
по наблюдениям выхода.

4. Невырожденная часть системы при условии: 1 n 

( 2 n  ) имеет порядок 2n , ниже порядка системы в целом и
свойство передаточной функции

     2

11
2 22 2uy n nH p C pI A B pI a 

  

может иметь место только при сокращении числителя и знамена-

теля передаточной функции  uyH p .
Определение. Вход u  называется «полным», если

1det det | | | 0.n
uA B AB A B    

Выход y  называется «полным», если

  1
det | | | 0

nT T T T TC A C A C
    

 .

Определение. Пара матриц A  и B линейного объекта
управления называется невырожденной парой, если выполнено
условие
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1| | | .nrank B AB A B n   

Теорема (о системе для асимптотической оценки состоя-
ний по измерениям выходных координат) [103,154]. Пусть

вектор состояний  x t  объекта управления определяется решени-
ем задачи Коши

  ,x Ax Bu t     00 .x x

Тогда может быть построено устройство, называемое систе-
мой асимптотической оценки, использующее в качестве входных
воздействий измеряемый выход объекта

 y Cx t

и его вход  u t  и формирующее оценку  x̂ t  как решение урав-
нения

 ˆ ˆ ˆ ,x Ax Bu L y Cx     ,   0ˆ ˆ0 .x x

При невырожденности пары A , C  матрица L  может
быть выбрана так, чтобы ошибка оценивания

     ˆ ˆt x t x t  

стремится к нулю при условии t  при любой ограниченной

начальной ошибке  ˆ 0 .
С использованием системы асимптотической оценки можно

полностью решить задачу построения строго реализуемой стаби-
лизирующей обратной связи по наблюдениям выходных коорди-
нат объекта управления.

Теорема. Пусть объект, описываемый линейными уравне-
ниями состояния:
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x Ax Bu   , ,y Cx   00x x ,

замкнут обратной связью вида

ˆu Kx  ,

где x̂ вычисляется с помощью системы асимптотической оценки

 ˆ ˆ ˆx Ax Bu L y Cx     ,   0ˆ ˆ0x x

по измерениям выхода y.

Тогда при невырожденности пар матриц A , B  и A , C ,

возможен выбор коэффициентов усиления K  и L  таких, что
замкнутая система является устойчивой.

Таким образом, теоремы Р. Калмана позволяют исследовать
важные структурные свойства объектов управления, определить
условия управляемости и наблюдаемости объектов и синтезиро-
вать наблюдатели для оценки координат состояния объекта, в ча-
стности, для координат состояния энергообъединений различного
уровня.

3. Синтез модальных регуляторов линейными непре-
рывными и дискретными объектами. Пусть уравнения ЭЭО
заданы уравнениями состояния для непрерывного времени

 0 0, , ,x Ax Bu x t x y Cx     (4)

или  для дискретного времени

.,, 01 0 tttttt xCyxxuBxAx  (5)

Предполагается, что объекты вполне управляемы по
Р. Калману и управления – скалярные функции.

Требуется синтезировать линейные модальные регуляторы,
обеспечивающие заданные корни характеристических полиномов
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замкнутых САУ. Синтез модальных регуляторов осуществляет-
ся в два этапа, которые рассматриваются далее. Первый этап за-
ключается в приведении пары матриц А и В к канонической фор-
ме. Задача второго этапа – вычисление параметров синтезиро-
ванного линейного регулятора.

1). Первый этап синтеза: приведение уравнений состоя-
ния к канонической форме Фробениуса. Математические моде-
ли объектов управления типа (4) и (5) называются моделями в ка-
нонической форме Фробениуса, если матрица fA A – фробе-

ниусова и вектор fb b имеют следующий вид:

,

1
0

0
0

,
1000

0100
0010
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f

nnn

f b

aaaa

A

где ia – коэффициенты совпадающих характеристических поли-

номов матриц A и Af  таких, что n
nn

n aa   ...)( 1
1 . Сле-

дует отметить, что фробениусова матрица fA имеет форму

T
nnT

nn
f aeI

a
E

A 









  )1(110
,

T
nn aaaa ),...,,( 11 , )( p

nI – p-й единичный «косой ряд» размера

«n» для 1p  ,  0,0,0, ,1 T
nе   единичный вектор-столбец.

Для преобразования матрицы уравнений состояния ЭЭО к
канонической фробениусовой форме можно использовать верх-
нюю треугольную относительно второй диагонали матрицу

n nT  , образованную из коэффициентов характеристического
полинома матрицы объекта управления A. Тогда матрица равна:
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Для выполнения преобразования подобия далее используется
матрица TSQ y , представленная в блочном виде

 2 1| | | ... | .n
yS B AB A B A B

Эта матрица называется матрицей управляемости системы. То-
гда столбцы ),...,,( 21 nqqqQ   определены равенствами

 
 

 

1 2 1 2
1 1 1 1 2 1

2 3 2 3
2 1 2 1 3 2

1 1 1

... ... ,

... ... ,

...................................................................

,

n n n n
n n n

n n n n
n n n

n n

q A b a A b a b A a A a A a E b

q A b a A b a b A a A a A a E b

q Ab a b A a E b q

   
  

   
  



        

        

    .b

Замена переменных zQx   в (4) и (5) приводит к равенствам

bQbQAQA 11 ~,~   .

Столбцы произведения ),...,,( 21 nqAqAqAAQ  имеют вид

 
 

 

1
1 1 1

1 2
2 1 1 1 1 1

2
1 1 2 2 2 2

... ;

... ;

.................................................................................

;

n n
n n n n n n

n n
n n n n

n n n

Aq A a A a A a E a E b a b a q

Aq A a A a E a E b q a q

Aq A a A a E a E b q a q




 
  

 

         

      

     

 1 1 1 1 .n n nAq A a E a E b q a q    
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Приведенные выше соотношения получены с помощью тео-
ремы Кэли-Гамильтона, утверждающей, что каждая квадратная
матрица удовлетворяет своему характеристическому уравнению:

0)( An . Полученные соотношения представляются разностью
матриц

),...,,(),...,,,,0( 111221 nnnnnnn qaqaqaqqqqAQ   .

В результате преобразования подобия каноническая форма мат-
риц объекта управления определится следующей совокупностью
равенств

     11 1 1
1 1 1 10, ,..., , ,..., ,T

n n n n n n n nA Q AQ Q q q Q a q a q a q I e a  
     

1 1 .n nb Q b Q q e   

Для вычисления вектора коэффициентов характеристиче-
ского уравнения матрицы управляемой системы (см. выше)
можно использовать равенство

bASa n
y

1 .                                        (6)

Это равенство получается подстановкой матрицы A в характери-
стическое уравнение и умножением результата на матрицу b:

.0...)( 1
1

1  
 baAbabAabAbA nn

nn
n

Последнее равенство можно преобразовать к следующему
равенству:

aSbabAabAabA yn
nnn   )...( 2

2
1

1

и получить для управляемой системы (6).
Для модели объекта управления, определяемой соответст-

венно параметрами ),( bA  и )~,~( bA , можно определить матрицу
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линейного преобразования Q , если объект вполне управляемый,

причем 1~ yy SSQ , где матрицы определяются следующими ра-

венствами:

.)~~|...|~~|~(~,)|...||( 11 bAbAbSbAAbbS n
y

n
y

 

Математическая модель объекта управления

  0, 0 , ,x Ax Bu x x y Cx    

при определенных условиях преобразуется к линейному диффе-
ренциальному уравнению n-го порядка

)()(...)()( )1(
1

)( tutyatyaty n
nn   ,

где элементы матрицы определяются равенством:
 1 , .T
n n nA I e a b e  
Замечание. Можно сделать замечания по результатам:
1. Приведение математической модели объекта управления

к канонической форме Фробениуса можно также выполнить дру-
гим способом, основанным на двойной замене базиса

1z H x  и 2x H z

где 1H  второй вариант матрицы управляемости по Р. Калману

1 2
1 , , ,n nH A B A B B    

1

2 2 1

1 2 3 1

1 0 0 0 0

1 0 0 0

.1 0 0

1n n n

a

H a a

a a a a  
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2). Второй этап синтеза: вычисление параметров модаль-
ных регуляторов. Пусть уравнения ЭЭО или его подсистем в не-
прерывном или дискретном времени являются вполне управляе-
мыми (выполнен ранговый критерий Р. Калмана) и описываются
моделями «вход-состояние-выход»:
для непрерывного времени                       для дискретного времени

  0

1

,
0 ,

, ,n

x Ax Bu
x x

x u

  



  
0

1

0

1

,
,

, ,

t t t

t

n
t t

x Ax Bu
x x

x u

  



  
       (7)

Определить параметры
T

nkkkk ),...,,( 21

линейных законов управления с обратной связью в функции ко-
ординат состояния, которые имеют место для непрерывных и
дискретных систем управления

),()( txktu T ,t
T

t xku  (8)
обеспечивающие заданные значения корней характеристического
уравнения замкнутых систем автоматического управления.

Решения дифференциальных и разностных уравнений сис-
тем управления определяются собственными числами матриц,
начальными условиями и внешними воздействиями. Если два по-
следних фактора являются внешними и независимыми от систе-
мы управления, то собственные значения математической модели
замкнутой системы зависят от выбора управления и определяют
характер поведения системы.

Желаемый характер переходных процессов определяется
значениями корней характеристического уравнения замкнутой
системы

уст
n

устуст  ,...,, 21

(собственные числа матрицы замкнутой системы).
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Теорема. Если пара (A,b) системы вполне управляема, тогда
всегда можно синтезировать управления (8), обеспечивающие
для матрицы уравнений замкнутой системы автоматического
управления

 Tx Ax bk x   t
T

t xkbAx  )(1

заданные собственные значения.
Доказательство. Пусть требуемые собственные значения

матрицы замкнутой системы определяются значениями:
уст
n

устуст  ,...,, 21 . Тогда можно вычислить коэффициенты
характеристического уравнения, имеющего заданные корни:

....)()( 2
2

1

1
1 n

n
n

i

nnуст
i

уст
n aaa  



 

По формулам Виетта и заданным значениям корней вычис-
ляются коэффициенты характеристического уравнения:

1 2
1

; ;
n n

уст уст уст
i i j

i i j
a a  

 
   

 3 1 2,..., 1 .
n nуст уст уст уст уст уст

n ni j l
i j l

a a     
 

    

Из вычисленных коэффициентов образуется вектор
T

nnуст aaaa ),...,,( 11 . С помощью преобразования

xQx ~ (9)

матрицы модели объекта управления (7) приводятся к канониче-
ской форме Фробениуса:

n
T

nn ebpeIA  ~,~ )1( ,
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где T
nn pppp ),...,,( 11 – вектор, составленный из коэффици-

ентов характеристического уравнения матрицы объекта. Управ-
ляющие воздействия (8) в новом базисе (9)

,~~ xku T

где kQk T~ . Подставив управления u и ku в уравнения объекта,
приведенные к канонической форме, можно получить уравнения
замкнутых систем для непрерывного и дискретного времени

 Tx A bk x      .~)~~~(~
11   t

T
t xkbAx

Матрицы замкнутых непрерывных и дискретных систем
управления ЭЭО с учетом A~ принимает вид:

.)~(~ )1( T
nnз kpeIA 

Для обеспечения заданных собственных значений матриц
необходимо, чтобы коэффициенты ее характеристического урав-
нения соответствовали вектору устa :

.~kpaуст 

Эта задача решается при выборе параметров регулятора на осно-
ве равенства

)()( 1
уст

T apQk   . (10)

Таким образом, синтезированные параметры пропорцио-
нальной обратной связи определяют обратные связи в исходном
базисе для модели ЭЭО, заданной линейными уравнениями, про-
порциональный закон управления в контуре управления частотой
и активной мощностью является линейной функцией координат.

4. Классические алгоритмы АРЧМ. Методика синтеза
замкнутых систем модального управления является основой син-
теза классических систем управления и регуляторов основного
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контура (РОК) адаптивных систем. Классический алгоритм
управления частотой и активной мощностью синтезируемый на
основе модального управления основан на теоретических поло-
жениях, изложенных выше. При практической реализации систе-
мы необходимо дополнение классических модальных регулято-
ров логическими переменными, которые рассматриваются далее.

С учетом структуры управляющих воздействий на регули-
рующие станции (для которых , 0T

Г

   ) в виде суммы воздейст-

вий для регулирования частоты и обменной мощности ,рег lu
ОЭС и для ограничения перетоков активной мощности по лини-

ям ,рег lu  [53,54,77] результирующие управляющие воздействия
на станции будут иметь вид

(11)

Составляющая ,рег lu  равна

(12)

где , , ,    1, 2,3,6i i c i o ip K S i     . Отклонения обменных
мощностей с учетом вводимых «зон нечувствительности» опре-
деляются равенствами

.

Логические переменные iα  определяют работу системы регули-
рования с учетом значений этих логических переменных, опреде-
ляемых предикатными соотношениями:
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где , , ,   1,2,...,5внеш j исх j jS S S j   . В уравнениях использованы

обозначения: – текущее и исходное значение перетоков
активной мощности по j -й ЛЭП; , ,,оз i НЧ iS S – заданное значение
обменной мощности и величина зоны нечувствительности по от-

клонению обменной мощности для i -й ОЭС; ,внеш jS – величина

перетока по j -й внешней ЛЭП для i -й ОЭС; 2 , 1 ,, 1 /ч i ч ik K k T  –
коэффициенты воздействий по пропорциональной и интеграль-

ной составляющим управления; il – коэффициенты долевого
участия l -й ЭС в регулировании частоты и обменной мощности
i -й ОЭС; cK – коэффициент «статизма» как приращение часто-
ты на единицу приращения отклонения обменной мощности;

iN – множество внешних линий для i -й ОЭС. Составляющая

,упр lu  равна сумме воздействий для ограничения перетоков актив-
ной мощности по пяти линиям:

5

, ,
1 0,

1 ,  1,...,6,
q

упр l j П j j Ц j Ц Ц il
j nП j

u b K S nT S nT T l
T


 

             
  

  (13)

где введены блокировки, учитывающие логические переменные:
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причем jb – логический признак включения ограничения перетока

активной мощности по j -й ЛЭП; ,пр jS – предель-

ное значение перетока по j -й ЛЭП; jlγ – коэффициент долевого

участия по l -й ЭС в ограничении перетока по j -й ЛЭП;

, ,, 1/П j П jK T – коэффициенты воздействий по пропорциональной

и интегральной составляющим при управлении перетоком по j -й
линии энергосистемы

Для ослабления «встречного действия» СОП и САУ ЧМ
(когда знаки приращений сигналов двух систем противополож-
ные) с целью обеспечения приоритета для СОП производится
коррекция управляющих воздействий путем коррекции прираще-
ний управлений для регулирования частоты

(14)

где , ,, ,рег l упр lu u K    приращения управлений САУ ЧМ и
СОП по ЛЭП и степень компенсации «встречного действия».

5. Анализ входо-выходной устойчивости линейных сис-
тем ограничения перетоков и регулирования частоты и мощ-
ности. Рассмотрим устойчивость линейных СОП по ЛЭП или
САПУ ЧМ, которые соответствуют целевым условиям типа ра-
венств, что определяет системы стабилизации перетоков, откло-
нений частоты и обменной мощности на заданных значениях. В
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этом случае указанные системы могут быть представлены как
линейные многомерные инвариантные во времени динамические
системы, описываемые с применением методов функционального
анализа функциональными уравнениями [7,82,178,194]

.y Gu (15)

Пусть вектор управлений u принадлежит пространству
nE C   непрерывно дифференцируемых функций времени, a

G   оператор системы, отображающий пространство E само
в себя. Чтобы уравнение системы (15) корректно описывало
динамическую систему, проявляющую устойчивость в своем

поведении, следует пространство E и оператор G ограничить
следующими условиями:

1. Элементы пространства E в каком-либо смысле долж-
ны быть ограничены, поскольку входной и выходной сигналы
устойчивой динамической системы не могут быть неограничен-

ными. Пространства pL  и pX , а также их n-мерные обобщения,

можно использовать в качестве пространства E . Оператор G
поэтому должен быть ограниченным оператором в одном из
этих пространств в классическом смысле [82,194,178].

2. Выходные функции устойчивой системы должны иметь оп-
ределенный порог нечувствительности или определенную грубость
относительно малых возмущений входной функции системы и в
относительно малых изменений параметров системы. Это означает:

1). В пространстве E должен существовать способ, кото-
рый позволяет определять степень близости между двумя раз-
личными элементами из пространства E , т. е. пространство E
должно быть топологическим пространством или пространст-
вом со сходимостью по последовательностям [194].
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2). Оператор G  должен быть непрерывным или непре-
рывным по последовательностям оператором, что расширяет
класс исследуемых систем [194]. Эти ограничения позволяют
сформулировать следующее определение устойчивости:

Определение. Пусть E   одно из пространств pL , n
pL ,

pX  или
n
pX . Систему y Gu  называют E -устойчивой, если

G  непрерывный ограниченный оператор на пространстве E ,

отображающий E само в себя (когда pE L  или n
pL ), или если

G  непрерывный по последовательностям и ограниченный по

последовательностям оператор на E , отображающий E  само в

себя (когда pE X  или n
pX ) для u E .

Рассмотрим систему управления с обратной связью, пред-
ставляемую функциональным уравнением:

   , , ,y G u y G M E u E    (16)

где u   произвольный элемент в пространстве E , a G   ли-
нейный, инвариантный во времени, ограниченный оператор, ото-
бражающий E само в себя.

Основная задача теории устойчивости заключается в выводе
условий устойчивости системы с обратной связью (16), исходя
из свойств отображения G системы в разомкнутом состоянии.
Для решения этой задачи требуется доказать основную лемму.

Лемма 1 [194]. Система с обратной связью, заданная урав-
нением динамики    , , ,y G u y G M E u E     является

E -устойчивой тогда и только тогда, когда оператор  I G яв-

ляется обратимым в алгебре  M E мультипликаторов для E ,

отображающих E  само в себя.
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Доказательство. Условие «тогда» в лемме очевидно. Что-
бы доказать условие «только тогда», допустим, что система, опи-
сываемая уравнением (16), устойчива в смысле определения. Со-
гласно этому определению, для любого u E существует един-

ственное решение y E уравнения (16). Отображение Ĝ : E E
поэтому имеет вполне определенный смысл, так как оно сопос-

тавляет u с решением уравнения (16), т. е. ˆy Gu . Посколь-

ку  Gu I G y  , то   1Ĝ I G G  . Таким образом, оператор

 I G обратим в алгебре  M E , построенной из операторов,

отображающих E само в себя. Кроме того, оператор   1I G 

является, очевидно, линейным и инвариантным во времени. Ис-
пользуя теорему об ограниченности обратного оператора
[82,178,194] и тот факт, что отображение   1I G   является ото-

бражением «на», получаем, что оператор   1I G   ограничен.

Таким образом, оператор   1I G   является элементом алгебры

 M E . Лемма доказана.
Лемма 1 равносильна определению устойчивости и отно-

сится к динамической системе с обратной связью, описываемой

уравнением (16). Для пространства 2
nE L  из этой леммы и

вспомогательной теоремы непосредственно следует теорема.

Теорема ( 2
nL -устойчивость) [194]. Система с обратной свя-

зью, описываемая функциональным уравнением

   2 2, , ,n ny G u y G M L u L   

будет 2
nL -устойчивой тогда и только тогда, когда:
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Re 0

ˆdet 0,inf
s

I G s


 

где  ˆ 0 nxnG K  матричная передаточная функция оператора
G .

Аналогичный результат имеет место для 2X устойчивости.

Теорема 2 ( 2
nX -устойчивость) [194]. Система с обратной

связью, описываемая функциональным уравнением

   2 2, , ,n ny G u y G M X u X   

будет 2
nX -устойчивой тогда и только тогда, когда существует не-

которое число 0  , такое, что

 
  

Re

ˆdet 0,inf
s

I G s


 

где ˆ nxnG  матричная передаточная функция оператора G .
Таким образом, приведенные результаты позволяют ис-

следовать входо-выходную устойчивость СОП и САУ ЧМ на
основе моделей, разработанных в п. 2. Эти модели определя-
ют матричные передаточные функции ЭЭО по входам – вне-
плановые нагрузки и выходам – отклонения частоты, пере-
токов по ЛЭП и обменные мощности. Эти методы позволяют
получить результаты для анализа режимов ЭЭО.

6. Исследование динамики системы АРЧМ. Система
управления анализировалась для типовых параметров данного
класса систем. Результаты исследования позволили сделать вы-
вод о структурной устойчивости системы при регулировании в
соответствии с алгоритмом (12) в ОЭС сложной структуры. Кро-
ме этого, были исследованы показатели качества переходных
процессов, которые позволили получить оценки параметров
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замкнутой системы регулирования частоты и обменной мощно-
сти. Полученные переходные процессы ,i jp P   при действии
внепланового возмущения в ЭС-4, равного 0,05 от базисной
мощности могут удовлетворять требуемым характеристикам при
выборе параметров системы , 1 /чi чiK T  внутри области устойчи-
вости. Исследование динамики системы ограничения перетоков
также подтвердило структурную устойчивость системы при ог-
раничении перетоков в соответствии с алгоритмом (13). Процес-
сы изменения отклонений перетоков jPΔ  по ЛЭП после воздей-

ствия на ЭС-4 ступенчатого возмущения, равного 0,05 базисной
мощности и приводящего перегрузке ЛЭП по всем ЛЭП, экспе-
риментально подтвердили возможность достижения качествен-
ных свойств замкнутой системы.

Исследование показало необходимость корректировки алго-
ритма (13) в части определения режима работы ограничителя в
случае сильно колебательного характера процесса изменения от-
клонения перетока при ограничении. В этом случае для правиль-
ной работы ограничителя необходимо выполнение условия:

Вo JJ  , (17)

где

При нарушении условия (17) не обеспечивается «возврат»
мощностей станций к исходным значениям мощностей регули-
рующих станций при исчезновении внепланового возмущения.

Совместное управление – регулирование «частоты-
обменной мощности» и «ограничение перетоков», реализованное
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системой управления, позволили исследовать предложенный ал-
горитм коррекции при «встречном действии» систем. Такая кор-
рекция сокращает длительность переходных процессов по пере-
токам при сильном «встречном действии».

Проведенное на ЦАК исследование динамики позволило
доказать работоспособность первого поколения алгоритмов
управления сложным энергетическим объединением типа
ЕЭС СССР в замкнутом состоянии с математической моделью
объекта, когда модель реализуется на аналоговой вычислитель-
ной машине, а управляющее устройство – с помощью ЭВМ. Ис-
следование позволило накопить опыт работы системы до внедре-
ния ее элементов в эксплуатацию, в частности, в ОДУ Северо-
Запада (1972-1975 гг.) и ОДУ Средней Волги (1985 г.).

Исследование вариантов системы. Описанный выше ва-
риант системы управления допускает различные формы реализа-
ции. Ниже рассматривается один из вариантов реализации. Ис-
следуемая САУ крупными объединенными энергосистемами по
частоте, активной мощности и перетокам предназначена для ре-
гулирования многими станциями частоты и отклонения суммар-
ной обменной мощности ОЭС от заданных значений, а также для
ограничения перетоков активной мощности по выделенным ли-
ниям электропередач.

Для обеспечения работоспособности системы при измене-
нии структуры энергетического объединения и неисправностях
телеканалов и оперативности воздействия диспетчерского персо-
нала ОДУ на различные виды управления. Для этого алгоритм
САУ по частоте, активной мощности и перетокам дополнен ло-
гическими переменными и защитными блокировками, обеспечи-
вающими работоспособность в условиях изменения режимов.

Управляющее воздействие на l -ю регулирующую станцию



218

формировалось в соответствии с приведенным законом управле-
ния интегрального типа

(18)
где ЦkT – дискретное время.

Приращение управляющего воздействия на регулирующие
ЭС за один временной интервал дискретного управления опреде-
лялось равенством

(19)

где  ,рег i цu gT ,  ,упр j цu gT – приращения управлений для

частоты обменной мощности i -й ОЭС и ограничения перетоков;

– логические переменные для ограничения пере-
токов и управления частотой и активной мощностью:

1a 







,

,

0

1 если l-я регулирующая станция включена и участвует в
управлении,
если станция выключена или не участвует в управлении;

jb 







,

,

0

1 если j-я линия включена и канал телеизмерения перетока по
ней исправен,
если эта линия отключена или не исправен канал;

,рег i
c =








,

,

0

1 если регулирование частоты и обменной мощности i-й ОЭС
включено,
если этот вид управления выключен;

,упр jc =







,

,

0

1 если ограничение перетока по j-й линии предусмотрено,

если ограничение перетока по этой линии отсутствует.
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Это позволяет включать или выключать виды управления, вво-
дить или выводить станции из режимов управления. При участии
станции в ограничении перетоков и регулировании частоты и
обменной мощности и «встречном действии» закон имеет вид:

 . ,рег i l цu gT






  





, , ,огр j рег iu u   если знаки приращений управлений

ограничения и регулирования совпадают,

, , ,огр j рег iu u    когда приращения управляющих
воздействий для ограничения перетоков по ЛЭП и ре-
гулирования частоты и обменной мощности ОЭС
имеют различные знаки.

В системе предусмотрена возможность ручной и автомати-
ческой коррекции долевого участия электростанций, привлекае-
мых к управлению. Коррекция долевого участия осуществляется
диспетчером с пульта системы без прерывания процесса управ-
ления или автоматически. Автоматическое изменение параметров
системы предусмотрено в двух видах. В первом случае при изме-
нении одного или нескольких «коэффициентов долевого уча-
стия» (КДУ) диспетчером или автоматически в режиме отклю-
чения станции от параллельной работы, долевое участие осталь-
ных станций корректируется пропорционально последним значе-
ниям КДУ так, чтобы в сумме коэффициенты составляли едини-
цу. Во втором случае долевое участие станций в любом из видов
регулирования корректируется периодически, через заданные
диспетчером промежутки времени. Во время очередной коррек-
ции КДУ станций вычисляются пропорционально их регулиро-
вочным диапазонам так, чтобы сумма коэффициентов равнялась
единице.

В системе управляющие воздействия на регулирующие
станции ограничивается по величине, что связано с ограничением
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на диапазоны. Каналы формирования управляющих воздействий,
кроме каналов регулирования частоты, позволяют вводить регу-
лируемую зону нечувствительности по входному сигналу систе-
мы. Коэффициенты передачи управляющих воздействий, устав-
ки, величины «зон нечувствительности» и другая числовая ин-
формация, с которой оперирует САУ, устанавливаются и коррек-
тируются по заданию диспетчера без прерывания управления.

Цифровой характер формирования сигналов управления,
введение блокировок и ограничений, а также учет «встречного
действия» контуров ограничения и регулирования приводят к то-
му, что рассматриваемая система управления является нелиней-
ной. Аналитическое исследования систем подобного типа воз-
можно только при значительных упрощениях, что не всегда до-
пустимо, поскольку результаты исследования могут быть не аде-
кватными анализируемым проблемам и задачам.

При исследовании таких систем можно использовать матема-
тическое моделирование на цифро-аналоговом комплексе (ЦАК).
Для исследования алгоритмов и замкнутых СОП и САУ ЧМ был
разработан ЦАК, включающий цифровую управляющую ЭВМ
«Днепр-1» и аналоговые вычислители ЭМУ-10 и МН-7.

Исследование на ЦАК было проведено в замкнутом состоя-
нии с математической моделью объекта, структурная схема кото-
рого приведена на рис. 3.1. В качестве математической модели
ЭМП ЭЭО как объекта управления типа (1) использовалась типо-
вая модель для исследования СОП и САУ ЧМ. При моделирова-
нии САУ ОЭС по частоте, активной мощности и перетокам были
решены следующие задачи:

1). Комплексный анализ работоспособности системы при
регулировании частоты, обменной мощности ОЭС и ограничения
перетоков активной мощности по ЛЭП.
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2). Определение статических и динамических характери-
стик системы в основных режимах с учетом существенных нели-
нейностей ЭЭО объекта управления и синтезированных нелиней-
ных законов управления.

3). Анализ корректности действия защитных блокировок
для исключения неправильного действия системы при изменении
структуры сети и неисправности каналов телеизмерения коорди-
нат системы.

При анализе на ЦАК регулирование частоты и обменной
мощности также предусматривалось в объединенных энергосис-
темах, состоящих из ЭС-1, ЭС-2 и ЭС-3, а также ОЭС-7, состоя-
щей из ЭС-4, ЭС-5 и ЭС-6. Ограничение перетоков активной
мощности реализовано по всем ЛЭП. Энергосистемы, за исклю-
чением ОЭС-7, представлены эквивалентными турбоагрегатами,
а в ЭС-5 и ЭС-6 выделены регулирующие гидростанции, пред-
ставленные эквивалентными гидроагрегатами. Электрические со-
единения между ЭС моделировались как ЛЭП, по которым пере-
даются перетоки активной мощности.

Исходные значения и направления перетоков по ЛЭП при
исследовании алгоритмов выбраны с учетом возможности про-
верки системы в основных режимах ее работы. Система ограни-
чения перетоков исследовалась при увеличении нагрузки в ЭС-4.
При выбранном исходном режиме появляющийся дефицит мощ-
ности в этом узле создает перегрузку всех ЛЭП.

Анализ процессов ограничения перетоков по ЛЭП при по-
следовательном включении ограничителей перетоков по различ-
ным линиям в заданные моменты времени, позволили сделать
следующие выводы:

1). Перетоки во времени соответствовали предельным
значениям, удовлетворяя интервальным целевым условиям для
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СОП. Ограничение перетока по одной ЛЭП вызывает изменение
в статике перетоков по другим, в частности, увеличение или
уменьшение перетоков по другим ЛЭП в силу связности ЭЭО, и
при кратковременной перегрузке ранее неперегруженных ЛЭП
восстанавливаются их нормальные стационарные режимы.

2). Ограничиваемые перетоки по ЛЭП отклоняются от пре-
дельных значений в динамическом режиме, что возникает при
изменении внеплановой нагрузки, включением ограничения пе-
ретоков по другим ЛЭП и др.

3). Перетоки ограничиваются перераспределением внепла-
новых мощностей регулирующими ЭС, которое удовлетворяет
заданному долевому участию. Распределение внеплановых мощ-
ностей ЭС соответствует заданным значениям при ограничении
перетока по ЛЭП, что соответствовало выполнению целевых ус-
ловий типа равенств. При увеличении нагрузки в узлах сети ЭЭО
и перегрузке ЛЭП система формировала корректные управления
для изменения мощностей ЭС. Происходило корректное  дейст-
вие первичного регулирования частоты. По окончании ограниче-
ния перетока стационарное распределение внеплановых мощно-
стей соответствовало заданному долевому участию.

Исследование корректности работы классической системы
САУ ЧМ при выделении какой-либо ЭС из управления проводи-
лось при регулировании «частоты и обменной мощности» ОЭС-7.
В исходном состоянии все логические переменные, входящие в
(2), были заданы равными единице. Увеличение внеплановой на-
грузки корректно перераспределялось между управляющими ЭС
под действием управляющих воздействий. После отработки воз-
мущений в заданный момент времени соответствующей логиче-
ской переменной задавалось значение, равное нулю, т. е.  ЭС
выводилась из регулирования. Увеличенное в ЭС внеплановое
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возмущение нагрузки после этого покрывалось другими ЭС.
Процессы изменения управляющих воздействий на станции ОЭС-
7 и мощности одной из ее ЭС иллюстрировали корректность дей-
ствия системы при выведении станции из управления. Мощности
ЭС после заданного момента времени изменялась в переходном
режиме только за счет первичного регулирования частоты. Ис-
следование других блокировок, введенных выше логическими
переменными, показало правильность их функционирования в
различных режимах работы системы. Применение алгоритма
САУ ЧМ при встречном действии системы регулирования «час-
тоты и обменной мощности» и системы ограничения перетоков
позволяет уменьшить длительность переходных процессов огра-
ничения перетоков при «встречном действии».

Результаты исследования свидетельствуют о том, что разра-
ботанный классический вариант САУ ОЭС по частоте, обменной
мощности и перетокам является работоспособным. Дополнение
классических пропорционально-интегральных законов управле-
ния логическими переменными предоставляет диспетчеру широ-
кие возможности управления режимами линий и станций с воз-
можностью контроля состояния каналов телемеханики. Пред-
ставленный вариант системы был рекомендован для использова-
ния в АСДУ ЕЭС СССР и Российской Федерации при управлении
внеплановыми нагрузками на первом этапе внедрения системы
автоматического регулирования частоты, обменной мощности и
ограничения перетоков активной мощности. В 1972 г. была про-
ведена экспертиза классического алгоритма ВГПИ и
НИИ «Энергостьпроект» и ЛПИ им. М.И. Калинина комиссией
Объединенного диспетчерского управления Северо-Запада (глав-
ный диспетчер М. Я. Вонсович, г. Рига), входившего в состав
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ЕЭС СССР, в результате которой алгоритм получил положитель-
ную оценку и был рекомендован для внедрения и развития.

Таким образом, положенный в основу алгоритма управле-
ния ОЭС по частоте и обменной мощности способ регулиро-
вания частоты со статизмом по обменной мощности (метод Гра-
нера-Даррье) и способы управления перетоками подтвердили
работоспособность системы совместного ограничения перетоков
по ЛЭП и регулирования частоты и обменной мощности.

Развитие методов и алгоритмов для сложных структур ЭЭО
в связи с необходимостью синтезировать принцип формирования
управлений ЭС для сложных сетей. Такое развитие было выпол-
нено на основе применения методов математического програм-
мирования с использованием квазистационарных моделей влия-
ния ЭЭО, составляющих основу метода синтеза СОП по ЛЭП и
САУ ЧМ с учетом отклонений частоты.

3.2. УСТОЙЧИВОСТЬ НЕЛИНЕЙНЫХ СИСТЕМ
ОГРАНИЧЕНИЯ ПЕРЕТОКОВ И УПРАВЛЕНИЯ

ЧАСТОТОЙ И АКТИВНОЙ МОЩНОСТЬЮ

В условиях энергообъединений использование адаптации
позволяет учесть непрерывные изменения состава оборудования,
участвующего в работе, случайное изменение вида, величины и
места приложения возмущений. Такая «детерминированная
адаптивность» повышает эффективность использование клас-
сических систем автоматического управления энергообъедине-
ниями с детерминированной настройкой параметров и жесткой
структурой. С другой стороны класс адаптации определяется
применением математической модели в виде «квазистационар-
ных моделей влияния ЭЭО» для синтеза управлений (см. п. 2),
которые могут быть определены экспериментально или аналити-
чески на основе исходных уравнений моделей ЭМП. Синтез
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управлений предполагает применение методов математического
программирования и анализ устойчивости замкнутой системы
управления с квазистационарными моделями, что будет выпол-
нено в последующих разделах книги.

Как следует из вышеизложенного, на первых этапах совер-
шенствования систем применение адаптации происходило в рам-
ках эвристических алгоритмов, которые далеки от классических
работ по теории адаптивных систем – методом рекуррентных це-
левых неравенств, стохастической аппроксимации, скоростного
градиента, робастного управления и других.

1. Управление частотой, активной мощностью и перето-
ками. Это управление должно учитывать существенные отличия
оптимальной работы энергетических объединений в нормальном
и возмущенном режимах. В нормальном режиме для обеспечения
статической взаимопомощи систем необходимо, по возможности,
минимизировать вмешательство устройств управления в работу
системы. В возмущенном режиме необходима быстрая реакция
системы управления для предотвращения значительного откло-
нения частоты, являющейся одним из показателей качества энер-
гии, а также отключения межсистемных ЛЭП, а, следовательно,
«развала» объединения. В соответствии со спецификацией управ-
ления ЭЭО по частоте и активной мощности выбирается сле-
дующий закон регулирования на основе метода Гранера-Даррье

     1 2
0

t

u t k dt k t    ,

где системный параметр       
1

m

зад j jзад
j

t f t f k S t S


       явля-

ется регулируемой координатой; k – коэффициент пропорцио-
нальности, определяемый «статизмом» ЭЭО; 1 2,k k – коэффи-
циенты усиления по интегральной и пропорциональной
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составляющим управления САУ ЧМ; ,c jf S – соответственно,
отклонение частоты энергетического объединении и перетока ак-
тивной мощности по j -ой внешней ЛЭП; ,зад задf S – заданные
значения частоты и обменной мощности объединения.

Для реализации задач управления простейшая адаптивная
система формирует управляющее воздействие для регулирующих
станций по закону:

Здесь В  значение регулируемой координаты, соответствующей

«большому» возмущению; Н – значение регулируемой коорди-
наты, на которое не должна реагировать система управления;

ср – усредненное значение регулируемой координаты, соответ-

ствующее гармоническим или случайным колебаниям с периодом
СT 30 .

Коэффициенты 1k  и 2k  выбираются по критерию минимума
среднеквадратичной ошибки при отработке скачкообразного воз-
мущения, т. е. путем минимизации интегрального функционала
качества управления ЭЭО

   2

0

, .
T

F T d T    
Наличие ступенчатых возмущений большей амплитуды



227

определяется проверкой выполнения условия Bλλ . Если усло-
вие выполнено, то без запаздывания включается канал управле-
ния. Наличие случайных и детерминированных медленно ме-
няющихся возмущений определяется вычислением усредненного

значения регулируемого параметра    
0

1 t

ср t d
T

     , которое

сравнивается с величиной зоны нечувствительности для проверки

условия: Нср λλ  . Величины Т  и Н  выбираются из условий
фильтрации колебаний определенной амплитуды и частоты. В
момент выполнения последнего условия включается канал
управления. Этот момент времени в законе управления обозначен
переменной интегрирования – Т . Выключение управления про-
изводится при условии Нср λλ   путем установки нулевых значе-

ний параметров Пk  и Иk .
Управляющие воздействие для регулирования частоты и

обменной мощности объединенных энергосистем вычисляются в
соответствии с пропорционально-суммарным законом цифрового
управления

Распределение нагрузки между регулирующими станциями

задается коэффициентами долевого участия ijγ , которые могут

устанавливаться пропорционально регулировочным диапазонам
станций или на основе экономических характеристик станций.

Качество адаптивной и классической (с пропорционально-
интегральным законом регулирования, п. 3.1) систем управления
по частоте и активной мощности сравнивалось по показателям

1а ра ир    и ирр λλη 1 ,
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где paλ  и pλ – амплитуды координат адаптивной и неадаптивной

систем управления; нрλ – амплитуда колебаний в нерегулируемой

системе. Показатель эффективности η является показателем ка-
чества при гармоническом возмущении в системе. Значение

max 1  соответствует ликвидации ошибки при гармонических ко-
лебаниях, что обеспечивает технологические требования.

2. Метод исследования входо-выходной устойчивости
классических нелинейных СОП и САУ ЧМ. Для анализа ус-
тойчивости данного класса будут использованы круговые крите-
рии для нелинейных многомерных систем, использующие по-
нятия функционального анализа [82,178,194] .

Рассматривается конечный промежуток  0,I R    и

нормированное пространство V с нормой || || . Пусть Z   линейное
пространство функций, отображающих I в V , т. е. Z : I V .

Для любого T I пусть TP  обрезающий (или проекцион-
ный) оператор, определенный соотношением

причем 0T   и f Z .

Введя норму || ||  в пространстве Z , можно рассмотреть
нормированное линейное подпространство E линейного про-
странства Z , определенное следующим образом:

Определение 1. Пусть E   пространство всех функций

f Z , которые удовлетворяют условиям: 1). f   .

2). TP f E при всех T I . 3). Отображение TT P f для
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любой функции f E  такая возрастающая ограниченная

функция T , для которой lim TT
f P f


 .

Примером пространства, удовлетворяющего условиям 1-3
определения 1, служит пространство, составленное из всех изме-

римых функций   :g t I R , для которых имеет место усло-

вие    
0

, , 1, .
T

p
g t dt T I p     

Определение 2. Расширенное пространство для нормиро-
ванного линейного пространства E  это пространство eE , кото-

рое образовано всеми функциями f Z , такими, что:

1). T eP f E  при всех 0T  . 2). Если предел lim TT
P f


 для

функции ef E  существует, то он совпадает с нормой f .
Математическую модель входной-выходной динамической

системы можно задать соотношением G , определенным на eE ,

т. е. множеством пар  ,u y  элементов из eE . Здесь eu E обо-

значает входную функцию (управление) системы и ey E 

выходную функцию системы, т. е. :G u y . Определение 2
допускает многозначные соотношения, объединяющие входы
(выходы) с несколькими выходами (входами).

Если ограничиться рассмотрением однозначных соотноше-

ний G с областью определения   eG E , то G будет операто-

ром, отображающим eE само в себя.
Рассмотрим входной-выходной оператор G динамической

системы с входным сигналом  u t и выходным сигналом  y t

(могут принадлежать к различным пространствам).
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Оператор G устанавливает входо-выходные связи

  ,y G u (1)

Предполагаем, что рассматриваемые функции имеют нор-
мы; функции, отличающиеся на множестве меры нуль, будем
считать эквивалентными. Рассмотрим только каузальные входо-
выходные операторы системы, описывающие системы с предска-
зуемым поведением, для которых

   , .T T T
y G u T I   (2)

Определение 3. Оператор : e eG E E  называется устой-
чивым входо-выходным оператором, если можно указать такие
неотрицательные вещественные числа ,  , что выполняется не-
равенство

   , ,T TT
G u u T I    (3)

при всех Tu E .
Ниже изучаются входные-выходные отображения на

n
pL -пространствах, задающие динамические системы с m входа-

ми и n выходами, т. е. исследуются операторы : m n
pe peG L L .

Тогда определение 3 заменяется следующим определением.
Определение 4. Отображение G называется

pL -устойчивым, если выполняются следующие условия:

1). . 2). Можно указать такие неотрица-
тельные вещественные числа   и  , что выполнено неравенство

  , .m
ppp

G u u u L    (4)

Определение входной-выходной устойчивости системы
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формулируется следующим образом: система pL - устойчива при
условии, если вход u принадлежит к нерасширенному простран-

ству m
pL , а получаемый выход  y G u принадлежит к нерасши-

ренному пространству n
pL , причем норма выхода меньше суммы

нормы входа, умноженной на  , и смещена на  . Инкремент
оператора G при условии того, что оператор не смещен
  0 0G  , определяется равенством:

   inf : , , .m
T T pepp

G R G u u u L T


   
           (5)

Условие 2 в определении 4 можно записать в виде:

 G   . Часто у оператора G физической системы смещение
  оказывается равным нулю.

Тогда инкремент такого оператора G  определяется сле-
дующим равенством

 
  

,
sup ,

n
pe

T p

u L T p
T I

G u
G

u





   (6)

где точная верхняя грань вычисляется по всем возможным вход-
ным и выходным парам и по всем обрезающим параметрам T .
Инкремент в данном случае не отличается от обычной функцио-
нальной нормы; обрезанные функции используются в определе-
нии потому, что мы не требуем априори, чтобы исходные функ-
ции были конечными. При p    можно определить понятие
L -устойчивости, называемой ограниченной входной-выходной
устойчивостью в том смысле, что для системы, обладающей ог-
раниченной входной-выходной устойчивостью, всегда
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ограниченный вход приводит к ограниченному выходу. Приве-

денное определение pL -устойчивости ослаблялось, в частности,
Валенкой и Хэррисом [194] на основе условия 2 в определении 4.

Наша основная цель – исследовать устойчивость динамиче-
ской системы с обратной связью с m входами и n выходами,
описываемой динамическим уравнением

 , , ,m
pey G u y u L  (7)

Если соотношение  , : m n n
pe pe peG u y L L L  при условии

 0 0G    сильно каузальное с элементом запаздывания 0  ,

то можно доказать, что существует неподвижная точка
n
pey L

для  ,G u y . Поскольку 0y    единственная неподвижная

точка для операторов TP G  в  0,n
pL T  при условии T  , то из

доказанных в [194] положений, следует, что для каждого m
pu L

существует единственное решение n
pey L уравнения (7).

Соотношение  ,G u y является общим и не позволяет про-
водить исследований и выводить какие-либо практически инте-
ресные критерии устойчивости. Более удобную для изучения и
более нужную для приложений математическую модель системы
с обратной связью можно получить, конкретизируя соотношение

 ,G u y  следующим образом:

   , .m
pey F u G y u L   (8)

Если F   линейный оператор, то (8) при условии, что суще-

ствует обратный оператор   1I FG  , имеет решение:
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  1 .y I FG Fu  (9)

Система с обратной связью (8) считается физически опреде-
ленной, или, другими словами, является разумным приближением
для физической системы, если для нее решение ,y e u Gy   суще-
ствует, единственно и непрерывно по Липшицу. Такой будет сис-
тема (8) (см. п. 5.4, 194), если: 1). Оператор прямой связи

: m n
pe peF L L   каузальный несмещенный и непрерывный по Лип-

шицу на m
peL ; 2). Оператор обратной связи : n m

pe peG L L каузальный и

локально непрерывный по Липшицу на n
peL ; 3). Один из операто-

ров F  или G   сильно каузальный оператор; 4) оператор I GF

обратим на множестве m n
pe peL L  и обратный для него оператор кау-

зальный и непрерывный по Липшицу на m n
pe peL L .

Последнее довольно существенное ограничение на вид опе-
раторов F и G можно не вводить, если изучать только вопрос
об устойчивости рассматриваемой системы с обратной связью.
Однако существование, единственность и непрерывность реше-
ния нельзя установить, если не налагать указанного ограничения
на операторы F и G .

Систему с обратной связью (8) можно еще больше конкре-
тизировать, если предположить, что вся нелинейность в системе
представляется лишенным памяти оператором N , а память сис-
темы описывается линейным, инвариантным во времени опера-

тором H так, что

   ,y F u HN y   (10)

где 2 2: n nN L L  непрерывное по Липшицу отображение, для

которого  0 0N  . Предполагается, что вся нелинейность
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содержится в цепи обратной связи, к виду (10) можно привести
уравнения систем более общего вида. Например, пусть

   ,y N F u Hy  (11)

при этом нелинейностью обладает цепь прямой связи. Полагая

 x F u Hy   и  y N x , можно получить

   ,x F u HN x  (12)

т. е. уравнение, идентичное по виду с (10); следовательно,

если  ,n n
p px L y N x L   , то система с обратной связью

(6.11) будет n
pL -устойчивой тогда и только тогда, когда сис-

тема (12) будет
n
pL -устойчива.

Уравнение (10) системы с обратной связью можно рас-
сматривать как условие существования неподвижной точки в

пространстве
n
pL , для оператора  ,G u y . Теорема о сжи-

мающем отображении формулирует достаточные условия

существования такой единственной точки. Если  G  

сжимающее отображение, то выполнено условие

sup 1.
x y

Gx Gy
G

x y


 

 (13)

Поэтому отображение имеет единственную неподвижную

точку в
n
pL . Липшицеву норму оператора ()G  можно огра-

ничить следующим условием

   
sup ,
x y

FHN x FHN y
G

x y




  (14)

поэтому условие, налагаемое на сжимающее отображение,
принимает вид:
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1.G FN N   (15)

Поэтому система с обратной связью (10) будет
n
pL -устойчивой, если F   отображение вида : n n

p pF L L , ко-

торое удовлетворяет неравенству 1FH N  . В этом случае

инкремент оператора системы с обратной связью y Su ог-
раничен условием

.
1

F
S

FH N

  (16)

В частном случае 2p  можно дать частотную графиче-
скую интерпретацию инкрементного условия (15), поскольку
если оператор FH - устойчивый линейный инвариантный во

времени, отображающий 2
nL само в себя, то его можно

представить матричной передаточной функцией

   0 n nFH S K
   (см. п. 3.2, 194 и, в частности, теорему о

2L -представлении из п. 3.2), где  0 n nK   пространство всех
ограниченных голоморфных матричных комплексных функ-

ций с областью определения   : Re 0s s  . Согласно теореме

Парсеваля, для 2
nu L  и матрицы    0 n nFH S K

   имеем сле-
дующее равенство

         2 1

2
2 .FHu u j FH j FH j u j d     

    



 

При каждом R  матрица    FH j FH j 
 
   положительно
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определенная, и поэтому, если  FH j
      максимальное соб-

ственное значение этой матрицы, то

 1/2
2

sup
R

FH FH j







      (17)

Таким образом, система с обратной связью (10) будет

2
nL -устойчивой, если отображение 2 2: m nF L L удовлетворяет

следующему условию

 1/2sup , 1.
R

FH j N







     (18)

Полученный критерий устойчивости динамической системы
имеет ограничения на применение, так как: 1). Критерий требу-
ет, чтобы система в разомкнутом состоянии была устойчивой.
2). Критерий не обладает простой графической формулировкой

(за исключением случая, когда  FH j


 нормальная матрица).
3). Критерий требует, чтобы инкремент системы был малым
при всех частотах, что не совместимо с динамическим поведени-
ем большинства систем, устойчивых в замкнутом состоянии.

Можно сформулировать обобщенный критерий

2L -устойчивости, имеющий простую графическую формулиров-
ку и применимый также к системам, не устойчивым в разомк-
нутом состоянии.

В заключение сформулируем теорему о преобразовании
уравнения системы, которая позволит существенно ослабить
требование (15) о малости инкремента. Рассмотрим общую сис-
тему с обратной связью

   ,y F u HN y 
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где ,F H  линейные операторы, которые отображают n
eE са-

мо в себя, и : n n
e eN E E  нелинейное отображение без па-

мяти. Пусть n
eu E . Возьмем произвольный оператор

0 : n n
e eN E E . Тогда уравнение рассматриваемой системы с об-

ратной связью можно преобразовать следующим образом:

    0 0I FHN y Fu FH N N y   

или

       1 1
0 0 0y I FHN Fu I FHN FH N N y      (19)

при условии, что существует обратный оператор следующего

вида   1
0 : n n

e eI FHN E E  .
Теорема 1 о преобразовании уравнения системы. Пусть ли-

нейные операторы   1
0 0, , ,F H N I FHN   отображают

n
eE  в

n
eE .

Тогда функция n
ey E  является решением уравнения

  y F u HN y   в том и только в том случае, когда она –

решение уравнения (19) для n
eu E .

Инкрементное условие (15) для преобразованной системы
принимает вид

  1
0 0 1.I FHN FH N N     (20)

Очевидно, с помощью достаточно хорошей аппроксимации
оператора N линейным инвариантным по времени матричным

оператором 0
n nN R   можно существенно ослабить сильное ин-

крементное условие (15). Отметим, что если рассмотреть опера-

тор   1
0G I FHN FH  , то для него справедливо соотношение
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  11 1
0 ,G FH N   (21)

которое используется при получении графических критериев ус-

тойчивости в случае, когда 2
n n
e eE L и когда оператор FH

можно представить матричной передаточной функцией. Теорема
о преобразовании уравнения системы справедлива, когда опера-
тор N нелинейный и когда вместо расширенного пространства

n
eE рассматривается нерасширенное пространство nE .

3. Теоремы о малом инкременте. Фактически имеется три
самостоятельных теоремы о малом инкременте, позволяющие ус-
танавливать устойчивость нелинейной системы с обратной свя-
зью. Самая ограничительная из них предполагает, что оператор
нелинейности непрерывен по Липшицу; в этой теореме делаются
сильные высказывания об устойчивости системы и о существова-
нии и единственности решения ее уравнения. Вторая теорема о
малом инкременте предполагает только равномерную непрерыв-
ность [84] оператора нелинейности и ограниченность его инкре-
мента и делает важное утверждение об устойчивости и существо-
вании решения уравнения системы, не определяет единственность
и непрерывность решений. Третья теорема о малом инкременте
(как самая общая) не использует условие равномерной непрерыв-
ности оператора нелинейности. Теорема определяет условия огра-
ниченности решения, если априори известно, что оно существует.

Эта теорема предсказывает ограниченность решения в об-
щем виде. Она формулирует достаточные условия ограничен-
ной входо-выходной устойчивости системы. Важный вопрос о
существовании, единственности и непрерывности решения
уравнения системы отделяется в этой теореме от вопроса об ус-
тойчивости; считается, что ответ на первый вопрос известен
априори. Рассмотрим систему с обратной связью
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   , .ey F u N y u E   (22)

Пусть операторы , : e eF N E E  переводят пространство eE  са-
мо в себя, и предположим, что рассогласование

  ee u N y E   . Тогда из (22) следует

, .u e Ny y Fe   (23)

Пусть операторы F и N такие, что выполнены условия F и N

  ,F T FT
Fe e   (24)

 y N T NT
N y   (25)

при всех , ,e eT I e E y E   , причем , 0, ,F N F N    - некото-
рые вещественные числа. Отметим, что здесь априори предпола-

гается, что ee E и u такое, какое получается из уравнения
(23). Вводимое обращение обычного рассмотрения сигналов у
системы с обратной связью сделано для того, чтобы снять во-
прос о существовании и единственности решения уравнения

(22). Константы i  и инкременты i обеспечивают достижение
точных нижних граней

 
,

inf
i i

i ie
 
 

при каждом i . Константы i  здесь вводятся для того, чтобы
нижеформулируемая теорема о малом инкременте была приме-
нима к системам с разрывными и гистерезисными нелинейностя-
ми. Теперь можно утверждать, что

 T F T FT
y Fe y Fe e        (26)

и имеет место соотношения:
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  ,T T T N T NT
e u Ny e u Ny u y         (27)

Комбинируя (26) и (27), получаем

   11T F N T N F Ne u        (28)

и

   11T F F N T N F N Fy u            (29)

при условии, что 1F N    при всех T I .

Произведение инкрементов F N   и слагаемое N F N  

можно заменить в неравенствах (28) и (29) на FN  и FN соответст-
венно, если вместо (24), (25) использовать условие

  , .FN T FNT
FN e T I    

Такая возможность замены инкрементов индивидуальных опера-

торов на инкремент FN произведения операторов следует из при-
веденного ниже неравенства

.FN F N   (30)

Теорема 2 об ограниченной входо-выходной устойчивости.

Если для системы с обратной связью   y F u N y  опера-
торы системы удовлетворяют неравенствам (24) и (25) при всех

T I  и если u   , то система в замкнутом состоянии устой-

чива, если произведение инкрементов F N  меньше едини-
цы и если нормы рассогласования и входного сигнала удовле-
творяют неравенствам

   11 , .F N N F N F Fe u y e           



241

Теорема справедлива как для систем с непрерывным, так и
для систем с дискретным временем, а также для многомерных и
бесконечномерных динамических систем; она остается справед-
ливой и в том случае, когда вместо операторов ,F N рассматри-
вается общее многозначное соотношение, которое позволяет ис-
следовать системы с гистерезисом и эффектами насыщения.

Более полезные результаты в отношении ограниченной
входо-выходной устойчивости системы можно получить, ис-
пользуя теорему 1 о преобразовании уравнения системы. Соглас-
но этой теореме, уравнение (22) для системы с обратной связью
можно преобразовать к виду

       1 1
0 0 0y I FN Fu I FN F N N y      (31)

при условии, что в eE существует обратный оператор

  1
0I FN  для рассматриваемого некоторого произвольно взя-

того оператора 0 : e eN E E . Вводя обозначение

  1
0G I FN F  (32)

для передаточной функции системы в замкнутом состоянии, в ко-
торой оператор N заменен оператором 0N , (31) запишем в
форме

   0 .y Gu G N N y  

Пусть для произвольного оператора 0N удовлетворяется
неравенство

 0 T N T NN N y y      (33)

при всех , eT I y E  и вещественных числах ,N N   , и тогда

можно получить следующую оценку сверху y :
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    1
1 .N Ny G u G 



       (34)

Отсюда очевидно, что инкрементное условие

  1
0 1N NG I FN F  

      (35)

достаточно для ограниченной входо-выходной устойчивости сис-

темы, при условии, что существует оператор   1
0I FN E  .

Пример 1. Рассмотрим пространство  , 1,n
pE L p    для

системы с обратной связью (22), причем пусть n
pu L  и F  ли-

нейный инвариантный во времени оператор, представляемый
сверткой

      
0

.
t

Fe t F e F t e d      (36)

Заметим, что норма оператора свертки ограничена следующей
оценкой сверху

1
.

p p
F e F e     (37)

В важном частном случае 2p   имеем

 2 2
ˆsup ,

R
F e F j e





   (38)

где  F̂ s   матрица лапласовой трансформанты для оператора

F , которая предполагается, для простоты, аналитичной при
условии  Re 0s  .

Пусть оператор нелинейности N не имеет памяти, но не
обязательно инвариантный во времени. Пусть оператор N пере-
водит пространство n n само в себя и пусть справедлива
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оценка сверху (33). При указанных условиях справедлива сле-
дующая теорема.

Теорема 3. Система с обратной связью   y F u N y 

является
n
pL  устойчивой (т. е. ,n n

p pu L e y L   ), если

  1
0 1N

p
I FN F 

   при условии 0
n nN R   и если

 
  0Re 0

ˆinf det 0.
s

I F s N


 

Последнее условие следует из критерия Найквиста
(см. п. 3.2, 4.2, 194) и обеспечивает устойчивость входного-

выходного оператора   1
0I FN F  системы, получаемой из ис-

ходной системы заменой оператора N оператором 0N .
Результаты по устойчивости нелинейных многомерных

систем оказываются практически малоинтересными, если их не
удается сформулировать графически подобно критерию устойчи-
вости Найквиста в случае линейных многомерных систем. Досто-
инство используемого здесь подхода проявляется, однако, в том,
что получаемые с его помощью результаты легко можно комби-
нировать с большим числом практически полезных методов, ис-
пользуемых при работе с ЭВМ при проектировании нелинейных
многомерных систем.

Для графической частотной интерпретации теоремы 3 рас-
смотрим важный частный случай 2p   и предположим, что

оператор 2 2: n n
e eF L L  линеен, инвариантен во времени и харак-

теризуется такой матричной передаточной функцией  F̂ s , каж-

дый элемент которой  îjf s  мероморфная функция при ус-

ловии  Re 0s  , которая удовлетворяет условию  ˆlim 0ijs
f s


 .
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Тогда теорема 3 утверждает, что если 2
nu L , то 2, ne y L , если

только

и

      
1 11 2

0 0
2

ˆ ˆsup 1N N
R

I FN F I F j N F j


   


 


        (39)

при всех N   , где  Z обозначает наибольшее собственное

значение матрицы Z Z .
Как следует из результатов исследования характеристик,

адаптивное управление данного класса (которое относится к
классу нелинейной коррекции) позволяет существенно снизить
энергию регулирования при значениях частот  , где ее влияние
не может улучшить качество регулирования частоты и перетоков.

Таким образом, в данной системе реализуется управление час-
тотой и обменной мощностью энергетического объединения с адап-
тацией по входному сигналу, минимизирующему энергию регули-
рования за счет изменения структуры и параметров регулятора.

3.3. КВАЗИСТАТИЧЕСКОЕ ОПТИМАЛЬНОЕ
ОГРАНИЧЕНИЕ ПЕРЕТОКОВ ПО ЛИНИЯМ

Расширение спектра задач СОП по ЛЭП и САУ ЧМ потре-
бовало совершенствования алгоритмов автоматизированного
диспетчерского управления. С помощью модернизированных ав-
томатизированных систем управления появилась возможность
решать вопросы оптимального ведения экономичного режима
ЭЭО, противоаварийного управления, регулирования мощности,
напряжения и частоты на основе развития теории управления.
Этот подход основан на идеях квазистатической оптимизации.



245

Одним из направлений развития и совершенствования сис-
тем управления рассматриваемого класса является переход к
управлению на основе принципов оптимизации и адаптации с
учетом специфики и высокой размерности уравнений объекта.
Это требует исследовать ЭЭО как крупномасштабные системы.

1. Анализ систем и методов оптимального управления
ЭЭО. Адаптивные системы управления энергетическими объеди-
нениями требуют системной классификации адаптивных управ-
ляющих структур, которые могут быть принципиально использо-
ваны для синтеза управлений нормальными и предаварийными
режимами энергетическими объединениями при решении задач
СОП и САУ ЧМ. Анализ условий устойчивости (сходимости) ал-
горитмов адаптации является основой для применения.

Высокий уровень технических и требований к экономично-
сти при управлении режимами ЭЭО требует применения совре-
менных методов исследования при  разработке алгоритмов адап-
тивного диспетчерского управления. К настоящему времени раз-
работан ряд методов для синтеза адаптивных регуляторов. Суще-
ствующие методы синтеза адаптивных регуляторов можно разде-
лить на отдельные группы.

Классические адаптивные системы регулятор основного
контур и регулятор контура адаптации, причем контур адапта-
ции служит, как правило, для подстройки параметров. Этот класс
регуляторов синтезируется методом рекуррентных целевых нера-
венств, методом стохастической аппроксимации, методом скоро-
стного градиента [106,154].

Грубые регуляторы, синтезируемые на основе требований
робастной устойчивости или робастной оптимальности, могут
разрабатываться на основе критериев интервальной устойчивости
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характеристических полиномов (метод В. Л. Харитонова) для ли-
нейных непрерывных или дискретных систем управления [191].

Адаптивные регуляторы, разработанные на основе класси-
ческих и специальных методов функционального анализа, в част-
ности, методы синтеза в функциональных пространствах, форму-
лируемые в пространстве комплекснозначных функций, соответ-
ствующих частотным характеристикам систем управления как
однопараметрическому семейству векторных комплекснозначных
функций [82,194].

Развитие и применение теории адаптивного управления для
энергообъединений происходит эволюционным путем. Это озна-
чает совершенствования существующих систем управления нор-
мальными или аварийными режимами, которые образуют основ-
ной контур управления.

В связи с этим адаптивное управление строится на основе
регуляторов основного контура и контура адаптации. В этом
смысле для ЭЭО характерно применение для развития методов
первой группы.

В настоящее время существует достаточно широкий арсенал
методов синтеза основного контура управления. Для систем
управления энергообъединениями, реализованных на различных
уровнях иерархии системы диспетчерского управления ЭЭО,
можно использовать широко известные методы модального
управления, локально-оптимального управления и оптимального
управления с интегральными (суммарными) функционалами ка-
чества, которые являются преимущественно линейными.

Для управления крупными объединениями на верхних
уровнях иерархии для обеспечения режимных требований необ-
ходимы нелинейные локально-оптимальные регуляторы. Эти ре-
гуляторы синтезируются  на основе методов математического
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программирования, в частности, линейного или квадратичного
программирования.

Задачей контура адаптации является идентификация пара-
метров объекта управления в реальном времени. Для подстройки
параметров используются методы рекуррентных целевых нера-
венств (РЦН), стохастической аппроксимации (МСА), скоростно-
го градиента (МСГ) и др.

На основе приведенной информации можно дать системную
характеристику возможных типов адаптивных систем управле-
ния. В табл. 3.1 анализируются возможные варианты построения
регуляторов основного контура (РОК) и регуляторов контура
адаптации (РКА).

Таблица 3.1

Классы регуляторов основного контура и контура адаптации
  Регуляторы

основного
контура

Регуля-
торы
контура
адаптации

Модальные
регуляторы

Локально-
оптимальные
регуляторы

Оптимальные
регуляторы

Регуляторы
на основе
методов

математиче-
ского

програм-
мирования

Метод
рекуррентных

целевых
неравенств

(РЦН)

*
Реализован в

методе
РЦН

* *

Метод
стохастиче-

ской аппрокси-
мации (МСА)

Реализован
в МСА * * *

Метод
скоростного
градиента

(МСГ)
*

Реализован в
МСГ * *
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В табл. 3.1 отмечены типы адаптивных систем, которые к
настоящему времени разработаны на достаточно фундаменталь-
ной основе, получены условия «функциональной или парамет-
рической идентифицируемости» объектов. Для методов синте-
за адаптивных регуляторов других типов, не отмеченных в
табл. 3.1 символом «*», исследованы основные свойства замкну-
тых адаптивных систем. Для других типов систем адаптивного
управления с РОК и РКА необходимы исследования в части ана-
лиза устойчивости замкнутых систем адаптивного управления,
включая анализ возникновения хаотических режимов.

2. Системная технология доказательства сходимости
итерационных процессов адаптации. Системность подхода к
доказательствам сходимости рассматривается в следующей по-
становке. Пусть имеются итерационные процессы, соответст-
вующие различным процедурам адаптации:

1. Процедурам численного решения детерминированных
разностных уравнений в дискретном времени.

2. Детерминированным процедурам оптимизации, устойчи-
вость которых доказывается методами функционального анализа.

3. Процедурам метода стохастической аппроксимации.
Требуется разработать технологию доказательства сходимо-

сти процессов адаптации, учитывающую технологические осо-
бенности процессов в сложных ЭЭО с учетом особенностей оп-
тимизационных алгоритмов, которые были сформулированы.

Рассматривается алгоритмический аспект доказательства
сходимости. Поскольку требуется сформулировать системную
технологию доказательства сходимости перечисленных выше
итерационных процессов, то можно выделить общие характерные
черты, позволяющие расширить классы подходов к анализу схо-
димости. Другими словами, необходимо осуществить системный
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синтез подходов к анализу сходимости, дополняющих известные
процедуры.

Для решения задачи можно построить системную матрицу
(табл. 3.2) возможных вариантов исследования сходимости в
пространстве «задачи – методы анализа сходимости», которая
имеет соответствующий вид, где указан характер результата. В
этой таблице приведены возможные варианты синтеза САУ с ос-
новным контуром управления и контуром адаптации с различны-
ми целевыми условиями.

Таблица 3.2
Системная характеристика методов доказательства сходимости

Методы

Задачи

Метод
функций
Ляпунова

Метод
стационар-

ности
производной

Метод
рядов

Метод
рекуррент-

ных
целевых

неравенств
Устойчивость
разностных

схем и эволю-
ционных урав-

нений

достаточные
условия * * *

Устойчивость
детерминиро-

ванных
процедур

оптимизации

достаточные
условия

ограничения
на

параметры
* *

Устойчивость
стохастических

процедур
оптимизации

* *

ограничения
на

параметры *

Устойчивость
стохастических

процедур
адаптации

* * *

ограничения
на

параметры
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Варианты синтеза, которые обоснованы математически, отмече-
ны символом «», а другие могут быть использованы при управ-
лении, однако их корректное применение требует проведения не-
обходимых доказательств.

Для задачи 1 формулируются этапы определения уравнений
стационарных состояний, вычисления первой разности квадра-
тичной функции Ляпунова на траекториях системы и формирова-
ния результата.

Задача 2, разрешаемая на основе «квазистационарности пер-
вой разности», требует вычисления первой разности, ее преобра-
зования путем представления оценки первой разности, примене-
ния условия Липшица, приводящего к доказательству существо-
вания минимизирующей последовательности функционалов.

Задача 3 состоит в формулировке условий сходимости слу-
чайных величин в среднеквадратичном смысле и по вероятности.

Решение включает следующие этапы доказательства: фор-
мирование уравнения отклонений текущей переменной от истин-
ного значения, вычисление второго момента, суммирование се-
мейства разностей последующих и предыдущих значений слу-
чайных вспомогательных величин, применение условий сходи-
мости полученного ряда, из которых следуют ограничения на па-
раметры рекуррентной процедуры уточнения оценок.

Задача 4 – синтез алгоритмов оценки параметров адаптив-
ной системы методом стохастической аппроксимации разрешает-
ся определением моделей отклонений параметров от истинных
значений, формированием стохастической функции Ляпунова в
виде нормы некоторого пространства и исследованием устойчи-
вости процедур оценивания. Эта функция имеет смысл второго
центрального момента параметров. Далее функция Ляпунова
преобразуется «в силу» уравнений подстройки параметров и ди-
намики уравнений объекта, формулировкой рекуррентных
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неравенств относительно стохастической функции Ляпунова. Для
анализа сходимости обычно формулируются специальные усло-
вия – условия Чжуна, Буркхольдера, Дермана, Сакса и др.

Перечисленные методы составляют основу системной тех-
нологии доказательства сходимости итерационных процессов.
Это позволяет получать новые результаты в области теории схо-
димости на основе применения не использованных подходов, ко-
торые определены системной матрицей.

Таким образом, на основе рассмотренного набора вариантов
построения адаптивных систем можно синтезировать широкий
класс адаптивных регуляторов для достижения целей адаптации.

3. Методы и алгоритмы квазистатической оптимизации
системы ограничения перетоков. Адаптивное управление пере-
токами позволяет выполнить синтез систем при полном или час-
тичном отсутствии информации о параметрах объекта. Для ЭЭО
в ряде случаев отсутствует информация о динамических характе-
ристиках объекта, однако известны квастатические характери-
стики объекта – коэффициенты распределения или влиянии
[79,83-85,93,221,223].

Постановка задачи. Пусть имеется ЭЭО из « n » узлов и
« m » ЛЭП. Потребление и генерация энергии осуществляется в
узлах сети ЭЭО. В нормальном режиме перетоки мощности по
j -й ЛЭП и управления на станции ip  связаны с управляющими

воздействиями на ЭС (станции) матрицами коэффициентов рас-
пределения   11

,
m n

ji ij
 

 (при условии баланса) или коэффициентов

влияния   11
,

m n
ji ij
 

 (при отсутствии баланса):

1

n

j ji i
i

S p


  или
1

, 1,2,..., ,
n

j ji i
i

S p j m


   (1)

или интервальным ограничениям на перетоки по ЛЭП:
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,jj jS S S  (2)

где jS и jS – нижние и верхние допустимые значения перето-

ков. В результате отклонения реального режима от прогнозируе-
мых значений некоторые из линий могут перегружаться, что при-
водит к нарушению условий (2). Необходимо вычислить такие
управления, чтобы изменением генерируемой мощности в узлах
сети ликвидировать перегрузку, т. е. обеспечить выполнение этих
условий для всех ЛЭП без изменения баланса мощности в ЭС.

При этом должны учитываться следующие ограничения:
- мощности, генерируемые узлами, допускается изменять в

пределах: ,min ,max , 1,2,..., ;i i iP P P i n  

- в результате действия системы ограничения не должны
перегружаться другие ЛЭП сети;

- система управления должна обеспечивать ликвидацию пе-
регрузки ЛЭП с минимальным изменением режима сети.

Тогда задача вычисления статически оптимальных управле-
ний для ограничения перетоков активной мощности по ЛЭП
энергетических объединений формулируется следующим обра-
зом: найти переменные: 0i i iP P P   – изменения активной мощ-
ности узлов, которые удовлетворяют ограничениям в виде ли-
нейных алгебраических равенств и неравенств, учитывающих ог-
раничения на перетоки и регулировочные диапазоны энергосис-
тем (станций).

Ограничения формулируются на основе коэффициентов рас-
пределения или коэффициентов влияния для энергетических объ-
единений, определяющих изменения активных мощностей по
ЛЭП при изменении активных мощностей регулирующих ЭС
энергообъединений.
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Приведенные технологические требования к режимам ЭЭО
и коэффициенты влияния (распределения) позволяют сформули-
ровать для вычисления управлений на ЭС систему ограничений
задачи математического программирования (МП):

(3)
При этом должен обеспечиваться минимум целевой функции





n

i
iPΔF

1
1 . (4)

В соотношениях (3) и (4) приняты обозначения: ijα  = ij PS  –
коэффициенты распределения, определяющие изменения перето-

ков мощностей ЛЭП при изменении мощностей станций; прS ,
прS – верхний и нижний пределы пропускной способности ЛЭП;

0,i iP P – начальные и искомые мощности станций; пN – номера
перегруженных ЛЭП; величины 0 0 0 0, , ,j l k pS S S S – исходные зна-

чения перетоков по перегруженным (номера 0 0,j l ) и непере-
груженным (номера 0 0,k p ) ЛЭП.
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Первые два уравнения (3) определяют требования к мощно-
стям узлов для ликвидации перегрузки перегруженных ЛЭП.
Третье и четвертое неравенства – требования ликвидации пере-
грузки ЛЭП без возникновения перегрузок других ЛЭП. Пятое
неравенство определяет мощности в пределах диапазонов регу-
лирования. Шестое уравнение обеспечивает баланс мощностей
ЭЭО, а (4) минимизирует изменения мощностей ЭС.

4. Вычисление квазистатических оптимальных управ-
лений. Минимизация суммы модулей соответствует нелинейной
задаче. Для решения задачи можно использовать методы линеа-
ризации. Линеаризовать задачу можно методом разности пере-
менных без увеличения числа строк матрицы ограничений [79], а
также методом ограничивающих переменных [67] заменой мо-
дулей в целевой функции новыми переменными: ii PΔy  , кото-
рые определяют ограничения [67]:

0,
0 .

i i

i

y P
y P
  

   (5)

Тогда задача МП сводится к минимизации функционала

2 1

n
ii

F y


  (6.а)

при ограничениях в виде систем линейных неравенств.
Преобразование перетоков по перегруженным ЛЭП к значе-

ниям пр
jS эквивалентен передаче максимальной мощности по пе-

регруженным ЛЭП. В результате минимизируется функционал:

 2 7 91 ,
1 , 1 1n

n n n

i i ij l
i j l N i i

F y M x x x x
   

 
     

 
    (6.б)

при ограничениях в виде линейных равнств и неравенств:
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(7)

Решение задачи (6), (7) симплекс-методом позволяет вычис-
лить квазистатические оптимальные воздействия на станции. В
ограничениях (7) использованы обозначения: отклонения мощно-
стей регулирующих станций определяются следующими равен-
ствами: * ; 0, 0i i i i iP P P P P           ; «большой» параметр

1М  ; 11 7 9, , , ,ij i ix x x x x – введенные искусственные пере-

менные; 2 3 4 5 6 8 10 11, , , , , , ,k k p p i l i ix x x x x x x x – свободные пе-

ременные задачи линеаризованной задачи управления.
Не останавливаясь на алгоритмических особенностях фор-

мирования управляющих воздействий, следует отметить, что в
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разработанной статически оптимальной автоматической системе
ограничения перетоков при изменении режима работы ЛЭП в на-
правлении возврата к исходному состоянию перетока предусмат-
ривается также возврат мощностей генерирующих станций к ис-
ходным или близким к исходным значениям. Другими словами в
системе реализован ряд алгоритмических особенностей, введен-
ных в алгоритм системы ограничения перетоков первого поколе-
ния. Реализация системы требует применения вычислительных
средств, мощность которой зависит от количества оптимизируе-
мых параметров и допустимого периода квантования по времени.

Таким образом, квастатические оптимальные СОП по ЛЭП
– один из вариантов синтеза адаптивных систем управления энер-
гообъединениями, который может распространяться на задачи
регулирования частоты и обменной мощности.

3.4. ДИНАМИЧЕСКАЯ ОПТИМИЗАЦИЯ СИСТЕМЫ
ОГРАНИЧЕНИЯ ПЕРЕТОКОВ

Оптимизация многомерных систем ограничения перетоков
активной мощности в динамических режимах может быть вы-
полнена на основе динамических моделей объекта. При этом за-
дача оптимизации может формулироваться как задача многоша-
говой оптимизации на конечном интервале времени. Рассмотрим
адаптивную динамическую оптимизацию системы автоматиче-
ского ограничения перетоков мощности по ЛЭП в ЭЭО.

1. Постановка задачи динамической оптимизации. Пусть
имеется ЭЭО, состоящее из «m» энергосистем (ЭС) и «n» ЛЭП,
описываемое в отклонениях от исходного режима с помощью
разностных уравнений «вход-состояния-выход»

1 , ,k k k k kx Hx Fu s Cx        (1)
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где kx – вектор координат состояния ЭЭО, компонентами которо-
го являются совокупность  1m   взаимных узлов и их производ-
ных, отсчитываемых от базисного угла и его производных;

 1 ,...,
Тg

k k ks s s   – вектор отклонений перетоков по ЛЭП от исход-

ных значений 0S ; ku – вектор управлений, компоненты которого
линейно связаны с изменениями активных мощностей ЭС в ста-
тических режимах: i

i ip k u ; , ,H F c – матрицы объекта, соответ-
ствующие уравнениям состояния, полученным в результате со-
кращения размерности вектора состояния и перехода к разност-
ным уравнениям; k – дискретное время. Тогда вектор текущих
значений перетоков определяется равенством

0 .k kS S s   (2)

В нормальном режиме перетоки по ЛЭП находятся внутри допус-
тимой области D , определяемой линейными неравенствами

, 1,..., ,g g gS S S g m   (3)

где gS и gS – нижнее и верхнее допустимые значения перетока
по g -й ЛЭП. Под действием внеплановых изменений нагрузки
ЭС отдельные ЛЭП могут перегружаться, что нарушает техноло-
гические условия функционирования ЭЭО, заданные в (3).

Требуется вычислить оптимальные управления в виде при-
ращений активных мощностей регулирующих станций, перево-
дящие компоненты вектора kS , для которых не выполняется (3) в
момент времени 0k  , внутрь или на границу области D опти-
мальным образом в смысле минимума целевой функции.

2. Вычисление оптимальных программных управлений.
Задача вычисления управлений может быть сведена к задаче ма-
тематического программирования: вычислить управления, дос-
тавляющие минимум функционалу:
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    (4)

где M – множество номеров перегруженных ЛЭП; T – период
квантования по времени; G  и ,j l – коэффициенты.

Первое слагаемое в функционале (4) учитывает качество

процессов приближения компонент js~  и ls~  к ближайшим гра-
ницам допустимой области для режимов системы – D .

Второе и четвертые слагаемые оценивают величины затрат
управления в динамических и статических режимах, а третье –
интенсивность изменения управления при ограничениях. В этом
случае задача ограничения формулируется как задача определе-
ния управлений, минимизирующих функционал (4) и удовлетво-
ряющих системе линейных ограничений. Ограничения задачи
формулируются с использованием динамических математических
моделей ЭЭО в форме разностных уравнений состояния.

Ограничения задачи динамической оптимизации системы
автоматического ограничения перетоков активной мощности
формируются на основе моделей влияния, разработанных в п. 2.
Эти модели определяют изменения перетоков активной мощно-
сти под действием управлений на регулирующие станции с уче-
том прогнозирования состояний на заданное количество шагов в
дискретном времени. В результате можно сформулировать соот-
ветствующие задачи математического программирования.

Ограничения задачи для оптимизации СОП в переходных
режимах могут быть представлены в виде системы линейных ал-
гебраических уравнений и неравенств:
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(5)

В ограничениях (5) использованы обозначения: 1, ,j pc c c – под-

матрицы матрицы С; 0x – вектор состояния ЭЭО в момент начала
работы ограничителя, который связан с исходным режимом ЛЭП,
имеющим отличные от нуля все компоненты кроме взаимных уг-
лов; ,u u   векторы нижний и верхних значений регулировоч-
ных диапазонов ЭС; Δ – вектор предельных скоростей изменения
управления, ограниченных в связи с ограниченными скоростями

изменения скоростей ЭС, E – единичная матрица; lj β,β –
подматрицы матрицы β , являющейся матрицей квазистатических
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характеристик ЭЭО как объекта, определяемых равномерносхо-
дящимся рядом [79]:

*

1 *

1

, 1,
N

k h

h
cH F k N  



   (6)

где *N – время, превышающее максимальную длительность пе-
реходных процессов в объекте.

В системе ограничений задачи оптимизации (5) первые два
уравнения описывают процессы изменения отклонения перетоков
относительно границ допустимой области D . Третье – шестое
уравнения задают условия для окончания переходного процесса
ограничения в момент *N  и обеспечения заданного отклонения
перетока в статике относительно исходного значения. Седьмое и
восьмое неравенства введены для обеспечения неперегрузки не-
перегруженных ЛЭП; девятое и десятое – для статической опти-
мизации. Остальные неравенства учитывают изменение в задан-
ных интервалах управлений и их скоростей.

Таким образом, задачи динамической оптимизации (как и
квазистатической оптимизации, п. 3.2) систем ограничения пере-
токов по ЛЭП при АРЧМ сводятся к задачам МП, которые реша-
ются методами линейного или нелинейного программирования, в
частности, методами проекции градиента [79,86].

3.5. ТЕХНОЛОГИЧЕСКИЕ РЕЖИМЫ УПРАВЛЕНИЯ
ЧАСТОТОЙ И АКТИВНОЙ МОЩНОСТЬЮ

Регулирование частоты и активной мощности является од-
ной из основных задач оперативно-диспетчерского управления
ЭЭО. В большинстве крупных энергообъединений эта задача ре-
шается при раздельном регулировании плановых и внеплановых
активных нагрузок. Плановые нагрузки распределяются автома-
тически в системе группового регулирования активной мощности



261

или дежурным персоналом средствами дистанционного управле-
ния в соответствии с расчетными графиками изменения мощно-
сти станций.

Предлагаемые критерии управления внеплановой активной
нагрузкой для централизованных, децентрализованных или ие-
рархических СОП и САУ ЧМ разработаны в совместных работах
ОДУ Средней Волги и ЛПИ им. М. И. Калинина. В работах при-
нял участие главный диспетчер ОДУ В. И. Бердникова (1983 г.).
Поскольку функции современных САУ ЧМ объединений расши-
ряются за счет решения также задач автоматического ограниче-
ния перетоков активной мощности по межсистемным или внут-
рисистемным ЛЭП, то рассматривается совместный синтез
управлений двух систем. Согласование работы таких ограничи-
телей локальных перетоков и системы регулирования частоты и
активной мощности выполняется с использованием различного
рода неформальных процедур и блокировок. Раздельное решение
задач регулирования и ограничения снижает эффективность сис-
темы АРЧМ ЭЭО, что устраняется при совместном управлении
ЭЭО по частоте, активной мощности и ограничению перетоков.

1. Основные задачи управления режимами. Метод фор-
мулирует раздельные задачи вычисления управлений для
САУ ЧМ и ограничения перетоков по ЛЭП как задачи квазиста-
тического оптимального управления с ограничениями, опреде-
ляемыми следующими условиями:

а). Регулирования частоты и обменной мощности, когда
сумма внеплановой мощности агрегатов ЭЭО пропорциональна
отклонению системного параметра так, что

);(
1

SΔfΔγλuΔ
n

i
i 
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б). Ограничения перетоков активной мощности по
контролируемым ЛЭП, которое требует введения технологиче-
ских ограничений

;1
1

m,i,SSuΔαSΔSS jjj

n

i
jijjj  



в). Ограничения на величину изменения мощности регу-
лирующих станций (узлов)

,n,i,PPfΔkuΔPΔPP iiiωiiii 1

где iuΔ – управление на i -ю регулирующую станцию, обеспечи-
вающее решение задачи АРЧМ и ограничения перетоков по кон-

тролируемым ЛЭП; λ – системная ошибка   SSSΔ з –

отклонение текущего значения обменной мощности 


 
cm

i
jSS

1
, от

заданного значения 0
зS ; fΔ – отклонение частоты от заданного

значения; γ – коэффициент пропорциональности; jS , jS , jS
– соответственно верхнее и нижнее предельные и текущее значе-

ния перетоков активной мощности по j -й линии; jSΔ – изме-

нение перетока по j -й линии под действием управлений;

ji – коэффициенты влияния i -й станции (узла) на переток по

j -й линии; ,m n – соответственно число регулирующих станций

и контролируемых линий в ЭЭО; 0m – число внешних межсис-

темных линий, связывающих данное ЭЭО с другими; wik – ко-
эффициент усиления первичного регулятора i -й станции (узла);

iP , iP , iP – соответственно верхние, нижние и текущие значе-
ния мощностей i -й станции (узла). Ограничения а) и в) являются
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основными, но не единственно возможными. Они могут быть
расширены или модифицированы в случае необходимости учета
условий эксплуатации, структуры или специальных режимов кон-
кретных ЭЭО.

Важным вопросом при решении оптимизационных задач
САУ ЧМ является определение и формализация целей управле-
ния. Как известно, задание целевой функции должно быть осно-
вано на априорных сведениях о характере и особенностях решае-
мых задач. Ниже рассматриваются различные способы формали-
зации задач управления внеплановыми изменениями нагрузки
ЭЭО. При этом оптимальные управления определяются в классе
решения задач нелинейного программирования, сводящихся к за-
дачам линейного программирования. Целесообразность линеари-
зации обусловлена конечной сходимостью методов линейного
программирования, что весьма существенно для управления в ре-
альном времени, а также тем, что вследствие выпуклости кривых,
отображающих ограничения, и линейности целевой функции экс-
тремум – единственный.

В зависимости от целей формулируемые задачи управления
внеплановыми нагрузками разделяются на группы, в которых
синтез управления выполняется по группам критериев: критерию
минимума отклонений перетоков по ЛЭП от исходных значений,
критерию минимума отклонений управлений ЭС от заданных со-
отношений и комбинированных критериев распределения вне-
плановой нагрузки ЭЭО [24-27,79,84].

2. Управление по критерию минимума отклонений
управлений ЭС от исходных значений. Формализации задачи
требует минимизация функционала. Задача управления внепла-
новыми нагрузками формулируется следующим образом: вычис-
лить управления iuΔ , минимизирующие функционал:
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,uΔcJ
n

i
ii




1

(1)

где ic – весовые коэффициенты при ограничениях a) – в).
Используя метод разности переменных [79], сущность ко-

торого состоит в замене переменных, увеличению количества пе-
ременных, которые не могут одновременно быть включенными в
базис, задачу с функционалом (1) и ограничениями  a b  можно
свести к задаче линейного программирования

minuucJ ii

n

i
i 



)(
1

(2)

при линейных алгебраических ограничениях:
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;n,i,PPfΔkuuPΔPP iiiωiiiii 1 (5)

0 , . 0, 1,2,..., .i iu u i m   

Эта задача, сведенная к задаче линейного программирова-
ния методом разности переменных, позволяет вычислить управ-
ления на регулирующие ЭС (станции), представленные равенст-
вами

. 1,2,..., . (6)i i iu u u i m    

Вычисленные управления обеспечивают в статике регулирование
частоты и обменной мощности (условие (3)), ограничение
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перетоков по перегруженным линиям и отсутствие перегрузки в
результате действия управлений для ранее неперегруженных ли-
ний (условие (4)), учет текущего значения регулировочных
диапазонов станций (условие (5)). При этом согласно критерию
(1), управление внеплановыми нагрузками будет выполняться
при минимальных изменениях управляющих воздействий. Оче-
видно, что применение критерия (1) обеспечивает также и мини-
мальное изменение суммарного регулировочного диапазона
ЭЭО.

3. Минимизация отклонений перетоков активной мощ-
ности линий от исходных значений. Пусть заданы по каждой из
контролируемых линий исходные значения перетока активной
мощности ИjS . Требуется вычислить управления juΔ , миними-
зирующие кусочно-линейный функционал
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i
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i

n

i
ji uΔα




1

при ограничениях типа равенств и неравенств, заданных техноло-
гическими условиями а) и в) по ведению режима управления
энергосистемами.

В критерии (7) коэффициенты jс  учитывают относительные

отклонения перетоков по линиям, что позволяет формировать
управления в функции относительных отклонений перетоков по
линиям с различными абсолютными значениями пропускных
способностей. Как и в (1), коэффициенты jс  обеспечивают

«взвешивание» слагаемых целевой функции. Переход к задаче
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линейного программирования выполняется методом ограничи-
вающих неравенств. Далее будет использоваться следующее ог-
раничивающее неравенство:

.yuΔαSΔ i

n

i
iijиj 

1

Тогда задачу (7) с ограничениями а) и в) можно сформулировать
следующим образом: вычислить управления iuΔ , минимизи-
рующие целевую функцию





m

i
jj ycJ

1
(8)

при ограничениях а) и в) и дополнительных ограничениях

.m,j,yuΔαSy ji

n

i
jiиjj 1

1
 


(9)

Минимизация критерия (7) позволяет при ликвидации воз-
мущений сохранять максимальные запасы пропускных способно-
стей линий. В случае транзита активной мощности это свойство
может иметь определяющее значение. Кроме того, применение
данного критерия позволяет локализовать место возмущения в
ЭЭО за счет минимизации обмена возмущенного узла с соседни-
ми узлами электрической сети ЭЭО.

Широкий класс задач связан с управлением по критериям
минимума отклонений переменных от заданных соотношений.
Эти задача реализуется в ряде вариантов, рассматриваемых далее.

4. Минимизация отклонений распределения внеплано-
вых нагрузок узлов от заданных соотношений. Пусть по усло-
виям режима работы ЭЭО желаемое распределение внеплановой
нагрузки между регулирующими станциями задано в виде сово-
купности соотношений:
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10 1 20 2 0, ,..., .n nP P P P P P           (10)

При этом 
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10 и, следовательно,
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Так как λPΔ  , то соотношения (10) можно переписать в виде

,λβPΔ;λβPΔ;λβPΔ nn  0220110

где  of S     – системная ошибка, в функции которой осу-

ществляется управление.
Вследствие ограничений а)–б) желаемые соотношения рас-

пределения нагрузки на станции (10) могут не выполняться. В
этом случае управления iuΔ  отличаются от заданного на величи-

ну ix , то

.xPΔuΔ ii )( 10  (12)

Можно заметить, что в этом случае
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 то имеет место следующее равенство:
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(13)

С учетом (11) и (12) задачу синтеза управлений iuΔ , мини-
мизирующих отклонения распределения внеплановой нагрузки от
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заданных соотношений (10), можно записать следующим обра-
зом: вычислить управления, минимизирующие целевую функцию

i

n

i
i xcJ 




1

(14)

при ограничениях, учитывающих закон управления по частоте и
обменной мощности при учете требований неперегрузки непере-
груженных ЛЭП:
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Метод разности переменных, определяет задачу линейного про-
граммирования: вычислить ,i ix x  , минимизирующие линейный
функционал

 



n

i
iii xxcJ

1
(16)

при ограничениях, учитывающих требования для различных ре-
жимов управления.

Ограничения задачи, формализующие требования сохране-
ния нормальных режимов по ЛЭП энергетических объединений с
учетом САУ частоты и обменной мощности ОЭС, имеют сле-
дующий вид:
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Применение критерия (14) целесообразно при распределе-
нии внеплановой нагрузки между регулирующими станциями
электроэнергетических объединений в определенных соотноше-
ниях, устанавливаемых предварительно на основе имеющегося
состава оборудования, структуры сети, технологических режимов
работы ЭЭО и других условий.

5. Минимизация отклонений распределений внеплано-
вых нагрузок от экономически оптимальных значений. Пусть
условие экономически оптимального распределения внеплановой
нагрузки системы управления частотой и активной мощностью
без учета потерь в сетях задается в следующем виде

,bbb...bb n  021 (18)

где 1 0,b b – коэффициенты, определяющие относительные при-
росты расхода соответственно по отдельным узлам и всему ЭЭО.
Так как технологические ограничения а) – в) могут «искажать»
это условие, то целесообразно синтезировать управления, мини-
мизирующие отклонения от экономически оптимальных соотно-
шений для распределения нагрузки.

Если ввести обозначения:
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,λ/PΔPΔ/PΔβ э
i

э
i

э
i 

где э
iPΔ – экономически оптимальные мощности i-го узла, соот-

ветствующее условию (18), и предварительно определить э
iβ , то

управления )( i
э

ii xPΔuΔ  , обеспечивающие наименьшие от-
клонения мощностей от экономически оптимальных, вычисляют-

ся минимизацией (14) при ограничениях (15). Параметры iβ  за-

менены на параметры э
iβ .

6. Минимизация по условиям согласованного участия в
управлении регулирующих станций каскада ГЭС. Пусть, как
и в задаче (14), (15), заданы соотношения распределения нагрузки

между ГЭС каскада iβ , заданные по условиям водного режима.
Пусть можно пренебречь запаздыванием, вносимым конечной
скоростью распространения водного потока.

При ограничениях а) – в) управления на ТЭС и ГЭС, не ра-
ботающих в каскаде, должны обеспечивать выполнение этих ог-
раничений и заданных соотношений между изменениями актив-
ной мощностей каскадных ГЭС.

Как и в (14), (15), управления формируются в виде:
.i i iu x     Для остальных регулирующих станций ЭЭО

минимизируется кусочно-линейный функционал качества

1

| |, ,
t

i i
i

J c x t n


  (19)

при ограничениях, учитывающих технологические ограничения
на режимы управления энергетических объединений, которые
представляются в следующей форме:
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Управления, определяемые решениями задачи (19)-(20),
применяются в случаях, когда регулирующие станции каскада
ГЭС по условиям водного режима могут участвовать в регулиро-
вании внеплановых нагрузок совместно и в заданных рациональ-
ных соотношениях.

7. Минимизация отклонений от распределения нагрузки,
пропорциональная регулировочным диапазонам станций.

Пусть iii PPPΔ   и iii PPPΔ   – регулировочные диапа-

зоны i -й станции соответственно в сторону увеличения и

уменьшения мощности. Величины 



n

i
iPΔ

1
 и 




n

i
iPΔ

1
 определяют

суммарные регулировочные диапазоны ЭЭО соответственно в
сторону увеличения и уменьшения мощности. Можно ввести ко-

эффициенты пропорциональности 
iβ  и 

iβ , характеризующие
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относительные запасы регулировочного диапазона i -го узла при
увеличении или уменьшении мощности

1
/ ,n

i i ii
P P   


   1

/ ,n
i i ii

P P   


   (21)

причем
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Изменение нагрузки на величину λPΔ   будет распределяться
между регулирующими станциями следующим образом:

.λβPΔβPΔ,λβPΔβPΔ iiiiiii
  00

Знаки «+» или «» для отклонений мощностей P  и   означа-
ют увеличение или уменьшение нагрузки. В условиях, опреде-
ляющих ограничения а) – б), заданное распределение может на-
рушаться. Поэтому реальные управления, как и в задаче
математического программирования (14) (15), будут в общем
случае отличаться от желаемых управлений (пропорциональных

регулировочным диапазонам) на величины ix , т. е. на величины,
определяемые равенствами

   0 0, .i i i i i iu P x u P x            

Задача минимизации отклонений от желаемого распределе-
ния внеплановых мощностей ЭС (станций) в этом случае может
быть сформулирована на основе математического программиро-
вания. Тогда необходимо вычислить оптимальные управления,
обеспечивающие минимум целевой функции вида (14) при огра-
ничениях, учитывающих необходимые технологические требова-
ния для рассматриваемого режима управления
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Применение критерия качества (14) следует рекомендовать
для ЭЭО, в которых при распределении внеплановой нагрузки
желательно сохранять относительные регулировочные диапазоны
для всех регулирующих станций.

Таким образом, универсальность ограничений задач мате-
матического программирования позволяет рассмотреть другие
необходимые формулировки задач квазистатического оптималь-
ного управления внеплановыми нагрузками ЭЭО. В частности,
возможно использование комбинаций критериев оптимальности
(группа комбинированных критериев). Выбор критерия и систе-
мы ограничений, определяется конкретными технологическими
условиями работы ЭЭО и может изменяться диспетчером или ав-
томатически в зависимости от текущего режима работы ЭЭО и
особенностей его структуры.

3.6. СИНТЕЗ ЗАМКНУТЫХ ЛОКАЛЬНО-ОПТИМАЛЬНЫХ
СИСТЕМ УПРАВЛЕНИЯ ЧАСТОТОЙ И МОЩНОСТЬЮ

НА ОСНОВЕ ОПЕРАТОРОВ ОПТИМИЗАЦИИ

Проблемы синтеза систем САУ ЧМ энергообъединениями
весьма разнообразны. Такое разнообразие определено технологи-
ческими режимами систем управления частотой и активной мощ-
ностью ЭЭО. Функциональная сложность задач управления име-
ет место для других задач, в частности, связанных с управлением
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реактивной мощностью энергосистем. Решения задач АРЧМ с
учетом технологических режимов с использованием методов ма-
тематического программирования (МП) иллюстрирует эту уни-
версальность.

1. Анализ методов оптимизации ЭЭО по частоте и ак-
тивной мощности. Классические методы решения задач приме-
няются для управления внутри отдельных ЭЭО. Глобальные за-
дачи управления взаимодействия ЭЭО как частей сверхмощных
энергетических объединений типа Единой энергосистемы Рос-
сии, реализуемые на основе принципов декомпозиции и коорди-
нации, которые требуют специального рассмотрения.

Как следует из сказанного выше, методы синтеза классиче-
ских систем управления ЭЭО могут быть основаны на решении
задачи модального управления (распределения полюсов,
см. п. 3.1). Принцип максимума Л. С. Понтрягина, метод динами-
ческого программирования Р. Беллмана [106] и другие вариаци-
онные методы могут использоваться ограниченно при синтезе
оптимальных систем. Это связано с проблемами конструктивного
учета технологических режимов ЭЭО в необходимых условиях
оптимальности. Эти трудности носят аналитический и вычисли-
тельный характер при  учете ограничений на координаты, управ-
ления и скорости их изменения (п. 3.4).

Решение аналитических и вычислительных проблем воз-
можно методами МП, обладающих универсальными вычисли-
тельными возможностями. В данном разделе на основе МП рас-
сматривается синтез локально-оптимальных систем управле-
ния ЭЭО. Методы синтеза локальных стабилизирующих управ-
лений обеспечивают достижение технологических целей при
формировании ограничений и целевых условий, учет которых не
предусматривается классическими методами оптимального
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управления. Применение классических методов приводит к су-
щественному усложнению процедур вычисления необходимых
управлений, варианты которых рассмотрены в предыдущих раз-
делах (п. 3.2-3.4).

Таким образом, синтез управлений ЭЭО будет основан на
методах МП, эффективное применение которых в полной мере
требует разработки адекватных аналитических математических
моделей вычислительных алгоритмов для проведения качествен-
ного исследования замкнутых систем управления АРЧМ.

2. Постановка задачи синтеза локально-оптимальных
систем АРЧМ с математически программируемой обратной
связью. Методы синтеза стабилизирующих управлений ЭЭО
включают решение следующих задач:

1). Разработка методов вычисления локально оптимальных,
интервально-оптимальных или экстремальных управлений, при
которых координаты ЭЭО (частота, мощности) удовлетворяют
точечным, интервальным или экстремальным целевым усло-
виям, когда обратные связи формируют программно-замкнутые
управления [85, 81,88,103,107,221].

2). Создание математических моделей замкнутых систем на
основе операторов МП (ОМП), аналитически характеризующих
предельные точки итеративных алгоритмов МП.

3). Исследование условий асимптотической устойчивости
замкнутых систем АРЧМ с обратной связью на основе ОМП.

На первом этапе решения задачи необходимо ввести ряд не-
обходимых определений.

Определение. Пусть для каждого момента времени Nk 
выполнены условия:

1. Для управляемых объектов, описываемых уравнениями

)(1 kkk u,xFx  ,
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формируется программно-замкнутое управление, минимизи-
рующее локальный функционал, заданный на временном интер-
вале

)( 1
1




pk
k

pk
k u,xJ ,

2. Траекториям динамической системы соответствуют оп-
тимальные на конечном интервале дискретного времени

][ pk,k  такие счетные последовательности состояний

   * * * *
11
,..., ,..., , ,

k p

k k i k pk
x x x x k N



  
 

и последовательности управлений
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что пара векторов состояний и управлений
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где xD и uD – целевые множества, зависящие от вектора состоя-

ний kx  и управлений ku . Структуры множеств определяются
комплексом задач управления для момента времени ,k N дан-
ными в п. 3.2 – 3.4. Тогда система управления, замкнутая на каж-
дом шаге управлением

      1* * *

1
, ,

k p k p k p

kk k k
u x u

   


     

называется локально-оптимальной системой (ЛОС).
Смысл локальной оптимальности состоит в следующем. Ло-

кально-оптимальные системы синтезируются программировани-
ем (прогнозированием) на основе методов МП состояний и
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управлений на заданный временной интервал и формированием
управлений на объект в функции прогнозируемых управлений

,u pk*
k


соответствующих текущим измерениям координат kx .
Определение. Вектор прогнозируемых управлений – «су-

жение» программно-синтезированной последовательности
* 1 * 1k p k
k ku u  

на конечном интервале [k, k+p] на момент времени «k », гаранти-
рующей существование натурального p , ( p N - горизонт
планирования) такого, что для всех k < [k, k+p] выполняются целе-
вые условия, заданные для координат состояния или выхода, реа-
лизующие технологические требования к режимам САУ ЧМ ЭЭО.

Важной частью синтеза является прогнозирование состоя-
ний ЭЭО на основе технологических задач, сформулированных в
пп. 3.2-3.4, которые определяют прогнозируемые целевые мно-

жества. Целевые множества xD и uD в задачах оптимизации
используются многофункционально. В частности, с помощью це-
левых множеств можно задать модели объектов, учитывающие
нелинейности ЭЭО по управлению или по состоянию. Необходи-
мо также учесть нелинейности, описывающие алгоритмы управ-
ления с учетом ограничений на координаты состояния (выхода)
объектов. Последнее связано с требованиями поддержания пере-
токов, частоты и обменной мощности в допустимой области (ин-
тервальные ограничения), а также и ограниченностью ресурсов
управления, связанных с ограничениями на регулировочные диа-
пазоны станций. Целевые множества используются для задания
прогнозируемых технологических требований к координатам
объекта и учета ограничений на управления.
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Таким образом, основные типы ограничений прикладных
задач управления частотой и активной мощностью ЭЭО, приве-
денные в пп. 3.1-3.4, позволяют сформировать прогнозируемые
целевые множества в процессе управления.

3. Синтез локально-оптимальных дискретных систем
управления частотой и активной мощностью. Применение
ЭВМ для автоматического управления ЭЭО расширяет класс ал-
горитмов, которые можно использовать в реальном времени. По-
следнее обстоятельство требует развития методов математиче-
ского моделирования систем, управляемых с помощью МП. Ниже
рассматриваются модели систем управления ЭЭО с управления-
ми формируемыми операторами математического программиро-
вания (ОМП), имеющих сложную вычислительную схему.

Конструктивные математические модели систем с алго-
ритмической обратной связью на основе методов МП представ-
ляют законы управления в операторной форме, что позволяет
использовать классические подходы к исследованию устойчиво-
сти систем. В настоящее время процедуры МП, как правило, ха-
рактеризуются алгоритмической формой задания решений, соот-
ветствующей алгоритму оптимизации.

Определение. Пусть описание предельных точек алгорит-
мов задается алгебраическими операторами, определяющими
аналитические решения задач МП. Тогда уравнения замкнутых
систем определяют системы с математически программируемой
обратной связью или системы с операторами МП.

Эти системы могут представляться в пространстве состоя-
ний динамических систем и определять достаточные условия
асимптотической устойчивости на основе функций
А. М. Ляпунова или входо-выходной устойчивости. При этом
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точечно-целевые, интервально-целевые и экстремально-
целевые системы АРЧМ синтезируются на основе прогнозиро-
вания и целевых условий для состояний или выходов. При этом
должна иметь место асимптотическая устойчивость в целом или в
некоторой области притяжения.

Важная задача управления связана с прогнозированием со-
стояний или выходов объекта управления на один или несколько
шагов, что позволяют компенсировать временное запаздывание в
дискретных системах, и повысить точность стабилизации, не-
смотря на локальный характер функционала оценки качества
процессов.

Теория управления развивается на основе расширения типов
фундаментов для решения проблем управления, включая совре-
менную алгебру, геометрию и функциональный анализ. Ниже
развивается подход, использующий негладкие и кусочно-
линейные операторы» для математического моделирования объ-
ектов и «операторы математического программирования»
(ОМП) как конструктивные алгебро-операторные модели управ-
ления с обратной связью по состояниям или выходам, принадле-
жащим конечномерным пространствам [85,86,88,92,103]. Это по-
зволяет исследовать системы управления на основе моделей,
расширяющих классы целевых условий и технологических тре-
бований. При этом программно-замкнутые управления синтези-
руются на основе комплексных целевых условий и прогнозиро-
вания динамических или квазистационарных состояний объектов
с необходимыми «горизонтами планирования», позволяющими
приблизить качество локально-оптимальных систем (ЛОС) к ка-
честву систем с интегральными (суммарными) функционалами.

В связи с проблемами синтеза данного класса систем на
основе классических необходимых условий типа



280

Якоби-Гамильтона-Беллмана в данной работе рассматривается
вариант синтеза ЛОС. При этом дискретные ЛОС с точечными
(типа равенств), интервальными (типа двусторонних неравенств)
или экстремальными целевыми условиями синтезируются на ос-
нове прогнозирования состояний объектов на заданные «времен-
ные горизонты» [103].

Системы управления с обобщенными целевыми условиями
синтезируется методами МП, которые «в силу универсальности»
реализуют комплексные целевые условия для широкого класса
технологических задач [106-113]. В рассматриваемой постановке
управления с обратной связью вычисляются как решения счетно-
го числа задач МП, представляющих операторы обратной связи в
виде ОМП, задающих предельные оптимальные решения проек-
ционных методов МП. Исследованы условия асимптотической
устойчивости, когда динамические модели – известны, а коорди-
наты состояния – измеряемы.

4. Постановка задач управления. Пусть ЭЭО как дискрет-
ные объекты описываются одним из представленных линейных,
кусочно-линейных или нелинейных разностных уравнений:

001 ,, xxCxyFuHxx kkkkkk  ,       (1.а)

001 ,),()( xxCxyuFxHx kkkkukxk  ,      (1.б)

001 ,,)()( xxCxyuxFxHx kkkkkkk  , (1.в)

где первое уравнение – линейное, второе – кусочно-линейное
[86], а третье – нелинейное уравнение с гладкой правой частью.
Пусть управления формируются статическими регуляторами

  (2)

где векторы состояний kx  (или выходов ky ) описывают эволю-

цию системы в дискретном времени, а ku  и  k ku x – векторы
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результирующих и прогнозируемых управлений, причем вектор
прогнозируемых управлений вычисляется на основе решения за-
дач МП на каждом шаге управления.

Требуется:
1. Сформулировать математические модели замкнутых сис-

тем управления, включающие уравнения объектов.
2. Определить ОМП, которые точно или приближенно зада-

ют обратные связи дискретных систем, формируемые решениями
счетного числа задач МП.

3. Разработать условия асимптотической устойчивости
замкнутых систем управления с обратной связью в виде линей-
ных или нелинейных ОМП.

5. Уравнения замкнутых локально-оптимальных систем.
Формирование математических моделей объектов управления,
используемых при вычислении управлений ЛОС, является осно-
вой для формулировки задач МП. Можно показать, что модель
объекта для вычисления управлений методами представлена ли-
нейными разностными уравнениями

  (3)
адекватными моделям (1) в окрестности стационарных состоя-
ний. При этом матрицы в (3) согласованы с уравнениями объекта
так, что для (1.а) CCFFHH MMM  ,, , для (1.б) модели равны
матрицам Якоби, вычисленным в окрестности стационарной точ-
ки ),( ** ux , где правая часть предполагается дифференцируемой:

 Для (1.в) данные матрицы также

равны матрицам Якоби:    *,M M ux
H H x F F u      , MC C .

Таким образом, используемые модели объектов определяют
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счетное семейство задач математического программирования с
линейными ограничениями.

Операторы для задач МП с линейными ограничениями.
Модели объекта (3), используемые для вычисления управлений
методами МП, имеют эквивалентное представление в виде ли-
нейного многообразия пространства координат kz  и определяют
в ограничениях задач МП линейное многообразие:

(4)
Линейное многообразие (4) является основой линейных за-

дач МП, иллюстрирующих принципиальную структуру линейных
ОМП, задающих конструктивно обратную связь на основе проек-
ционных аналитических или вычислительных алгоритмов МП.
Тогда прогнозируемые управления  k ku x  являются решениями
счетного числа задач МП, разрешаемых на каждом шаге управле-
ния. Это счетное семейство задач математического программиро-
вания имеет вид: вычислить вектор управлений

, (5)
где 1

T
kJ C z  или 2 1 1

T T
k k k kJ y Qy u Ru   – локальные линейный и

квадратичный функционалы, учитывающие качество управления
на основе одношагового «горизонта планирования состояний».
Применение «многошагового горизонта прогнозирования состоя-
ний (выходов)» также конструктивно определяет структуру об-
ратной связи за счет «сужения» последовательности прогнози-

руемых управлений  i k p

i i k
u

 


 и соответствующих состояний для

интервала  ,k k p  на момент времени i k , соответствующий
текущему состоянию. В результате «сужения» из последователь-

ности управлений  i k p

i i k
u

 


 выделяется управление ku , которое

используется в законе управления (2).
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Таким образом, сформулированные линейные ОМП порож-
дают линейные замкнутые ЛОС, устойчивость которых можно
исследовать методами линейной алгебры.

Нелинейные операторы МП. В равенствах (5) включения

zk Dz   обладают свойством универсальности ограничений задач
МП. Включениями можно задать модели объекта (4), конструи-
ровать ограничения для реализации точечных (типа равенств) и
интервальных (типа двухсторонних неравенств) целевых условий
для координат состояний (выходов) и управлений. Множества

zD  могут учитывать ограничения на координаты и управления.

Матрица T  выделяет вектор ku  из вектора kz , а Q  и R – диаго-
нальные и положительно определенные матрицы.

Используемые далее допустимые множества, задающие мо-
дели объектов и ограничения задач математического программи-
рования, приведены в табл. 3.3. Модели объектов, целевые усло-
вия и ограничения позволяют определить ОМП для минимизации
функционалов 1J  или 2J  в (5) на одном из множеств:

0 , 1,2.lD D D l  

Функционал J  не удовлетворяет условию равного возраста-
ния из точки безусловного минимума, то для применения анали-
тических методов требуется «симметризация». Матрицы

midiagRRrjdiagQQ ij ,1,0,,1,0  , поэтому для

«симметризации» квадратичных функционалов можно ввести но-
вые переменные:
























 

k

k

k

k

u
y

R
Q

u
y 1

2/1

2/1
1

0
0

~
~

.                          (6)
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Таблица 3.3

Операторы проецирования, используемые в операторах МП

Типовые множества nl RD 
евклидова пространства

Операторы
проецирования на множества

Линейное подпространство:

},~,0~{~0 nqrAzAzD nq  

0100 ]~)~~(~[)(~ zAAAAEzP TT 

Линейное многообразие:

},~,~{0 nqRAbzAzD nq  
bAAAzPzP TT 10001 )~~(~)(~)( 

Параллелепипед:

},{1   zzzzzzD

 1 0 0 0

2

P z z z z z

z z

 

 

    
  

Шар:

 22 2|D z z a r  

   2 0 1 0 ,P z P z

 1 2min , ,z z z 

 1 2max , ,z z z 

 

   

1,2 0
1,2

2
1,2

2 ,

2 , .

z z z a

r Z a



    

  

    

Квадратные корни матриц Q  и R  в (6) – диагональные матрицы

с элементами 2/1
jQ  и 2/1

iR . Задача МП (5) формулируется следую-

щим образом: вычислить пару:

   2 2* * *
1 1, arg min | ,

Tl
k k k k k k zz y u J y u z D      (7)

где допустимое множество 0
zD , определяемое соотношениями

   0 1 0
1{ , | , [ | | ,T

z k k k k z z z k k n n k kD z y u z D D D z Az E F z b


           
     



285

      11/2 1/2 1/2, , , , ],n n m
k k M MA R rang A m b Hx F Q CF R H Q H
         

1 0 1| , } ,n m
z k k z zD z z z z D D R              

включает линейное многообразие 0
zD , задающее одношаговые

модели для ЛОС (или многошаговые модели процессов [1,5]),
причем вектор k kb Hx   определяет обратную связь с помощью
оператора проецирования, что задает специальную модель вы-
числительного процесса решения задачи операторами МП. Мно-
жество 1

zD  определяет параллелепипед (5) данными, приведен-
ными в табл. 3.3.

Варианты аналитических решений некоторых нелинейных
задач типа (7) получены в [85,86,89], где сформулированы опера-
торы МП и операторы решения неравенств (ОРН), которые в ана-
литической форме задают предельные решения итерационных
алгоритмов проекционного типа. Обобщенные типы ОМП при-
водятся ниже.

Лемма 1 о минимизации линейных функционалов на ком-
пактных множествах [86]. Пусть рассматривается задача ми-
нимизации: вычислить вектор, доставляющий приближенный
условный минимум линейному функционалу:

 0 1
* 1arg min |T

Z ZZ J C Z Z D D      

* 0 0 0 0 0arg min{ | , , ,T m nZ J C z A Z b A R rang A m     

    2 , }TZ d Q Z d r rang Q n    ,

причем приближенное решение, определяющее ОМП, вычисля-
ется на пересечении линейного многообразия и эллипсоида евк-
лидова пространства. Эллипсоид аппроксимирует параллелепи-
пед 1

zD  так, что центр эллипсоида –   / 2,d z z    а его полуоси

равны   1/2
/ 2 .iQ z z    

Тогда оператор МП принимает вид [3]:
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0 0

10 0

1 1/ 2 ,

, ,A A T T

X P c P c

P c P c P b P b A AA b

 



  

  



     (8.а)

где множитель Лагранжа    это одно из решений квадратного
уравнения, соответствующего минимуму линейного функционала

  12 2 00, 4 4 0, 0.Т Т Тb AA b r c P c   


       (8.б)

определяющего два значения   и  , одно из которых соответ-
ствует максимуму, а другое – минимуму линейного функционала,
причем:  1/2/ .     Тогда решение в пространстве векторов Z
представляется равенством

* 1/2 * .Z Q X d      (8.в)

Идея доказательства. Эллипсоид аппроксимирует паралле-
лепипед ограничений, причем замена переменных:

     1/2 1/2, , TZ Q X d X Q Z d Z d Q Z d      

   1/2 1/2 2Т ТQ X Q Q X X X r   

преобразует ограничения и задачу МП к виду: вычислить вектор

 1/2 1/2
* 1 0 0 0arg min{ |T TX J C Q X C d AZ A Q X d      

1/2
0 0 0 }.A Q X b A d  

В пространстве новых переменных ограничения задачи прини-
мают вид:

 1/2 2
0 0 0, , , , ,Т n

xAX b A A Q b b A d rang A m X X r R      

а преобразованная задача сводится к вычислению минимума

функционала fXcJ Т   при нелинейных ограничениях:
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.rXX,bAX Т 2  Для данной задачи формируется функция

Лагранжа и необходимые условия определяют минимизирующие
и максимизирующие элементы. Интервальное решение определя-
ется значениями:   и ,  соответствующим аналитическим
решениям, доставляемым оператором решения системы ра-
венств и неравенств [85].

Лемма 2 о минимизации квадратичных функционалов на
компактных множествах [86]. Пусть выполнены условия:

1. Задача МП имеет вид: вычислить вектор на пересечении
линейного многообразия и параллелепипеда, аппроксимирован-
ного эллипсоидом

    2argmin | , .T TX J X c X c Ax b x Qx r      

Тогда в зависимости от принадлежности точки минимума
функционала границе или внутренней части допустимого множе-
ства оптимальное решение определяется предикатным соотноше-
нием вида

(9)
где 1 – решения квадратного уравнения:

2
1 2 3 0,         12

1
T Tr b AA b


  ,

  1

2 2 T Tb AA b


  ,   12 0
3

T T Tr C P C b AA b


   .

Символом int D  обозначена внутренность множества D  как
множество точек открытого множества, полученного из D  ис-
ключением граничных точек. Из пары решений квадратного
уравнения выбирается значение, соответствующее минимуму
функционала. Значение   может также определяться на основе
дифференциальных условий теоремы Куна-Таккера [3].
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Следствие к лемме 2 (достаточный критерий совмест-
ности ограничений задач МП) [86]. Пусть выполнены условия
лемм 1 и 2. Тогда критерий совместности ограничений задач
МП – это условие существования вещественных решений квад-
ратного алгебраического уравнения

04 31
2
2   ,

где параметры неравенства определены в леммах 1 и 2.
Приведенные результаты позволяют представить линейные

и нелинейные ОМП в табл. 3.4.
Критерий управляемости систем с ограниченными ресурса-

ми на основе (9) сформулирован в [103]. Вектор результирующих
управлений имеет вид

(10)

Соотношения (10) представляют оператор обратной связи
ЛОС как оператор математического программирования, спе-
циальные случаи которого рассмотрены [85,86,103], а обобщен-
ные варианты приведены в табл. 3.4. Параметры ОМП типа (10)
определены в табл. 2 с учетом равенств

kMMmnm xHbFEAEOT
R

TT ~~),~(~),,(,~   .

В последних равенствах вектор 00 kz  и представляет собой точ-
ку безусловного минимума функционала. Приближенные (ап-
проксимирующие) решения задачи получены на основе аппрок-

симации 1D  эллипсоидом, параметры которого выбраны так, что
1 2D D и эллипсоид имел максимальную меру (леммы 1 и 2).

Таким образом, уравнения объектов управления типа (1.а) –
(1.в) и операторы МП, задающие обратные связи,  описывают
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Таблица 3.4
Линейные и нелинейные операторы математического
программирования и обратной связи СОП и САУ ЧМ

№
Задачи обратной связи для
СОП и САУ ЧМ как задачи

математического
программирования

Операторы:
1. Математического программирова-

ния
2. Обратной связи

1

Задача 1: вычислить

* 1
0 1

arg min{ |

}

T

Z Z

Z J C Z
Z D D
 

   

* 0

0 0 0

arg min{ |

, ,

T

m n

Z J C z
A Z b A R 

  

 



    2}TZ d Q Z d r  

1). Оператор МП:

.

   

 

0 0
*

0 0

1

1 1/ 2 ,

,

,

A

A T T

X P c P c

P c P c P b

P b A AA b

 



  

 





 (8.а)

 

2

1 2

0

0,

4 4 0,

0.

Т Т

Т

b AA b r

c P c

 







 

  

 

   (8.б)

1/2 *
* .Z Q X d        (8.в)

2). Оператор обратной связи:

   *
k k k ku u x Hx   

2
Задача 2: вычислить

   
2

arg min {

|

, }.

T

T

X J

X c X c

Ax b x Qx r

  

  

 

1). Оператор МП:

2). Оператор обратной связи
   *

k k k ku u x Hx   
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широкий класс замкнутых локально оптимальных систем с ком-
плексными целевыми условиями и позволяют сформулировать
достаточные условия асимптотической устойчивости, рассматри-
ваемые в приведенных далее результатах.

6. Анализ асимптотической устойчивости линейных ло-
кально-оптимальных систем. Методика анализа устойчивости
рассматривается на примере линейного объекта в следующей по-
становке. Пусть модель замкнутой дискретной линейной ЛОС с
ОМП типа «вход-состояние-выход» представлена уравнениями
объекта (1.а)

kkkkk xyFuHxx  ;1 .

Параметры модели – известны, что позволяет использовать для
синтеза управлений на основе ОМП уравнений типа (1.а), где

FFHH MM  , . Функционал качества имеет вид:
22

1 kk uxJ   . Вектор результирующих управлений в силу

линейности регулятора, выделенного из общего ОМП, имеет вид

     0 0 , 0 | ,k k k m n m mm n mu u TP z T E
        (11)

где bAAAzPzP TT
kk

10000 )(~)(  – проектор на 0
zD (см. табл. 3.3).

Требуется сформулировать условия асимптотической ус-
тойчивости в виде ограничений на матрицу , на основе устойчи-
вости характеристического полинома замкнутой ЛОС.

На первом этапе определяется структура матрицы

1, RE   ,  (12)

с совпадающими скалярными диагональными элементами. Тогда
параметр  – скалярный коэффициент усиления, гарантирующий
асимптотическую устойчивость.
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Лемма 3 (о проекторе на специальное линейное многооб-
разие). Пусть специальное линейное многообразие имеет вид

    0 | , | , .z k k k n n n m k kn n mD z Az b A E F b Hx      

Тогда проекция kz  элемента
0
kz  на специальное линейное

многообразие 0
zD  определится равенством:

 0 0 0n n n n n n n m
k k kT T

m n n n m m m n n n n m

E F F F
z P z z

F F E F F F
    

     

  
     

,n n
kT

m n n n

F
Hx

F F


 

 
   

   (13)

1 , .T
n n n n n n n n n m m nF F F E F F
        

На основании уравнений объекта, результатов п. 1 и с учетом то-
го, что 00 kz , а уравнения линейной замкнутой ЛОС имеют вид:

      1

1 , .T T
k k k k k n kx Hx F Hx Hx Tz TF E FF Hx



        

В преобразованном виде можно получить следующее уравнение
замкнутой системы

001 , xxxHx kkk  ,    (14)

где   1T T
n nH E FTF E FF H

     
– матрица замкнутой ЛОС. Для

асимптотической устойчивости системы (14) необходимо и дос-

таточно выполнение условий: 1))((  Hj , 1,..., ,j n  где

))((  Hj – корни характеристического уравнения матрицы замк-

нутой ЛОС    det 0E H        .

Теорема 1. Пусть выполнены следующие условия: 1). ЛОС
управления описывается уравнениями (14); 2). Пара матриц
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),( FH  управляема (выполнен ранговый критерий Р. Калмана).

3). Управление – скалярное: 1Ruu kk   . 4). Локальный функ-

ционал 22
1 kk uxJ   , а характеристический полином объекта

имеет вид:

nn
nnn ppppHE  
  1

2
2

1
1)det()(  .

Тогда характеристическое уравнение замкнутой ЛОС (14)
можно представить в форме

   1 2
1 2 1... 0.n n n

n np p p p       
         (15)

где скалярный параметр замкнутой системы 1 / 2   .
Доказательство. Пусть имеются уравнения управляемого

объекта (1.а) и ОМП (14). Тогда существует неособенное преоб-
разование координат, в которых фробениусова матрица H и мат-
рица-столбец F  имеют вид:

     1 1 1 1 1

1 1

0 0
, .

1...
n n n n

n n

E
H F

p p p
     



   
           

Блоки для матрицы линейной замкнутой системы H  имеют вид:

       

 

1 1 1 11

1 1
1 1

0
,0 0,5

n n nT
n n n n

n

E
F E F F

    

  
 

 
   
  



     

 

1 1 1 1

1 1

0 0
,0 0,5

n n nT

n
FTF F

    

 

 
 
  



Тогда матрица замкнутой линейной ЛОС с ОМП примет вид:

     1 1 1 1

1 1

0
.

...
n n n

n n

E
H

p p p  
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В результате характеристический полином матрицы H , со-
ответствующей замкнутой линейной локально-оптимальной сис-
темы   det detE H H E               имеет канонический вид,
соответствующий форме Фробениуса:





















 12321 ...
10...000

.............................................................
000...00
000...10
000...01

)(

pppppp nnn

. (16)

Определитель (15) вычисляется разложением (16) по элементам
последней строки, по лемме Шура, коэффициенты характеристи-
ческого полинома фробениусовой матрицы определяются ее
нижней строкой, что доказывает теорему. Явный вид характери-
стического полинома упрощает процедуру исследования устой-
чивости и формулировки требований к параметру .

8. Условия устойчивости систем ограничения перетоков
на основе динамических моделей ЭЭО. Асимптотическая ус-
тойчивость нелинейных ЛОС исследуется на основе принципа
сжимающих отображений и метода функций Ляпунова. При
формулировке условий устойчивости целесообразно полается,
что ОМП синтезируется из условия минимизации локального
функционала при условии EREQ  , , на множествах опреде-
ляемых точечными или интервальными целевыми условиям:

1k xx D  , и ограничениями на управления k uu D . Пусть уравне-
ния объекта

001 ,, xxxyFuHxx kkkkkk  , (17)

стабилизируется управлениями с использованием ОМП:
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 k k ku u Hx    ,      (18)

где ОМП определены в табл. 3.3 и 3.4 и леммами 1 и 2.
Требуется сформулировать ограничения на скалярный па-

раметр   регулятора (18), гарантирующие асимптотическую ус-
тойчивость стационарного состояния замкнутой системы управ-
ления (17), (18) в области фазового пространства, содержащей
это стационарное состояние.

Решение задачи требуют рассмотрения процессов управле-
ния в нормированном пространстве состояний и изучения при-
ращений функций Ляпунова. Наиболее простые условия устой-
чивости имеют место, если функция Ляпунова определена евкли-
довой нормой или квадратичной формой координат состояния.
При этом используются условия, следующие из принципа сжи-
мающих отображений, а также требования теорем Ляпунова.

Лемма 4 (о сжимающем отображении). Пусть в евклидо-
вом пространстве состояний заданы уравнения системы

001 ),( xxxx kkk  ,

отображающие пространство n  в себя. Тогда отображение
)( kx  является сжатием, если существует такое число 1 , что

для любых двух точек ,k kx x  выполнено неравенство

    .k k k kx x x x      

Отображение )( kx  непрерывно в силу условий леммы 4,

поэтому существует предельная точка отображения *x  такая, что

   * , ,kx x k    где *x – неподвижная точка  x .

Уравнение замкнутой нелинейной системы с ОМП имеет вид:

001 ),( xxHxFHxx kkkk   . (19)
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Анализ устойчивости требует определения стационарных точек,
являющихся неподвижными точками отображения, задаваемого
правой частью системы (19). Явное определение стационарных
точек из (19) приводит к необходимости разрешения нелинейного
алгебраического уравнения

)( *** HxFHxx   (20)

относительно стационарной точки x . Поэтому далее условия
устойчивости формулируются при неявном методе задания ста-
ционарной точки, определяемой (20). Пусть функция Ляпунова
задана евклидовой нормой

2**
kk xxV  (21)

и с помощью (21) формулируются ограничения на параметр  .
Теорема 2. Пусть выполнены условия:
1). Последовательность состояний динамической системы

задается линейными разностными уравнениями, где матрица H
такая, что 1H . 2). Множества lDD 0  непустые для дискрет-
ного времени k , т. е. выполнен достаточный критерий совмест-
ности ограничений для задач МП (следствие к леммам 1 и 2 для

множества 2D  и для аппроксимации 2 1D D . 3). Оператор
управления удовлетворяет условию Липшица в области   по ко-

ординатам kx  и *x :

    *|| || || ||, ,k k kx x L x x x x 
      

Тогда для устойчивости замкнутой системы (19), (20) в та-
кой области  , что , kx x  , достаточно, чтобы

 1 1 / .H L F 
  (22)

где нормы  векторов и матриц  согласованы, т. е. выполнено
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соотношение: xAy  , причем евклидова норма 2/1),( xxx  ,

а подчиненная норма матрицы: A , где  – максимальное

собственное число AAT .
Доказательство. Выполним вычитание из левой и правой

частей уравнения (19) соответствующие части уравнения (20).
Далее с учетом определения функции Ляпунова (21) можно пе-
рейти к норме.

Тогда в силу уравнений (19)-(21) можно определить сово-
купность соотношений для норм, полученных на основе связи
между нормами образа, прообраза и нормы оператора замкнутой
ЛОС. В результате можно получить:

 2

1 1 1 1,k k k kV x x x x x x  
          (23.а)

     
2

.k kH x x F Hx Hx       

В силу неравенства треугольника f g f g    из соот-
ношения (23.а) следует последовательность преобразований рас-
сматриваемой функции Ляпунова, определяемые евклидовой
нормой конечномерного пространства

     
22 * *

1 1k k k kV x x H x x F Hx Hx
 

         
2* *|| || || || | | || || || || || ||k kH x x F L H x x             (23.б)

  22
.k kH F L H x x V 

     

С учетом свойства нормы образа линейного оператора y Ax  на
элементе : || || || || || || || ||x y Ax A x   , условия Липшица для операто-
ра управления, свойства субпроектора на выпуклое замкнутое

множество:     ,z z L z z        и условия сжатия для
оператора замкнутой системы следует неравенство:
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 1 1,H L F    

что позволяет записать неравенство (22). Постоянная Липшица
ОМП равна единице для случая, когда оператор выполняет точ-
ное проецирование элемента на допустимое множество, а иначе –
постоянная Липшица не равна единице.

Оценки параметра  , полученные на основе принципа
сжимающих отображений, носят достаточный характер. Уточ-
ненные оценки можно получить в случае общего вида квадратич-
ной функции Ляпунова

)()( **
k

T
kk xxPxxV  ,   (24)

где 0 TPP – симметрическая положительно определенная

матрицы, а kx  и *x – текущие и стационарные значения векторов
состояния, удовлетворяющие уравнениям (19) и (20) соответст-
венно. Тогда теорема о достаточных условиях устойчивости не-
линейных ЛОС, синтезируемых с применением динамических
моделей ЭЭО имеет вид. В случае использования квазистацио-
нарных моделей ЭЭО (раздел 2) достаточные условия будут фор-
мулироваться как следствия из приведенной ниже теоремы.

Теорема 3. Пусть выполнены условия теоремы 2. Тогда для
устойчивости замкнутой ЛОС с ОМП типа (19) достаточно, что-
бы параметр   удовлетворял соотношению

2 F L H P     2 22 2
max 2 ,F L H P Q    (25)

где  max 2Q – максимальное собственное число симметричной

положительно-определенной матрицы; А – норма матричного
оператора евклидова конечномерного пространства.

Доказательство. Доказательство утверждения теоремы
можно провести в два этапа. На первом этапе вычисляется
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приращение функции Ляпунова (24), определенной на векторах
разности текущих и стационарных значений векторов состояния с
использованием уравнений (19) и (20):

   1 19 , 20|k k kV V V  

     
T

k kH x x F H x H x P          

     [ [ ]k kH x x F H x H x      

   * *
k

T

kx x P x x       * *T T
k kx x H PH x x  

     * *2
T

k kF Hx Hx P H x x             

       2 * *
T

k kF Hx Hx P F Hx Hx                  

   * *T

k kx x P x x       * *
1 2 ,

T

k kx x Q Q x x    

где введено требование отрицательной определенности прираще-
ния функции Ляпунова с помощью двух квадратичных отрица-
тельно-определенных форм с симметричными матрицами

1 1 2 20, 0.T TQ Q Q Q   
На втором этапе выполнены дальнейшие преобразования

приращения функции Ляпунова, выделение уравнения Ляпунова

с матрицей 1 1 0TQ Q   и оценены скалярные произведения по
неравенству Коши-Буняковского  | , |a b a b  . Это приводит к
представлению приращения функции Ляпунова в виде

   * *
1)

T T
k k kV x x H PH P Q x x        

     2 || || || || || ||k kF Hx Hx P H x x          
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   2 2|| || || ||kP F Hx Hx       

   * *
2 .

T

k kx x Q x x   

Далее можно продолжить преобразования на основе оценок норм
образов операторов и оценки с помощью условия Липшица для
оценки нормы разности образов суперпозиции гладких и неглад-
ких операторов [112]

     || || || || || || || ||,k k kHx Hx L H x x L H x x  
       

где L – постоянная Липшица для ОМП. В результате после ре-

шения уравнения Ляпунова 1 0T
n nH PH P Q    , которое имеет

положительно-определенное решение

  1
0

0,
sT T s

s
P P H Q H





  
поскольку по условию H  асимптотически устойчивая матрица,
можно получить соотношения

22 || || || || || || || ||k kV F L H P x x 
     

   2 2 2 2 2 * *
2|| || || || || || || || .

T

k k kF L H P x x x x Q x x 
       

Используя в соотношении оценку квадратичной формы:

     * * 2
2 max 2 || ||

T

k k kx x Q x x Q x x     ,

где в правой части – максимальное собственное число матрицы

2Q , можно получить алгебраическое неравенство

2 || || || || || ||F L P H     2 2 2 2
max 2|| || || || || || .F L P H Q    

Квадратичное неравенство (25) ограничивает параметр
1  по условию асимптотической устойчивости, которое

можно использовать для анализа динамики управления ЭЭО как
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нелинейным объектом в малой окрестности стационарных точек,
а также для оценки конечных областей притяжения.

9. Асимптотическая устойчивость систем ограничения с
квазистационарными моделями ЭЭО. Полученные выше усло-
вия асимптотической устойчивости соответствуют задачам СОП
при условии сформированности ограничений задач МП в соот-
ветствии с режимной ситуацией, имеющей место в момент пере-
грузки одной или нескольких линий. Эти режимы определяются
соответствующей логикой формирования задач МП. Ниже рас-
сматривается вариант исследования асимптотической устойчиво-
сти, когда используется функциональный подход к учету логики
действия СОП по линиям. При этом интервальные целевые усло-
вия для линий учитываются введением операторов типа «зоны
нечувствительности», определяющих логику включения СОП по
линиям с учетом формирования управлений на ЭС в функции от-
клонений от предельно-допустимых значений перетоков.

Утверждение. Пусть задача синтеза управлений системы
ограничения перетоков по ЛЭП, сформулированная на основе
квазистационарных моделей ЭЭО (типа s u ) имеет вид: вы-

числить вектор управлений ,ku  минимизирующий функционал:

, , : } .S S Sn n n nn n
ks u s


              (26)

Тогда для устойчивости замкнутой системы ограничения перето-
ков достаточно выполнение условия

    1
| | 1 || || / || || || || || || , || || 1.T TH F L C H  

      
(27)

Доказательство. Ограничения последней задачи учитыва-
ют ограничения на перетоки на основе логики, принятой для



301

классических систем ограничения по ЛЭП. Сущность этой логи-
ки состоит в том, что система ограничения вступает в действие
только тогда, когда текущее значение перетока по j -й линии

, 1,..., ,kjS j n равное сумме план
kj j kjS S s   не удовлетворяет

интервальному условию:

,план
j kj kj kj jS S S s S   

где kjs   отклонение перетока по j -й линии, вызванное внепла-

новыми нагрузками, а ,j jS S    предельно-допустимые значения

перетоков по линиям. Отклонение перетока по линии kjs описы-

вается разностными или дифференциальными уравнениями ди-
намики ЭЭО, рассмотренными в разделе 2. Для создания адек-
ватной модели функционирования системы ограничения
требуется синтезировать адекватную структуру отображения  .
При этом многомерная кусочно-линейная функция  задается
координатными функциями:

 1,..., ,..., .
T

j n   

Координатные функции отображения   определяют отображе-

ние:  , , , план
kj j j kj j j js s S S S      , образ которого является от-

клонением текущего значения перетока по j -й линии
план
j kj kjS s S     от верхней jS   или нижней jS   границ допус-

тимого множества j kj jS S S   . Тогда координатные функции

отображения   определяются равенствами:

 , ,kj j j kj kj j js S s S S        

 | | | | / 2.kj j kj j kj j j jS S S S S S S S           
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Координатные функции позволяют описать логику функциони-
рования СОП, что позволяет использовать при исследовании
асимптотической устойчивости классические методы. При этом
модели влияния позволяет формировать управления в функции
отклонений текущих значений перетоков от верхней или нижней
границ допустимой области. Тогда задача задачи МП примет вид

},ku u u     

где учтены ограничения на управления. При отсутствии ограни-
чений на управления решение задачи МП имеет вид:

       1 1

1 .T T T T
k k ku s s     

 
  

Тогда уравнения замкнутой системы определяются с учетом
уравнений ЭЭО и вектора управлений:

1k k kx Hx Fu   ,    1
.T T

k ku s  


     (28)

Уравнения динамики и стационарных состояний замкнутой сис-
темы примут вид

   1

1 ,T T
k k kx Hx F s   



          (29.а)

   1T Tx Hx F s   


    .  (29.б)

Если функция Ляпунова задана нормой пространства, то

   

 

  

1

1 (28)

1

1
.

T T
k k k

T T
k k

T T
k

x x H x x F L cx cx

H x x F L c x x

H F L c x x







  

  

  



   



 





     

        

      

Из последних соотношений на основе условия сжатия:
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  1
1.T TH F L c  


          (30)

с

следует результат.
Рассмотрим второй вариант задачи синтеза СОП на основе

квазистационарных моделей ЭЭО. Решение задач МП, представ-
ленных в табл. 3.4, иллюстрируются на примере задачи для СОП,
обобщающей результаты [10-13] для дискретного времени .k
Пусть требуется вычислить:   ,1i i i kp k k u   – отклонения мощно-
стей ЭА, связанные с управлениями при режимных условиях: со-
хранения нормальных режимов линий (а, б) и учете ограничений
на регулировочные диапазоны мощностей станций (в), имеющих
вид:

(31)

При этом требуется минимизировать целевую функцию:

 1 1
| 1 | | | , 1,2.n nv v

i ii i
J p k u v

 
                  (32)

В системе (31) введены обозначения:  ПN k  множество пе-

регруженных ЛЭП; ,ji qi   элементы «матрицы влияния»; S ,

S – векторы верхних и нижних пределов пропускных способно-
стей ЛЭП;  ip k мощности станций (ЭС) в момент времени

;k векторы    ,j qS k S k   перетоки по линиям в  момент
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времени k . Группа «а» равенств в (31) определяет требова-
ния к мощностям ЭА для ликвидации перегрузки ЛЭП. Группа
условий типа «б» задает требования сохранения нормальных ре-
жимов неперегруженных ЛЭП, а группа «в» учитывает регулиро-
вочные диапазоны ЭА. Целевой функционал минимизирует сум-
му приращений мощностей ЭА в момент времени  1 .k 

Для исследования устойчивости требуется представить ре-
шения обобщенных задач типа (31) с помощью операторов мате-
матического программирования (ОМП), задающих приближен-
ные аналитические решения задач. Пусть минимизируется обоб-
щенный квадратичный функционал задачи 1.1.1 типа (13)
(табл. 3) при условии 2v  . Тогда функционал и ограничения за-
дачи МП примут вид

   2 2
2 2

, 1 , 1 ,1
ˆ ˆ || || ,

П П

n
j k j q k q j k kj N j N i

J S S S S u z   
      

 , 1 , 1| | ,
T

k j k q k kz S S u   , 1
,

n

k j k j
u u


  1 , 1 1

;
n

k j k j
S S  
 (33)

   , , , ,1 1
ˆ ˆ, ; , .

n n

j k j j k j j k j j k jj j
S S S S S S S S

 
   

Ограничения, аналогичные (33), на перетоки имеют вид:
а) на вектор перетоков по перегруженным линиям:

, 1 , ,j k j k j kS S u   ;Пj N

б) на вектор перетоков по неперегруженным линиям, :Пq N

, 1 , , , , ;q q k q k q k q q k q q k q k q q k kS S S u S S S S u S S S            

в) на вектор управлений при условии 1ik  :

.ku u u 
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Для новых переменных функционал:  2|| || , ,k k kJ z z z  а огра-
ничения имеют вид:

, 1

, 1

0
,

0

J k
J J

k Q k k k k
Q Q

k

S
E

Mz S s Cx b
E

u








 
        

 



 , 1 , 1| | , ,
T

k j k q k k kz S S u z z z   

Сформулированная задача состоит в минимизации функ-
ционала типа нормы на пересечении линейного многообразия и
параллелепипеда, который аппроксимируется эллипсоидом, т. е.
требуется вычислить

   arg min { | ,T
k k k kz J z c z c z D          (34)

 2| , }.T
k k k k kD z Mz b z Qz r  

Параметры эллипсоида, аппроксимирующего параллелепипед,
однозначно связаны с интервальными ограничениями. Прибли-
женные решения задач (34), представленные ОМП, имеют сле-
дующий вид:

(35)
где минимизирующее значение параметра 1

*   – одно из

решений квадратного уравнения: 2
1 2 3 0,      

  12
1 ,T T

k kr b MM b


    1

2 2 ,T T
k kb MM b
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Символ « int D » – это множество, полученное исключени-
ем граничных точек из D . Решения квадратного уравнения вы-
бирается значение, соответствующее минимуму функционала.
Значение   можно определить из дифференциальных условий
теоремы Куна-Таккера. Используются интервальные значения

параметра ,min ,max,k k      , что соответствует допустимости

решения задачи (34) или его оценки сверху. Из условия вещест-
венности корней квадратного уравнения следует достаточный
критерий совместности ограничений задач МП типа (34):

04 31
2
2   ,

где параметры неравенства определены выше. Содержательный
смысл последнего условия состоит в возможности анализа усло-
вий существования требуемых генерирующих или передающих
ресурсов ЭЭО или их прогнозирования. Вектор c  в (34), (35)
расширяет возможности применения ОМП для приближенных
решений комплекса задач для СОП и САУ ЧМ (табл. 3.4).

Достаточные условия асимптотической устойчивости СОП
по ЛЭП на основе корректных квазистационарных моделей ЭЭО
исследуются методом функций Ляпунова в следующей постанов-
ке. Пусть уравнения ЭЭО в дискретном времени имеют вид

0
1 0, , .k k k k k kx Hx Fu s Cx x x     (36)

Стабилизирующие управления формируются оператором

 ,k k ku u Cx       (37)

где  kHx оператор для задачи (34) типа (35).
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Требуется сформулировать ограничения на параметр 1 
вектора управлений (37) для СОП по ЛЭП, гарантирующие ус-
тойчивость стационарного состояния замкнутой системы (36),
(37) в области, содержащей это стационарное состояние.

Рассматриваются процессы управления в нормированном
пространстве состояний, и исследуется первая разность функций
Ляпунова: )()( **

k
T

kk xxPxxV  , где 0 TPP – симметри-

ческая положительно определенная матрица. Векторы kx  и *x –
текущие и стационарные состояния, удовлетворяющие (36) и
(37), причем стационарные состояний ЭЭО удовлетворяют урав-

нению:  .x Hx F Cx      Достаточные условия устойчивости

локально-оптимальных СОП по ЛЭП даны ниже.
Утверждение. Пусть:
1). Уравнения динамики ЭЭО имеют вид (36), где || || 1,H 

что имеет место при условии: 1 ,H exp A h  
0

exp
h

F A d    где

h   период квантования по времени, а матрица 1A - матрица кор-
ректной статически определимой САУ частотой, определенной в
п. 2.3.

2). Множества 0 lD D  непустые для .k , т. е. выпол-
нен достаточный критерий совместности ограничений задач МП.

3). Оператор  ,kCx удовлетворяет условию Липшица в

области  :    || || || || || ||, , .Cx Cx L C x x x x          

Тогда для асимптотической устойчивости замкнутой СОП с
ОМП (35) достаточно, чтобы скалярный параметр   удовлетво-
рял соотношению

 2 2 2 2
max 22 || || || || || || || || || || || || || ||F L P H C F L P C Q         , (38)
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где  max 2Q – максимальное собственное число симметричной

положительно-определенной матрицы 2Q ;  
1,...,

|| || max T
ii N

A A A


    –

норма матрицы евклидовом пространстве N . Квадратичное не-

равенство (38) ограничивает параметр 1   по условию асим-
птотической устойчивости. Это условие можно использовать для
анализа динамики управления нелинейных СОП и линейной
САУ ЧМ (учтенной в модели соответствующей матрицей) в ма-
лой окрестности стационарных точек и для оценок областей при-
тяжения стационарных состояний. При этом предполагается, что
САУ частотой является асимптотически устойчивой, что обеспе-
чивает выполнение условию || || 1,H   поскольку 1 .H exp A h

Доказательство утверждения проводится аналогично дока-
зательству теоремы об асимптотической устойчивости СОП с ди-
намической моделью ЭЭО.

Таким образом, системы управления частотой и активной
мощностью должны синтезироваться на основе корректных «мо-
делей влияния» энергетических объединений и качественного
анализа моделей замкнутых систем управления. При этом методы
независимого или совместного синтеза систем управления часто-
той, обменной мощностью и систем ограничения перетоков ак-
тивной мощности по линиям электропередач должен учитывать
вариантные взаимодействия этих двух и других систем, что необ-
ходимо для достижения целей управления в предаварийных ре-
жимах и обеспечения энергетической безопасности ЭЭО средст-
вами АСДУ.
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4. ОБЕСПЕЧЕНИЕ ЭНЕРГЕТИЧЕСКОЙ
БЕЗОПАСНОСТИ МЕТОДАМИ

ПРОГНОЗИРОВАНИЯ РЕСУРСОВ
УПРАВЛЕНИЯ ЧАСТОТОЙ И
АКТИВНОЙ МОЩНОСТЬЮ

4.1. АНАЛИЗ ЗАДАЧ ПРОГНОЗИРОВАНИЯ РЕСУРСОВ
ДЛЯ ОГРАНИЧЕНИЯ ПЕРЕТОКОВ И УПРАВЛЕНИЙ

ЧАСТОТОЙ И АКТИВНОЙ МОЩНОСТЬЮ

Проблема прогнозирования энергоресурсов связана с
развитием систем управления ЭЭО различного уровня. Создание
систем обеспечения необходимых энергоресурсов обладает
определенной общностью [137-140,152,153,187,190]. Поэтому
основные принципы синтеза систем управления энергоресурсами
в данной работе будут адаптироваться к системам ограничения
перетоков (СОП) по ЛЭП и системам автоматического
управления частотой и активной мощностью (САУ ЧМ) ЭЭО.

Это обстоятельство не ограничивает общность
предлагаемого ниже подхода к прогнозированию, поскольку
позволяет разработать методики прогнозирования,
использующие модели управления частотой и активной
мощностью как иллюстративные модели, которые допускают
обобщение на другие классы задач управления [83,114].
Необходимость обеспечения АСДУ ЭЭО подсистемой
управления генерирующими ресурсами ЭС и передающими
ресурсами ЛЭП связана с возросшими требованиями к качеству
энергии и обеспечением надежности устойчивой параллельной
работы энергосистем. Потребность определена повышением
требований к ведению технологических режимов [114].

1. Проблема прогнозирования генерирующих и сетевых
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ресурсов в условиях рынка энергии. Обеспечение безопасности
развития энергетических объединений России требует разработки
математических моделей и методов для оперативного
прогнозирования ресурсов и вычисления управлений
технологическими режимами линий электропередач
генерирующих их и сетевых компаний ЕЭС России.

Научные исследования в области создания методов
прогнозирования и управления крупными энергосистемами (ЭС)
или электроэнергетическими объединениями (ЭЭО) отражают
широкий круг проблем, связанных с устойчивостью и
надежностью параллельной работы при обеспечении режимов
управления по частоте и активной мощности.

Подобные проблемы возникают при прогнозировании
развития других систем, обеспечивающих энергетическую
безопасность России. Кроме этого, существуют проблемы
оптимизации режимов и энергосбережения в энергосистемах на
основе различных факторов.

Наиболее актуальным является определение направлений
синтеза на основе независимого или совместного
прогнозирования ресурсов для систем ограничения перетоков
и управления частотой и активной мощностью ОЭС,
учитывающие экономические факторы. При этом имеются
экономически оптимальное распределение внеплановой нагрузки
энергосистем. При решении этой задачи возникают проблемы в
связи с отсутствием достаточной выборки для определения
достоверных статистических (выборочных) характеристик
прогнозов. При этом учитываются априорно известные факторы,
которые позволяют определить необходимые коррекции по
прогнозу. Вместе с тем, формирование необходимых
статистик возможно с применением предлагаемых методов как
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основ формирования отдельных выборочных значений прогнозов
и управлений, что весьма важно в практике управления
режимами по частоте и активной мощности.

В настоящее время актуальной является задача
энергосбережения путем прогнозирования ресурсов для
ограничения перетоков активной мощности по ЛЭП и ресурсов
САУ частотой и активной мощностью объединений при
сохранении устойчивости параллельной работы энергетических
объектов. При этом существующие методы и алгоритмы
управления частотой и активной мощностью предполагают
наличие необходимых ресурсов управления.

Задачи прогнозирования ресурсов управления относятся к
классу внутренних технических задач, для которых имеется
ограниченная статистика как функция выборки. Это объясняется
тем, что к прогнозируемым переменным можно отнести
следующие переменные:

- энергетические ресурсы в виде регулировочных
диапазонов станций, что соответствует энергоресурсам первого
типа, которые могут составлять ресурсы генерирующих
компаний. Актуальной задачей является прогнозирование
минимального энергетического ресурса, необходимого для
ограничения перетоков активной мощности, что тесно связано с
проблемой энергосбережения. Формирование минимальных
ресурсов позволяет уменьшить отклонения генерируемых
активных мощностей станций и перетоков активных мощностей
по линиям от экономически оптимальных, что также
способствует энергосбережению;

- энергетические ресурсы, требующие минимизации,
являются дополнительные возможности передач
(трансформации) активной мощности по линиям электропередач,
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что может быть выполнено корректировками предельных
значений перетоков активных мощностей по линиям, что
определяет распределенный энергоресурс второго типа,
который может составлять передающий (сетевой) энергосистем
и ОЭС (компаний).

В данном разделе предложен ряд математических моделей
методов и алгоритмов для определения необходимого ресурса
активных мощностей регулирующих станций и дополнительных
(допустимых по устойчивости) корректировок предельных
значений перетоков по линиям электропередач. Эти
корректировки должны быть допустимыми по устойчивости.
Последние параметры необходимы для повышения устойчивости
параллельной работы систем управления энергетическими
объединениями при ограничении перетоков активной мощности
и регулированию частоты, активной мощности.

Математической основой моделей и методов являются
несобственные задачи математического программирования (МП),
которые сформулированы на основе двух основных
управляющих принципов:

- «рациональность-допустимость»;
- «оптимальность-допустимость».
На основе этих принципов требуется сформулировать

адекватные подходы к определению энергоресурсов для системы
управления частотой и активной мощностью энергетических
объединений в стационарных и переходных режимах. Решение
задач определения необходимых ресурсов - регулировочных
диапазонов регулирующих станций и пропускных способностей
линий электропередач необходимо для обеспечения требуемых
технологических режимов, устойчивости параллельной работы и
надежности функционирования крупных ЭЭО в условиях рынка
энергии.
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В основу моделей и методов прогнозирования ресурсов и
управления положена комплексная модель: «модели ЭО –
методы синтеза рациональных или оптимизирующих управлений
ЭО – методы определения ресурсов ЭО».

Данная модель реализуются последовательно, образуя
единый комплекс методов моделирования установившихся и
переходных режимов, методов синтеза и методов определения
ресурсов на основе численных, аналитических и аналитико-
численных алгоритмов оптимизации. Аналитические методы
приближенной оптимизации позволяют получить качественные
результаты по определению необходимых ресурсов.

2. Методы и алгоритмы прогнозирования ресурсов для
управления ЭЭО. Развитие происходит эволюционным путем на
основе совершенствования существующих систем управления
нормальными и предаварийными режимами, которые образуют
основной контур управления. В связи с этим адаптивное
управление строится на основе дополнения основного контура
контуром адаптации, на который возлагается обеспечение
необходимых ресурсов для управлений частотой и активной
мощностью. В этом смысле для объединений энергосистем
наиболее характерно применение методов первой из
перечисленных выше групп.

Основные типы адаптивных систем, которые к настоящему
времени разработаны на достаточно фундаментальной основе,
получены условия функциональной или параметрической
«идентифицируемости» объектов управления. Для разработки
методов синтеза адаптивных регуляторов других типов
необходимо использование оригинальных подходов к решению
проблемы синтеза, которые анализируются далее.
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В настоящее время разработаны технолого-алгоритмические
доказательства сходимости с акцентом на системность подхода к
построению доказательств на основе ряда постановок. Пусть
имеется совокупность итерационных (рекуррентных) процессов,
соответствующих различным классам вычислительных процедур:

1). Процедурам численного решения детерминированных
разностных уравнений или эволюционных уравнений в
дискретном времени.

2). Детерминированным процедурам оптимизации,
аналитически аппроксимирующим решения комплекса задач
математического программирования.

3). Стохастическим процедурам оптимизации, к которым
относятся метод наименьших квадратов, метод наименьших
модулей и др.

4). Стохастическим процедурам систем адаптивного
синтеза, включающих, в частности, метод стохастической
аппроксимации.

Требуется сформулировать системную технологию
доказательства сходимости перечисленных выше итерационных
процессов, выделив общие характерные черты, позволяющие
расширить классы подходов к анализу сходимости. Другими
словами, необходимо осуществить синтез возможных подходов к
исследованию сходимости, дополняющих известные процедуры.

Для решения задачи можно построить системную матрицу
возможных вариантов исследования сходимости в пространстве
«задачи – методы анализа сходимости». Можно указать тип
устойчивости или характер результата, которые дают
возможность применения существующих и новых методик для
исследования свойств замкнутых алгоритмически управляемых
систем ресурсного обеспечения.
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Таким образом, совместное решение задач прогнозирования
ресурсов, СОП по ЛЭП и САУ частотой и активной мощностью
может обеспечить новые качества систем для сохранения
устойчивой параллельной работы крупных энергетических
систем и объединений за счет комплексного учета основных
особенностей режимов для обеспечения энергетической
безопасности.

4.2. ПРИНЦИПЫ И ЗАДАЧИ ПРОГНОЗИРОВАНИЯ
ГЕНЕРИРУЮЩИХ И СЕТЕВЫХ РЕСУРСОВ ДЛЯ

УПРАВЛЕНИЯ АКТИВНОЙ МОЩНОСТЬЮ

Синтез управлений на основе требований к передающим
(сетевым) ресурсам возможен на основе двух подходов,
отличающихся по формам целевых условий [83,114]:

– подход на основе принципа «рациональность-
допустимость», реализуемый на основе интервальных целевых
условий (требований), задаваемых системой неравенств к
сетевым режимам линий и генерирующих станций (рис. 4.1);

– подход на основе принципа «оптимальность-
допустимость», реализуемого в рамках оптимизационного
подхода с формулировками оптимизационных целей и
адекватных ограничений для определения необходимых
генерируемых ресурсов станций и сетевых ресурсов при
ограничении перетоков активной мощности по ЛЭП и
управления частотой и активной мощностью (рис. 4.1).

Эти принципы определяют функционально-целевой
характер прогнозирования ресурсов и управления частотой и
активной мощностью. Для реализации управления необходима
разработка структурных принципов, учитывающих реальное
существование федеральных генерирующих и сетевых
компаний.
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Рис. 4.1. Основные модели и принципы прогнозирования
и управления частотой и активной мощностью

генерирующих и сетевых компаний

1. Структурные принципы прогнозирования. При
анализе проблемы прогнозирования энергоресурсов необходимо
ранжирование для установления приоритетов по обеспечению
необходимых генерирующих ресурсов (диапазонов)
регулирующих ЭС (станций) и сетевых ресурсов для ограничения
перетоков активной мощности по линиям, предполагающих
формирование «уставок» по предельным значениям перетоков и
регулированию частоты и обменной мощности.

Приоритеты формируются с учетом степени влияния
изменений режимов в части сохранения устойчивости
параллельной работы. В этом смысле приоритеты можно
установить следующим образом:

1). Прогнозирование ресурсов генерирующих и сетевых
компаний для ограничения внутрисистемных или
межсистемных перетоков. Эта задача может быть решена

ОСНОВНЫЕ МОДЕЛИ И ПРИНЦИПЫ
прогнозирования ресурсов и управлений

ОСНОВНЫЕ МОДЕЛИ ДЛЯ
УПРАВЛЕНИЯ ЧАСТОТОЙ И
АКТИВНОЙ МОЩНОСТЬЮ:

1. Модели стационарных и
переходных режимов

2. Линейные, нелинейные и
кусочно-линейные модели

ПРИНЦИП: «рациональность-допустимость»

ПРИНЦИП:
«ОПТИМАЛЬНОСТЬ-ДОПУСТИМОСТЬ»
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генерирующими и сетевыми компаниями путем корректировки
на основе прогнозов:

– необходимых пределов генерирующих мощностей
станций, определяемых верхними и нижними необходимыми
пределами генерации мощностей станций (это ресурс первого
типа – ресурс генерирующих компаний);

– допустимых предельных режимов линий путем
вычисления верхних или нижних допустимых передаваемых
перетоков (это ресурс второго типа – ресурс сетевых компаний).

2). Прогнозирование ресурсов генерирующих и сетевых
компаний для регулирования частоты и обменной мощности по
внешним линиям электропередач. Это возможно также путем
корректировки на основе прогнозирования:

– необходимых пределов генерирующих мощностей
станций, определяемых верхними и нижними необходимыми
пределами генерации мощностей станиц (это первый способ,
определяющий ресурс первого типа – ресурс генерирующих
компаний);

– допустимых предельных режимов линий путем
вычисления верхних или нижних допустимых передаваемых
перетоков (это второй способ, определяющий ресурс второго
типа – ресурс сетевых компаний);

– допустимых предельных режимов системы регулирования
частоты и обменной мощности для объединенных систем, что
может осуществляться с учетом требуемого качества частоты
(это ресурс третьего типа, который может быть реализован на
уровне объединенных диспетчерских управлений).

Таким образом, в первом случае корректируются «уставки»
на предельно-допустимые значения мощностей регулирующих
станций с учетом обеспечения устойчивости параллельной
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работы. Во втором способе корректируются на основе прогнозов
предельно-допустимых мощностей, передаваемых по линиям. В
третьем варианте корректируются на основе прогноза параметры
системы регулирования частоты и обменной мощности.

2. Методы вычисления прогнозируемых ресурсов.
Особенность реализации способов состоит в том, что режимы
линий и станций связаны технологическими требованиями,
которые можно сформулировать с помощью описания режимов
объекта на основе целевых условий типа равенств или
неравенств, а также классических условий экстремума
функционалов. Эти целевые условия реализуются с применением
моделей стационарных состояний энергетических объединений в
виде классических коэффициентов распределения или
коэффициентов влияния.

При этом необходимо учитывать, что:
а). Ведение режима управления частотой и активной

мощностью возможно на основе целевых интервальных или
оптимизирующих требований к параметрам.

б). Необходимы «численные (или вычисляемые) критерии»
совместности ограничений задач математического
программирования или аналитические критерии совместности,
вытекающие из аналитической аппроксимации допустимых
областей, а также их обобщения. Это позволяет получить
приближенные аналитические решения для предварительного
требуемых прогнозов ресурсов управления частотой и активной
мощностью. Эти области соответствуют условиям
восстановления нормальных режимов работы энергетических
объединений.

Важной частью этой задачи является формирование
критериев управляемости систем управления частотой и
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активной мощностью в условиях ограниченных ресурсов.
Последняя задача требует обобщения классических условий
совместности алгебраических уравнений и неравенств,
задающих ограничения задач математического
программирования. Для этого можно использовать
существующие классические условия совместности - теорема
Кронекера-Капелли, условия С.Н. Черникова и другие
результаты, посвященные точным и аппроксимационным
аналитическим решениям задач математического
программирования. При этом возможны варианты построения
решений на основе «внутренних» или «внешних» оценок
множества решений, а также другие подходы, развиваемые в
данной работе применительно к задачам управления
электроэнергетическими объединениями.

Формулировка математических моделей для
прогнозирования необходимых ресурсов и управлений для
ограничения перетоков по линиям сетевых компаний будет
осуществляться на основе моделей ЭЭО для стационарных,
квазистационарных режимов или динамических моделей объекта
управления.

Динамические модели прогнозирования ресурсов для
ограничения перетоков по межсистемным линиям
электропередач могут формироваться на основе общих
принципов теории управления, что позволит формировать
сигналы диспетчерскому персоналу сетевых компаний о
возможных корректировках предельных значений межсистемных
перетоков с учетом динамики режима.

Прогнозирование регулировочных диапазонов как
ресурсных возможностей станций генерирующих компаний на
основе обобщенных задач математического программирования,
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которые могут быть отнесены к классу задач несобственного
математического программирования, когда имеет место
несовместность ограничений. Последнее связано с необходимой
корректировкой параметров ограничений задач, позволяющих
обеспечить необходимые энергетические ресурсы регулирующих
станций, что является первым вариантом методов и алгоритмов
обеспечения допустимости на основе корректировки
регулировочных диапазонов – «уставок по диапазонам
генерирования мощностей станциями». Соответствующая
информация должна быть передана на диспетчерские пункты
энергетических объединений для принятия соответствующих
управленческих решений по ведению режимов станций.

Прогнозы ресурсов по предельно-допустимым значениям
перетоков активной мощностью (по допустимым приращениям
предельных значений мощностей) могут корректироваться и
определяться как специальные приращения относительно
имеющихся регулировочных диапазонов. Это также является
исходной информацией для диспетчерского персонала по
принятию специальных решений.

Методы и алгоритмы с перечисленными свойствами
содержат элементы адаптации к режимным ситуациям.
Алгоритмы управления частотой, активной мощностью и
ограничения перетоков с элементами адаптации, рациональности
и оптимальности могут формулироваться в следующих условиях.
Адаптивное управление позволяет выполнить синтез систем при
полном или частично отсутствии информации о параметрах
объекта. Применительно к объединениям энергосистем в
большинстве случаев отсутствует информация о динамических
характеристиках объекта и имеется возможность использовать
статические (квазистатические) характеристики энергосистем как
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объектов управления в виде коэффициентов распределения или
коэффициентов влияния, исследованных в разделе 2.

На основе рассмотренных вариантов прогнозирования
систем управления частотой и активной мощностью ЭЭО,
исследуемых в данной работе, можно получить варианты
системы, приведенные в табл. 4.1. В этой таблице
рассматриваются методы для численного, численно-
аналитического и аналитического решения задач
математического программирования по определению
энергоресурсов, которые позволяют определить потребности в
энергоресурсах с учетом их приоритетности корректировки
регулировочных диапазонов регулирующих станций;
корректировки предельных значений перетоков активной
мощности по линиям для систем ограничения перетоков по
внутрисистемным или межсистемным линиям.

Численные методы для задач с модульными функционалами
основаны на линеаризации, которая выполняется с помощью
нескольких вариантов замены переменных. Замена переменных
позволяет свести задачи к задачам линейного программирования
[2,17,29]. Специфика этого направления связана с получением
вариантных оценок потребностей в энергоресурсах как функциях
режимов ЭЭО, включая режимы станций и линий.

Численно-аналитические методы могут применяться для
задач прогноза энергоресурсов, сведенных к задачам
квадратичного программирования по вычислению необходимых
диапазонов регулирования станций или энергосистем или
изменения «уставок» по перетокам при их ограничении.
Предполагается, что решения задач с квадратичными
функционалами вычисляются с помощью метода проекции
градиента в конечномерных  пространствах, в котором проекции
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Таблица 4.1
Варианты структур, задач и методов прогнозирования

ресурсов активной мощности ЭЭО
Методы

Задачи и
структуры

Методы
линеариза-

ции для
задач с
модуль-

ными
функциона-

лами

Численные
методы для

задач с
квадратич-

ными
функциона-

лами

Аналитичес-
кие методы

для
аппрокси-
мирующих

задач с
квадратич-
ными функ-
ционалами

Численно-
аналитичес-
кие методы
для задач

квадратич-
ного

программи-
рования

Прогноз
энергоресурсов
в стационарных
и переходных
режимах для

генерирующих
и сетевых
компаний

(ОДУ):

1. Ограничения
перетоков по

линиям.

2. Регулирова-
ния частоты и

обменной
мощности по

линиям
электропередач

ОЭС

3. Совместного
ограничения
перетоков и

регулирования
частоты и
обменной
мощности

Сведение
задачи

прогноза
энерго-

ресурсов
к задачам
линейного

программи-
рования

Сведение
задачи

прогноза
энерго-

ресурсов к
задачам

квадратичног
о программи-

рования

Сведение
задачи

прогноза
энерго-

ресурсов к
аппроксими-

рующим
аналитически
разрешаемым

задачам
квадратич-

ного
программи-

рования

Сведение
задачи

прогноза
энерго-

ресурсов к
задачам

квадратич-
ного

програм-
мирования
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на активные линейные многообразия вычисляются аналитически
с помощью соответствующих проекторов. Численно-
аналитические процедуры предполагается представить в виде,
который позволяет получить качественные результаты при
решении задач прогнозирования и управления.

Аналитические методы направлены на получение
качественных результатов, имеющих приближенный характер.
Качественные приближенные результаты формируются на основе
аналитических решений задач математического
программирования, аппроксимирующих задачи в рамках
принципа «рациональность-допустимость» и «приближенную
оптимальность-допустимость» для аппроксимирующих задач.
Последний подход требует специальной формулировки
необходимых условий оптимальности и аппроксимации задачи,
позволяющей аналитически разрешить необходимые условия
оптимальности в конечномерном пространстве.

Аналитические и численно-аналитические условия
разрешимости задач математического программирования
(совместности ограничений) позволяют получить качественные
результаты для определения ресурсов и управлений.

Таким образом, сформулированные выше задачи
прогнозирования энергоресурсов объединений энергосистем
позволяют получить общую схему исследования режимов
объекта управления в критических режимах дефицита ресурсов
активной мощности. Основу формирования двух типов
энергоресурсов составляют задачи МП. В качестве
математических моделей объединений энергосистем как
объектов управления могут использоваться модели
установившихся и переходным режимов, которые можно
сформулировать на основе классических моделей
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электромеханических процессов и стационарных состояний,
используемых для управления частотой и активной мощностью
энергетических объединений.

Таким образом, задачи прогнозирования режимов систем
управления частотой и активной мощностью определяются рядом
требований:

– принципами рациональности или оптимальности в
рамках учета необходимых технологических требований;

– структурными принципами, определяющими характер
применения прогнозов – для корректировки диапазонов
генерации генерирующими компаниями, для корректировки
режимов линий сетевыми компаниями, а также корректировки
на основе прогнозов параметров регулирования частоты и
обменной мощностью, что может осуществляться на уровне ОДУ
ОЭС или на других уровнях;

- классами используемых моделей для вычисления
управления, которые можно ограничить моделями
стационарных режимов типа коэффициентов влияния
(распределения) или моделями динамических режимов типа
уравнений «вход-выход» или «уравнений состояния».

Перечисленные факторы создают системное описание
вариантов формирования методов и алгоритмов управления
частотой и активной мощностью.

3. Выводы и рекомендации. 1. Обзор исследований по
вопросам прогнозирования ресурсов для управления частотой и
мощностью энергетических объединений иллюстрирует, что
проблема энергосбережения и формирования ресурсов для
рассматриваемого класса систем – систем ограничения перетоков
активной мощности по линиям электропередач крупных
энергетических объединений не получила соответствующего
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решения в рамках предлагаемых постановок задач. Аналогичная
ситуация имеет место также для задачи совместного определения
ресурсов и вычисления допустимых или оптимальных ресурсов и
управлений.

2. Постановка задач прогнозирования ресурсов для системы
совместного формирования ресурсов и вычисления управлений
может быть сформулирована в виде совокупности задач
математического программирования на основе принципов
«рациональность-допустимость» и «оптимальность-
допустимость», каждый из которых предполагает формализацию
целевых условий для рассматриваемого класса системы в
соответствующем виде.

3. Задачи МП по прогнозированию ресурсов и управлений
для СОП активной мощности могут быть решены численными,
аналитическими или численно-аналитическими методами. При
этом необходимо сохранять нормальные режимы не
перегруженных линий и обеспечивать учет регулировочных
диапазонов станций, а также возможно формулировки целевых
требований для ограничения перетоков по внутрисистемным,
межсистемным и транзитным линиям электропередач активной
мощности.

Эти методы могут доставлять оценки прогнозируемых
ресурсов для ограничения перетоков и регулирования частоты и
обменной мощности энергетических объединений. Последнее
можно достичь за счет коррекции регулировочных диапазонов
станций или «уставок» по предельным значениям перетоков,
заданий по обменным мощностям и корректировкам величин
регулировочных диапазонов станций, выбираемых из условия
сохранения статической устойчивости параллельной работы
энергосистем.
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4.3. ПРОГНОЗИРОВАНИЕ РЕСУРСОВ И
МЕТОДЫ УПРАВЛЕНИЯ

СИСТЕМЫ ОГРАНИЧЕНИЯ ПЕРЕТОКОВ

Рассматриваются математические формулировки задач
вычисления управлений, согласованные с задачами
прогнозирования регулировочных диапазонов станций и
пропускных способностей линий с целью сохранения
устойчивости параллельной работы ОЭС. Задачи
сформулированы для СОП активной мощности по ЛЭП [83,114].

Математическая формулировка задачи прогнозирования
использует постановку на основе принципа «рациональности-
допустимости», причем рациональность позволяет учесть
основные целевые условия типа неравенств (интервальными
целевыми условиями), что соответствует сохранению основных
характеристик режимов энергетических объединений.
Допустимость понимается как возможность выполнения
основных ограничений на режимы работы регулирующих
станций и режимы линий электропередач по критерию
совместности ограничений задач математического
программирования.

1. Математическая формулировка задачи. Задача
формулируется следующим образом. Пусть имеется
электроэнергетическое объединение, состоящее из n узлов и
m линий электропередач, по которым передаются потоки
активной мощности.

Потребление и генерация энергии осуществляется в узлах, а
передаваемые по линиям объединения перетоки активной
мощности должны удовлетворять следующим технологическим
условиям к ведению режимов линий и регулирующих станций
объединений:
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а). В нормальном режиме перетоки активной мощности по

j -ой или l -ой линиям jS или lS  удовлетворяют двухсторонним
линейным неравенствам:

0,,   o
jjjj SPjSSS , (1)

0,,   o
llll SPjSSS . (2)

Эти условия можно рассматривать как целевые
интервальные условия, характеризующие нормальные режимы
работы линий, где P - множество перегруженных линий. В

неравенствах (1), (2) использованы обозначения: 
jS и 

jS –
нижние и верхние допустимые значения перетоков активных
мощностей по j -ой линии с положительными направлениями
передачи энергии в исходных режимах для перегруженных
линий. Аналогичные условия можно записать для перетоков с
отрицательными направлениями передачи мощности по линии
энергетических объединений.

При внеплановых нагрузках и отклонениях реального
режима от планового режима некоторые ЛЭП могут
перегружаться, что соответствует невыполнение условий (1) и
(2). Необходимо организовать управление так, чтобы путем
изменения генерируемой мощности в узлах сети ликвидировать
перегрузку, т. е. обеспечить выполнение указанных условий для
всех ветвей без изменения баланса мощности (или при
отсутствии такого требования) в системе.

При этом должны учитываться следующие ограничения
задач конечномерной оптимизации для вычисления управляющих
воздействий:

б). Мощности станций iP  изменяются пределах:
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,, UiPPP iii   (3)

определяемых нижними 
iP  и верхними 

iP  регулировочными

диапазонами станций, где U – множество номеров
регулирующих станций.

в). В результате действия системы ограничения перетоков
не должны перегружаться другие линии неперегруженные в
начальный момент ЛЭП ЭЭО, обозначенные номерами:

PkSSS kkk   , .      (4)

г). Система управления должна обеспечивать ликвидацию
перегрузки линий с минимальным изменением заданных
«уставок» по режимам работы регулирующих станций –

ограничений по приращениям нижних 
iP  и приращениям

верхних 
iP  диапазонов станций, участвующих в ограничении

перетоков активной мощности по линиям:
  iii PPP      (5)

и корректировок «уставок» (значений, предписанных
экономически оптимальными режимами ЭЭО) по предельным

нижним 
jS  и 

lS  и предельным верхним 
jS  и 

lS  заданным

значениям передаваемых линиями мощностей. При этом
отдельно рассматриваются корректировки «уставок» для линий с
положительными направлениями перетоков, обозначенных
индексом « j » и отрицательными направлениями (индекс « l»),
которые должны удовлетворять ограничениям в виде систем
двухсторонних неравенств:

  jjj SSS  ,       (6)
  lll SSS  . (7)
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Интервальные ограничения на корректировку «уставок»
заданы из условий сохранения устойчивости параллельной
работы энергосистем. Эти параметры режимов определяются для
линий электропередач на основе предварительных расчетов, в
частности, с учетом не только моделей электромеханических, но
и моделей электромагнитных процессов. Модели
электромагнитных процессов не рассматриваются в данной
работе, поскольку предполагается, что параметры
электромагнитных процессов, определяющих устойчивость
параллельной работы, определяются дополнительными
расчетами на уровне объединений энергосистем.

Тогда задача ограничения перетоков активной мощности по
линиям электропередач формулируется следующим образом:
вычислить найти такие значения совокупности переменных

kljiii SSSPPP  ,,,0 (8)

- приращений активной мощности регулирующих станций iP ,
изменений «уставок» по передаваемым мощностям линий в

положительном - jS  и отрицательном - lS  направлениях,

также «уставок» по неперегруженным kS , которые
удовлетворяют системе линейных ограничений, приведенных
выше.

Таким образом, для вычисления управлений и
формулировки условий совместности ограничений как функций
параметров режимов ЭЭО сформулированная задача МП
учитывает указанные требования.

Совокупность корректируемых параметров системы
ограничения перетоков активной мощности по линиям
электропередач ЭЭО иллюстрируется на рис. 4.2. На основании
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Рис. 4.2. Варианты прогнозируемых параметров систем ограничения
перетоков активной мощности по линиям

приведенной математической формулировки задачи ограничений
перетоков можно получить ограничения задачи математического
программирования в виде системы линейных алгебраических
равенств и алгебраических неравенств.

В ограничениях задачи можно использовать линейные
математические модели установившихся режимов
энергетических объединений в виде классических
коэффициентов распределения [55].

Эти модели используются для расчета установившихся
режимов ЭЭО, и представляют собой характеристики изменения
перетоков активной мощности по линиям сети при изменении
генерируемой активной мощности регулирующих станций:





n

i
jiji SP

1
 ,

которые являются корректными при выполнении условия баланса
активных мощностей. Условие баланса при этом должно быть

Основные параметры корректировки прогнозов
параметров системы ограничения

перетоков активной мощности по линиям
сетевыми компаниями или ОДУ

корректировка
регулировочных

диапазонов
станций

корректировка
предельных

значений
перетоков
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включено в ограничения задачи математического
программирования по вычислению управлений и
прогнозированию корректировок диапазонов станций и
пропускных способностей линий. В общем случае в качестве
характеристик влияния могут быть использованы
коэффициенты влияния, которые характеризуют приращения
мощностей по линиям или частоты сети при приращении
генерируемых мощностей станций.

В общем случае в качестве характеристик влияния могут
использоваться экспериментально определенные характеристики,
полученные для определенного спектра частот, что позволяет
говорить о параметрических коэффициентах влияния. Тогда
можно сформулировать ограничения задачи:

1. 0 0
1

, 0, ,
n

ji i j j j j n
i

P S S S S j N   



    

2. 0 ,j jS S    

3. 0 0
1

, 0, ,
n

li i l l l l n
i

P S S S S l N   



    

4. 0,l lS S   

5. 0 0 0
1

, 0, ,
n

k k k ki i k k k k
i

S S S P S S S S k N     



        

6. 0, 0 ,k k k kS S S S         

7. 0 0 , 1,2,..., ,i i i i i i iP P P P P P P i n           

8. 0, 0 ,i i i iP P P P         

9.
1

0.
n

i
i

P




(9)
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В системе ограничений (9) приняты следующие
обозначения: ijji PS  / – коэффициенты распределения или
влияния. Остальные параметры определяют верхние и нижние
пределы пропускной способности линий; начальные и искомые
значения мощностей регулирующих станций, N – номера
перегруженных линий; Sj0, Sl0, Sk0 – исходные значения перетоков
активной мощности по перегруженным линиям с номерами j и l и
не перегруженным линиям с номерами k.

Уравнение 1) системы (9) определяют требования
изменения генерируемых мощностей узлов на величину,
необходимую для ликвидации перегрузки линий с учетом
возможной корректировки «уставок» по предельным значениям
перетоков с положительными направлениями. Неравенство 2) в
(9) характеризует возможности по корректировки «уставок» по
перегруженным линиям с положительными направлениями
перетоков. Уравнения 3) и неравенства 4) в системе ограничений
отражают аналогичные требования ликвидации перегрузки линий
с отрицательными исходными значениями перетоков и
ограничения на значения «уставок».

Неравенство 5) в системе (9) задает требования ликвидации
перегрузки линий без перегрузок неперегруженных в исходном
состоянии линий. Неравенство 6) определяет возможные
корректировки «уставок» по перетокам для неперегруженных
линий. Неравенство 7) – условия генерируемых станциями
мощностей в пределах регулировочных диапазонов, а
неравенства 8) определяют условия на корректировку
предельных (нижних и верхних) «уставок» по регулировочным
диапазонам станций. Последнее уравнение 9) вводится в систему
ограничений, чтобы обеспечить требования баланса мощностей в
объединении. Целевые функции (11) характеризуют требования
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минимального изменения мощностей генерирующих агрегатов в
процессе ликвидации перегрузок линий электропередач по
активной мощности.

Для обеспечения корректировок параметров энергетических
режимов станций и линий введенные переменные, включенные в
функционал с соответствующими весовыми коэффициентами,
определяются в процессе решений задач модульного (кусочно-
линейного) или квадратичного программирования.

При невыполнении условия баланса можно использовать
коэффициенты влияния, также описывающие установившиеся
режимы объединений соотношением (10) при отсутствии
равенства 9) в системе ограничений (9). Кроме перечисленных
моделей для описания установившихся режимов энергетических
объединений можно использовать нелинейные модели кусочно-
линейного типа, рассмотренные в п. 2.

Характеристики влияния используются при анализе и
синтезе систем управления энергетическими объединениями при
сохранении баланса изменения его мощностей. Кроме моделей
типа (10) использование коэффициентов влияния, которые
применяются в условиях ненулевого баланса активных
мощностей энергетических объединений, позволяет расширить
возможности управления режимами объекта. Во втором случае
«балансовое» ограничение активных мощностей в системе (9)
должно отсутствовать.

Применение кусочно-линейных моделей целесообразно при
малых отклонениях от стационарных состояний при проявлении
нелинейностей типа «зоны нечувствительности» первичных
регуляторов скоростей агрегатов станций объединений. При
решении задач вычисления требуемых управлений на основе
принципа «рациональность-допустимость» необходимо
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определить искомые переменные задачи, удовлетворяющие
системе (9), что позволяет вычислить допустимые управления и
прогнозы «уставок по диапазонам» и «уставок по перетокам».

В случае применения для вычисления прогнозов и
управлений принципа «оптимальность-допустимость»
необходимо вычислить решения системы (9), которые
обеспечивают минимум одной из двух целевых функции,
представленных с помощью модульных или квадратичных
функций оценки отклонений следующими целевыми функциями
(функционалами):

1 1
1 1 1

n m m

i i i
i i i

J P N P N P
  

   

  

      

1 1 2 2
1 1 1 1

Q QR R

j j l l
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1 1

, 1,2.
P P

k k
k k

M S M S
 

   

 

   

(10)

2. Вычислительные аспекты. Применение модульных
целевых функций )1( v  или квадратичных функций )2( v

определяет класс задач математического программирования.
Первая целевая функция представляет собой сумму модулей
отклонений комплекса регулируемых координат от заданных
значений и соответствует задаче кусочно-линейного
программирования. Второй функционал представляет собой
сумму квадратов отклонений этих координат от заданных
значений, в частности, от экономически оптимальных значений.
В этом смысле введенные функционалы качественно совпадают,
однако отличаются способом учета отклонений от исходных
(экономически оптимальных) значений мощностей станций, что,
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как отмечено выше, способствует решению задачи
энергосбережения. Для решения задач могут применяться
численные, аналитические или численно-аналитические методы.

Параметры (весовые коэффициенты) функционалов (10)
выбираются из условий значимости отдельных составляющих.
Выбор параметров функционала (10) позволяет регулировать
содержание и приоритеты при синтезе системы определения
ресурсов и управлений.

Такое разделение имеет определенный смысл, поскольку
имеется возможность применения различных подходов к
решению сформулированных задач. Как будет показано далее, в
первом случае возможно сведение задачи к задаче линейного
программирования. Во втором варианте (случай квадратичного
функционала) необходимо применение численных, аппрокси-
мационно-аналитических или аналитико-численных методов для
решения задачи квадратичного программирования.

Таким образом, сформулирована задача совместного
формирования необходимых энергоресурсов и управлений при
ограничении перетоков активной мощности по ЛЭП ЭЭО в виде
общей задачи математического программирования, разрешаемы
численными методами или операторами оптимизации.

4.4. ПРОГНОЗИРОВАНИЕ РЕСУРСОВ ДЛЯ
СОВМЕСТНОГО ОГРАНИЧЕНИЯ ПЕРЕТОКОВ И

РЕГУЛИРОВАНИЯ ЧАСТОТЫ И
ОБМЕННОЙ МОЩНОСТИ

Задачи математического программирования формулируются
с учетом наличия двух подсистем: подсистемы ограничения
перетоков активной мощности по линиям и подсистемы
регулирования частоты и обменной мощности ОЭС
(энергетических районов) [83,114].
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1. Подсистема ограничения перетоков. Для подсистемы
ограничения перетоков характерно, что в нормальном режиме
перетоки активной мощности по j-ой линии Sj подчиняются
условию, т. е. удовлетворяют двухсторонним линейным
неравенствам:

,, PjSSS jjj   (1)

где P – множество перегруженных линий; 
jS  и 

jS – нижние и
верхние допустимые значения перетоков активных мощностей по
j-ой линии.

Как и в случае ограничения перетоков, необходимо
вычислить управления для изменений генерируемой мощности в
узлах сети, обеспечивающие ликвидации перегрузки.
Обеспечение указанных условий должно выполняться для всех
ветвей без изменения баланса мощности в системе (или при
отсутствии такого требования) при учете следующих
ограничений: мощности iP , генерируемые узлами, должны
изменяться в пределах:

,, UiPPP iii   (2)

где 
iP  и 

iP – верхние и нижние регулировочные диапазоны

станций; U – множество номеров станций, для которых
регулируются диапазоны, т. е. генерирующие ресурсы.

В результате действия системы совместного ограничения
перетоков и регулирования частоты и обменной мощности не
должны перегружаться неперегруженные в начальный момент
линии электропередач энергетического объединения. Для этих
линий, обозначенных номерами Nn , должны быть выполнены
следующие технологические условия:
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  nnn SSS .                    (3)

Характеристиками синтезируемых систем управления
является наличие двух типов корректировок параметров, которые
иллюстрируются на рис. 4.3.

Рис. 4.3. Варианты корректировок параметров систем совместного
ограничения перетоков и регулирования частоты и обменной мощности

Система совместного ограничения перетоков и
регулирования частоты и обменной мощности управления
должна ликвидировать перегрузки линий с минимальным
изменением заданных установок по режимам сети – ограничений

Основные параметры корректировки заданий для системы
совместного ограничения перетоков активной мощности по

линиям электропередач и регулирования частоты и обменной
мощности энергетических объединений

корректировка
регулировочных

диапазонов
станций

корректировка
предельных

значений перетоков
активной мощности

по линиям для систем
ограничения перетоков
и регуляторов частоты
и обменной мощности
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на приращения нижних 
iP  и приращения верхних 

iP

регулировочных диапазонов станций:

  iiii PPPP  0,0   (4)

и корректировок по нижним 
iS  и верхним 

iS  пропускным
способностям линий, которые должны удовлетворять
ограничениям в виде линейных интервальных неравенств,
представляемых в виде:

  jjjjj SSSSS  ,
  nnnnn SSSSS  . (5)

При этом должны быть ограничены предельные значения
корректируемых допустимых пределов заданий по передаваемым
линиями мощностей в положительном направлении (обозначены
индексом j ):

0 
jj SS  ,     (6)

и допустимые корректировки предельных значений перетоков
активной мощности в отрицательном направлении (обозначенные
индексом l ):

  ll SS0 .       (7)

Таким образом, задача совместного ограничения перетоков
и регулирования частоты и обменной мощности формулируется
следующим образом: найти допустимые или оптимальные
значения совокупности следующих переменных

0 , , , , .i i i j l k lP P P S S S S         (8)

Первая группа переменны в списке (8) определяет
приращения активных мощностей регулирующих станций,
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которые удовлетворяют системе линейных ограничений:

i i iP P P     , определяющих допустимые изменения
регулировочных диапазонов. Вторая группа переменных
определяет ограничения на корректируемые приращения
предельных значений перетоков активных мощностей,
передаваемых по линиям электропередач ЭЭО (приращения
заданий по активным мощностям) в принятых положительном и
отрицательном направлениях передачи мощностей:

w w wS S S     , где w  равно j  или k .
Для определения ресурсов и управлений необходимо

сформулировать задачу вычисления допустимого решения задачи
математического программирования, учитывающей совокупность
требований. Эти подсистемы требуют формулировки двух
подзадач.

2. Подсистемы вычисления управлений и ресурсов для
ограничения перетоков. Вычисление управлений для
ограничения перетоков по перегруженным ЛЭП требует
выполнения системы линейных равенств и неравенств:

1. 0 0
1

, 0, ,
S

ij i j j j j
i

P S S S S j N   



    

2. 0 ,j jS S    

3. 0 0
1

, 0, ,
S

li i l l l l
i

P S S S S l N   



    

4. 0,l lS S   

5. 0 0
1

, ,
n

n n n ni i n n n
i

S S S P S S S n N      



      

6. 0, 0 .n n n nS S S S         

(9)
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3. Подсистемы регулирования частоты и активной
мощности энергетических объединений по критерию
Гранера-Даррье [114,205,206]. Эти подзадачи, формулируемые
для каждого энергетического объединения, требуют расширения
сформулированных выше подзадач соотношениями типа
равенств:

  )(
1

0 о
w

b

m
wmзадmm SSSkff   


.  (10)

где m – номера внешних линий для w-го энергетического
объединения. Последнее условие позволяет определить
системный параметр  , который используется в классических
системах управления с обратной связью частотой и активной
мощностью объединенных энергосистем.

Для задач прогнозирования энергоресурсов необходимо
использовать эквивалентный вид (10). Последнее равенство
имеет эквивалентный вид, который позволяет свести
«небалансы» активных мощностей в объединении к требованию
на сумму мощностей, генерируемых в объединении, котором
произошло внеплановое возмущение. Этот эквивалентный вид
(10) представляется в следующей форме:

  


 
wn

i
i

о
w

b

m
wmзадm PSSSffkk

11

011 )(  , (11)

где в правой части представлена сумма приращений мощностей
станций, участвующих в регулировании частоты и обменной

мощности в w-м объединении. Параметр 1k  в (11) представляет
собой величину обратную параметру k  в (10).

Для учета ограничений по допустимой корректировке
заданий по обменной мощности необходимо общую систему
ограничений дополнить следующими неравенствами:
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0,0   o
w

o
w

o
w

o
w SSSS  . (12)

Последние ограничения учитывают возможность
корректировки заданий по обменной мощности объединений.

Величина системного параметра m  является регулируемой

координатой для m-го объединения; k – коэффициент
пропорциональности, определяемый «статизмом»
энергетического объединения.

Критерий Гранера-Даррье позволяет компенсировать
внеплановые возмущения ЭЭО изменением мощности станций
данного объединения, т. е. в месте возникновения внепланового
возмущения.

4. Задача совместного вычисления энергоресурсов и
управлений для ограничения перетоков и регулирования
частоты и обменной мощности. Совместное ограничение
перетоков и регулирование частоты и обменной мощности может
быть организовано различным способом. Способ организации,
рассматриваемый в данной работе, основан на использовании
критерия Гранера-Даррье. При этом совместность выполнения
указанных функций управления строится на основе объединения
двух подзадач управления.

Объединение этих подзадач позволяет сформулировать
совместную задачу с учетом ограничений на технологические
режимы, определяемые ограничениями на регулировочные
диапазоны, предельно-допустимые значений мощностей линий и
корректировки заданий по обменным мощностям энергетических
объединений, реализующих управление по критерию Гранера-
Даррье. Соответствующая система ограничений (13) и
функционалы задач МП (14) следует из технологических
требований к рассматриваемой системе управления ЭЭО [114]:
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1.

Формирование управлений и прогнозов
заданий для ограничения перетоков:
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4. 0,l lS S   

5. 0 0
1

, ,
n

n n n ni i n n n
i

S S S P S S S n N      
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7.

Формирование прогнозов по мощностям станций:

,i i i i iP P P P P        

0, 0i i i iP P P P         

8.

Формирование управлений по частоте и обменной
мощности:
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9.

Формирование прогнозов заданий по обменной мощности:
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(13)
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Ограничения этой задачи имеют вид, обобщающий
адекватные формулировки задач для оптимизации стационарных
состояний (раздел 3). Сформулированные ограничения (12)
задачи МП адекватны следующим совместным режимам
управления:

- вычислению ресурсов для системы ограничения перетоков
(соотношения типа 1 - 6);

- вычислению ресурсов регулирующих станций
энергетических объединений (соотношения типа 7);

- вычислению ресурсов для регулирования частоты и
обменной мощности энергетических объединений (соотношения
типа 9).

Эти ограничения определяют совокупность требований к
совместному прогнозированию ресурсов и управлений для
рассматриваемого класса систем. Для выбора оптимального
решения необходимо минимизировать на множестве, задаваемом
ограничениями типа (13) соответствующий функционал качества.

Этот функционал по смыслу является обобщением по
отношению к функционалу для формирования ресурсов и
управлений при ограничении перетоков активной мощности по
линиям электропередач и представляется равенством (14).
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Функционал типа (14) содержит слагаемые, связанные с
минимизацией отклонений мощностей регулирующих станций,
минимизацией корректировок заданий по предельным значениям
мощностей по линиям для системы ограничения перетоков.
Кроме этого функционал содержит также дополнительные
слагаемые для определения ресурсов при регулировании частоты
и активной мощности в объединенных энергосистемах, причем
эти ресурсы задаются корректировками заданий по обменной
мощности, что соответствует дополнительному обмену
активными мощностями между объединениями энергосистем.

Таким образом, для установившихся режимов системы
ограничения перетоков активной мощности по линиям
электропередач и регулирования частоты и обменной мощности
сформулированы задачи математического программирования.
Эти задачи позволяют определить потребности в энергоресурсах
с учетом их приоритетности за счет корректировки
регулировочных диапазонов регулирующих станций или
предельных значений перетоков активной мощности по линиям
для системы их ограничения и параметров режимов системы
управления по частоте и обменной мощности крупных ЭЭО, в
частности, корректировки заданий по обменной мощности.

5. Результаты и выводы. 1. Задачи вычисления
энергоресурсов для ограничения перетоков активной мощности
сведены к задачам математического программирования,
позволяющим получить универсальные формулировки задач по
определению энергоресурсов и управлений для ограничения
перетоков активной мощности. Указанные задачи позволяют
учесть комплекс технологических требований по ведению
режима электроэнергетических объединений.

2. Задачи совместного определения ресурсов для системы
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совместного ограничения перетоков активной мощности по
линиям электропередач и регулирования частоты и обменной
мощности энергетических объединений позволяют создать
алгоритмическую основу для решения задач энергосбережения и
вычисления управляющих воздействий на регулирующие
станции за счет универсальности ограничений и функционалов
задач математического программирования.

3. Использование модульных (кусочно-линейных) и
квадратичных функционалов позволяет обеспечить разнообразие
вычислительных методов решения задач математического
программирования рассматриваемого класса, включая
численные, аналитико-численные и аналитические процедуры
конечномерной оптимизации, учитывающие структуру
ограничений для задач прогнозирования и управления ЭЭО.

4.5. СОВМЕСТНОЕ ПРОГНОЗИРОВАНИЕ РЕСУРСОВ И
УПРАВЛЕНИЙ ПЕРЕХОДНЫМИ РЕЖИМАМИ

ЭНЕРГООБЪЕДИНЕНИЙ

Исследование математических моделей переходных
режимов при прогнозировании ресурсов и управлении
необходимо для решения задач математического
программирования для вычисления управлений.

1. Модели переходных режимов энергетических
объединений. В основу математического моделирования
системы совместного ограничения перетоков активной
мощности, а также регулирования частоты и обменной мощности
положена математическая модель системы оперативного
управления энергосистемами. Цифровая система оперативного
управления энергосистемой по частоте и активной мощности
создавалась помощью управляющих вычислительных машин. Эта
система решает задачи регулирования частоты и обменной
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мощности в ОЭС, а также ограничения перетоков активной
мощности по линиям электропередач.

Как было отмечено в разделах 2 и 3, общепринятой схемой
регулирования частоты и обменной мощности в ОЭС является
регулирование частоты со статизмом по обменной мощности -
метод Гранера-Даррье, основы которого сформулированы в
трудах немецких специалистов. Управление перетоками активной
мощности по линиям в классических системах управления
частотой и активной мощностью с целью ограничения их
величины реализуется в форме пропорционально-интегрального
закона регулирования с учетом ряда алгоритмических
особенностей, определяемых режимными требованиями, которые
определяют включение системы ограничения перетоков в случае
их отклонений от верхних и нижних предельно-допустимых
значений.

Регулирование частоты и обменной мощности в
объединенных энергосистемах реализуется на основе
упомянутого выше критерия Гранера-Даррье. Возможны и
другие варианты организации систем управления частотой и
активной мощностью. При таком подходе варианты организации
регулирования могут формироваться на основе локальных
целевых условий, продиктованных целями локально-
экономических интересов отдельных управляющих групп.

При этом формируемые методы и алгоритмы управления
могут служить основой для организации управления по
широкому спектру целей, которые могут быть основой для
адекватной реализации различных целей управления. При
создании рассматриваемого класса систем использовались
методы математического моделирования на цифровых моделях.

Исследования алгоритмов управления, статики и динамики
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системы проводилось в замкнутом состоянии с математической
моделью объекта управления. Применение цифрового
моделирования при разработке и исследования сложных
многосвязных систем с цифровыми управляющими машинами, к
которым относятся системы управления энергетическими
объединениями, позволило эффективно решать вопросы анализа
и синтеза систем, аналитическое исследование которых
невозможно без существенных упрощений.

Математическое описание объекта управления и алгоритма
управляющего устройства можно использовать в форме принятой
для систем данного класса. Применение математического
моделирования дает возможность получить первые результаты
исследования алгоритмов, статики и динамики системы в целом
на примере конкретных энергетических объединений.

В работе рассматриваются математические модели
переходных режимов энергетических объединений, состоящих из
ЭС, соединенных между собой пятью линия. Структурная схема
исследуемого энергетического объединения с ограничителями
перетоков и регуляторами частоты и обменной мощности, была
приведена в первой и второй частях монографии.

Классические линеаризованные дифференциальные
уравнения движения роторов агрегатов, данные в матричном
виде, соответствуют уравнениям, рассмотренным в разделе 2.
Основные исходные уравнения имеют вид:

   W D t         ,M D U t N D F t 

где   ,t    ,U t F t – соответственно, вектор-функции отклонений
углов роторов агрегатов, управляющих воздействий и
возмущений от исходных значений. Следуя единству и
преемственности при проведении исследований в данной
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монографии, матрицы параметров объекта   ,W D    ,M D N D 

также определены в разделе 2.
На основе моделей переходных режимов при

прогнозировании и управлении ресурсов используются
разработанные ранее системные модели влияния, варианты
которых могут применяться при прогнозировании с помощью
адекватных задач математического программирования.

2. Прогнозирование ресурсов и методы ограничений
перетоков. Ресурсное обеспечение энергетических систем по
частоте и активной мощности для установившихся режимов
может быть распространено на переходные режимы системы
ограничения перетоков активной мощности. Управление в
переходных режимах можно синтезировать на основе
оптимизации по принципу «допустимость-оптимальность».
Оптимизация многомерных систем ограничения перетоков в
динамических режимах может быть выполнена с применением
моделей динамики объекта, рассмотренных в предыдущем
подразделе.

Построение динамических моделей для определения
ресурсов возможно на основе «входо-выходных моделей» или
«моделей состояния» для систем управления частотой, активной
мощностью и ограничения перетоков. При этом задача
ресурсного обеспечения и оптимизации управления может
формулироваться как задача многошаговой оптимизации на
конечном интервале времени.

Рассмотрим задачу прогнозирования и динамической
оптимизации системы управления энергоресурсами для случая
автоматического ограничения перетоков мощности по линиям
электроэнергетических объединений. Пусть имеется
электроэнергетические объединение, состоящее из «m» ЭС и «n»
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линий электропередач, описываемое в дискретном времени в
отклонениях от исходного режима станций и линий с помощью
линеаризованных разностных уравнений состояния, которые
формируются на основе классических уравнений «вход-
состояния-выходы» энергетических объединений в переходных
режимах

1 , .kk k k kX HX F P S CX   


(1)

В системе (1) использованы следующие обозначения: kX –
вектор координат состояния энергетического объединения,
компонентами которого являются совокупность (m – 1) взаимных
узлов и их производных, отсчитываемых от базисного угла и его

производных; kS~ =  g
k

1
k S~,...,S~ – вектор отклонения перетоков по

линиям от исходных значений S0; kP – вектор управлений на
регулирующие станции энергетических объединений,
компоненты которого линейно связаны с изменениями активных
мощностей энергосистем в статических режимах: iii Pkp  , где

параметр ik – коэффициент пропорциональности. В уравнениях
(1) параметр k определяет дискретное время, в котором
рассматриваются процессы изменения координат энергосистем и
их объединений.

Матрицы объекта H, F и С в уравнениях (1) соответствуют
уравнениям состояния, полученным в результате сокращения
размерности вектора состояния по методике, описанной в разделе
2 при аппроксимации линейных дифференциальных уравнений
объекта  разностными уравнениями, причем k – относительное
дискретное время. Уравнения состояния в дискретном времени
можно получить на основе на известных разностных схемах или
формуле Коши для решений линейной динамической системы.
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Тогда вектор текущих значений перетоков определяется
следующим равенством

~
0 sSS gg  ,    (2)

где первый вектор в правой части равенства (2) измеряется
непосредственно и определяет начальное значение перетоков,
передаваемых по линиям, а второй определяется динамикой
энергосистем или их объединений и описывается уравнениями
типа (1). Поскольку в нормальном режиме перетоки активной
мощности по линиям электропередач находятся внутри
допустимой области D, определяемой неравенствами, то для них
выполнены неравенства, определяющие многомерный
параллелепипед в пространстве перетоков:

  ggg SSS ,   g = 1, 2, …, n.  (3)

Вектор в неравенствах (3) имеет структуру, заданную
равенством:

Тnljg SSSS )||( ,               (4)
причем первый вектор соответствует перегруженным линиям,
перетоки по которым в момент перегрузки имеют положительные
направления, второй вектор – имеет аналогичный смысл, однако
в момент перегрузки перетоки имеют отрицательные значения.
Третий вектор соответствует не перегруженным линиям,
перетоки по которым в начальный момент находятся внутри

допустимой области. В системе (3) введены обозначения: gS  и
gS – нижнее и верхнее значения перетоков по g-м линиям.

Под действием внеплановых изменений нагрузки
энергосистем отдельные линии могут перегружаться, что
приводит к нарушению условия (3). Требуется вычислить
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управление, переводящие компоненты вектора Sk, для которых не
выполняется условия типа (3) в момент времени k = 0, внутрь или
на границу области D. При этой не перегруженные линии не
должны перегружаться в процессе ограничения перетока по
перегруженным линиям.

Для определения необходимых управлений требуется
выполнения соответствующих целевых условий, которые
сведены в табл. 4.2, где приведены характеристики энергосистем
и энергетических объединений (динамические модели влияния),
которые строятся на основе уравнений (1) и решения задачи
Коши для разностных уравнений «вход-состояния-выход»







1

1

1
0

~
.

k

h
h

hkk
k PFcHxcHs      (5)

В табл. 4.2 также введены переменные, которые определяют
возможности численного, численно-аналитического и
аналитического решений задач определения энергоресурсов в
переходных режимах работы системы ограничения, которые
позволяют определить потребности в энергоресурсах с учетом
приоритетности их введения:

– корректировки регулировочных диапазонов для
регулирующих станций;

– предельных значений перетоков активной мощности по
линиям для систем их ограничения.

В табл. 4.2 использованы обозначения переменных,
введенные в соотношениях (1)-(5), что позволяет описать
динамику ЭЭО или ЭС в физических или абстрактных
координатах системы. При этом в таблице сформулированы
также требования, связанные с восстановлением нормальных
режимов перегруженных линий, включая типовые
технологические требования для ограничения перетоков.
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Таблица 4.2
Ограничения задачи динамической оптимизации
ресурсов системы ограничения перетоков по ЛЭП

1. Требование ограничения перетоков по j-ым перегруженным
линиям и оценка отклонения перетоков от верхней границы:

1
0 1 0

0
0

, 0,
k

j j j j k k h j j j
k j j h

h
S S S S c H x c H F P S S S  


     



       

2. Требование ограничения перетоков по l-ым перегруженным и
lS  - оценка отклонения перетока от нижней границы:

1
0 1

0
, 0,

k
l l l l k k h l l l l l

k l l h
h

S S S S c H c H F P S S S S S  


        



          

3. Требование неперегрузки линий неперегруженных при 0k  :
1

0 1
0

0
.

k
n n n n k k h n n

k n n h
h

S S S S c H x c H F P S S  


     



      

В табл. 4.2 использованы динамические модели
энергетических объединений локального (типа (1)) и глобального
описания (описания на временном интервале типа формулы
Коши (5)) для отдельных энергосистем. Данные таблицы
содержат в качестве параметра дискретное время (обозначено
индексом k ), поэтому необходимо при формулировке общей
задачи рассматривать приведенные ограничения в пределах от 0
до N, где [0, N] – временной интервал, на котором
рассматривается процесс ограничения перетоков по линиям.

Введены также обозначения переменных, характеризующие
изменения регулировочных диапазонов станций и корректировки
предельных значений перетоков, которые введены с учетом
знаков направлений исходных значений перетоков по линиям
электропередач. Это совпадает с подходом для моделирования и
оптимизации систем управления частотой и активной мощностью
ЭЭО в установившихся режимах.
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Основные ограничения задачи описывают динамику
изменения перетоков по перегруженным линиям (переменные

l
k

j
k SиS , определенные в таблице), не перегруженным линиям

(переменные n
kS , определенные в таблице) и технологические

требования к системе ограничения перетоков. В табл. 4.2
используется вектор kP , задающий управления регулирующих
станций на перетоки по перегруженным и не перегруженным

линиям, которые определены матрицами , ,j l nc c c , т. е.

матрицами с соответствующими индексами. Эти матрицы
составляют подматрицы матрицы в уравнениях ЭЭО (1) и (5).

Для введения ограничений на корректировки предельных
значений перетоков по линиям необходимо дополнить
ограничения табл. 4.2 системой неравенств, аналогичной для
установившихся режимов, которая ограничивает максимальные
возможные корректировки предельных значений перетоков. Эти
ограничения на допустимые значения перетоков принимают вид

  jj
j

kjj SSSSS  ,   ll
l
kll SSSSS  ,

  nn
n
knn SSSSS  ,                     (6)

где nlj SSS  ,, - переменные, определяющие корректировки
предельных значений перетоков в положительном и
отрицательном направлениях. Эти переменные должны
удовлетворять ограничениям в установившихся режимах

  jj SS0 , 0l lS S     ,

0 
nn SS  ,   nn SS0 . (7)
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Аналогичные ограничения необходимо ввести на ресурсы
станций, определяемые корректировками их диапазонов
регулирования, которые должны удовлетворять неравенствам

0 
ii PP  ,   ii PP0 , (8)

причем, как следует из (8), корректировки регулировочных
диапазонов устанавливаются неизменными на интервале времени
[0, N], на котором осуществляется ограничение перетоков.

Данные ограничений 6) - 8) в соотношениях (13) (п. 4.4)
определяют допустимые режимы для системы ограничения
перетоков активной мощности в переходных режимах. Это
позволяет на основе указанных ограничений формировать
управления на основе принципа «рациональность-допустимость».
Для реализации принципа «оптимальность-допустимость» в
задачах синтеза прогнозов и управлений необходимо построить
вычислительную процедуру, обеспечивающую выполнение
ограничений типа 6) - 8) в соотношениях (13), п. 4.4 и
минимизацию функционала:
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В функционал (9) имеются составляющие, учитывающие
следующие факторы:

- качество переходных процессов ограничения перетоков по
перегруженным линиям (первые два слагаемые), причем эти
слагаемые функционалов учитывают качество процессов
приближения компонент векторов перетоков к ближайшим
границам допустимой области;

– составляющие, учитывающие ограниченность изменений
управлений на регулирующие станции введением слагаемых,
зависящих от приращений управлений (третье слагаемое);

– затраты на управление в установившемся состоянии
(четвертое слагаемое);

– затраты энергии на управление с учетом динамики
процессов изменений мощностей регулирующих станций (пятое
слагаемое);

– величины корректировок регулировочных диапазонов
станций (шестое и седьмое слагаемые), что составляет один из
важных факторов обеспечения необходимого ресурса
управления;

– величины корректировок предельных значений перетоков
по линиям с учетом положительных и отрицательных значений
корректировок (восьмое – тринадцатое слагаемые), которые
определяют второй фактор обеспечения ресурсами и по смыслу
совпадает с аналогичными слагаемыми для установившихся
режимов ЭЭО.

Как следует из (9), в зависимости от параметра v
функционал является модульным или квадратичным, что
определяет класс задач кусочно-линейного (v = 1) или
квадратичного (v = 2) программирования. Решение этих задач
осуществляется численными, аналитико-численными или
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аппроксимирующими аналитическими методами,
разработанными для определения ресурсов и управлений в
установившихся режимах.

В ограничениях (7), (8) и функционале (9) использованы
также обозначения: Т – период квантования по времени;

параметры 3211 ,,, MMMN  учитывают значимость отдельных
составляющих функционала, смысл которых определен выше;

plj ccc ,, – подматрицы матрицы выхода c , необходимые для
выделения векторов перетоков по перегруженным линиям в
положительном или отрицательном направлениях, а также
векторов перетоков по не перегруженным линиям; x0 – вектор
состояния энергетического объединения в момент начала работы
ограничителя, который связан с исходным режимом линий,
имеющий отличные от нуля все компоненты кроме взаимных
углов;   PP , – векторы нижних и верхних значений
регулировочных диапазонов энергосистем.

В последних условиях использованы следующие модели
динамических режимов энергосистем и их объединений, которые
позволяют получить также характеристики установившихся

режимов. Если ввести матрицы lj β,β – как подматрицы

матрицы β , являющейся матрицей статических
(квазистационарных) характеристик объекта, то матрица
статических характеристик влияния может быть определена, в
частности, сходящимся рядом:

1, *

1

1
*




 NkFcH
N

h

hk , (10)

где N – дискретное время, превышающее максимальную
длительность переходных процессов в энергосистеме.
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Существуют и другие способы построения характеристик
квазистационарных состояний энергетических объединений в
пространстве «приращения управлений на станции – приращения
перетоков активных мощностей по ЛЭП.

Сформулированные задачи ориентированы на применение
численных, численно-аналитических или аналитических методов
конечномерной оптимизации. Вычисление необходимых
ресурсов и управления частотой и активной мощностью можно
выполнить для переходных режимов энергетических
объединений.

3. Результаты и выводы. 1. Рассмотрены математические
модели энергетических объединений в виде системы
обыкновенных дифференциальных уравнений многоагрегатных
систем, используемые для исследования систем управления
частотой и активной мощностью.

2. Сформулированы задачи формирования ресурсов и
управлений крупными энергетическими объединениями для
управления в переходных режимах системы автоматического
ограничения перетоков активной мощности на основе комплекса
целевых условий. Даны математические постановки
перечисленных выше задач и предложены методы решения
сформулированных задач.

3. Разработанные модели и методы формирования ресурсов
и управлений обобщают подходы, направленные на обеспечение
в переходных режимах энергетическими ресурсами систем
управления частотой и активной мощностью введением:

– корректировки регулировочных диапазонов
регулирующих станций генерирующих компаний;

– корректировки предельно-допустимых передаваемых по
линиям мощностей сетевых компаний.
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Полученные результаты позволяет обеспечить первичные и
вторичные возможности сохранения устойчивости параллельной
работы объединенных энергосистем.

4. Предлагаемые методы позволяют дополнить
существующее математическое обеспечение
автоматизированного обеспечения диспетчерского управления
объединенных диспетчерских управлений энергетических
объединений как составная часть «советчиков диспетчеров».

4.6. ВЫЧИСЛИТЕЛЬНЫЕ АСПЕКТЫ СОВМЕСТНОГО
ПРОГНОЗИРОВАНИЯ РЕСУРСОВ И УПРАВЛЕНИЙ

Существуют различные подходы к численному, аналитико-
численному или аппроксимационно-аналитическому решениям
задач математического программирования для прогнозирования
ресурсов и вычисления управлений для СОП по ЛЭП и САУ
частотой и обменной мощностью. Численные методы базируются
на методах «линеаризации» функционалов. При этом можно
использовать два варианта методов линеаризации задачи,
которые обладают определенными особенностями.

1. Первый метод линеаризации. Сущность первого метода
линеаризации состоит в следующем. Требования минимизации
суммы модулей делает задачу математического
программирования кусочно-линейной. Для сведения задачи к
линейной можно воспользоваться известным приемом – заменой
модулей целевой функции новыми переменными, на которые
наложены следующие ограничения: ii PΔy  , i = 1, 2, …, n, что
равносильно выполнению требований следующего вида [14,17]:

0, 0.i i i iy P y P      (1)

Тогда задача минимизации модульных функционалов может
быть сведена к задаче минимизации линейной целевой функции:
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      (2)

при линейных ограничениях, т. е. сводится к задаче линейного
программирования.

Для упрощения процедуры решения и получения
ограничений типа неравенств, а также для «сведения» перетока
по перегруженной линии к значению S пр

j , что эквивалентно
максимальной передачи мощности по перегруженной линии,
можно использовать метод штрафных функций. Тогда задача
сводится к решению задачи – минимизации целевой функции
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при ограничениях, соответствующих линеаризованным задачам
оптимизации ресурсного обеспечения и управления.

2. Второй метод линеаризации. Задачи минимизации
модульных функционалов при линейных ограничениях,
сформулированные в п. 2.1 и 2.2, как задачи кусочно-линейного
программирования, заключаются в минимизации модульного
функционала. После линеаризации могут быть решены методами
линейного программирования при использовании линеаризации
или другими методами решения задач нелинейного
программирования.

Сущность второго метода линеаризации заключается в
замене переменных. Тогда кусочно-линейный функционал задачи
преобразуется к виду:

,  (4)
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где новые переменные являются неотрицательными, причем
неотрицательность переменных учитывается в алгоритме
симплекс-метода. Переменные в ограничениях задачи
преобразуются в соответствии с равенствами

.0,0, 2121  iiiii vvvvP  (5)

В результате данной замены переменных в функционале и
ограничениях задача линейного программирования состоит в
минимизации функционала типа (5) при соответствующих
ограничениях. Для других переменных этих задач используется
аналогичная замена переменных.

Задачи квадратичного программирования,
сформулированные выше, можно решить численными методами,
в частности, методами проецирования (проекции) градиента или
методами штрафных функций.

Первым этапом вычисления оптимального решения является
определение допустимого решения. Для этой цели могут быть
использованы численные или численно-аналитические методы.
Причем использование численных методов позволяет оценить
множество необходимых энергоресурсов на основе вариантного
вычислительного эксперимента.

Применение численно-аналитических методов в большей
степени позволяет определить энергоресурсные характеристики
энергетических объединений. Более предпочтительным является
применение аппроксимационных-аналитических методов,
применяемых для специальной формулировки канонических
форм ограничений задач МП. Эти канонические формы являются
инвариантными относительно минимизируемых функционалов.
Критерии «непустоты» этих множеств, т. е. критерии
«непустоты» пересечения линейных многообразий и
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параллелепипедов, задающих ограничения, позволяют
исследовать качественных свойства систем прогнозирования.

3. Численно-аналитические методы совместного
прогнозирования ресурсов и операторы управления.
Численно-аналитические методы вычисления допустимых
решений для задач вычисления ресурсов и управлений могут
строиться методами внутренней аппроксимации допустимых
множеств. Этот метод для сформулированных задач
математического программирования позволяет вычислить
решения на основе принципа «рациональность-допустимость». В
соответствии с этим принципом формируется одно-
параметрическое семейство допустимых решений. Решение
описанной задачи можно получить на основе следующей
формулировки. Пусть выполнены следующие условия:

1. Множество zD , определяемое следующим образом:

}|{1   zzzzDz (6)
компактное и непустое, а также непустым является пересечение
линейного многообразия

}|{0 bAzzDz       (7)

с эллипсоидом максимальной меры, вписанным в 1
zD .

2. Матрица T  и вектор a , определенные параметрами
множества  1

xD  такие, что
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3. Строки матрицы A – линейно независимые.
Тогда однопараметрическое семейство допустимых

векторов zDz )(  и xDx )(  параметра ]1,0[  определяется
следующей совокупностью равенств, задающих оператор
решения неравенств [80]:
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где )(*
 yy  и )(*

 yy  вычисляются на основе (5), когда

параметр   соответственно равен   и  , а )( 00 yP  и 0~P –

проекторы на линейное многообразие и подпространство,
соответственно равны

),( 11
0 bADy  и aAbbATAADy  

1
1

11
0 ,);0,( .

Доказательство приведенных выше соотношений строится
следующим образом. Поскольку по предположению множество

zD – компактное, то в параллелепипед ),(1  xxDx  можно вписать

такой эллипсоид наибольшего объема )1,,( 244 aTDD xx  , что:
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Параметры )1,,( 244 aTDD xx   определяются параметрами
множества ),( _1 xxDx . Тогда задача вычисления семейства
векторов 10)( xx DDx   может быть сведена к определению

элементов 40)( xx DDx  , так как 41
xx DD  .

Введем вектор новых переменных )( axTy  , имеющих

координаты
i

ii
i t

axy 
 , причем преобразующая матрица T  и

вектор a  определены выше. Образом аппроксимирующего
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эллипсоида )1,,( 24 aTD  в пространстве векторов nrRy   является

шар )1,0,(4 ED  евклидова пространства, а линейное

многообразие ),(0 bADx  преобразуется в линейное многообразие
),( 11

0 bADy , которое определяется соотношением
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Для вычисления семейства элементов ** )1()( yyy  
можно использовать операторы, сформулированные в лемме о
проекторе на пересечении линейного многообразия и шара, а
также в следствии к ней, поскольку выполнены все условия
данной леммы.

Тогда существует решение )(y , удовлетворяющее

ограничениям ),()( 11
0 bADy y . В силу взаимной однозначности и

взаимной непрерывности отображения )( axTy   имеет место

допустимость вектора 101 )()( xx DDayTx    , связь
которого с векторами )(z определена равенствами,
использованными выше.

Таким образом, сформулирована методика аппроксимации
допустимых множеств, образованных пересечением линейного
многообразия и параллелепипеда, пересечением
модифицированного линейного многообразия и шара, что
позволяет перейти к построению численно-аналитических
решений аппроксимирующей задачи.

4. Аналитические методы совместного прогнозирования
ресурсов и операторы конечномерной оптимизации. Задача
качественного исследования влияния дефицитов на реализацию
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заданных режимов управления частотой и активной мощностью
энергетических объединений формулируется в следующей общей
постановке. Эти результаты позволяют качественно
анализировать влияния параметров режима на достижение целей
управления в условиях вынужденного или естественного
дефицитов мощности по диапазонам регулирования станций и по
предельным диапазонам ЛЭП.

Задача качественного исследования формулируется
следующим образом. При этом используется квадратичный
вариант функционала задачи конечномерной оптимизации.
Необходимо отметить, что для аналитического и численно-
аналитического решения рассматриваемых задач
математического программирования можно использовать
аппроксимацию допустимых множеств. Такие аппроксимации
могут быть внешними, внутренними и интервальными (рис. 4.4),
причем последний класс аппроксимаций является
«промежуточным» между двумя первыми. Ниже рассматривается
вариант построения численно-аналитических решений на основе
внутренней аппроксимации допустимых множеств. Задача
квадратичного программирования, эквивалентная задаче имеет
вид: вычислить вектор, минимизирующий квадратичный
функционал, на допустимом множестве, в котором
параллелепипед аппроксимирован внутренним эллипсоидом
минимального объема. Эта задача имеет вид: вычислить

}.,|)()({minarg 2rQxxbAxcXcXX TT   (10)

Задача (1) представляет собой минимизацию квадратичного
функционала на допустимом множестве, которое представляет
собой пересечение линейного многообразия и шара. Для решения
задачи можно использовать необходимые и достаточные условия
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Рис. 4.4. Характеристика аппроксимаций допустимых множеств
для аналитического решения экстремальных задач

Куна-Таккера для задач выпуклого программирования или
условиями экстремума в дифференциальной форме.

Рассмотрим другой подход к решению задачи, исходя из
того, что точка минимума квадратичного функционала
принадлежит границе допустимой области или расположена
внутри этой области.

В этой ситуации можно воспользоваться раздельным
отысканием оптимальных решений с последующим их
обобщением в предикатной форме
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где int D – внутренность множества D, аппроксимирующего
параллелепипед в задачах, сформулированных в предыдущих
разделах данной работы.

Если точка минимума X  принадлежит границе области, то

ТИПЫ АППРОКСИМАЦИЙ
ДОПУСТИМЫХ МНОЖЕСТВ

«внешние»
аппроксимации

«внутренние»
аппроксимации

«интервальные»
аппроксимации
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для решения вспомогательной задачи, когда в (10) все
ограничения выполняются как равенства.

Для этого случая задача оптимизации может быть
сформулирована в следующей форме: вычислить
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что позволяет использовать необходимые условия для
ограничений типа равенств, формулируемые с помощью функции
Лагранжа для рассматриваемой задачи. При этом, как было
отмечено выше, используется внутренняя аппроксимация
параллелепипедов ограничений. Возможно также применение
«внешней» аппроксимации параллелепипедов, однако последнее
обстоятельство не вносит особенностей в формулировку
необходимых условий.

Функция Лагранжа для задачи, полученной при переходе от
условия в виде квадратичных неравенств к задаче с
квадратичными равенствами, представляется в форме:

).()()()( 2
0 rxxbAxCxCxL TTT   (12)

На основе функции Лагранжа можно получить численно-
аналитическое решение совместной задачи по определению
энергоресурсов энергетических объединений и соответствующих
управлений в следующих режимных ситуациях:

– при ограничении перетоков активной мощности по
линиям электропередач;

– при регулировании частоты и обменной мощности
объединенных энергосистем;

– при совместном ограничении перетоков и регулировании
частоты и активной мощности.
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Необходимые условия экстремума для функции Лагранжа
представляются в виде системы нелинейных алгебраических
уравнений. Эти уравнения следуют из общей схемы
формирования необходимых условий для задач условной
оптимизации, полученных с помощью операций
дифференцирования функции Лагранжа по исходным
переменным и по множителям Лагранжа для ограничений типа
линейных и нелинейных равенств. В результате можно получить
систему нелинейных алгебраических уравнений, из которой
можно определить оператор конечномерной оптимизации. Тогда
вектор оптимального решения как функция  имеет вид:

 



1

1)(*)(* 0 bPCPXX A .   (13)

Окончательный вид квадратного уравнения для определения
скалярного множителя Лагранжа  определяется соотношением:
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2

1  ,   (14)

где параметры уравнения определяются равенствами:
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В зависимости от принадлежности точки минимума функционала
границе или внутренней части допустимого множества решение
задает оператор математического программирования:
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где допустимое множество, на котором вычисляется минимум
рассматриваемого функционала, определяется соотношениями:
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где символом int D обозначена внутренность множества D,
которая определяется как множество точек открытого множества,
полученного из этого множества исключением точек,
принадлежащих его границе. Параметр  в оптимальном решении
определяется из квадратного уравнения. Из двух решений
квадратного уравнения выбирается значение, соответствующее
минимуму функционала. Знак параметра   может быть также
определен из условий теоремы Куна-Таккера [71,86].

Критерий совместности ограничений задачи. На основе
приведенных выше результатов можно сформулировать критерий
совместности ограничений задач математического
программирования. Этот критерий формулируется как условие
существования вещественных решений квадратного
алгебраического уравнения. Очевидно, что условие совместности
представляется в форме:

04 31
2
2   ,  (17)

где параметры, связанные с параметрами исходной
экстремальной задачи, определены выше.

Разработанные методы численно-аналитического решения
могут использоваться для вычисления прогнозов режимов по
диапазонам, пропускным способностей линий и управлений в
установившихся режимах ЭЭО.
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Пример 1. Методика вычисления управлений для
стационарных режимов систем ограничения перетоков
иллюстрируется на примере рассмотрения выделенной части
энергетического объединения. При этом будут использована
рассмотренная методика аппроксимации допустимых множеств.
Пусть система уравнений-неравенств, описывающая
стационарные состояния объекта имеет вид:

1 2 32 3 1,x x x   1 2 32 2 2,x x x  

1 2 310 10, 20 20, 30 30.x x x        

Допустимые решения этой системы, которые приближенно
минимизируют рассматриваемый функционал типа евклидовой
нормы:

2

* minarg cxx  , 



n

i
ixx

1

22
,

где   105134,17 DDc T  . Матрицы, определяющие
структуру множеств, имеют вид:

1 2 3 1
, ,

2 2 1 2
A b   
    
   

а вспомогательные матрицы и векторы, определяющие
характеристики аппроксимации параллелепипеда внутренним
эллипсоидом, определяются следующим равенствами:



































0
0
0

,
033,000
005,00
001,0

aT .

При этом вспомогательные матрицы задачи принимают вид:
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Вспомогательные векторы определяются равенствами

С помощью вспомогательных векторов можно вычислить
параметры 001,1,846,2,001,1    , определяющие вектор *y ,

и решение задачи *x :
Tx )404,4,417,11,093,8(*  ,

удовлетворяющее системе уравнений-неравенств и
обеспечивающее приближенную минимизацию заданного
функционала.

Следующий пример иллюстрирует возможность
применения разработанных численно-аналитических процедур
для управления в переходных режимах на основе моделей,
разработанных в разделе 3.

Пример 2. Пусть объектом управления является локальная
энергетическая система, в которой требуется поддерживать
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скорость вращения эквивалентного генератора (частоту в сети) на
заданном уровне. Тогда в силу математических моделей
энергетических объединений, введенных в разделе 3. можно
приближенно описать динамику агрегате разностным
уравнением:

1 .k k kX HX FU  

Отклонение частоты является одной из компонент вектора

 где k
i
kX  , т. е. совпадает с регулируемой

координатой. Заданное значение частоты определяется целевым

условием типа равенств: задан
i
kk X  1 .

Требуется решить задачу вычисления необходимых
управлений на основе модели переходных режимов

 относительно управления:

 Введем необходимые обозначения,
определяемыми параметрами задачи. Тогда ограничения типа
равенств будут иметь вид:

kзаданkk CHXbUCFAX  ))(( .

Если управления ограничены, т. е. при вычислении
управлений должны быть выполнены линейные неравенства или
аппроксимирующие их квадратичные неравенства

2,Т
k k kU U U U U r   

то можно сформулировать задачу оптимизации энергетического
объединения как задачу минимизации функционала:

min)( 2
1   UUk ,

имеющего смысл минимизации затрат на управление, поскольку
целевые условия для частоты заданы соотношениями типа
равенств.
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Задача имеет аналитическое решение, поэтому можно
построить управление с обратной связью, которое будет задано в
аналитической форме. В рассматриваемой задачи наличие
обратной связи определяется структурой параметра b, который в
силу формулировки задачи и данного выше определения зависит
от измеряемого вектора состояния объекта.

Таким образом, предложенная методика вычисления
оптимальных решений аппроксимирующей задачи
математического программирования позволяет получить
аналитически разрешимую систему необходимых условий. Это в
конечном варианте позволяет получить предикатное задание
решений, т. е. задание решений в виде условных соотношений в
зависимости от расположения оптимального решения
относительно множества в виде шара в евклидовом пространстве,
аппроксимирующего параллелепипед ограничений задачи
математического программирования.

5. Выводы и рекомендации. 1. Сформулированы
аппроксимирующие задачи для задач определения ресурсов для
системы управления частотой и активной мощностью крупных
энергетических объединений, которые построены на основе
аппроксимации параллелепипедов ограничений эллипсоидами в
конечномерном пространстве ресурсов и управлений. При этом
использована внутренняя аппроксимация допустимых множеств,
которая строится как часть допустимого множества.

Для аппроксимирующих задач предложена характеристика
разделения возможных оптимальных решений, что позволило
свести общую задачу с ограничениями типа неравенств к двум
вспомогательным задачам с учетом принадлежности
оптимального решения внутренней части или границе
допустимого множества ограничений.
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2. Для аппроксимирующих задач на основе функций
Лагранжа сформулирована система необходимых условий в виде
системы нелинейных алгебраических уравнений, для которых
предложена методика последовательного решения, позволяющая
определить множители Лагранжа для различных условий
расположения экстремума конечномерной задачи. В результате
для аппроксимирующих задач построены отдельные решения:

– принадлежащие границе допустимой области,
– принадлежащие внутренней части допустимой области,

что позволило задать общее решение предикатным (условным)
представлением.

3. Предложенное представление решения позволяет
получить качественные результаты на основе конструктивных
достаточных критериев совместности ограничений задач
математического программирования, в частности, при
определении необходимых ресурсов для управления частотой и
активной мощностью. Предложенный критерий совместности
ограничений носит общий характер для решения комплекса задач
математического моделирования при управлении различными
классами статических и динамических объектов управления.
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5. ХАОТИЧЕСКАЯ ДИНАМИКА И
ОБЕСПЕЧЕНИЕ БЕЗОПАСНОСТИ

ЭЛЕКТРОЭНЕРГЕТИЧЕСКИХ СИСТЕМ

5.1. СТРУКТУРЫ ДИНАМИЧЕСКИХ СИСТЕМ И
ХАОТИЧЕСКИЕ РЕЖИМЫ ЭЛЕКТРОМАГНИТНЫХ

ПРОЦЕССОВ В ЭНЕРГЕТИЧЕСКИХ ОБЪЕДИНЕНИЯХ

Электроэнергетические объединения (ЭЭО) являются
сложными динамическими объектами, в которых могут возникать
специальные режимы функционирования. Далее приводится
классификация динамических систем, в которых могут возникать
сложные режимы функционирования [113,133,223-225]. Под этим
термином понимаются процессы внешней или внутренней
синхронизации, многочастотных колебаний, наконец,
хаотических колебаний. Рассматриваемые системы, относящиеся
к различным классам, представляют широко известные процессы,
имеющие относительно простые математические модели, в
которых возникают сложные режимы.

Актуальность анализа определяется тем, что для
технических объектов методы создания или точность
математических моделей могут быть оптимизированы, однако
при этом могут возникать новые особенности, поскольку:

1. Математические модели систем представляются
нелинейными дифференциальными уравнениями с одной или
несколькими различными нелинейными составляющими в
уравнениях динамики.

2. В линейном приближении процессы в таких системах
являются слабо демпфированными, часто имеет место
отрицательное демпфирование как особенность моделируемого
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явления, процесса или системы управления, что характерно, в
частности, для электромагнитных процессов (ЭМгП) в ЭЭО.

3. Модели систем имеют неоднозначности математического
описания, поскольку одна группа элементов моделей относится к
параметрам системы, а другая – к фазовым координатам.

Известно, что с уменьшением запасов устойчивости
системы, т. е. при уменьшении «способности системы сохранять
текущее состояние при наличии внешних возмущений»
улучшается ее управляемость как «возможность перевода
системы из одного состояния в другое». Однако при этом
снижаются ее эксплуатационные качества за счет возможности
появления параметрической неустойчивости вследствие влияния
внешних факторов. Поэтому возникают ограничения на условия
применения и запрещенные режимы, а также другие
эксплуатационные особенности, которые необходимо учитывать
при проектировании и эксплуатации систем. Отсутствие учета
перечисленных особенностей приводит к катастрофическим
последствиям.

Далее рассматривается ряд различных систем и их
математических моделей, используемых в различных областях
науки и техники, которые иллюстрируют общие сложные
динамические режимы. Это позволяет объяснить возникновение
сложных режимов функционирования, а также указать методы
анализа таких систем. На основе классификации сценариев
перехода к хаотическим режимам приведен ряд
фундаментальных результатов, обеспечивающих существование
решения задачи управления в таких режимах.

1. Примеры систем с выявленным сложным поведением.
Осциллятор Ван-дер-Поля (табл. 5.1) является одним из таких
примеров. Голланский    физик и инженер Ван-дер-Поль в
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Таблица 5.1
Системы, в которых возникают сложные движения

Математическая модель,
параметры хаотических режимов и процессы

1. Осциллятор, уравнение, аттрактор и процессы
Ван-дер-Поля в радиотехнике и электронике:

   cosx x x x x        с параметрами: ω = 1, γ = 0.3, δ = 0.25.

2. Уравнение и аттрактор Дуффинга механической
колебательной системы с двумя потенциальными ямами:

 3 cosx x x x t         с параметрами: α = 1,0; β = -1,0; γ = 0,3;
δ = 0,2; ω = 1,0.
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3. Уравнения, аттрактор и процессы Ресслера для
химической реакции в смеси с перемешиванием:

, ,x y z y x y        ,z z x c     где параметры: α = 0,432;
β = 2,0; c = 4,0.

4. Осциллятор, аттрактор и процессы Л. Чуа для
искусственной модели радиотехники [4]:   ,x y h x    

,y x y z z y      с параметрами: α = 9,0; β = 15,0.

5. Аттрактор Лоренца в гидромеханике как модель
физического процесса формирования конвекционных ячеек
Бенара, а также для электромагнитных процессов
электроэнергетики – модель хаотических режимов:

  , ,x x y y rx y xz       z bx xy     с параметрами: σ = 10;
r = 28; b = 8/3.
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1927 году исследовал работу лампового генератора колебаний
при периодическом внешнем воздействии. Режимы работы
контролировались по шуму в наушниках, при этом исследователь
обнаружил ряд типичных явлений – синхронизация при
определенных соотношениях частоты воздействия и собственной
частоты генератора, шумоподобные колебания при переходах
между областями захвата.

Уравнение Дуффинга – это уравнение частицы,
движущейся в одномерном потенциальном поле с двумя
минимумами, которое впервые движение было изучено в
1918 году немецким инженером Георгом Дуффингом.
Следующий пример – аттрактор Ресслера, модель которого
впервые была предложена в 1976 году, описывает динамику
процесса, происходящего в химическом реакторе с
перемешиванием (табл. 5.1).

Осциллятор Л. Чуа – это искусственно созданная в
1983 году профессором Калифорнийского университета
математическая модель, широко используемая в качестве
примера возникновения хаотических режимов по ряду причин
(табл. 5.1):

1. Это простейшая автономная динамическая схема, в
которой могут возникать хаотические режимы.

2. Хаотическое поведение можно описать математической
моделью и реализовать на ЭВМ, а также получить
экспериментальное подтверждение с помощью электронной
схемы.

3. Модель допускает глубокий математический анализ, а ее
хаотическое поведение получило математическое доказательство.

В 1963 году американский метеоролог Э. Лоренц
опубликовал статью «Детерминированное непериодическое
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течение», в которой обсуждались результаты численного
исследования трех обыкновенных дифференциальных уравнений,
моделировавших динамику жидкости при конвекции в
подогреваемом снизу слое. Лоренцом был сделан акцент на
взаимосвязи между наблюдаемой сложной динамикой и
присущей системе неустойчивостью фазовых траекторий,
определивших аттрактор Лоренца (табл. 5.1).

Как показано в ряде работ, к уравнениям аналогичного типа
приводятся уравнения синхронной машины, которые качественно
по классам нелинейных билинейных правых частей билинейного
типа обыкновенных дифференциальных уравнений совпадают с
уравнениями Лоренца. Это потенциально определяет
возможности возникновения хаотических режимов в ЭЭО. Это
делает актуальным исследования условий возникновения
хаотических режимов в ЭЭО, что необходимо для обеспечения
энергетической безопасности.

Таким образом, рассмотренные математические модели
позволяют сформулировать методы анализа хаотических
режимов нелинейных систем и определить комплекс условий
возникновения хаотических режимов в ЭЭО, создающих
предпосылки к возникновению системных аварий.

2. Структуры моделей, сценарии перехода и
прогнозирование сложности поведения систем в хаотических
режимах. Выделяются два класса динамических систем, к
которым относятся консервативные и диссипативные системы,
траектории которых располагаются в ограниченной области.
Консервативность понимается в смысле сохранения энергии. В
частности, механические колебательные системы при отсутствии
трения относятся к консервативным системам. При наличии
трения механическая энергия не сохраняется, а постепенно
рассеивается, т. е. появляется диссипация энергии.
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Диссипативные системы и соответствующие модели
описывают это явление.

При этом для консервативных систем «облако точек»,
описывающих функционирование некоторого множества систем,
сохраняет объем, изменяется только его форма. Для
диссипативных систем уменьшается объем изображающих точек
и его концентрация на одном или нескольких аттракторах –
предельных множествах. Такие множества имеют меньшую
размерность исходного фазового пространства. Этим обусловлен
эффект «забывания начальных условий» для таких систем и
«потеря» зависимости решений от начальных условий, по
крайней мере, при варьировании начальных условий в некоторых
пределах.

Установление в динамической системе хаотического
режима движения в результате некоторой последовательности
бифуркаций принято называть сценарием установления
развития хаоса. Количественные аспекты сценариев перехода к
хаосу через квазипериодическое движение можно изучать в
рамках «ренормализационного анализа», переходя от описания
дифференциальными уравнениями к дискретному отображению.
Однако, удивителен тот факт, что после нескольких десятилетий
развития нелинейной динамики были определены три основных
сценария перехода к хаосу, иллюстрируемые на рис. 5.1. Причем
все они имеют универсальный характер и распространяются на
системы, описываемые обыкновенными дифференциальными
уравнениями или уравнениями в частных производных, а также
дискретными соотношениями, описывающими динамику систем.

Типичные бифуркации предельного цикла. Здесь α
собственное значение в пространстве, определяемом секущей
поверхностью. В типичном случае хаотический режим может
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Рис. 5.1. Три основных сценария (условия) перехода
к хаотическим режимам

возникать путем последовательности бифуркаций удвоения
периода предельного цикла через перемежаемость или
разрушение тора.

а). «Перемежаемость» или хаос Помо-Манневиля
(1979 г.). Широко распространен механизм возникновения
хаотических колебаний, в основе которого лежит сценарий
И. Помо и П. Манневиля, связанный с переходом к хаотическому
движению через перемежаемость. При таком движении всплески
хаотического движения чередуются (перемежаются) с участками,
на которых происходят почти периодические колебания.

Типичная временная зависимость динамических переменных ix
при переходе к хаосу через «перемежаемость» (рис. 5.2). В
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таких системах существует критический параметр c  причем при

c  , существуют две неподвижные точки, одна из которых
устойчива а другая – не устойчива. В случае c  эти точки
сливаются в одну точку, а при условии c  исчезают. Это
соответствует ситуации, в которой действительное собственное
значение отображения пересекает

Рис. 5.2. К иллюстрации возникновения хаотических режимов

окружность в точке, равной +1. При этом перестройка режима
движения в системе представляет собой кризис. Для того чтобы
система, описываемая системой дифференциальных уравнений,
могла обладать хаотическим режимом, обусловленным
странным аттрактором, число описывающих ее
динамических переменных должно быть не менее трех. Если в
такой системе можно перейти к отображению Пуанкаре, то в нем
фазовые траектории будут представлять собой некоторое
множество точек, нерегулярным образом заполняющих области
секущей поверхности. При сильном сжатии отображение
Пуанкаре для многих систем оказывается близким к
одномерному отображению, т. е. поведение фазовых траекторий
может быть приближенно описано одномерным отображением.

Отображающая точка такого одномерного отображения
долгое время принадлежит окрестности начала координат. Для
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динамической системы это означает, что ее поведение будет
почти периодическим. Из области с почти периодическим
движением, фазовая точка переходит в другую область фазового
пространства, характеризующуюся сложной динамикой. Будучи
некоторое время в пространстве со сложной динамикой, фазовая
точка «выбрасывается» из нее и вновь попадает в область
фазового пространства, где происходят почти периодические
колебания. При этом фазовая траектория никогда не замыкается и
не уходит в бесконечность.

Описанный режим с перемежаемостью появляется путем
слияния устойчивой и неустойчивой неподвижных точек (через
касательную бифуркацию – перемежаемость I рода). Однако
возможны другие варианты – одновременное пересечение двух
комплексно-сопряженных собственных значений единичной
окружности, порождающее перемежаемость II рода. При
пересечении действительным собственным значением единичной
окружности в точке (-1) так, что первоначально устойчивая
неподвижная точка становится неустойчивой, порождает
перемежаемость III рода. Развитие хаоса по этому сценарию
наблюдалось численно и экспериментально.

Хаос Рюэля-Такенса (1978 г.). Допустим, что в результате
потери устойчивости предельным циклом в фазовом
пространстве динамической системы «родился» двумерный тор.

Рис. 5.3. Рождение двумерного тора
из теряющего устойчивость предельного цикла
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Периодический процесс теряет устойчивость и переходит в
режим с двумя частотами 1  и 2 . Геометрическим образом этого
движения является траектория в виде намотки на двумерном торе.
Любую траекторию на поверхности тора можно рассматривать как
суперпозицию двух движений: по большой окружности с частотой
ω1 и вокруг цилиндра, образующего тор, с частотой 2 . В случае
решения с двумя частотами, аттрактором является тор 2T . Если
 2 1/ /m n   – рациональное число, то орбиты после нескольких
витков на торе замыкаются. С последующим изменением
критического параметра  , может произойти потеря его
устойчивости и «рождение» трехмерного тороидального
многообразия. Поведение системы будет характеризоваться тремя
независимыми частотами. Дальнейшее изменение управляющего
параметра, будет приводить к последовательности бифуркаций, в
результате которых будут появляться инвариантные торы
возрастающей размерности. Рождается устойчивый предельный
цикл, т. е. исчезает квазипериодический режим и устанавливается
новый периодический цикл. Это означает синхронизацию
колебаний. Синхронизация – это результат взаимодействия
различных периодических движений. Явление синхронизации
упрощает движение и делает его периодическим. Если
 2 1/ /m n   – иррациональное число, то геометрический образ
решения – незамкнутая обмотка на торе, определяющая
квазипериодическое движение (рис. 5.4).

Возможен другой вариант. Следующая бифуркация
добавляет еще одну частоту, что соответствует появлению тора 3T .
Если спиралей много, то это явление аналогично хаосу. Однако
после трех бифуркаций появляется странный аттрактор:
поведение перестает быть квазипериодическим и реализуется
детерминистический хаос.
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Рис. 5.4. Спектральные плотности периодического (а),
квазипериодического двухчастотного (б) и

хаотического режимов движений (с)

Удвоение периода или хаос Фейгенбаума (цепочка
бифуркаций удвоения, 1977-1978 гг.). Сценарий Фейгенбаума
отвечает ситуации, когда в результате потери устойчивости
исходного цикла в фазовом пространстве рождается цикл
удвоенного периода. При дальнейшем увеличении управляющего
параметра может произойти бифуркация потери устойчивости. В
результате возникает цикл «учетверенного» (по сравнению с
периодом исходного цикла) периода и так далее. В частности,
возможна бесконечная последовательность удвоений периодов
исходных предельных циклов. Эта последовательность удвоений
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происходит на конечном интервале изменения управляющего
параметра, и приводит систему от устойчивого периодического
движения к хаотической динамике (рис. 5.5).

Рис. 5.5. Переход к странному аттрактору через последовательность
бифуркаций удвоения предельного цикла в системе Ресслера

при значениях μ = 2.6; 3.5; 4.1; 4.18; 4.23 (см. [16])

Значения управляющего параметра m  , при которых
происходит очередная бифуркация удвоения, образуют
сходящуюся последовательность: lim , .m m   В случае

m  предельный цикл достигает бесконечно большого
периода, т. е. превращается в не замыкающуюся притягивающую
фазовую траекторию, из которой при условии m 

формируется странный аттрактор. Динамика системы в этом
случае характеризуется сплошным спектром и разбеганием
близких фазовых кривых. Скорость сходимости бесконечной
последовательности μm определяется универсальной постоянной
– числом Фейгенбаума:

1

1

lim 4,6692, .m m

m m

m  
 






  



Описанному сценарию присуща универсальность: константа
Фейгенбаума – δ не зависит от конкретного вида динамической
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системы. Сценарий развития хаоса Фейгенбаума хорошо
подтверждается численными исследованиями. Однако в
реальных экспериментах и численных расчетах, где всегда
имеются физические шумы или ошибки округления,
бесконечную последовательность бифуркаций удвоения
наблюдать не удается. Вместо этого после нескольких
бифуркаций удвоения, движение становится хаотическим.

Таким образом, рассмотренные основные примеры
возникновения хаотических режимов в нелинейных
динамических системах, в частности, описывающих
электромагнитные процессы в ЭЭО, что позволяют выполнить
анализ методов управления режимами с целью стабилизации и
ликвидации негативных последствий в энергетических системах.

5.2. МЕТОДЫ ИССЛЕДОВАНИЯ
ХАОТИЧЕСКИХ РЕЖИМОВ

ЭНЕРГЕТИЧЕСКИХ СИСТЕМ

За последнее время обнаружен класс реальных систем,
поведение которых в той или иной степени может быть
объяснено с привлечением описанных выше механизмов
хаотического движения. Механизм возникновения хаотических
процессов имеет место в распределенной модели реактора при
слабом изменении пространственной формы распределения
нейтронного поля.

1. Характеристики методов исследования хаотических
режимов. В работе [18], являющейся только одной, хотя и
достаточно типичной работой по данной тематике, рассмотрен
механизм возбуждения хаотических колебаний в ЭЭО при
вариациях параметров линии передачи. Данный эффект был
обнаружен также в 30-е годы и отмечен в книге профессора
Ленинградского политехнического института А. А. Горева,
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однако каких либо реальных мер противодействия возникающим
колебаниям предложено не было. Борьба с подобными режимами
ограничилась нормированием длин линий передачи,
применением конкретных схем расположения проводников,
увеличения мощности генераторов и другими мерами.

В дальнейшем будут рассматриваться непрерывные,
автономные динамические системы, описываемые системами
обыкновенных дифференциальных уравнений вида:

 , ,x F x u   (1)

поскольку неавтономные системы приводятся к указанному виду
путем искусственного введения новой переменной, скорость
изменения которой равна 1. В уравнении (1) nx   вектор
фазовых координат, mu  вектор свободных параметров
системы или управлений, в том случае, когда рассматривается
управляемая система. С целью выявления неочевидных
особенностей поведения систем типа (1) можно определить
следующие свойства:

1). Диссипативность системы, оценивается функцией

  1
/ ,n

i ii
div F x F x


  

где  F x  определяет правые части системы дифференциальных
уравнений (1), описывающих данную динамическую систему с
сосредоточенными параметрами. Для консервативных систем
дивергенция нулевая, для диссипативных систем –
отрицательная.

2). Неподвижные точки динамической системы
определяются как решения уравнения   0F x  . При этом каждая
из неподвижных точек в линейном приближении может быть как
устойчива, так и нет. Для поиска стационарных точек
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нелинейных систем вида (1) применяется метод Ньютона для
решения систем нелинейных уравнений. Этот метод для задач
определения стационарных точек нелинейной системы вида (1).
Если правые части (1) непрерывны и непрерывно
дифференцируемые функции не менее одного раза, то можно
разложить правую часть в ряд Тейлора в окрестности некоторой
точки kx . Тогда:

      1 1 ... ,k k k k kF x F x F x x x    

где учтены слагаемые нулевой и первой степени. В приведенной
формуле  kF x – матрица, элементы которой стоящие на
пересечении i -го столбца и j -й строки представляют собой

производные  0i jF x x  . Для вычисления следующего

приближения 1
n

kx    к стационарной точке, необходимо решить
линейную систему уравнений относительно приращения
 1k kx x  :

    1 ,k k k kF x x x F x   

k  меняется от 0 до значения, при котором норма
2

1|| ||k kx x    . Этот итерационный процесс метода Ньютона
сходится, при определенных условиях, причем при определенном
выборе параметров метод можно достичь различной степени
сходимости.

3). Для оценки устойчивости или неустойчивости
необходимо линеаризовать систему вблизи неподвижной точки,
то есть вычислить матрицу Якоби

  / .n nA F x x    

Для вычисления элементов матрицы Якоби можно
использовать формулу центральной разности:



390

       2

2
i j j i j ji

ij j
j j

f x x e f x x edf x
a O x

dx x
    

   


где jx – приращение по j -й координате, je - единичный вектор,
направленный вдоль j -й координаты. Можно показать, что

   
2

2 ''' ...
6

j
j

x
O x f x


   

Ошибка вычисления по приведенной выше формуле состоит
из двух компонент – методической, обусловленной неточностью
формулы и вычислительной, обусловленной неточностью
вычислений по формуле. С уменьшением приращения
методическая составляющая снижается, но растет
вычислительная составляющая. Обычно используют приращения
величиной 10-3-10-4. По собственным значениям матрицы A
можно анализировать устойчивость соответствующих
неподвижных точек.

4). Показатель Ляпунова для рассматриваемой системы
может быть определен как верхний предел:

 lim || / ||,k T
x T T




где  || / ||x T T   одна из норм конечномерного пространства,
поскольку в этом пространстве нормы являются эквивалентными.

Для определения спектра Ляпунова обычно используют
алгоритм Бенеттина или его очевидные обобщения. Рассмотрим
этот алгоритм для случая трехмерного фазового пространства.
Путь 0r   некоторая точка аттрактора системы (1). Зафиксируем
небольшое (по сравнению с линейными размерами аттрактора)
положительное число   и выберем возмущения точки  0 0 0, ,x y z

так, чтобы векторы возмущений:
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0 0 0 ,x x r   0 0 0 ,y y r   0 0 0 ,z z r  

имели длину   и были взаимно ортогональны. После некоторого

небольшого промежутка времени T , точка  0 0 0, ,x y z

эволюционирует в точку  1 1 1, ,x y z , что иллюстрируется на
рис. 5.6.

Рассмотрим новые векторы возмущений:

1 1 1,x x r   1 1 1,y y r   1 1 1,z z r  

Выполнив ортогонализацию и нормировку этой системы
векторов по методу Грамма-Шмидта, можно получить
следующие

Рис. 5.6. Эволюция фазового объема в трехмерном случае

соотношения:

1 1 1 1, / || ||,x x x x x         

 1 1 1 1 1 1 1, , / || ||,y y y x x y y y               

   1 1 1 1 1 1 1 1 1 1, , , / || || .z z z x x z y y z z z                     

После ортогонализации и нормировки полученные векторы
возмущения будут взаимно ортонормированными, т. е.
ортогональными и иметь единичную длину. Выполним линейное
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преобразование длин этих векторов так, чтобы длины были
равны  . Тогда система ортонормированных векторов, имеющих
длину  , будет иметь вид:

1 1 ,x x     1 1 ,y y     1 1 .z z    

В результате можно получить новую возмущенную точку:

1 1 1 ,x x x    1 1 1 ,y y y    1 1 1 ,z z z   

Далее итерационный процесс вычислений повторяется,

однако вместо вектора  0 0 0, ,x y z  используется вектор  1 1 1, ,x y z   .
Повторив эту процедуру M  раз можно вычислить суммы:

1 1
ln || ||,M

kk
S x


  2 1

ln || ||,M
kk

S y


  3 1
ln || ||,M

kk
S z


 

Используя эти суммы, можно вычислить спектр Ляпунова
 1 2 3, ,    , определяемый следующими равенствами

/ , 1,2,3.i iS MT i  

В данном методе требуется правильно выбирать временной
промежуток T . Если он является большим, то все возмущенные
траектории будут отклоняться в направлении, соответствующему
максимальному показателю Ляпунова и результаты усреднения
будут искажены.

Свойства притягивающего множества можно
сформулировать в виде утверждений:

5). Сумма всех N  показателей Ляпунова (спектр
ляпуновских показателей) должна быть отрицательна.

6). Аттрактору, отличному от неподвижной точки,
обязательно должен соответствовать хотя бы один нулевой
показатель

7). Для размерностей фазового пространства 1,2N   и 3
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возможны различные сочетания знаков ляпуновских показателей,
приведенные в табл. 5.2.

8). Для больших размерностей фазового пространства
возможны более сложные сочетания показателей Ляпунова.
Например, вместе со странным аттрактором с сигнатурой
<+,0,-,-> возможна ситуация гиперхаоса, когда имеется два
положительных показателя: <+,+,0,->. Естественно, что с ростом
размерности фазового пространства количество видов
аттракторов растет экспоненциально.

9). Численное построение спектра показателей Ляпунова
осуществляется с помощью алгоритма Бенеттина. При этом
естественно имеется в виду конкретный аттрактор, относительно
которого изучается поведение траекторий.

10). Для диагностики сложных динамических режимов
может быть использован ряд методов:

Таблица 5.2
Характер предельного цикла в зависимости

от сигнатуры показателей Ляпунова

Порядок
системы

Варианты
сочетания

знаков

Типы
аттракторов

1  Неподвижная точка

2
 , 
0 , 

Устойчивая неподвижная точка
Предельный цикл

3

, ,  

0 , , 

0 , 0 , 

, 0 , 

Притягивающая неподвижная точка
Предельный цикл
Двумерный тор

Странный аттрактор
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а). Метод сечений Пуанкаре, причем в сечении Пуанкаре
хаотический режим проявляется в плотно заполненных областях,
в которых фазовая траектория пересекает плоскость сечения.

б). Спектральный метод, использующий спектральный
анализ траектории, поскольку спектр динамической системы в
хаотическом режиме должен быть практически непрерывным.

в). Автокорреляционный метод, основанный на
вычислении автокорреляционной функции для фазовых
переменных. Критерием хаотичности может быть быстрое
убывание автокорреляционной функции динамической системы,
поскольку в хаотических режимах имеет место эффект слабой
зависимости последующих и предыдущих значений.

Необходимо отметить, что если для анализа малых
отклонений от стационарных режимов эффективно применяется
анализ по первому приближению, восходящий к известной
работе А. М. Ляпунова, то для оценки устойчивости систем с
периодическими правыми частями эффективно применяется
методы теории систем с периодическими правыми частями,
принадлежащий Флоке. Для анализа траекторий системы в целом
в настоящее время используется метод построения спектра
показателей Ляпунова.

2. Практическое использование явления
детерминированного хаоса. Можно отметить несколько
направлений практического использования явлений
детерминированного хаоса при решении технических задач.
Основой применения является тот факт, что хаотическая
динамика представляет собой движение в некотором
ограниченном объеме фазового пространства, то возникает
вопрос о возможностях улучшения динамических режимов
технических объектов или систем путем создания хаотического
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режима с желаемыми характеристиками. При этом естественная
динамика объекта или системы должна трансформироваться в
хаотический режим, который по ряду причин и может быть более
приемлемым, чем естественная динамика.

Эффект нерегулярности траектории может быть
использован, например, для снижения средних по времени
характеристик средней рассеиваемой мощности. Таким способом
можно ограничивать амплитуду автоколебаний в системе,
которой такие автоколебания присущи путем создания
нелинейной обратной связи с минимальными усилиями в силу
чувствительности процесса к изменению параметров
динамической системы, описывающей технологический процесс.
Эта процедура не должна вызывать теоретических проблем,
поскольку представляет собой задачу управления при наличии
достаточных ресурсов. Однако хаотические режимы имеют
особенность поведения, связанную с их плохой
предсказуемостью. Кроме этого, линейные модели применимы в
весьма ограниченной сфере, что резко ограничивает спектр
методов управления.

Впервые постановка аналогичной задачи была дана в работе
[21], использовавшей сценарий создания хаоса для системы
Лурье с монотонной нечетной нелинейностью в обратной связи.
Сущность подхода состоит в выборе полюсов 1 2, ,..., ns s s  и нулей

1 2 1, ,..., nz z z   передаточной функции линейной части так, чтобы

линейная система, замкнутая обратной связью u ky  обладала
при всех : 0k k   следующими свойствами:

- частичной неустойчивостью, т. е. наличием полюсов с
положительными и отрицательными вещественными частями;

- гиперболичностью, т. е. отсутствием полюсов на мнимой
оси;
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- диссипацией, когда сумма вещественных частей полюсов
отрицательна;

- непотенциальностью, когда имеются полюса с ненулевой
мнимой частью.

При этом наличие хаоса устанавливается по теореме
Шильникова.

Теорема (Шильников, 1965). Пусть поток t  в 3  имеет в
начале координат положение равновесия, для которого одно из
собственных значений вещественно и положительно, а два
других собственных значения   и  - комплексно сопряжены и
имеют отрицательные действительные части. При этом, если
 Re   , то поток t  допускает такое возмущение ,t  которое

обладает гомоклинической орбитой   вблизи  , а отображение

возврата для  вблизи t  имеет счетное множество подходов.
1. Линеаризация отображения Пуанкаре (OGY метод).

Возможность преобразования хаотического движения в
периодическое за счет внешнего воздействия на систему была
обнаружена в середине 1980-х годов. Однако появление интереса
к управлению хаотическими системами произошло позже, после
публикации, где предложены две основные идеи:

- использование при синтезе регулятора дискретной
системы некоторой модели, основанной на линеаризации
отображения Пуанкаре.

- использование свойства рекуррентности хаотических
траекторий и применение управляющего воздействия только в
такие моменты времени, когда траектория возвращается в
некоторую окрестность требуемого состояния или заданной
орбиты.

Сущность данного метода состоит в следующем. Пусть
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управляемый процесс описывается уравнением (1) и выполнены
условия: dim ,x n dim 1.u   Пусть требуемая (целевая)

траектория системы  x t  является решением (1) при   0u t  . Эта
траектория может быть периодичной или хаотичной, однако в
обоих случаях она рекуррентна. Построим сечение Пуанкаре

  | 0 .S x s x    (2)

проходящее через заданную точку    0 0x x  трансверсально к

траектории  x t и рассмотрим отображение  ,x P x u , в

котором  ,P x u  точка первого возвращения на поверхность S
решения (1), начинающегося в точке x  и полученного при
постоянном управлении u . Это отображение называется
управляемым отображением Пуанкаре, которое определено в
силу свойства рекуррентности  x t , по крайней мере, для

некоторой окрестности точки  0x . Рассматривая
последовательность таких отображений, можно получить
дискретную систему

 1 ,k k kx P x u 

где   ,k kx x t  причем kt  момент времени для k -го пересечения

поверхности S , а ku   значение управления на промежутке

 1,k kt t  .
Следующий шаг формирования алгоритма управления

состоит в замене исходной системы (1) линеаризованной
дискретной системой

1k k kx Ax Bu   

где 0k kx x x  . Для рассматриваемой системы стабилизирующее



398

управление формируется, например, в виде обратной связи по

состоянию: k ku Cx  . Тогда алгоритм управления примет вид:
, | | | | ,

0 , | | | | ,
k

k

C x x
u

x
 

   

   
 

в котором Δ > 0 некоторый достаточно малый параметр.
Сущность метода состоит в том, что управление воздействует
только в некоторой (малой) окрестности целевой траектории, т. е.
в закон кусочно-постоянного управления вводится «внешняя зона
нечувствительности». Этим достигается «малость»
управляющего воздействия. Для того, чтобы гарантировать
работоспособность метода, следует выбирать параметры
регулятора (т. е. матрицу C) таким образом, чтобы норма ошибки

kx  в линейной замкнутой системе убывала:  A BC x x  , где
ρ < 1. Тогда однажды при входе в Δ-окрестность целевой
траектории, замкнутая система будет принадлежать ей в силу
свойства рекуррентности.

2. Обратная связь с запаздыванием (метод Пирагаса).
Метод предложен в 1992 году в процессе решения задачи
стабилизации неустойчивой τ-периодической орбиты нелинейной
системы вида (1) с помощью закона обратной связи

      u t K x t x t     (3)
где K   коэффициент передачи, а    время запаздывания. Если 
равен периоду существующего периодического решения  x t

уравнения (1), то при 0u   и решении  x t  уравнения замкнутой
системы (1)-(3), начинающегося на орбите   x t  , остается на этой

орбите для всех 0t  . Оказывается, что  x t  может сходиться к  ,
если начальная точка траектории не находится на  . Аналитическое
исследование алгоритма управления, предложенного Пирагасом,
требует преодоления ряда математических трудностей.
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Математические методы анализа определены в леммах
С. С. Пью и Д. В. Амосова, требующих введения ряда
определений.

Определение 1. Замкнутое множество N называется
аттрактором системы (1) если выполнены условия:

1). Существует подмножество 0  , открытое и такое, что
все траектории  x t  системы (1), начинающиеся в 0 

определены для всех 0t t  стремятся к   при t .
2). Никакое собственное подмножество   этим свойством

не обладает.
Определение 2. Аттрактор называется хаотическим,

если он ограничен и любая начинающаяся на нем траектория
неустойчива по Ляпунову.

Определение 3. Система называется хаотической
системой, если ее уравнения описывают не менее одного
хаотического аттрактора.

Неустойчивость по Ляпунову характеризует основное
свойство хаотических колебаний, называемое
«сверхчувствительностью от начальных условий», полагающей,
что любые две сколь угодно близкие траектории обязательно
удаляются друг от друга на конечное расстояние. Для управления
существенное значение имеет свойство траекторий, называемое
«рекуррентностью», когда со временем эти траектории попадают
в сколь угодно малую окрестность своего положения в прошлом.

Определение 4. Функция  x t : 1 n   называется рекур-
рентной функцией, если при любом 0   существует такое

0T  , что для любого 0t   имеется такое  ,T t  , что при условии
 0 ,T t T   выполнено неравенство:    || , ||x t T t x t      .
Такие траектории обладают двумя свойствами,

сформулированными в леммах С. С. Пью и Д. В. Аносова.
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Лемма 1 (С. С. Пью). Пусть   , 0,x t t   рекуррентная

траектория системы (1), имеющей гладкую правую часть  F x .
Тогда для любого ε > 0 имеется такая гладкая функция

 x , что    || || || ||x D x       и  x t  решение системы

    ,x F x x   (4)
c тем же начальным условием    0 0x x  является периодическим.

Лемма 2 (Д. В. Аносов). Пусть   , 0x t t   рекуррентная

траектория системы (1) с гладкой правой частью  F x .
Тогда для любого 0   имеется такое x , что  || ||x x t     и

решение  x t  системы (1) с начальным условием  0x x   является
периодическим решением.

Эти леммы показывают, что хаотический аттрактор является
замыканием всех содержащихся в нем периодических
траекторий, что следует из сформулированного в 1927 году
Биркгофом следующего критерия рекуррентности.

Теорема (Биркгоф). Любая траектория, принадлежащая
компактному минимальному инвариантному множеству, является
рекуррентной траекторией. Любое компактное инвариантное
минимальное множество является замыканием некоторой
рекуррентной траектории.

Из теоремы Биркгофа следует, что любое решение,
начинающееся из своего ω-предельного множества является
рекуррентным решением. При выполнении дополнительного
предположения о том, что ω-предельное множество   , 0,x t t 

является аттрактором, следует, что любая хаотическая
траектория, начинающаяся в его ω-предельном множестве
рекуррентна и, следовательно, может быть приведена к
периодической траектории путем возмущения правой части
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системы (1) или изменения начальных условий внутри малой
окрестности хаотического режима.

Таким образом, выполнен анализ моделей хаотической
динамики пяти динамических систем, являющихся
классическими примеров систем, к числу которых относятся
ЭЭО. Для этих объектов и их моделей по единой методике можно
анализировать процессы, фазовые портреты и спектры мощности.
Эти методы могут применяться для анализа нелинейных
динамических систем, к которым относятся ЭЭО. В частности,
показано, что уравнения электромагнитных процессов ЭЭО
обладают свойствами билинейности правых частей. Эти
свойства, создающие изменяющиеся по знаку обратные связи,
имеют корректно объяснимые условия возникновения
хаотических режимов в системах типа Лоренца.

5.3. ХАОТИЧЕСКАЯ ДИНАМИКА СИСТЕМ УПРАВЛЕНИЯ
ЭЛЕКТРОМАГНИТНЫМИ ПРОЦЕССАМИ

ЭНЕРГООБЪЕДИНЕНИЙ

Как показано выше, электромагнитные процессы ЭЭО
имеют общность с уравнениями Лоренца, в которых могут
возникать хаотические режимы при определенных значениях
параметров. Можно определить конкретные значения параметров
ЭЭО, при которых также возникают хаотические режимы,
которые представляют опасность энергетической безопасности.
Поэтому далее приводится исследование этих особенностей
динамики.

1. Структура исследуемой системы математические
модели ее элементов. Для построения математической модели
ЭЭС мы будем ориентироваться на топологию сети, приведенную
на рис. 5.7 (соответствующая IEEE second benchmark
model-System-1).
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Рис. 5.7. Схема сети энергообъединения

Кроме топологии сети, на функционирование ЭЭО
существенное влияние оказывает система автоматического
управления напряжением (САУН) и частотой-мощностью
(САУ ЧМ) (AVR and PSS), обеспечивающие постоянство
напряжения на выходных клеммах синхронного генератора и
стабилизацию частоты его вращения. Схема рассматриваемой
системы представлена на рис. 5.8.

Σ

Vt

Vref

Vs

KR
----------
1+sKR

Ks(1+sT1)
-------------
1+sT2

sTW
-------------
1+sTW

ω

+

+

-

Стабилизатор
мощности

Круговая
частота

Ограничитель

E

Xw

Рис. 5.8. Структура регулятора напряжения и
стабилизатора мощности синхронного генератора

Предполагаются заданными управляющие параметры,
определяющие динамические характеристики изучаемой
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системы. К ним относятся: степень компенсации индуктивности
 , mT – механический вращающий момент (мощность,

подводимая к системе, fdE – напряжение возбуждения, 0V –
уровень напряжения сети). При обсуждении результатов
исследования значения параметров будут уточнены.

Схема синхронного генератора, на основании которой
получены используемые далее уравнения токов и других
координат системы, дана на рис. 5.9. Приведенные
предварительные сведения позволяют рассматривать
математические модели для исследования условий
возникновения хаотических режимов.

Рис. 5.9. Схема перехода от 3-х фазных токов
к двухтоковой системе

2. Математическую модель токов генератора в
переменных, приведенных к d-q осям. Соответствующие
уравнения можно записать в виде следующей системы
дифференциальных уравнений электромагнитных процессов
энергетической системы:
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0 ,akd d kkd kq kq kqX i X i r i    
(4)

0 ,akd d fkq f kkd kd kq kdX i X i X i r i      
(5)

.q a q d d afd fdV R i X i X i   

В уравнениях (1)-(5) использованы следующие обозначения:
токи, циркулирующие в синхронном генераторе как фазовые
координаты

, , , ,d q f kq kqi i i i i
– два фазных тока, ток в обмотке возбуждения и два тока в
демпферных обмотках.

В уравнениях использованы следующие обозначения
параметров:

 
    

2 2
2 2

2 2
1 2 1 2 1

,
l

l l l

R X
k

R R X X X




   

1 ,e t l bX X kX X   1 ,e t l bR R kR R   1/ .c lX X 

а. Уравнения линий передач для фазовых координат

,cq cdv v :
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 0 1 ,cd l d cqv kX i    
(6)

 0 1 .cq l q cdv kX i    
(7)

б. Механическая часть ЭЭО, соответствующая генератору,
связывает фазовые координаты δ, ω – угол скольжения
генератора и круговая частота вращения:

 0 1 ,       (8)

   3 3 34 231 ,m eM D K E K T T            (9)

причем параметр

 e q d d q afd f q akq kq d akd kd qT X X i i X i i X i i X i i    

в. Автоматические регуляторы напряжения и мощности,
описываются дифференциальными уравнениями, связывающими
фазовые координаты Xw, Vs, E:

,w
w w

dX dT X
dt dt

    
    (10)

2 1 ,s w
s s w s

dV dXT T K K X V
dt dt
     (11)

  ,r r ref s t
dET K V V V E
dt
     (12)

где координаты и параметры имеют следующий вид:

 2 2 ,t d qV V V  ,d a d q qV R i X i  
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.q a q d d afd fdV R i X i X i   

3. Результаты моделирования хаотических режимов. Для
моделирования были использованы приведенные в [6] данные
для тестового ЭЭО в относительных единицах. При этом:

1). Параметры синхронного генератора равны: dX = 1.6500,

qX = 1.5900, akdX = 1.5100, akqX = 1.4500, kkdX = 1.6420,

kkqX = 1.5238, ffdX = 1.6286, afdX = 1.5100, fkdX = 1.5100,

ar = 0.0045, fdr = 0.00096, kdr = 0.0160, kqr = 0.0116.

2). Параметры электрической сети: Xt = 0.1200, Xl1 = 0.4800,
Xb = 0.1800, Rb = 0.0084, Rt = 0.0012, Rl1 = 0.0444, Rl2 = 0.0402,
Xl2 = 0.4434.

3). Параметры механической системы: M3 = 1.7581,
D3 = 0.1758, K23 = 83.3823, K34 = 3.7363.

4). Параметры системы САУН и САУ ЧМ: Kr = 2, Tr = 0.01,
Tw = 1/ Ks = 0.2, T1 = 0.05, T2 = 0.02.

В процессе моделирования динамического поведения
описанной системы изучалось влияние параметра компенсации
  на характер переходных процессов. Был выполнен анализ
динамического поведения системы при различных значениях
этого параметра.

Результаты исследований переходных процессов в
рассматриваемой системе совместного управления напряжением,
частотой и мощностью по исследуемым координатам: по фазному
току, углу скольжения генератора и току возбуждения a) и
спектральная плотность фазного тока б) приведены на рис. 5.10-5.12.



407

а) б)
Рис. 5.10. Переходные процессы фазного тока,

угла скольжения генератора и тока возбуждения a) и
спектральная плотность фазного тока б) при  = 0.25

а) б)
Рис. 5.11.Переходные процессы фазного тока,

угла скольжения генератора и тока возбуждения (a) и
спектральная плотность фазного тока (б) при  = 0.75

а) б)
Рис. 5.12. Переходные процессы фазного тока,

угла скольжения генератора, тока возбуждения (a) и
спектральная плотность фазного тока (б) при  = 0.95
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Очевидна эволюция характера изменения переходных
процессов в системе с ростом  , все меньшая их
упорядоченность, что проявляется, в частности, в изменении
спектральной плотности.

4. Анализ результатов. Причины описанного в
предыдущем разделе эффекта иллюстрируются на рис. 5.13, на
котором приведен график эволюции вещественной части
максимального собственного значения maxRe  линеаризованной
модели ЭЭС при изменении параметра μ в пределах от 0.2 до 1.2.

Рис. 5.13. Изменение вещественной части максимального собственного
значения maxRe  линеаризованных уравнений ЭЭО в окрестности

соответствующей стационарной точки

Из анализа данных следует, что в районе  0.55, 0.65

вещественная часть maxRe  становится положительной (имеет
место бифуркация Андронова-Хопфа). Быстрый рост и
достижение максимума maxRe  имеет место в интервале значения

 0.82, 0.86 , а затем снижается до отрицательных значений.
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Этот эффект и обуславливает возникновение описанной в работе
хаотичность в поведение системы. При этом зависимость
величины максимального собственного значения maxRe  от
других параметров, определяющих поведение системы
(например, подведенной к генератору мощности Tm)
незначительно.

На рис. 5.14 приведены графики, характеризующие
изменения собственных значений линеаризованной модели ЭЭС

при mT , изменяющихся в пределах 0.9-1.1. Различить их
практически невозможно, ввиду их близости.

Рис. 5.14. Качественная картина траекторий при наступлении
бифуркации Андронова-Хопфа

На рис. 5.14 приведена схема бифуркации Андронова-
Хопфа при переходе критического параметра (в нашем случае это
μ) через точку бифуркации, меняющую качественное поведение
траекторий системы.

Приведенные в работе материалы, свидетельствуют о том,
что в ЭЭО могут возникать хаотические режимы поведения при
определенных значениях параметров входящих в них подсистем.
Эти явления, отмеченные с начала 70-х годов, стали причиной
серии аварий, возникших на сильно нагруженных энергосетях
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западного побережья США. Эта проблема становятся все более
актуальными для нашего времени, в связи с ростом сложности и
нагрузки ЭЭО. Для решения подобных задач могут применяться
следующие активные методы:

– изменения конструкций и параметров элементов ЭЭО с
вводом различных компенсирующих устройств, а также
пассивные методы, состоящие в отключении части сегментов
системы передачи, до стабилизации процессов в ЭЭО;

– идентификация качественных причин возникновения
хаотических режимов в ЭЭО (и других объектах) в связи с
очевидным, но недостаточно используемым изменением типа
обратной связи для систем дифференциальных уравнений с
билинейными правыми частями, приводящими к нерегулярной
обратной связи и нерегулярной динамике.

К активным методам также относится метод,
предполагающий расширение зоны работоспособности ЭЭО
путем организации диагностики процессов, происходящих в ней,
и формирование управлений для различных внутренних
процессов генерации энергии, оказывающих влияние на общие
свойства ЭЭО как динамической управляемой системы.

В настоящее время опыт организации управления ЭЭО как
динамическими системами управления, функционирующими в
различных режимах, не гарантируется энергетическая
безопасность, связанная с таким фактором как возникновение
хаотических режимов. Для этого необходима разработка
целостной системы предупреждения и устранения негативных
явлений подобного рода. Проблема не только актуальна сейчас,
но и становится все более актуальной со временем в условиях
рынка энергоресурсов и усложнения топологии сетей генерации
и передачи энергии и увеличением нагрузки на элементы ЭЭО.
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6. МЕТОДЫ ОГРАНИЧЕНИЯ ПЕРЕТОКОВ ПО
ЛИНИЯМ В МНОГОУРОВНЕВЫХ СИСТЕМАХ

УПРАВЛЕНИЯ ЧАСТОТОЙ И АКТИВНОЙ
МОЩНОСТЬЮ ЭНЕРГООБЪЕДИНЕНИЙ

6.1. ИЕРАРХИЧЕСКАЯ СИСТЕМА ОГРАНИЧЕНИЯ
ПЕРЕТОКОВ ПО ЛИНИЯМ В КРУПНЫХ

ЭНЕРГООБЪЕДИНЕНИЯХ

Иерархические системы управления формируются на
принципе раздельного управления изменениями плановой и
внеплановой частей активной нагрузки. В этих системах
управление при внеплановых нагрузках осуществляется САУ ЧМ
и СОП активной мощности по ЛЭП с учетом межсистемных и
внутрисистемных линий.

Особенностью управления внеплановыми нагрузками в ЕЭС
является двухуровневая организация систем САУ ЧМ и СОП,
предусматривающая определенное разделение функций между
уровнями и установку систем на диспетчерских пунктах ОДУ и
центрального диспетчерского управления (ЦДУ) ЕЭС России.

В существующих системах задачи регулирования частоты,
обменной мощности и задачи ограничения перетоков мощности
по ЛЭП решаются автономно, а для обеспечения их совместности
используются различные варианты управления. В результате
можно формализовать задачи синтеза управлений на различных
уровнях иерархии [40,52,95,99,142,145].

Синтез методов и алгоритмов для двухуровневой системы
иерархического управления при внеплановых нагрузках основан
на совместном взаимодействии САУ ЧМ и СОП по ЛЭП с учетом
ограничений на структуру системы управления, ресурсы
управления и допустимые значения перетоков по линиям. При
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этом цель управления в условиях заданных ограничений
достигается путем использования для описания модели ЭЭО
линейных операторов в форме коэффициентов влияния
введенных в разделе 2. Это позволяет решить задачи синтеза как
задачи квазистационарной оптимизации на основе методов и
операторов математического программирования, в частности,
методов минимизации линейного или квадратичного
функционалов на компактных множествах, допускающих
численное или приближенное решение (раздел 3).

1. Математическая формулировка общей задачи.
Имеется объект крупное ЭЭО типа ЕЭС России, схема сети
которого представлена направленным графом сети, состоящим из
n узлов (объединенных энергосистем – ОЭС) и m межсистемных

ЛЭП. Структура сети задана матрицей инциденций – ìA .

Каждый из узлов сети ìA  включает сеть, заданную матрицей

инциденций –
B

iA  и состоящую из B

in  узлов (станций) и iBm
внутрисистемных ЛЭП.

Постановка задачи. Схему ЭЭО типа ЕЭС России,

представляет сеть, описываемая матрицей ìA , которая
определяет объект управления верхнего уровня (уровня ЦДУ), а

сеть с матрицей B
iA – подсистему нижнего уровня – уровня ОДУ.

Описание ЭЭО в квазистационарных режимах выполняется с
помощью моделей влияния, разработанных в разделе 2.

Требуется синтезировать управление ЭЭО по частоте,
обменной мощности и перетокам активной мощности по ЛЭП
внутри подсистем и в ЭЭО в целом таким образом, чтобы в
стационарных режимах выполнялись условия компенсации
внеплановых изменений нагрузки, и обеспечивалось выполнение
ограничений на координаты состояния, выходные координаты –
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перетоки по ЛЭП и управления на станции или ОЭС.
Ограничения задачи вычисления управлений имеют вид:

1
, 1,..., ;

n
м м м м i м м

j j j ji j j
i

S S S U S S j m


       (1)

, 1,..., ;i i i i i i iP P P U K P P i n           (2)

  , 1,..., ;i i i i i
kp oU S S i n             (3)

1
0;n i

kpi
S


    (4)
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,
B
i

i i i i i i
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B B B B B Bi

м м

j j j jk k i j j
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S S S u A S S S


        (5)

1, , 1, ;iBB
i ik n j m 

 1
;

B
in i i i i

k o kpk
u S S 


       (6)

, 1,..., ; 1,..., .i i i i k i i B
k k k k k k iP P P u K P P k n i n           (7)

В ограничениях (1)-(7) использованы следующие

обозначения: , , ,i iB Bì ì
j j j jS S S S – предельные верхние и нижние

значения перетоков активной мощности по j-й межсистемной и

j-й внутрисистемной ЛЭП, соответственно; i i i
o oç oS S S   –

отклонения обменной мощности i
oS для i-й ОЭС от заданного

значения ; ,i i i
oç kS P P  – изменения мощности i-й ОЭС и k-го

узла (станции) i-й ОЭС; , , ,i i i i
k kP P P P – предельные верхние и

нижние значения генерируемых мощностей i-й ОЭС и k-го узла
i-й ОЭС, соответственно; iU – агрегированная переменная,
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характеризующая изменение управления в i-й ОЭС;
i

ku –

изменение управления в k-м узле i-й ОЭС; i
kpS – коррекция

обменной мощности i-й ОЭС; , iBì
j jS S  – соответственно изменения

перетоков активной мощности по j-й межсистемной и

внутрисистемной линиям; , Biм
ji jk  – коэффициенты влияния

изменений мощности i-й ОЭС и k-го узла i-й ОЭС на изменение
перетока мощности, соответственно, по j-й межсистемной и

внутрисистемной ЛЭП; ,i kK K  – коэффициенты усиления контура
первичного регулирования частоты (скорости), соответственно, для i-

й ОЭС и k-го узла i-й ОЭС; i – крутизна характеристики «частота-

мощность» i-й ОЭС; ì
iA – i-я строка матрицы инциденций ìA ;

1 2, ,...,
Tм м м м

mS S S S       – вектор изменений межсистемных

перетоков; i – «системная ошибка» i-й ОЭС.
Неравенства (1) и (5) отражают режимные требования

ограничения перетоков активной мощности соответственно по
межсистемным и внутрисистемным ЛЭП. Неравенства (2) и (7)
учитывают ограничения на используемые ресурсы по
генерируемой мощности.

Уравнения (3) и (6) описывают условия регулирования
частоты и обменной мощности по критерию Гранера-Даррье. В

этих уравнениях переменная i
kpS  вводится для коррекции

заданных значений обменных мощностей ОЭС с целью
возможности оказания взаимопомощи дефицитным ОЭС, а
уравнение (4) отражает условие такой взаимопомощи. Если в
ЭЭО имеется заранее нескорректированная систематическая
погрешность задания обменных мощностей, то отклонение
обменной мощности i-й ОЭС от планового значения имеет вид:



415

OÏ
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Тогда уравнения (3) примут вид
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где ocS – систематическая погрешность планового задания
обмена.

Суммируя левые и правые части этой системы уравнений,
можно получить
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Поскольку изменения обменных мощностей по всему ЭЭО
удовлетворяют условию:

1
0,n i

oi
S


 

то из последнего уравнения следует, что для астатического
регулирования частоты  0   при управлении внеплановыми
нагрузками необходимо, чтобы коррекция обмена по ЭЭО с
учетом систематической погрешности удовлетворяла условию:
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Обозначив Ï

i i i
kp kp ocS S S    , можно получить уравнение
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1
0,n i

kp

П

i
S


 

аналогичное условию (4).
Следует отметить, что в этом случае коррекция

систематической погрешности планового режима выполняется
без учета экономических факторов, характерных для реализации
планового режима. При коррекции систематической погрешности
специальной системой оперативной коррекции условие (4)
остается без изменения.

В целом ограничения (1)-(4) определяют требования к
условиям функционирования объекта верхнего уровня (уровня
ЦДУ), а ограничения (5)-(7) – к условиям функционирования
подсистем нижнего уровня (уровня ОДУ).

Коэффициенты влияния   и предельные значения

перетоков активной мощности ,j jS S  по ЛЭП зависят от
конфигурации сети и параметров входящих в нее элементов. При
плановых и аварийных изменениях в сети предусматривается их
коррекция путем решения специальных фоновых задач.

Коррекция предельных значений мощностей ,P P  узлов,
являющихся в общем случае функциями времени, выполняется
специальной подсистемой оперативной коррекции. При
необходимости она может производиться и диспетчером.

Строгое решение задачи синтеза управлений при
совместности систем ограничений (1)-(4) и (5)-(7) возможно лишь
при формулировке ее в виде задачи математического
программирования. В общем случае выбор вида целевых
функций для решения задач оптимизации не формализуем и
должен основываться на некоторых априорных соображениях. В
частности, для управления внеплановыми нагрузками в ЭЭО
должно выполняться требование решения задач управления при
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минимальных отклонениях от заданного планового режима,
определенного из условий минимизации критерия вида:

1
min | | , 1, 2,

ln i
i

J U l


       (8)

где ic – весовые коэффициенты; iU – переменные управления.

Переменные , 1,..., ,iU i n   доставляющие минимум
одного из функционалов J типа (8) при ограничениях (1)-(7)
вычисляются как решения задач нелинейного математического
программирования, определяющие управления для компенсации
изменений внеплановых нагрузок ЭЭО.

2. Задачи координатора – ЦДУ ЕЭС и подсистем нижнего
уровня – ОДУ ОЭС. Для двухуровневой иерархической
структуры системы управления, задачу (1)-(8) необходимо
разделить на задачи верхнего координирующего уровня и
нижнего локального уровня. Эти задачи можно сформулировать,
если выбрать принцип координации и установить
координируемость локальных задач на основе этого принципа.
Последнее означает, что необходимо установить принципы
взаимодействия подсистем нижнего уровня через связующие
переменные и способы воздействия на эти переменные со
стороны верхнего уровня, обеспечивающие достижение общих
целей управления.

Как известно, в иерархических системах управления
координация может быть выполнена путем прогнозирования,
оценки и развязывания взаимодействий [5]. Ниже
рассматривается задача синтеза управлений для координации по
принципу прогнозирования взаимодействий подсистем,
которыми являются ОЭС уровня ОДУ.

Идея метода координации по принципу прогнозирования
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взаимодействий заключается в том, что верхний уровень, исходя
из принятой стратегии управления, определяет необходимые
значения связующих переменных. Тогда действие нижнего
уровня определяется не только принятой для него стратегией
управления, а требованиями верхнего уровня по обеспечению
желаемых изменений связующих переменных. Для ОЭС ими

являются межсистемные перетоки Ï

ì
j pS . В случае наличия

дефицитных ОЭС требуется скорректировать значения обменных

мощностей
i

kpS  без изменения планового режима обмена

1
0.n i

kpi
S


 
Формализация задачи синтеза управлений на каждом из

уровней для координации по принципу прогнозирования
взаимодействий  выполняется следующим образом.

Верхний уровень. Вычислить переменные ,
Ï

ì i
j p kpS S   и

управлений iU , минимизирующие целевую функцию

 1 2
1

n
i i

i i kp
i

J c U c S


    (9)

при ограничениях (1) – (4). При этом

1
, .

П

n
м м i
j p ji

i
S U j m



   

Задача (9) с ограничениями (1)-(4) является задачей
нелинейного программирования. Методом разности переменных
она сводится к задаче линейного программирования следующего

вида: вычислить переменные 1
iU  и 2 1,i i

kpU S  и 2 ,i
kpS

обеспечивающие минимизацию целевой функции



419

   1 1 2 2 1 2
1

n
i i i i

i i kp kp
i

J c U U c S S


      (10)

при ограничениях

 1 2
1

, 1,...., ;
n

м м м м i i м м
j j j ji j j

i
S S S U U S S j m



        (11)

   1 2 1 2 , 1,..., ;i i i i i
kp kpU U S S i n      (12)

 1 2 , 1,..., ;i i i i i i i iP P P U U K P P i n          (13)

 1 2
1

0;
n

i i
kp kp

i
S S



  (14)

1 10, 0;i i
kpU S  2 20; 0.i i

kpU S 

Задача (10)-(14) является задачей линейного
программирования и решается симплекс-методом.

Уровень подсистем . На нижнем уровне координация
может быть выполнена с использованием способа модификации
образов или модификации ограничений и целевых функций
(модификации образов и целей по Месаровичу).

Координация с использованием модификации ограничений.
При этом способе координации сигналы верхнего уровня
определяют значения связующих переменных в системе (5)-(7),
т. е.

П

м
j pS  и ,i

kpS

где j  соответствует i -1 ОЭС. Если, как и для верхнего уровня,
цель управления задана в форме минимизации расходов на
управление:
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1
min ,

B
in

i i i
k k

k
J c u



  (15)

то при модификации ограничений сигналами верхнего уровня
систем ограничений (5) – (7) изменяется следующим образом:

(16)

 
1

;
B
in

м м i м i
j ji ji k

k
S i U u 



    (17)

 
1

;
B
in

i i i i i i
k o kp

k
U u S S  



           (18)

  , 1,..., ,i i i i k i i B
k k k k k k iP P P u K P P k n          (19)

где Ï

ì
pS – вектор прогнозируемых значений изменения перетоков

по ЛЭП;
м

ji – коэффициент влияния k-то узла i-й ОЭС на j-ю

межсистемную ЛЭП;  ì
jS i – изменение перетока по j-й

межсистемной ЛЭП при изменении управлений в i-й ОЭС.
Решение задачи (15)-(19) при заданных верхним уровнем

значениях Ï

ì
pS  и i

kpS  в каждой ОЭС позволяет найти

управления , 1,..., .i B
k iu k n .

Координация с использованием модификации образов и

целей. Если переход от агрегированных переменных iU  к
управлениям отдельными узлами внутри ОЭС i

ku  выполнить без
учета внутрисистемных ограничений (16)-(19), например,
распределить между станциями в соответствии с
характеристиками их экономичности, то обеспечить
координацию только путем модификации ограничений
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невозможно. Для выполнения ограничений (16) и (19) в этом
случае могут потребоваться дополнительные управления,
которые нельзя обеспечить без модификации исходной целевой
функции.

Пусть в результате принятого в ОЭС способа распределения

управлений iU  были определены значения
i
ku  т. е. выполнена

операция «деагрегирования» вида

1 2 ... .B
i

i i i i
n

U u u u     (20)

Фиксирование управлений i
ku  может привести к

нарушению ограничений (16), (17) и (19). Для исключения этих
нарушений необходимо формирование дополнительных

управлений i
kx . В этом случае целевая функция (15) должна быть

изменена и записана в виде

 
1

min .
B
in

i i i i
k k k

k
J c u x



  (21)

Минимизацию этой целевой функции следует производить в
условиях модифицированных ограничений (16)-(19), что
обусловливается необходимостью сохранения требуемых
верхним уровнем значений связующих переменных

,
П

iм
j p kpS S   и баланса генерируемой и потребляемой

мощностей. В результате минимизация целевой функции (20)
должна выполняться при ограничениях

(22)

   
1

;
B
in

i i i i i i i
k k o kp

k
U u x S S  



            (23)
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(24)

  .i i i i i i i i
k k k k k k kP P P u x K P P          (25)

Локальные задачи (15)-(19) и (20)-(25) методом разности
переменных, предусматривающим замены переменных в целевой
функции iJ :

1 2
i i i

k k ku u u   и 1 2
i i i

k k kx x x  , (26)

и в системе ограничений

1 2
i i i

k k ku u u   и 1 2 ,i i i
k k kx x x  (27)

причем 1 2 1 20, 0, 0, 0,i i i i
k k k ku u x x     можно свести к

задачам линейного программирования и решить симплекс-
методом. Отметим, что в системе ограничений (22)-(25) в
неявной форме учитывается требование формирования
дополнительных управлений i

kx  без нарушения баланса
мощности в ОЭС, ибо из (22) следует, что если

1
,

B
in

i i
k

k
u U



  то
1

0
B
in

i
k

k
x



 .

Выполнение ограничений в задаче (15)-(19) и (24) в задаче
(21)-(25), определяющих необходимые условия
координируемости подсистем по принципу прогнозирования
взаимодействий, возможно при соблюдении определенных
условий. Ниже приводится утверждение, доказанное
В. П. Васильевым.

Утверждение. При 0i
ku   и 0м

jk  , если

, где
м

im – число контролируемых межсистемных
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ЛЭП, примыкающих к i-й ОЭС, ir – ранг системы ограничений
(17), необходимым условием координируемости подсистем
(15)-(20) по принципу прогнозирования взаимодействий является
равенство коэффициентов влияния внутренних узлов на
межсистемные перетоки по ЛЭП, примыкающим к данной ОЭС.

Доказательство. Пусть (17) преобразованы к виду:

 1 1 1
1

B
in

м м i м i
i k k

k
S i U u 



    ;

 2 2 2
1

B
in

м м i м i
i k k

k
S i U u 



    ; (28)

 
1

...............................................
B
i

i i

n
м м i м i
mi m i m k k

k
S i U u 



    .

Так как 1 2 ...
i

i i i i
nU u u u     , то систему (28) можно

записать в виде

 

 

1 1
1

1

0

...................................

0

B
i

i

B
i

м мk i
i i

n
м i
k k

k

n
м м i

km m
k

u

u

 

 





 

 




(29)

Значения линейных операторов  определяются
параметрами конкретной схемы ЭЭО и не могут выбираться
произвольно. Поэтому ниже будем рассматривать необходимые
условия координируемости подсистем для любых не равных
нулю, но заданных значений .

По условию, в (29) Bì
i im n . После исключения зависимых

уравнений система (29) преобразуется в систему однородных
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уравнений вида 0u  , где  – квадратная матрица с

элементами
м м

jk ji   размера  B B
i in n .

Как известно, система однородных уравнений при условии

0del    всегда совместна и имеет тривиальное решение

0i
ku  . Если рассматривается нетривиальное решение  0i

ku  ,

то очевидно, что матрица   должна быть особенной, т. е.

det 0  .

Последнее условие для любых значений
м

ji  и
м

jk , не
равных нулю, может быть только тогда, когда выполняется
соотношение вида

, 1,..., , 1,..., .м м м B
ji jk i ij m k n    (30)

Утверждение доказано.

Примечание. При условии B ì
i in m  система 0u   не

определена. Нетривиальное решение в этом случае можно
получить путем решения общей задачи математического
программирования (15)-(20).

Приведенное выше утверждение полностью справедливо и
для задачи (21)-(25). Последнее очевидно, если в ограничениях

(24) провести замену переменных вида i i i
k k ku u x   и учесть,

что

1

B
in

ì i ì i
jk k ji

k
u U 



 

Условие (30) при отсутствии учета потерь в сетях
выполняется для ЭЭО, имеющих радиально-цепочечную
(древовидную) структуру, показанную рис. 6.1.
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Рис. 6.1. Структура сети иерархической
САУ ЧМ и СОП по ЛЭП

Действительно, в соответствии с [2,6] матрицу
коэффициентов, влияния можно записать следующим образом

   
1T Tм м м м

k k k


  
          (31)

где  jdiag   – диагональная матрица удельных

синхронизирующих мощностей j – размера  m m ; м
k –

матрица инциденций, полученная из матрицы ìA
вычеркиванием k-й строки, соответствующей номеру базисного

узла; Г – матрица, составленная из коэффициентов
i  каждого

узла (ОЭС). Матрица Г, например при 1k  , имеет следующую
структуру [6]:

2 2 2 2

3 3 3 3
1

...
...

,

...n n n n

   
   

   



     
        
 
 
     


1

.
n

i

i




  (32)

Для сети, имеющей древовидный граф, всегда выполняется
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условие m n , причем 1m n  . Следовательно, матрицы м
k  и

 Tм
k являются квадратными, неособенными и обращаемыми.

Тогда

       
1 11 ,

T Tм м м м м
k k k k

 
   
              (33)

поскольку

   
1

1,
T Tм м

k k




 
          .

Матрица  F   , определяемая в соответствии со

структурой (32), не зависит от параметров i . Так как м
k  также

не зависит от параметров i , то и матрица м  также не зависит
от этих параметров. Если такую сеть разделить относительно
некоторой j-й линии на две части (линия АБ на рисунке), то
коэффициенты влияния узлов, принадлежащих к одной из частей
сети, на переток по рассматриваемой линии можно определить,

подставив в (33) конкретные значения ì
k  и Г. преобразований

получим

        (34)
где r – номера узлов той части схемы, которой не принадлежит
i-й узел. Знаки коэффициентов влияния определяются принятой
ориентацией графа сети.

Аналогично можно получить и выражение для
коэффициентов влияния внутренних узлов i-й ОЭС на
межсистемные перетоки по j-й линии

1
/

i

n
ì r i

jk
r Î ÝÑ i

  
 

    (35)

Из (34) и (35) следует, что
ì ì

ji jk  .
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Таким образом, координируемость подсистем ЭЭО по
принципу прогнозирования взаимодействий существенно зависит
от числа регулирующих станций. При малом числе станций

B ì
i in m  необходимым условием координируемости является

равенство коэффициентов влияния внутренних узлов на
межсистемные перетоки по примыкающим ЛЭП. В общем случае
это условие выполняется только для ЭЭО, не содержащих
замкнутых контуров. Достаточным условием координируемости
подсистем, а для ЭЭО с большим числом регулирующих станций

B ì
i in m  необходимым и достаточным условием является

известное из линейной алгебры как условие совместности систем
ограничений (15)-(19) и (21)-(25).

Управления в иерархических САУ ЧМ для координации по
принципу прогнозирования взаимодействий можно реализовать в
три этапа:

Этап 1. На основании измерений   и 0
iS  каждая из

подсистем формирует системную ошибку 0
i i iS      и

передает ее в ЦДУ.
Этап 2. На уровне ЦДУ решается задача (10)-(14). В

результате решения определяются значения iU , i
kpS и Ï

ì
pS .

Полученные управления и координирующие сигналы передаются
в системы САУ ЧМ.

Этап 3. С учетом полученной с верхнего уровня
информации в АРЧ ОДУ решаются задачи (15)-(19) или (21)-(25)

и определяются значения управлений i
ku  или i

ku и
i

kx . На этом
цикл координации заканчивается.

Алгоритмы двухуровневого иерархического управления
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ЭЭО исследованы методами математического моделирования на
ЭВМ для системы, представленной на рис. 6.1. Для верхнего
уровня принимались значения n = 11, m = 14. На нижнем уровне
подробно моделировалась одна из подсистем (ОЭС Средней

Волги). Для этой подсистемы
B

in = 16, из них регулирующих

узлов. 6B

ipn  . Число внутрисистемных линий 21B

im  .
Анализ результатов моделирования полностью подтвердил

работоспособность метода совместного управления частотой,
обменной мощностью и перетоками активной мощности по ЛЭП
и реализуемость описанных алгоритмов иерархического
управления.

3. Выводы. На основе приведенных результатов можно
сделать следующие выводы:

1. Иерархическое управление ЭЭО типа ЕЭС России может
быть формализовано как задача математического
программирования.

2. Модели ЭЭО и координации по принципу
прогнозирования взаимодействий позволяют вычислить
управления в виде двухэтапной конечно-шаговой
оптимизационной задачи.

3. Условия координируемости подзадач в виде конечно-
шагового процесса взаимодействия верхнего и нижнего уровней
существенно зависит конфигурации и параметров сети ЭЭО. С
учетом аналитических представлений решений задач
математического программирования (разделы 3, 4) возможен
корректный анализ в целом иерархических структур управления
ЭЭО для обеспечения энергетической безопасности.
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6.2. CИНТЕЗ КРУПНОМАСШТАБНЫХ
ЛОКАЛЬНО-ОПТИМАЛЬНЫХ

СИСТЕМ УПРАВЛЕНИЯ ЭНЕРГООБЪЕДИНЕНИЯМИ

Синтез управлений рассматривается с учетом свойств
крупномасштабных энергетических объектов, состоящих из
большого числа энергосистем, представляющих подсистемы. Для
таких объектов традиционные методы вследствие высокой
размерности задач не могут применяться или требуют
упрощающих преобразований. Принципы синтеза основываются
на идеях координации и декомпозиции, что позволяет
сформулировать процедуры координации на основе аналитико-
численных решений задач математического программирования, к
которым сведены исходные задачи управления. Приводятся
результаты исследования устойчивости данного класса систем.

1. Варианты постановок задач синтез координаторов
подсистем. При большой размерности пространства состояний
синтез закона управления традиционными методами требует
больших затрат ресурсов либо становится невозможным,
несмотря на совершенство современных ЭВМ.

Декомпозиционный метод Бейли-Матросова позволяет
преодолеть ряд трудностей. Основу метода составляют анализ
поведения проектируемой системы и достижение заданных
показателей качества и устойчивости путем многократного
использования итерационных процедур при первоначальном
задании свойств изолированных подсистем.

Решение задачи в классе двухуровневых структур
позволяет осуществить целенаправленный синтез регулятора
верхнего уровня, подчиненного конечной цели управления. При
этом, как правило, глобальное управление служит целям
нейтрализации эффектов взаимодействия. Выбор коэффициентов
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глобального регулятора, обеспечивающих выполнение условий
Севастьянова-Котелянского для агрегатной матрицы,
осуществляется с помощью обобщенного обречения Мура-
Пенроза. Однако возможность получения устойчивой агрегатной
матрицы зависит от выбора собственных значений матриц и
степени связности локальных подсистем.

Далее представлен двухуровневый алгоритм синтеза.
Функционирование регулятора нижнего уровня подчинено
локальным целям подсистем, а его синтез может быть выполнен
по методике, предлагаемой в предыдущих главах. Для синтеза
управлений верхнего уровня используются операторы решения
неравенств. Это позволяет записать координирующий алгоритм в
виде конечных формул. Замкнутая форма решения задачи синтеза
обеспечивает заданную степень устойчивости взаимосвязанных
процессов.

Постановка задачи. Электроэнергетическое объединение
рассматривается как крупномасштабный динамический объект,
математическая модель которого в пространстве состояний имеет
вид

  0, 0 ,X AX BU X X   

где nRX  - вектор координат состояний системы: mRU  -

вектор управлений; mnnn RB,RA   - матрицы параметров
системы. В силу физической природы объекта возможна
декомпозиция системы на N взаимодействующих подсистем с
линейными связями:

  0
1,

, 0 , 1, ,
N

i i i i i ij j i i
j j i

X A X BU A X X X i N
 

      (1)

где 1
,i

Nn
i ii

X n n


   вектор координат состояния i -ой
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подсистемы; 1
,i

Nm
i ii

U m m


   вектор управления i -ой

подсистемы; i in n
iR   матрица i -ой подсистемы

(энергосистемы) с диагональными блоками матрицы A ;

,
i jn n

i jA   матрицы взаимосвязи i -ой и j -ой подсистем

(недиагональные блоки матрицы A ); i jn m
iB   матрицы

входов i -ой подсистемы.
Требуется синтезировать управление, которое обеспечивает

оптимальность подсистем по отношению и локальным
интегральным критериям качества

 2 2

0

||X || || || , 1, ,
ii

T

i i i RQJ U dz i N


   (2)

где 0RR;0QQ T
ii

T
ii   и глобальную устойчивость

системы.
Решение задачи будем формировать в классе двухуровневых

структур, где управление каждой энергосистемой имеет вид:

.UUU г
i

л
ii  Первое слагаемое суммы л

iU  формируется
локальным регулятором по линейному закону отрицательной
обратной связи по вектору координат состояния подсистемы:

,XPBRU ii
T
i

1
i

л
i

 (3)

где матрица iP , как известно, может быть определена из решения

алгебраического уравнения Риккати для i -ой подсистемы.
Уравнение системы, замкнутой локальным управлением, имеет
вид

1
, 1, ,

N
л

i i i i i ij j
j

X A X BU A X i N


     (4)
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где 1 T
i i i i i iA A B R B P   матрица замкнутой локальной

подсистемы.
В соответствии с теоремой Н. Н. Красовского для

изолированных подсистем существует квадратичная функция
Ляпунова.

,XPXv ii
T
ii 

удовлетворяющая оценкам

 2 22 2
1 2 .i i i i i ic X v X c X 

Эта функция будет использована при синтезе.
2. «Диагональная» декомпозиция систем с

последействием. Трудности, возникающие при синтезе
крупномасштабных динамических энергетических объектов (в
случае линейно-квадратичной задачи), связаны с
необходимостью решения нелинейного дифференциального или
разностного уравнения Риккати высокой размерности. Наличие
многократных временных запаздываний в передаче координат
состояний и управлений увеличивает эти трудности, так как их
учет может приводить к увеличению размерности пространства
состояний.

Иерархические методы оптимизации, например, метод
предсказания взаимодействий, позволяют преодолеть многие
трудности. Однако, являясь методами вычислительной
декомпозиции, они приводят к построению разомкнутых или
частично замкнутых систем управлений ЭЭО. Создание
замкнутых стратегий требует определенного подхода для
разработки аналитико-численных алгоритмов.

Далее рассматривается подход к проектированию
оптимальных систем для управления крупномасштабными
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объектами на основе децентрализованных регуляторов. Общие
классические и обобщенные процедуры синтеза объектов
подобного типа приведены в главе 3. Они применены для
объектов невысокого порядка (менее 10). Специфика излагаемых
далее алгоритмов состоит в том, что на основе нахождения
матрицы обратной связи из решения уравнения Риккати для
подсистем оцениваются «степени возмущенности» исходной
задачи и определяются условия устойчивости замкнутой системы
управления ЭЭО в целом.

Постановка задачи. Формулируется линейно-квадратичная
задача оптимального управления ЭЭО как крупномасштабными
объектами с последействием, где взаимосвязанные
энергосистемы по отношению друг к другу являются
дестабилизирующим фактором. Представляется метод
построения децентрализованного управления, основанный на
возмущении исходной целевой функции системы. Возмущение
критериальной функции позволяет существенно упростить
вычислительные процедуры при определении управления.
Элементы возмущенного функционала находятся в инверсной
процедуре оптимизации на основании решений уравнений
Риккати для подсистем с использованием свойств их
взаимосвязей.

Рассмотрим задачу синтеза управлений для энергетической
системы, описываемой дифференциальными уравнениями с
отклоняющимися аргументами следующего вида

 1
,N

j jj
X AX A X t BU


          (5)

где ,n mX U    числовые векторы состояний и управлений:
 ,m n

iA A diag A   числовые матрицы объекта управлений:

, 1,...,n n
jA j N     матрицы взаимовлияний:
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0 0

0 0
0 0

ij
j

A
A

j

 
 
 
 
 
 


 


.

Числовая матрица m nB   матрица передач управлений;
     0 0 1; , , ,..., ,...,j NX s s s t t        постоянные запаздывания

такие, что:    ;s C s   непрерывная ограниченная начальная

 s  вектор функция; C  пространство непрерывных

функций на отрезке  ,0  с нормой  max s


  :

 s  евклидова норма вектора   ;ns 

 1 2max , ,..., N    .
Уравнения (12) можно представить в эквивалентном виде

 
1

, 1,..., ,
N

i i i ij j j i i
j

X A X A X t BU i N


         (6)

где ,i
Nn

i ii q
X n n


   вектор состояний i -й подсистемы

управления; 1
,i

Mm
i ii

U m m


   вектор управлений i -й

подсистемы; i in n
iA  , i im n

iB   матрицы уравнений

состояния i -й подсистемы, а j in n
ijA    матрица влияния j -й

подсистемы на i -ю подсистему.
Управление U  считается принадлежащим некоторому

множеству допустимых управлений

 1
.

i i

N m
u U U Ui

U


              (7)

Требуется определить управление:
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 , ,U U x i   (8)
которое на траекториях системы (12) минимизирует заданный
функционал

 2 2

0

dt,
Q R

J X U


     (9)

где использованы следующие обозначения матриц:

   0, 0, , ,T T
i iQ Q R R Q diag a R diag R      1, .i N

Функционал (9) можно представить в блочно-сепарабельном
виде

 2 2

1 1 0

.
i i

N N

i Q R
i i

J J X U dt


 

     (10)

Синтез управлений. Для реализации управлений в классе
децентрализованных структур управления для случая управлений

 , t , 1, ,i i iU U X i N   (11)
Исходный функционал (9) модифицируется следующим

образом

 2 2

0

,
Q R

J X U dt


      (12)

где матрицы определяются равенствами

12 1

21

1 2

0
0

0 ,

0

N

T

N N

Q Q
Q

Q Q Q Q Q Q

Q Q

 
 
     
 
 
 


 

   


.

Поставленную задачу можно решить с использованием
метода динамического программирования и аппарата
функционалов Ляпунова-Красовского.

Функционал Ляпунова-Красовского выбирается в виде:
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0

1
.

j

N
TT

j
j

V X PX X t s H X t s ds
 

     (13)

Далее вычисляется полная производная функционала
Ляпунова-Красовского в силу уравнений (6). Тогда можно
получить полную производную функционала по времени,
представленную в следующей форме:

 
1 1

2 2
N N

T T T T
j j j

j j
V X A P PA H X X P A X t X PBU

 

 
       

 
  

   
1

.
N

T
j j j

j
X t H X 



  

Оптимальное управление определяется из решения
функционального уравнения Р. Беллмана

 min 0.
m

T T

U
V X QX U RU


    (14)

Вычислив точку безусловного минимума по U , можно
получить

.PXBRU T1 (15)

Матрицы квадратичных форм функционала Ляпунова-

Красовского P  и ,N,j,H j 1  определяются из тождества

0.T TV X QX U RU    (16)

При подстановке в (16) управления U вида (15) получаем
тождество:



437

1

1

N
T T T

j
j

X A P PA Q H PBR B P X



 
     

 


     
1 1

2 0.
N N

T T
j j j j j j j

j j
X P A X t X t H t  

 

       (17)

Используя далее соотношения

     
1 1

2 ,
N N

T T T T
j j j j j j j

j j
X P A X t NX PEXP X t A A X t  

 

      

преобразуем тождество (17) к следующему виду:

 1

1

N
T T T

j
j

X A P PA P BR B NE P Q H X



 
      

 


   
1

0.
N

T T T
j j j j j

j
X t A A H X t 



         (18)

Для того чтобы тождество (18) выполнялось для каждого

вектора X  и  jX t  необходимо одновременное выполнение

равенств

 1

1
0

N
T T

j
j

A P PA P BR B NE P Q H



      ,

 
1

0.
N

T
j j j

j
A A H



   
(19)

На основания представления матрицы Q как суммы матриц

Q  и Q~  уравнение (26) эквивалентно системе

 1 0,T TA P PA P BR B NE P Q     (20)

.0HQ~
N

1j
j 
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Диагональная структура матриц , , ,A Q B R  позволяет
разделить уравнение Риккати для системы (5) на N уравнений,
соответствующих взаимодействующим подсистемам (6).

В результате система (19) становится эквивалентной N
системам следующего вида

 1 0,T T
i i i i i i i i iA P P B R B NE P Q    0,T

j j jA A H  

0 jj HQ~ ,

0
0

ij

j ji

Q i
Q Q j

i j

 
   
  


  ,   ,T

ij ij ijQ A A 

а оптимальное управление (22) принимает требуемую
диагональную структуру

.N,i,XPBRU ii
T
iii 11      (21)

Для синтезированного оптимального управления
справедлива следующая теорема.

Теорема 2. Пусть все пары  , , 1,..., ,i iA B i N  управляемые.
Тогда для класса систем вида (12) децентрализованное
управление (28) является оптимальным по отношению к
функционалу качества (19) при всех матрицах Q ,
удовлетворяющих следующему неравенству для собственных
чисел:

 1
min max

1
.

N
T T

j j j
j

Q PBR B P A A 



 
   

 
     (22)

Доказательство. Полная производная функционала
Ляпунова-Красовского, вычисленная на траекториях системы (5),
замкнутой управлением (21), определяется равенствами:
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 1

1
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T T T T T

j j
j

V X A PX X PBR X PAX X P A X t 



       

   
1 1

N N
T
j j j j j j j j

j j
X H X X t H X t 

 

     

1

1
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N
T T

j
j

X Q PBR B P H



 
    

 
 (23)

    
1

N
T

j j j j j j j
j

X t A A H X t 


      

 1 1
min

1

,
N

T T T T
j j j

j
X Q PBR B P A A X Q PBR B P 



            
 

и при выполнении условий (22), (23) является отрицательно
определенной функцией.

Следовательно, в соответствии с теоремой
Н. Н. Красовского об асимптотической устойчивости
тривиального решения системы с запаздывающим аргументом
система с взаимосвязями (5), замкнутая децентрализованным
управлением (21), асимптотически устойчива.

Полная производная функционала Ляпунова-Красовского
имеет вид

1

1
0,

N
T T

j
V X Q PBR B P P X 



 
      

 


откуда следует положительная полуопределенность матрицы

1
.

N

j
j

Q H


 
 

 
 . При этом матрица

          1*

1
0,

N

j
j

П i R G i Q H G i G i A i B     



 
       

 


также будет неотрицательной.
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В данном случае согласно частотной теореме
В. А. Якубовича будет существовать матрица Р,
удовлетворяющая уравнению (20), и децентрализованное
управление с соответствующей матрицей Р будет оптимальным
по отношению к модифицированному функционалу (12).

Таким образом, сформулирована процедура синтеза
децентрализованного регулятора для класса крупномасштабных
ЭЭО, описываемых дифференциальными уравнениями
нейтрального типа. Управление вычисляется с помощью решения
функционального уравнения Беллмана. Модификация исходной
блочно-сепарабельной целевой функции позволила расчленить
задачу нахождения матриц квадратичных форм функционала
Ляпунова-Красовского на N независимых подзадач и перейти от

решения  1 / 2n n нелинейных уравнений, соответствующих
уравнению Риккати для всей системы, решению N уравнений

размерностью  1 / 2i in n   для каждой i  системы. Например, при
n = 100, n = 10, N = 10 объем вычислений уменьшается на
порядок. В случае, когда системы состоят из однотипных
подсистем, вычислительные затраты уменьшаются в большей
степени.

Синтезированное управление является оптимальным по
отношение к возмущенной форме целевой функции системы.
Вычисление недиагональных элементов возмущенного
функционала из решений уравнений Ляпунова для взаимосвязей
подсистем обеспечивает устойчивость всей системы.

3. Обобщенный метод синтеза. Развиваемый подход
допускает дальнейшие обобщения для нелинейных случаев.
Очевидно, что применение операторного описания ограничений
на управления позволяет сформулировать обобщенные следствия
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из уравнения Беллмана и процедуру синтеза, соответствующую
данному варианту исследуемой задачи.

Естественно, что все трудности в проведении синтеза в
нелинейной постановке особенно характерны для
крупномасштабных систем. Преодоление этих трудностей
возможно различными путями. В частности, для отыскания
подходящей функции Ляпунова или функционала Ляпунова-
Красовского используют либо численные методы, либо оценки
областей притяжения. Последние могут быть построены на
основе рассмотрения уравнений линейного приближения для
объектов с учетом нелинейностей закона управления.

Обобщенная задача субоптимальной стабилизации
крупномасштабных систем. Рассмотрим процедуру обобщения
задачи путем наделения локальных регуляторов достаточно
широкими функциональными возможностями. В этом случае
вследствие существенных нелинейностей, вносимых операторами
управления локальных подсистем, задача устойчивости требует
определенного подхода. Один из таких подходов основан на
введении векторной функции Ляпунова и применении теорем
сравнения. При этом используется вариант синтеза на основе
процедуры Бейли-Матросова.

Постановка задачи. Пусть ЭЭО как динамический объект
содержит подсистемы в виде отдельных энергосистем

*

1
,

N

i i i i i ij j
j

X A X BU H X


     (24)

где in
iX   вектор состоянии; im

iU   векторы
управлений. ,i iA B  матрицы уравнений подсистем;

ijH  матрицы, учитывающие влияние других подсистем. Будем
полагать, что уравнения отдельных подсистем удовлетворяют
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условиям полной управляемости, т. е.
1

1
, ,..., .i

n
n

i i i i i i i
i

rang B A B A B n X



    
Задача управления состоит в формулировке условий

асимптотической устойчивости для случая обобщенных целей,
возложенных на регуляторы локальных подсистем. В этой задаче
требуется определить вектор управлений локальными
подсистемами как решение задачи математического
программирования: найти вектор субоптимальных управлений

2 2* arg min i iU X U    
 (25)

при учете ограничений на переменные (перетоки по линиям)
  iii XXX (26)

и ограничений на управления (воздействия на станции ЭЭО)
  iii UUU (27)

при условии, что уравнения связи между фазовыми
координатами и управлениями определяются матрицами
коэффициентов влияния (для установившихся режимов), которые
имеют вид

iixiixiii BAβ,UβXX~ 1 . (28)

Равенства (28) определяют модель ЭЭО для управления.
Математическая модель замкнутой системы. Уравнения

системы будут представлены в обобщенном виде с
использованием аналитико-численных процедур решения
экстремальных задач, рассмотренных в главе 3. Поскольку
уравнения крупномасштабного объекта соответствуют (24), а

вектор субоптимальных управлений *
iU  можно вычислить с

помощью численно-аналитической процедуры:
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   * 0 0 0, ,U y aP y y y P U      

где  0 0P U  оператор проектирования на линейное многообразие

вида, а 0P   проектор на соответствующее линейное
подпространство. Оператор  z y   проектор на множество

D , определяемое ограничениями (26) и (27) так, что

  , | , .D X U X X X U U U       

В результате  z y  представляет собой оператор

  ,i kU X  описывающий оператор управления локальными
подсистемами с обратной связью по состоянию каждой
подсистемы.

Условия стабилизируемости по частям. Эти условия
совпадают с известными условиями стабилизируемости объектов.
Представим эти условия в форме, которая будет необходима в
дальнейшем. Если ввести семейство функций Ляпунова

1 1 1 1 , ..., ,T T
N N N NV X P X V X P X 

где iP   положительно определенные симметрические матрицы,
и вычислить полную производную по времени для этого
семейства в силу системы (31) при условии: ,0Hij   то

    .T T
i i i i i i i i iV X P A A P X X U   (29)

В последних соотношениях, записанных в общем виде,
учитывается, что формирование управлений локальным
регулятором характеризуется линейной и нелинейной
составляющими.

Оценка области притяжения может быть получена по
стандартной методике, позволяющей задать область притяжения
неявным образом:
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 , .T T
i i i i i i i iX U X Q X U RU     (30)

Применение оценки позволяет получить предельные
значения управлений, которые необходимы для стабилизации
системы в некоторой области фазового пространства.
Соблюдение условий устойчивости в ограниченной области не
является предельным случаем. Область устойчивости можно
расширить до асимптотической устойчивости в целом при
введении взаимосвязей.

Стабилизация с учетом связывания подсистем.
Рассмотрим полную производную функций Ляпунова для каждой
подсистемы учетом влияния взаимосвязей с остальными
подсистемами. Тогда можно получить представление полной
производной по времени функции Ляпунова для отдельных
подсистем

   
1

2 , 0,
N

i i i i i i i ij j
j

V X V X PX H X


 
     

 
 (31)

С учетом ограничений на величину нормы операторов

связей jijjij XhXH   можно преобразовать соотношение (31)

к виду:

   
1

2
N

i i i i i i i ij j
j

V X V X PX h X


    

   2
1

2 .
N

i i i i i i ij j
j

V X c V X h X


   

Воспользуемся результатами Бейли, применив оценки для
квадратичных функций Ляпунова на основании информации о
собственных числах матрицы. Такие оценки имеют вид:
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 2 2
1 2 ,i i i i i ic X V X c X   где 1ic  и 2ic - наименьшее и

наибольшее из собственных значений матрицы Р. Тогда оценка
производной функции Ляпунова на траекториях системы примет
вид

     2
1

2 .
N

i i i i i i i i ij j
j

V X V X c V X h X


    

Продолжая преобразование оценки, можно получить
неравенство

    2

1
2 .

2

N
i i

i i i i ij j
j i

CV X V X h X


 
     

 


В силу неравенства Коши

2
22

1 1 1,
,

N N N

ij j ij j
j j j j i

h X h X
   

 
 

 
  

можно представить полученную оценку в следующем виде

    222

1 1

2 .
2

N N
i i

i i i i ij j
j ji

CV X V X h X
  

     

Учитывая приведенные оценки функции Ляпунова на
основе собственных чисел матрицы квадратичной формы, можно
получить

     22

1 1

2 .
2

N
i i

i i i i ij j j
j i j

cV X V X h V X
C




 
      

 
 

Далее воспользуемся теоремой о дифференциальных
неравенствах С. А. Чаплыгина. В результате можно утверждать,
что:
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     , 0,i i iV X t t t   если     0 0 ,i i iV X 

и

22
.

1, 1

2
2

N
i i

i i ij ij
j j i i j

c h
c

  
 

 
      

 
 

Последнее условие является достаточным для
асимптотической устойчивости замкнутой системы с
алгоритмической обратной связью. Характерно, что применение
операторного представления управлений локальными
подсистемами позволяет использовать специальную методику
исследования устойчивости.

Необходимо отметить, что на основе линейных систем
сравнения можно сформулировать условия устойчивости в виде

неравенств:  1
Δ 0,

i
i  где Δ i  главные диагональные миноры

матрицы сравнения.
Таким образом, рассмотренные методы вычисления

управлений и синтеза замкнутых крупномасштабных систем
управления ЭЭО для ограничения перетоков и управления
частотой и активной мощностью позволяют использовать
иерархические структуры управления, сложившиеся к
настоящему времени в Единой энергосистеме России с учетом
разделения задач по уровням ЦДУ и ОДУ ОЭС АСДУ.
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ

1. Обзор исследований по вопросам управления частотой и
мощностью энергетических объединений позволил
сформулировать один из аспектов энергосбережения как задачу
формирования ресурсов для системы совместного ограничения
перетоков активной мощности по линиям электропередач и
задачу регулирования частоты и обменной мощности
объединенных энергосистем.

2. Математические модели энергетических объединений в
виде коэффициентов распределения, коэффициентов влияния,
системы обыкновенных дифференциальных уравнений и
разностных уравнений многоагрегатных систем позволяют
обеспечить комплекс задач синтеза и исследования систем
управления частотой и активной мощностью. Синтез управлений
для задач ограничения перетоков активной мощности по линиям
электропередач различного класса и задачи регулирования
частоты и обменной мощности энергетических объединений
должен обеспечивать технологические режимы энергетических
объединений.

3. Математические постановки и формулировки задач
систем ограничения перетоков и совместного формирования
ресурсов и вычисления управлений сформулированы в виде
совокупности задач математического программирования на
основе принципов «рациональность-допустимость» и
«оптимальность-допустимость», которые позволяют
формализовать соответствующие целевые условия и
технологические ограничения.

4. Задачи вычисления ресурсов и управлений систем
ограничения перетоков активной мощности могут быть решены
аналитическими или численно-аналитическими методами
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математического программирования. Эти методы определяют
прогнозы необходимых ресурсов для ограничения перетоков и
регулирования частоты и обменной мощности энергетических
объединений. Последнее может быть достигнуто за счет:

- вычислений прогнозов регулировочных диапазонов
станций или «уставок» по предельным значениям перетоков и
управлений.

- прогнозов заданий по обменным мощностям и прогнозов
величин регулировочных диапазонов станций, выбираемых из
условия сохранения статической устойчивости параллельной
работы энергетических систем.

5. Задачи математического программирования для
определения ресурсов системы совместного ограничения
перетоков активной мощности по линиям электропередач и
регулирования частоты и обменной мощности энергетических
объединений позволяют создать алгоритмическую основу для
решения задач энергосбережения и вычисления управляющих
воздействий на регулирующие станции за счет универсальности
ограничений и функционалов задач математического
программирования.

6. Использование модульных (кусочно-линейных) и
квадратичных функционалов позволяет обеспечить разнообразие
вычислительных методов решения задач математического
программирования рассматриваемого класса, включая
численные, аналитико-численные и аналитические процедуры
конечномерной оптимизации. Математические постановки
перечисленных выше задач и подходы к численному или
аналитическому решению сформулированных задач определяют
комплекс методов и алгоритмов совместного прогнозирования и
управления.
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7. Разработанные модели и методы формирования ресурсов
и управлений обобщают подходы, направленные на обеспечение
энергетическими ресурсами систем управления по частоте и
активной мощности в установившихся и переходных режимах.
Полученные результаты позволяет обеспечить первичные и
вторичные возможности сохранения устойчивости параллельной
работы объединенных энергосистем за счет введения
необходимых ресурсов управления в виде требуемых
регулировочных диапазонов станций и предельных «уставок» по
передаче активной мощности по линиям электропередач
энергетических объединений.

8. Сформулированы аппроксимирующие задачи для
определения ресурсов системы управления частотой и активной
мощностью крупных энергетических объединений, которые
построены на основе аппроксимации параллелепипедов
ограничений соответствующими эллипсоидами в конечномерном
пространстве ресурсов и управлений. При этом использована
внутренняя аппроксимация допустимых множеств, которая
строится как часть допустимого множества. Для
аппроксимирующих задач предложена характеристика
разделения возможных оптимальных решений, что позволило
преобразовать общую задачу с ограничениями типа неравенств к
двум вспомогательным задачам с ограничениями типа неравенств
с учетом вариантов принадлежности оптимального решения
внутренней части или границе допустимого множества, которое
возможно на основе необходимых и достаточных условий типа
Куна-Таккера.

9. Для аппроксимирующих задач на основе функций
Лагранжа сформулирована система необходимых условий в виде
системы нелинейных алгебраических уравнений, для которых
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предложена методика последовательного решения, позволяющая
определить множители Лагранжа. Предложенные решения
позволяют получить качественные результаты на основе
конструктивных достаточных критериев совместности
ограничений задач математического программирования, в
частности, при определении необходимых ресурсов для
управления частотой и активной мощностью. Предложенный
критерий совместности ограничений носит общий характер для
решения задач управления ЭЭО.

10. Предлагаемые методы позволяют дополнить
существующее математическое обеспечение
автоматизированного обеспечения диспетчерского управления
объединенных диспетчерских управлений энергетических
объединений (советчиков диспетчеров по типовым и нетиповым
режимам) в части формирования прогнозируемых значений
ресурсов управления для ЭС, внутрисистемных, межсистемных и
транзитных перетоков активной мощности по ЛЭП.

11. Рассмотренные условия возникновения хаотических
режимов позволяют направленно синтезировать управляющие
алгоритмы с учетом специфики энергообъединений.
Предлагаемые критерии и методы управления в условиях
потенциальной возможности возникновения хаоса позволяют
ввести соответствующие корректировки в законы управления, и
повысить энергетическую безопасность ЕЭС России.

12. Полнота рассмотренных централизованных,
иерархических и децентрализованных структур реализации
методов и алгоритмов управления соответствует имеющейся
структуре АСДУ ЕЭС России, что позволяет использовать
результаты для обеспечения энергетической безопасности
энергетики.
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Приложение

МАТЕМАТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ И
ОПТИМИЗАЦИЯ ГИДРАВЛИЧЕСКИХ

СЕТЕЙ В УСТАНОВИВШИХСЯ РЕЖИМАХ
НЕСЖИМАЕМОЙ ЖИДКОСТИ

Козлов В. Н., Нгуен Х. Д., Фирсов А. Н.

Рассматривается гидравлическая сеть (ГС), схема которой
иллюстрируется на рис. П.1. Представление гидравлической сети
с помощью графа, состоящего из m  узлов, n  ветвей и c  линейно-
независимых контуров. Узлы нумеруются индексом i , а ветви
сети индексом j . Модель ГС рассмотрена в [П.1].

jN

i

1i iQ

iP

1iQ 

1iP
j

jy
r

Рис. П.1. Схема гидравлической сети ( jN – насос, создающий
действующий напор или активное давление; r – r-й контур)

Структура (топология) ГС описывается матрицей

инциденций   ,

, 1

i m j n

ij i j
A a

 


  размера  m n :

(1)
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Каждый столбец матрицы A  имеет только два ненулевых
элемента, равных 1 или -1, поэтому сумма всех ее строк
представляет собой нулевую строку, что означает их линейную
зависимость. Таким образом, ранг матрицы A  равен  1m  . В
силу этого свойства матрицы A  может использоваться неполная
матрица соединений А  размера   1m n   для описания

структуры гидравлической сети.
Система линейно-независимых контуров ГС описывается с

помощью матрицы B  размера  c n :

(2)

Узлы гидравлической сети являются источниками,
потребителями или точками ветвления. Пусть iQ – расход

жидкости источников или потребителей и iP – давление в i-м
узле, причем:

(3)

Матрица A используется для формирования уравнений
баланса конечных приращений расходов, а матрица В – для
баланса конечных приращений (перепадов) давлений. Для
разработки математической модели гидродинамики течения
жидкости исходная ГС разделяется на элементарные линейные
участки трубопроводов, а затем записывается система уравнений
динамики жидкости для каждого линейного участка. При этом



471

пренебрегаются потерями в точках соединений между
элементами ГС (между отдельными трубами или между трубой и
насосом). Тогда можно рассматривать давления и расходы на
выходе одного элемента в качестве входных давлений и расходов
для следующих элементов. В точках соединения трех или более
труб на входах и выходах элементов должен выполняться закон
сохранения массы. На практике при исследовании
гидродинамики в системе трубопроводов, как правило,
применяется одномерный способ описания процессов перекачки
жидкости. При этом предполагается, что труба имеет форму
круглого цилиндра и постоянную по длине толщину стенок.
Стенки трубы считаются упругими, а течение в трубе
предполагается осесимметричным. Сдвиговая вязкость жидкости
считается постоянной, при этом объемная вязкость жидкости не
учитывается. Кроме того, при перекачке жидкости по системе
трубопроводов скорость движения жидкости можно считать
малой в сравнении со скоростью звука в жидкости. Система
уравнений описывает динамику течения жидкости в j-й трубе в
координатах «расход-давления» следующим образом [П.2]:

2 0,

1 2 0,

j j j

j j
j j

j

x S p
z c t
p x

a x
z S t

 
   

         

(4)

где:  ,jp z t – давление жидкости в j-й трубе;  ,j j jx z t S w –

массовой расход в j-й трубе. Величина 2 2j j j ja w d

называется коэффициентом затухания в j-й трубе; jw – скорость

жидкости в j-й трубе; jS – площадь сечения j-й трубы; jd –
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диаметр j-й трубы; j – коэффициент потери давления на трения

j-й трубы; c – скорость распространения звука в жидкости; z –
координата по длине трубы.

Система уравнения (4) содержит элемент 2 j ja x , который

является нелинейным в отношении от расхода jx , что

существенно затрудняет решение. В практике используются
способы линеаризации, описывающие нелинейные элементы:

2
2
j j

j j j j j
j

w
a x x b x

d

  , (5)

где 0
2
j j

j
j ср

w
b const

d
 

    
 

. При ламинарном режиме течения

жидкости в круглых трубах коэффициент потери давления на
трения 64 Rej  , где Re j jw d  – число Рейнольдса. Тогда:

2

64 322
2 2
j j j

j j
j j jj j

w w
a b const

d d dw d
 




     , (6)

где  – динамическая вязкость жидкости.
Большинство магистральных трубопроводов содержат

длинные трубопроводы в десятки или сотни километров, и в
отдельных пунктах трассы имеются промежуточные насосные
станции для создания дополнительных давлений или активных
давлений жидкостей в трубопроводах. Математическая модель
представляется системой уравнений (4), которая соответствует
линейному трубопроводу и не учитывает наличие
промежуточных насосных станций. Если исходить из системы
уравнений (4), то влияния насосных станций должны быть
учтены при составлении граничных условий, которые
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увеличивают размер гидравлической сети и затрудняют их
решения. В работах [П.3,П.4] предлагалась методика,
позволяющая учесть влияние промежуточных насосных станций
в дифференциальных уравнениях. При этом сложная
трубопроводная система со многими промежуточными
насосными станциями рассматривалась как единая линейная
трубопроводная система. В общем уравнении учитывалось
влияние этих промежуточных станций. Рассмотрим движение
жидкости в j-м трубопроводе при наличии насосной станции,
создающей активное давление jH  в промежуточной точке jz

трубы. Тогда система уравнений (4) запишется в виде [П.3]:

 

2 0,

1 2 0,

j j j

j j
j j j j

j

x S p
z c t
p x

H z z a x
z S t



 
   

           

(7)

где  jz z  – дельта функция Дирака,   0jz z   , при jz z ;

 jz z    , при jz z . В стационарном режиме течения

жидкости, расходы и давления не зависят от времени, т. е.:

0jp
t




, 0jx

t




. (8)

Из первого уравнения (4), следует 0jx z   . Из уравнений

(8) и интегрирования второго уравнения (7) по z  следует:

1 0j j
i i j

j

b x z
p p H

S


    , (9)

где: 1i i jz z z l    – расстояния от узла (i+1)-го до i-го узлов;

jl – длина j-й трубы. Тогда (9) перепишется в виде:
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j j j jy H R x  ,   (10)

где 1j i iy p p   – перепад давления на концах j-й трубы;

2j j j j j j j j jR b l S l w d S  – коэффициент гидравлического

сопротивления j-й трубы, при ламинарном режиме течения
232j j j j j j jR b l S l S d   .

Уравнение (10) иллюстрирует закон гидравлического
сопротивления, связывающий общую потерю j jR x  давления на

трение, перепад давления jy  на концах трубы и действующий

напор jH . Перепишем уравнение (10) в матричном виде:

y H Rx  ,    (11)

где:  1,..., ,...,
T

j ny y y y – вектор перепада давления на ветвях;

 1,..., ,...,
T

j nH H H H – вектор действующих напоров на ветвях.

Для пассивных ветвей 0jH  ;  1 2, , , nR diag R R R  – матрица

 n n  гидравлического сопротивления сети;  1,..., ,...,
T

j nx x x x

– вектор расхода на ветвях.

Из определения матрицы A  вектор перепада давления y  на
ветвях определяется равенством:

Ty A P ,  (12)

где  1,..., ,..., T
i mP P P P – вектор давления в узлах.

Для любого замкнутого гидравлической сети, из
определения перепад давления 1j i iy p p   , откуда следует, что
сумма перепадов давлений в любом замкнутом контуре равна
нулю, т. е. справедливо линейное алгебраическое уравнение
относительно перепадов давлений:
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0
r

j
j K

y


 ,   (13)

где rK – множество ветви принадлежат в r-му контуру. В
матричном виде соотношение (13) имеет вид:

0By  . (14)
Соотношение (14) представляет собой, по существу, второй

закон Кирхгофа для давлений в узлах сети [П.1]. В каждом узле
сети должны быть выполнены условия неразрывности, для
несжимаемой жидкости: количество жидкости, втекающее в узел
i, равно количеству жидкости, вытекающего из этого узла, т. е.:

i

j i
j D

x Q


 , (15)

где iD – множество ветвей j, которые имеют один конец в i-й
узле. В матричном виде, соотношение (15) имеет вид:

Ax Q ,   (16)

где  1,..., ,...,
T

j mQ Q Q Q – вектор расхода в узлах.

Соотношение (16) представляет собой первый закон
Кирхгофа для расходов на ветвях сети. Кроме того, по всем
узлам, должен быть выполнен закон сохранения массы жидкости,
т. е. должно быть выполнено соотношение:

1,

0i
i m

Q


 .  (17)

Из уравнений (11), (12), (14), (16) и (17) следует система
уравнений, описывающая стационарное состояние распределения
массовых расходов и давления в гидравлической сети, т. е.
уравнения справедливы для установившихся состояний и имеют
следующий вид:
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Ax Q , 0By  , y H Rx  , Ty A P ,
1,

0i
i m

Q


 .    (18)

Первое и второе уравнения системы (18) представляют
собой первый и второй закон Кирхгофа для расходов в ветвях и
давлений в узлах. Закон гидравлического сопротивления в общем
случае является нелинейной функцией расходов, поэтому
система (18) является нелинейной алгебраической системой.

Использование модели (18) позволяет сформулировать
задачу приближенного вычисления распределения расходов и
давления в гидравлической сети, если заданы вектор Q , вектор
действующего напора H  и давления в опорном узле (например

mP ), и закон гидравлического сопротивления. В случае системы с

сосредоточенными параметрами, величины jR , действующие

напоры jH  и узловые расходы iQ , считаются постоянными. В
общем случае гидравлическая сеть является системой с
ограниченными координатами, когда при управлении требуется
учесть наличие регулирующих устройств (регуляторов расхода,
давления, дросселирующих устройств), изменения характеристик

транспортируемой среды и прочие факторы. Тогда  j jR x ,

 j jH x ,  i iQ P  являются функциями неизвестных расходов jx  и

давления iP  в узлах, которые усложняются задачи.
На основе рассмотренной модели можно сформулировать

задачу оптимального управления ГС, обеспечивающего
функциональность сети с минимальными затратами [П.5-П.7].

Задача 1: Вычислить вектор управлений как давлений H ,
создаваемых насосами, чтобы обеспечить заданные расходы Q
потребителей в узлах с минимальными затратами (энергиями) в
насосных станциях при ограничении давления в узлах, чтобы
минимизировать целевую функцию затрат:
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 1 1 1 2 2
T

n nF H c H c H c H c H     ,   (19)

при ограничениях min maxP P P  , где ,  1,..., ,jc j n – удельные

стоимости энергии, вырабатываемой насосом с давлением jH ;

min max, , mP P P  .
Задача 2: Вычислить вектор управления H  для перевода

жидкости от одного стационарного состояния к новому
стационарному состоянию ГС с минимальными отклонениями
давлений в узлах от заданных значений на основе минимизации
целевой функции:

  * * * *
2 1 1 1 2 2 2

T
m m mF P d P P d P P d P P d P P         , (20)

где ,  1,..., ,id i m – удельные затраты по отклонению давления в
i-м узле. Целевая функция может также иметь следующий вид

   22* *
2

m

i i
i

F P P P P P     ,         (21)

где  1/2
2

1

m
ii

z z


  – евклидовая норма, при ограничениях,

приведенных выше.
Если кроме минимизации отклонений давлений в узлах,

минимизируется энергия в насосных станциях, то целевая
функция имеет вид:

  *
3

* *
1 1 1 1 1

T T

n n m m m

F H c H d P P

c H c H d P P d P P

   

        
(22)

Задача 3: Вычислить вектор управления P  для
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максимизации возможной подачи жидкостей заданному
подмножеству потребителей при удовлетворении расходов в
остальных потребителей, т. е. максимизировать целевую
функцию затрата:

 
*

3 i
i I

F Q Q


 ,  (23)

где *I – подмножество номера узлов-потребителей.
При ламинарном режиме течения жидкости в круглых

трубах, когда матрица R в уравнении (11) постоянна,
сформулированные задачи оптимизации являются задачами
кусочно-линейного программирования, и могут быть сведены к
задаче линейного или квадратичного программирования.
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