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Оболочки как элементы разного рода конструкций широко применяются в различных 

областях техники и строительства.  

Тонкостенные элементы современных конструкций в виде оболочек предназначены для 
работы под воздействием механических нагрузок (как статических, так и динамических) и нередко 
температурного поля, обуславливающего появление чисто температурных деформаций.  

Для придания в нужных местах большей жёсткости профиль тонких оболочек может иметь 
плавные утолщения. С целью повышения жёсткости тонкостенная часть оболочки может быть 
подкреплена дискретно расположенными рёбрами. В обоих случаях существенно повышается 
несущая способность конструкции при незначительном увеличении её массы.  

Таким образом, всю конструкцию следует рассматривать как конструкцию переменной 
толщины. В зависимости от характера изменения толщины будем различать оболочки гладко-
переменной и, соответственно, ступенчато-переменной толщины (ребристые оболочки).  

Известно, что тонкие оболочки могут допускать прогибы, соизмеримые с их толщиной (даже 
под воздействием нагрузок, далёких от критических значений).  

Расчёты на прочность, устойчивость и колебания оболочечных конструкций играют важную 
роль при проектировании современных аппаратов, машин и сооружений. Тем не менее, поведение 
тонкостенных конструкций переменной толщины, при котором проявляются геометрическая 
нелинейность, поперечные сдвиги, вязкоупругость (ползучесть) материала, переменность профиля и 
возникают чисто температурные деформации, исследовано недостаточно. Причины тому – 
сложность совместного учёта упомянутых факторов и необходимость решения громоздких 
нелинейных краевых задач. 

Физические основы теплопроводности и термоупругости изложены в энциклопедическом курсе 
Л.Д. Ландау и Е.М. Лифшица [1]. Прикладные аспекты теории упругости и ползучести обстоятельно 
освещены в трудах Н.И. Безухова [2] и Н.Н. Малинина [3]. Вопросам расчётов различного рода 
конструкций на прочность, устойчивость и колебания в условиях высоких температур посвящена 
монография Н.И. Безухова и др. [4]. Анализ современного состояния теории оболочек, 
формулировка основополагающих принципов и построение модели термоупругих оболочек 
постоянной толщины приводится в весьма содержательной работе П.А. Жилина [5]. Современное 
состояние теории ребристых оболочек отражено в работах В.В. Карпова [6], а также зарубежных 
учёных И. Бискова, Дж. Хансена, Б. Чробота, С. Фишера, С. Берта, В. Койтера, Ю. Джиунченга, 
Р. Лижо, Дж. Маковски, В. Петрашкевича, Х. Стампфа и др. [7 -12]. 

Разработке математических моделей термоупругости оболочек переменной толщины для 
задач статики посвящены публикации В.В. Карпова и др. [6, 13]. Однако в статье [13] не учитываются 
поперечные сдвиги (используется модель Кирхгофа-Лява) и геометрическая нелинейность, а также 
не рассматриваются ребристые оболочки. В монографии [6] в задачах термоупругости (приведенных 
исключительно для ребристых оболочек) используется модель Кирхгофа-Лява при учёте 
геометрической нелинейности. В работе В.М. Жгутова [14] построена математическая модель 
термоупругости оболочек (как гладко-переменной, так и ступенчато-переменной толщины) для задач 
статики и динамики при учёте поперечных сдвигов (модель типа Тимошенко-Рейсснера) и 
геометрической нелинейности. Тем не менее, в работе [14] не учитывается возможность проявления 
ползучести материала при достаточно длительных нагрузках. 

Математическому моделированию деформирования ребристых оболочек и оболочек гладко-
переменной толщины при учёте различных свойств материала (нелинейная упругость, ползучесть и 
т.д.) посвящены работы В.М. Жгутова [15 – 18] и др., а также Р.А. Абдикаримова и В.М. Жгутова 
[19, 20]. Но в указанных работах не учитывается возможное влияние температурного поля на 
напряжённо-деформированное состояние и устойчивость исследуемых оболочек. 
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Проектирование и последующее создание лёгких, но вместе с тем прочных и надёжных, 
конструкций требует дальнейшего совершенствования механических моделей деформируемых 
тел, а также разработки новых интегральных методов их расчёта. 

В связи с этим разработка более совершенной математической модели термоползучести 
оболочек является актуальной и важной задачей. 

В настоящей статье предложены математические модели термоползучести оболочек 
переменной толщины (для задач статики и динамики), основанные на модели типа Тимошенко-
Рейсснера (учитывающей поперечные сдвиги).  

В случае ребристых оболочек учитывается также дискретность расположения рёбер, их 
ширина, сдвиговая и крутильная жёсткости. 

Постановка задачи 
Рассмотрим тонкие оболочки общего вида с краем (пологие на прямоугольном плане и 

вращения, в частности, цилиндрические, конические, сферические, торообразные, а также многие 
другие оболочки) [15]. 

Некоторую внутреннюю поверхность оболочки принимаем за отсчётную поверхность 03 =x . 

Координатные линии 1x  и 2x  криволинейной ортогональной системы координат 

( 2/2/ 1 axa ≤≤−  и 2/2/ 2 bxb ≤≤− ) направляем по линиям кривизны (параллелям и 
меридианам в случае поверхности вращения), а ось 3x  – по внутренней нормали отсчётной 

поверхности так, чтобы система координат 321 ,, xxx  была правой. (Полагаем, что определённая 
таким образом сеть координатных линий на отсчётной поверхности оболочки обеспечивает 
гладкость и регулярность её параметризации).  

Дифференциалы длин дуг координатных линий 1x , 2x  и оси 3x  определяем по формулам 
[15]: 

111 dxHdl ⋅= , 222 dxHdl ⋅= , 3333 dxdxHdl =⋅= , 

где ),( 2111 xxHH = , ),( 2122 xxHH = , 13 ≡H  – метрические коэффициенты Лямэ. При этом 1H  и 

2H  зависят от вида оболочки. Например: 121 ≡≡ HH  для пологих оболочек и пластин; 

constH =1  и )( 122 xHH =  в случае оболочек вращения. 

Переменную толщину оболочки kCxxhh ∈= ),(~~
21  задаем ограничивающими её 

(в направлениях нормалей к отсчётной поверхности) гладкими (или ступенчато-гладкими) 

поверхностями ),( 21 xxzz ВВ =  и ),( 22 xxzz НН =  так, что BН zzh −=
~

 и НB zxz ≤≤ 3 . 

(Принадлежность функции ),( 21 xxf  классу гладкости kC  означает, что функция имеет 

непрерывные частные производные до порядка 1≥k  включительно; запись 0
21 ),( Cxxf ∈  

требует только непрерывности по совокупности аргументов). Полагаем, что векторы (ковекторы) 

градиентов Вz∇  и Hz∇  отличны от нуля и коллинеарны ⎟⎟
⎠
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любой точке поверхности 03 =x . 

Пусть ),( 2111 xxKK =  и ),( 2122 xxKK =  – главные кривизны отсчётной поверхности 03 =x  

оболочки в направлениях 1x  и 2x  соответственно. Отметим, в частности, что для пластин 

021 ≡≡ KK ; constKK ≡≡≠ 210  для сферических и constKK ≡≠≡ 21 0  в случае 
цилиндрических оболочек вращения. 

В случае ребристой оболочки за отсчётную поверхность 03 =x  принимаем срединную 

поверхность обшивки толщиной h . Рёбра задаем с помощью ступенчато-гладкой функции 
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0
21 ),( CxxHH ∈= , характеризующей распределение рёбер по оболочке (как правило, с 

внутренней стороны обшивки вдоль координатных линий), их ширину и высоту (возможно 
переменные) [21, 22]. Таким образом, толщина ребристой оболочки равна Hhh +=

~
, причем 

2/hzВ −=  и HhzН += 2/ . 

Считаем, что оболочка находится в стационарном температурном поле ),,( 321 xxxTT =  

[ ]K  и под действием механической нагрузки (статической или динамической) при определённом 
закреплении её края (контура). 

Будем совместно учитывать геометрическую нелинейность, влияние температуры, 
нелинейную упругость (упругопластичность), поперечные сдвиги. В случае ребристых оболочек 
учитываем также дискретное расположение рёбер, их ширину, сдвиговую и крутильную жёсткости. 

Математические модели термоползучести  
рассматриваемых оболочек 

Как известно, математическая модель деформирования оболочки состоит из 
геометрических соотношений, физических соотношений и функционала полной энергии её 
деформации (из условия минимума которого следуют уравнения равновесия или движения). 

Геометрические соотношения 
Геометрические соотношения (зависимости деформаций от перемещений) в отсчётной 

поверхности 03 =x  с учётом геометрической нелинейности и влияния температуры имеют вид:  

01111
~~ εεε −= ; 02222

~~ εεε −= ; 21211212
~~ γγγγ === , (1)

где 11ε , 22ε  и 2112 γγ =  – деформации растяжения или сжатия вдоль линий 21, xx  и сдвига в 

касательной плоскости ),( 21 dxdx  – составляющие геометрических соотношений (1), 

обусловленные исключительно механической нагрузкой; 0
~ε  – чисто температурные деформации 

(«температурные» составляющие). 

Здесь: 
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где ),( 2111 xxuu = , ),( 2122 xxuu =  и ),( 2133 xxuu =  – компоненты вектора перемещений точек 

отсчётной поверхности вдоль координатных линий 1x , 2x  и оси 3x  соответственно; 
αl
D
∂

, 31 ≤≤α  

– операторы ковариантного дифференцирования по направлениям αl  произвольных полей (в 

частности, скалярного поля ),,( 321 xxxaa = , векторного поля ),,( 321 xxxaa ii = , 31 ≤≤ i , поля 

тензора второго ранга ),,( 321 xxxaa ikik = , и т.д.). 

Напомним, что операторы ковариантного (абсолютного) дифференцирования 
αl
D
∂

 

действуют по правилам [23, 24]: 

aa
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и, соответственно, 

3,1 ≤≤ ki
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где ),,( 321 xxxikik αα Γ=Γ  – символы Кристоффеля (1-го рода), 3,,1 ≤≤ αki . 

Как известно, символы Кристоффеля симметричны по крайним  индексам  при  α≠≠ kik ,   

( kiik αα Γ=Γ ) и антисимметричны по первым двум индексам ( αα kiik Γ−=Γ ), а потому величины αikΓ  

с разными значениями индексов равны нулю ( 0=Γ αik  при αα ≠≠≠ kiki ,, ). Это значит, что в 

ортогональной криволинейной системе координат из 27 величин αikΓ  ненулевыми могут быть не 

более 12: kikikk Γ−=Γ . 

При этом 
i

k
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k

ki
kikikk x
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ln11
, а те 12 из 27 величин αikΓ , которые в 

ортогональной криволинейной системе координат могут быть отличными от нуля, имеют вид: 
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Таким образом,  
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Введём обозначения: 
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Тогда с учётом выражений (3) и (4) составляющие от механической нагрузки (2) 
геометрических соотношений (1) принимают вид:  
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В ряде случаев можно полагать, что в процессе деформирования 
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а значит, 
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Для пластин 021 ≡≡ KK  и 121 ≡≡ HH  (как было отмечено выше), а потому операторы 

ковариантного дифференцирования 
αl
D
∂

, 31 ≤≤α  совпадают с операторами обычного 

дифференцирования 
αx∂
∂

 и составляющие (2), (5) от механической нагрузки геометрических 

соотношений (1) максимально упрощаются: 
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1

3

2

1

1

2
2112 x

u
x
u

x
u

x
u

∂
∂
⋅

∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

== γγ . (6) 

В соотношениях (2), (5) и (6) квадратичные члены характеризуют геометрическую 
нелинейность, которую следует учитывать в случаях, когда поперечные перемещения 3u  

(прогибы) соизмеримы с толщиной оболочки h~ .  

Деформации поперечных (также как и продольных) сдвигов не зависят от температуры [1, 
14] и могут быть определены по формулам:  

1313 )( Φ= xfcγ ; 2323 )( Φ= xfcγ . 

Здесь )( 3xf  – функция, характеризующая распределение напряжений 13τ и 23τ  в главных 

нормальных сечениях ),( 31 dxdx  и ),( 32 dxdx  оболочки, такая, что 0)()( == НВ zfzf , 

1)(~
1

33 =∫
Н

В

z

z

dxxf
h

, сdxxf
h

Н

В

z

z

/1)(~
1

33
2 =∫  ( c  – константа); 

1

3
11 l
Du
∂

+Ψ=Φ  и 
2

3
22 l
Du
∂

+Ψ=Φ  – 

полные углы сдвигов, где 11 ψtg=Ψ  и 22 ψtg=Ψ , причём ),( 2111 xxψψ =  и ),( 2122 xxψψ =  – 
углы поворота отрезка нормали к отсчётной поверхности в соответствующих главных нормальных 
сечениях оболочки [14, 15]. 

В качестве )( 3xf  используем квадратичную зависимость [14, 15]: 

( )( ) 2
323103323 ~

6)( xfxffzxzx
h

xf ВН ++=−−−= , 

где 
20 ~

6
h
zzf ВН−= ; 

21 ~
)(6

h
zzf ВН +

=  и 
22 ~

6
h

f −= , и тогда 6/5=с . 

Перемещения в слоях constx =3  вычисляем по формулам [14, 15]: 

131
)3(

1 Φ⋅+= xuu x , 232
)3(

2 Φ⋅+= xuu x , 3
)3(

3 uu x = . (7) 

Отсюда для деформаций в слоях constx =3  получаем выражения: 

εεεε ~~~ )3(
111311

)3(
11 −=Χ⋅+= xx x ; εεεε ~~~ )3(

222322
)3(

22 −=Χ⋅+= xx x ; 12312
)3(

12 2Χ⋅+= xx γγ , (8) 

где Tαε =~ , 1311
)3(

11 Χ⋅+= xx εε  и 2322
)3(

22 Χ⋅+= xx εε . 

Здесь α  – коэффициент линейного теплового расширения материала [ ]1−K ;  
T  – температура оболочки в данной точке;  

2
2

1

211

1

11

1
1

11
Φ

∂
∂

+
∂
Φ∂

=
∂
Φ

≡Χ
x
H

HHxHl
D

; 

1
1

2

212

2

22

2
2

11
Φ

∂
∂

+
∂
Φ∂

=
∂
Φ

≡Χ
x
H

HHxHl
D

; 
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⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
Φ

∂
∂

+Φ
∂
∂

−
∂
Φ∂

+
∂
Φ∂

=
∂
Φ

+
∂
Φ

≡Χ 2
1

2
1

2

1

212

1

21

2

12

1

1

2
12

1112
x
H

x
H

HHxHxHl
D

l
D

.  

Считаем, что температурное поле )( 321 x,x,xT  (определяемое из решения уравнения 

теплопроводности) задано и соответствует установившемуся тепловому режиму. Вдоль оси 3x  
оно может быть представлено с помощью квадратичного закона распределения [14]: 

( ) ( ) ( ) ( ) ∑
=

−
⋅− ⋅=⋅⋅

3

1

1
31

2
32123211210321

i

i
i xTxx,xT+xx,xT+x,xT=x,x,xT  (9) 

или линейной зависимости, применимой для тонких оболочек: 

( ) ( ) ( ) ∑
=

−
⋅− ⋅=⋅

2

1

1
313211210321

i

i
i xTxx,xT+x,xT=x,x,xT , 

где ( )2100 x,xTT = , ( )2111 x,xTT =  и ( )2122 x,xTT =  – известные функции. 

В ряде случаев можно предполагать (равномерное температурное поле): 

( ) ( )210321 x,xT=x,x,xT . 

Известно, что для многих материалов при достаточно высоких или низких температурах 
модуль упругости E  и коэффициент α  заметно изменяются. В этом случае для вычисления их 
значений могут быть использованы аппроксимации [14]: 

1
3

1
1

2
210)( −

=
−∑=++= i

i
i TETETEETE=E ; (10) 

1
2

1
110)( −

=
−∑== j

j
j TT+T= ααααα , (11) 

где 0E  и 0α  – некоторые «начальные» значения E  и α ; 1E , 2E  и 1α  – экспериментальные 
параметры. 

Как правило, 0E  и 0α  (и, соответственно, коэффициенты 1E , 2E  и 1α ) отвечают значению 

СT 020= . 

В большинстве случаев коэффициент Пуассона μ  материала не зависит от изменений 
температуры в достаточно обширной температурной области. 

С учётом представления (9) аппроксимации (10) и (11) могут быть записаны для каждой 
точки ),,( 321 xxxPP =  оболочки в виде [14]: 

1
3

5

1
1

4
34

3
33

2
32310321

~~~~~~),,()( −

=
− ⋅=⋅+⋅+⋅+⋅+== ∑ i

i
i xExExExExEExxxEPE=E ; (12) 

∑
=

−
− ⋅=⋅+⋅==

3

1

1
31

2
32310321

~~~~),,()(
i

i
i xxx+xxxP= ααααααα . (13) 

Здесь 0
~E , 1

~E , 2
~E , 3

~E , 4
~E  и 0

~α , 1
~α , 2

~α  – суть функции точки ),( 2100 xxPP =  отсчётной 

поверхности 03 =x  оболочки, подробные выражения для которых приведены в основном тексте 
работы [14]. 

Для чисто температурных деформаций Tαε =~  с учётом выражений (12) и (13) будем иметь: 

=== )()()(~~ PTPP αεε ∑
=

−
− ⋅=⋅+⋅+⋅+⋅+

5

0

1
31

4
34

3
33

2
32310

~~~~~~
i

i
i xxxxx εεεεεε , (14) 

где  

ik

k

i
ikkk TxxP −

=
∑===

0
210

~),(~)(~~ αεεε  , 40 ≤≤ k  (15) 
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суть коэффициенты при kz  (функции точки ),( 2100 xxPP = ) в представлении (14) (считаем, что 

0~ =iα  при 2>i  и 0=−ikT  при 2>− ik ). 

В развернутом виде выражения (15) для функций kε
~  в соотношении (14) приведены в 

приложении 1 работы [14].  

Физические соотношения 
Как известно, в настоящее время существует несколько теорий ползучести, каждая из 

которых применима для определённого круга материалов в зависимости от многих факторов.  

Для металлов (ползучесть в которых развивается только при высоких температурах) обычно 
пользуются теорией течения, которая хорошо описывает ползучесть при напряжениях, 
изменяющихся монотонно и медленно, но основана на ярко выраженной нелинейной зависимости 

dtd /ε = f ( t,σ ). 

Более полное описание ползучести дает теория упрочения, согласно которой dtd /ε = f ( ,σ
dtd /ε ). Теория упрочения правильно улавливает особенности ползучести при изменяющихся 

напряжениях и удобна для анализа кратковременной ползучести при высоком уровне напряжений, 
однако её применение связано с большими математическими трудностями. 

В механике полимеров и для бетона широко используется линейный вариант теории 
наследственности, основанный на принципе суперпозиции деформаций и учитывающий историю 
напряжённого состояния.  

В соответствии с линейной теорией наследственности физические соотношения для 
изотропного материала могут быть записаны в виде: 

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
+−+

−
= ∫

t

t

xxxx dsstRE

0

),(1)(
1

)3(
22

)3(
11

)3(
22

)3(
11211 μεεμεε

μ
σ ; 

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
+−+

−
= ∫

t

t

xxxx dsstRE

0

),(1)(
1

)3(
11

)3(
22

)3(
11

)3(
22222 μεεμεε

μ
σ ; 

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
−

−
= ∫

t

t

xx dsstRE

0

),(2
)1(2

)3(
12

)3(
1212 γγ

μ
τ ; 

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
−

−
= ∫

t

t

dsstRE

0

),(2
)1(2 131313 γγ

μ
τ ; 

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
−

−
= ∫

t

t

dsstRE

0

),(2
)1(2 232323 γγ

μ
τ , 

(16) 

где ),(1 stR  и ),(2 stR  – функции влияния (ядра релаксации) материала при растяжении (или 
сжатии) и сдвиге соответственно, s  – переменная интегрирования (имеющая смысл времени). 

Для полимерных материалов и старого бетона функции влияния имеют вид соответственно: 

1
11

1)()exp(),(1 −−⋅−⋅= γβ sttRstR , 1
22

2)()exp(),(2 −−⋅−⋅= γβ sttRstR ; (17) 

[ ])()1(exp),(1 00 stECECstR −⋅+−= ηη , 
E
GstRstR ⋅= ),(2),(2 1 , (18) 

где 1R , 2R , 1β , 2β , 1γ , 2γ , η  и 0C  – экспериментальные параметры; )1(2/ μ+= EG . 

Весьма хорошо удовлетворяет опытным данным теория упругоползучего тела – линейный 
вариант наследственной теории, обобщённый на случай учёта процесса старения материала 
(в частности, бетона). 
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(Предполагается случай простого нагружения, при котором внешние силы возрастают 
пропорционально некоторому параметру (например, времени) или постоянны; тогда главные оси 
напряжённого состояния сохраняют свои направления в процессе деформирования в каждой 
точке). 

Опыт показывает, что с ростом температуры вязкоупругие свойства материалов ещё более 
усиливаются. 

В соответствии с теорией упругоползучего тела физические соотношения в случае 
вязкоупругого изотропного материала оболочки, находящейся в температурном поле, могут быть 
представлены в следующем виде. 

Напряжения растяжения (или сжатия) в направлениях 1x  и 2x : 

( ) ( )TCTCMCMECE= σσσσσσσ −−−=− 1111111111
~~~ ; (19) 

( ) ( )TCTEMСMEСE= σσσσσσσ −−−=− 2222222222
~~~ . (20) 

Здесь: 

1) E
11

~σ , E
22

~σ – термоупругие составляющие напряжений растяжения или сжатия [14]: 

[ ] [ ] TEMExxE Px+PE+PE σσεμμμεε
μ

εμε
μ

σ −=+−Χ+Χ+
−

=
−

= 1121322112
)3(

22
)3(

11211 )(~)1()(
1

)(~~
1

)(~ ; (21) 

[ ] [ ] TEMExxE Px+PE+PE σσεμμμεε
μ

εμε
μ

σ −=+−Χ+Χ+
−

=
−

= 2212311222
)3(

11
)3(

22222 )(~)1()(
1

)(~~
1

)(~ , (22) 

где [ ])(
1

)(
2132211211 Χ+Χ+

−
= μμεε

μ
σ x+PEME , [ ])(

1
)(

1231122222 Χ+Χ+
−

= μμεε
μ

σ x+PEME  – 

составляющие термоупругих напряжений растяжения, имеющие тот же вид, что и при чисто 
механической нагрузке (с той разницей, что входящий в их выражения модуль упругости 

)(PEE =  является зависящей от температуры в точке P  величиной); 21
)(~)1(

μ
σμσ

−
+

=
PTE  – 

составляющая термоупругих напряжений растяжения, обусловленная чисто температурными 
деформациями (величину )(~)()(~ PPEP εσ ⋅=  вычисляем по формуле (25), приведённой ниже);  

2) С
11

~σ , С
22

~σ  – термовязкоупругие составляющие напряжений растяжения: 

[ ]=
−

= )3(
22

)3(
11211

~~
1

),,(1)(~ xxС +PstRPE εμε
μ

σ

[ ] TCMCPx+PstRPE σσεμμμεε
μ

−=+−Χ+Χ+
−

= 1121322112 )(~)1()(
1

),,(1)(
; 

(23) 

[ ]=
−

= )3(
11

)3(
22222

~~
1

),,(1)(~ xxP +PstRPE εμε
μ

σ

[ ] TCMCPx+PstRPE σσεμμμεε
μ

−=+−Χ+Χ+
−

= 2212311222 )(~)1()(
1

),,(1)(
, 

(24) 

где [ ])(
1

)(
2132211211 Χ+Χ+

−
= μμεε

μ
σ x+PEMC , [ ])(

1
),,(1)(

1231122222 Χ+Χ+
−

= μμεε
μ

σ x+PstRPEMC  – 

составляющие термовязкоупругих напряжений растяжения, имеющие тот же вид, что и при чисто 
механической нагрузке (с той разницей, что входящие в их выражения модуль упругости 

)(PEE =  и функция влияния ),,(1 PstR  являются зависящими от температуры в точке P  

величинами); 21
),,(1)(~)1(

μ
σμσ
−

+
=

PstRPTP  – составляющая термопластических напряжений 

растяжения, обусловленная чисто температурными деформациями.  

В формулах (21) – (24)  
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=⋅= )(~)()(~ PPEP εσ  

1
3

9

1
1

8
38

7
37

6
36

5
35

4
34

3
33

2
32310

~~~~~~~~~~ −

=
−∑=++++++++= i

i
i xxxxxxxxx σσσσσσσσσσ ,  

(25) 

где 

∑
=

−⋅===
k

i
ikikkk ExxP

0
210

~~),(~)(~~ εσσσ  , 80 ≤≤ k  (26) 

(считаем, что 0~ =iE  при 4>i , 0~ =−ikε  при 4>− ik ) [8]. 

В развёрнутом виде выражения (26) для коэффициентов kσ~  в соотношении (25) 
представлены в приложении 2 работы [14]. 

Напряжения сдвигов в плоскостях ),( 21 dxdx  и ),( 31 dxdx , ),( 32 dxdx  имеют тот же вид, что и 
при чисто механической нагрузке:  

CE= 121212
~~~ τττ − ; CE= 131313

~~~ τττ − ; CE= 232323
~~~ τττ − .  (27) 

Здесь: 

1) E
12

~τ  и E
13

~τ , E
23

~τ  – термоупругие составляющие напряжений сдвига [14]: 

( )12312
)3(

1212 2
)2(1

)(
)2(1

)(~ Χ⋅+= x
+
PE

+
PE= xE γ

μ
γ

μ
τ ; (28) 

[ ]
)1(2
)(~

)(
)1(2

)(
)1(2

)(~ 1
131313 μ

τ
μ

γ
μ

τ
+
Pcxfc

+
PE

+
PEE Φ

=Φ== ; (29) 

[ ]
)1(2
)(~

)(
)1(2

)(
)1(2

)(~ 2
232323 μ

τ
μ

γ
μ

τ
+
Pcxfc

+
PE

+
PE=E Φ

=Φ= ; (30) 

2) P
12

~τ  и P
13

~τ , P
23

~τ  – термовязкоупругие составляющие напряжений сдвига: 

( )12312
)3(

1212 2
)2(1

),,(2)(
)2(1

),,(2)(~ Χ⋅+= x
+

PstRPE
+

PstRPE= xP γ
μ

γ
μ

τ ; (31) 

[ ]
)1(2

)(~),,(2)(
)1(2

),,(2)(
)1(2

),,(2)(~ 1
131313 μ

τ
μ

γ
μ

τ
+

PPstRcxfc
+

PstRPE
+

PstRPEE Φ
=Φ== ;  (32) 

[ ]
)1(2

)(~),,(2)(
)1(2

),,(2)(
)1(2

),,(2)(~ 2
232323 μ

τ
μ

γ
μ

τ
+

PPstRcxfc
+

PstRPE
+

PstRPE=E Φ
=Φ= .  (33) 

В формулах (32) и (33): 

=⋅= )()()(~
3xfPEPτ 1

3

7

1
1

6
36

5
35

4
34

3
33

2
32310

~~~~~~~~ −

=
−∑=++++++ i

i
i xxxxxxx ττττττττ ,  (34) 

где 

∑
=

−⋅===
k

i
ikikkk fExxP

0
210

~),(~)(~~ τττ  , 60 ≤≤ k  (35) 

(считаем, что 0~ =iE  при 4>i  и 0=−ikf  при 2>− ik ) [14]. 

В развёрнутом виде выражения (35) для коэффициентов kτ~  в соотношениях (34) 
представлены в приложении 3 работы [14]. 
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Проинтегрируем напряжения (19), (20), (27) по переменной 3x , HB zxz ≤≤ 3 . Получим 
следующие выражения для внутренних силовых факторов, приведённых к отсчётной поверхности 
оболочки (и приходящихся на единицу длины сечения, т.е. погонных). 

Усилия растяжения или сжатия в направлениях 1x  и 2x : 

( ) ( )TCTEMCMECE NNNNNN=N −−−=− 1111111111
~~~

; (36) 

( ) ( )TCTEMCMECE NNNNNN=N −−−=− 2222222222
~~~

. (37) 

Здесь: 

1) EN11
~

, EN22
~

 – термоупругие составляющие усилий растяжения [14]: 

∫=
H

В

z

z

EE dxN 31111
~~ σ ( ) ( ) TEME NNPNII −=+−Χ+Χ++= 11021222111 )(~)1( μμμεε ; (38) 

∫=
H

В

z

z

EE dxN 32222
~~ σ ( ) ( ) TEME NNPNII −=+−Χ+Χ++= 22012211221 )(~)1( μμμεε , (39) 

где ( ) ( )2122211111 Χ+Χ++= μμεε IINME  и ( ) ( )1221122122 Χ+Χ++= μμεε IIN ME  – составляющие 
термоупругих усилий растяжения, имеющие тот же вид, что и при чисто механической нагрузке 

(величины ∫−
=

H

В

z

z

dxPEI 321 )(
1

1
μ

, ∫−
=

H

В

z

z

dxxPEI 3322 )(
1

1
μ

 вычисляем по формулам (57), (58), 

приведённым ниже); )(~)1( 0PNN ETE μ+=  – составляющая термоупругих усилий растяжения, 

обусловленная чисто температурными деформациями (величину ∫−
=

H

В

z

z

E dxPPN 320 )(~
1

1)(~ σ
μ

 

вычисляем по формуле (59), приведённой ниже); 

2) CN11
~

, CN22
~

 – термопластические составляющие усилий растяжения: 

∫=
H

В

z

z

CC dxN 31111
~~ σ ( ) ( ) TCMCCCC NNPNII −=+−Χ+Χ++= 11021222111 )(~)1( μμμεε ; (40) 

∫=
H

В

z

z

CC dxN 32222
~~ σ ( ) ( ) TCMCCCC NNPNII −=+−Χ+Χ++= 22012211221 )(~)1( μμμεε , (41) 

где ( ) ( )2122211111 Χ+Χ++= μμεε CCMC IIN , ( ) ( )1221122122 Χ+Χ++= μμεε CCMC IIN  – составляющие 
термопластических усилий растяжения, имеющие тот же вид, что и при чисто механической 

нагрузке ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

−
=

−
= ∫ ∫

H

В

H

В

z

z

z

z

PC dxxPstRPEIdxPstRPEI 3322321 ),,(1)(
1

1,),,(1)(
1

1
μμ

; 

)(~)1( 0PNN CTP μ+=  – составляющая термопластических усилий растяжения, обусловленная 

чисто температурными деформациями ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

−
= ∫

H

В

z

z

C dxPstRPPN 320 ),,(1)(~
1

1)(~ σ
μ

. 

Усилие сдвига в касательной плоскости ),( 21 dxdx  имеет тот же вид, что и при чисто 
механической нагрузке:  

СE NN=N 121212
~~~ − . (42) 
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Здесь: 

1) EN12
~

 – термоупругая составляющая усилия сдвига [14]: 

∫=
H

В

z

z

EE dxN 31212
~~ τ ( )1221211 2Χ⋅+= II γμ , (43) 

где 2/)1(1 μμ −= ; 

2) СN12
~

 – термовязкоупругая составляющая усилия сдвига:  

∫=
H

В

z

z

СС dxN 31212
~~ τ ( )1221211 2Χ⋅+= СС II

))
γμ , (44) 

где ∫ ∫−
=

−
=

H

В

H

В

z

z

z

z

СC dxxPstRPEIdxPstRPEI 3322321 ),,(2)(
1

1,),,(2)(
1

1
μμ

))
.  

Изгибающие моменты вдоль линий 1x  и 2x : 

( ) ( )TСTEMСMEСE MMMMMM=M −−−=− 1111111111
~~~

; (45) 

( ) ( )TСTEMСMEСE MMMMMM=M −−−=− 2222222222
~~~

. (46) 

Здесь: 

1) EM11
~

, EM 22
~

 – термоупругие составляющие изгибающих моментов [14]: 

∫=
H

В

z

z

EE dxxM 331111
~~ σ ( ) ( ) TEME MMPMII −=+−Χ+Χ++= 11021322112 )(~)1( μμμεε ; (47) 

∫=
H

В

z

z

EE dxxM 331122
~~ σ ( ) ( ) TEME MMPMII −=+−Χ+Χ++= 22012311222 )(~)1( μμμεε , (48) 

где ( ) ( )2132211211 Χ+Χ++= μμεε IIM ME , ( ) ( )1231122222 Χ+Χ++= μμεε IIM ME  – составляющие 
термоупругих изгибающих моментов, имеющие тот же вид, что и при чисто механической нагрузке 

(величину 3
2

323 )(
1

1 xdxPEI
H

В

z

z
∫−

=
μ

 вычисляем по формуле (60), приведённой ниже); 

)(~)1( 0PMM ETE μ+=  – составляющая изгибающих моментов, обусловленная чисто 

температурными деформациями (величину ∫−
=

H

В

z

z

E dxxPPM 3320 )(~
1

1)(~ σ
μ

 вычисляем по формуле 

(61), приведённой ниже); 

2) СM11
~

, СM11
~

 – термовязкоупругие составляющие изгибающих моментов:  

∫=
H

В

z

z

СС dxxM 331111
~~ σ ( ) ( ) TСMСССС MMPMII −=+−Χ+Χ++= 11021322112 )(~)1( μμμεε ; (49) 

∫=
H

В

z

z

СС dxxM 331122
~~ σ ( ) ( ) TСMССС MMPMII −=+−Χ+Χ++= 22012311222 )(~)1( μμμεε , (50) 
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где ( ) ( )2132211211 Χ+Χ++= μμεε ССMС IIM , ( ) ( )1221122222 Χ+Χ++= μμεε ССMС IIM  – 
составляющие термовязкоупругих изгибающих моментов, имеющие тот же вид, что и при чисто 

механической нагрузке ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

−
= ∫ 3

2
323 ),,(1)(

1
1 xdxPstRPEI

H

В

z

z

С

μ
; )(~)1( 0PMM CTP μ+=  – 

составляющая изгибающих моментов, обусловленная чисто температурными деформациями 

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

−
= ∫

H

В

z

z

C dxxPstRPPM 3320 ),,(1)(~
1

1)(~ σ
μ

. 

Крутящий момент вдоль касательной плоскости ),( 21 dxdx  имеет тот же вид, что и при чисто 
механической нагрузке:  

CE MM=M 121212
~~~ − . (51) 

Здесь:  

1) EM12
~

 – термоупругая составляющая крутящего момента [14]: 

∫=
H

В

z

z

EE dxxM 331212
~~ τ  [ ]12321 2Χ⋅+= II xyγμ ; (52) 

2) CM12
~

 – термовязкоупругая составляющая крутящего момента: 

∫=
H

В

z

z

CC dxxM 331212
~~ τ ( )1231221 2Χ⋅+= CC II

))
γμ , (53) 

где 3
2

323 ),,(2)(
1

1 xdxPstRPEI
H

В

z

z

С ∫−
=

μ
)

. 

Поперечные усилия в главных нормальных сечениях ),( 31 dxdx , ),( 32 dxdx  имеют тот же 
вид, что и при чисто механических деформациях: 

CE QQ=Q 131313
~~~

− ; CE QQ=Q 232323
~~~

− . (54) 

Здесь: 

1) EQ13
~

 и EQ23
~

– термоупругие составляющие поперечных сил [14]: 

)(~~~
0131313 PQcdxQ

H

В

z

z

EE ⋅Φ== ∫τ ; )(~~~
0232323 PQcdxQ

H

В

z

z

EE ⋅Φ== ∫τ , (55) 

где величина ∫+
=

H

В

z

z

E dxPPQ 30 )(~
)1(2

1)(~ τ
μ

 вычисляется по формуле (62), приведённой ниже; 

2) CQ13
~

, CQ23
~

– термопластические составляющие поперечных сил: 

)(~~~
0131313 PQcdxQ C

z

z

CC
H

В

⋅Φ== ∫τ ; )(~~~
0232323 PQcdxQ C

z

z

CC
H

В

⋅Φ== ∫τ , (56) 

где ∫+
=

H

В

z

z

P dxPstRPPQ 30 ),,(2)(~
)1(2

1)(~ τ
μ

.  

Приведём для величин, входящих в формулы (36) – (39), (42), (43), (45) – (52), (54), (55) 
некоторые расчётные соотношения, полученные в работе [14]: 
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2
4433221100

2

5

1
11

1 1

~~~~~

1

~

μμ −
++++

=
−

=
∑
=

−− AEAEAEAEAE
AE

I m
mm

; 
(57) 

2
5443322110

2

5

1
1

2 1

~~~~~

1

~

μμ −
++++

=
−

=
∑
=

− AEAEAEAEAE
AE

I m
mm

; 
(58) 

2
887766554433221100

2

9

1
11

0 1

~~~~~~~~~

1

~

)(~
μ

σσσσσσσσσ
μ

σ

−
++++++++

=
−

=
∑
=

−− AAAAAAAAA
A

PN m
mm

E ; 
(59) 

2
6453423120

2

5

1
11

3 1

~~~~~

1

~

μμ −
++++

=
−

=
∑
=

+− AEAEAEAEAE
AE

I m
mm

; 
(60) 

2
988776655443322110

2

9

1
1

0 1

~~~~~~~~~

1

~

)(~
μ

σσσσσσσσσ
μ

σ

−
++++++++

=
−

=
∑
=

− AAAAAAAAA
A

PM m
mm

E ; 
(61) 

)1(2

~~~~~~~

)1(2

~

)(~ 66554433221100

7

1
11

0 μ
τττττττ

μ

τ

+
++++++

=
+

=
∑
=

−− AAAAAAA
A

PQ m
mm

E . 
(62) 

Нам понадобится ещё одно выражение, приведённое в статье [14]: 

[ ]
2

12121111221100
2

12

1
11

3201 1

~~...~~~

1

~

)(~
1

1)(
μ

πππππ
μ

π
π

μ −
+++++

=
−

=
−

=
∑

∫ =
−− AAAAA

A
dxPPN m

mmz

z

E
H

В

, 
(63) 

где  
1

3

13

1
1

12
312

11
311

2
32310

~~~...~~~)(~)(~)(~ −

=
−∑=+++++=⋅= i

i
i xxxxxPPP ππππππεσπ , (64) 

причём  

∑
=

−⋅===
k

i
ikikkk xxP

0
210

~~),(~)(~~ εσπππ , 120 ≤≤ k  (65) 

(считаем, что 0~ =iσ  при 8>i  и 0~ =−ikε  при 4>− ik ). 

Выражения (65) для коэффициентов kπ~ , входящих в соотношение (64), в развернутом виде 
приведены в приложении 4 работы [14]. 

В формулах (57) – (63) ∫ −
− =

H

В

z

z

m
m dxxA 3

1
31 , 121 ≤≤m  – геометрические характеристики 

главных нормальных сечений оболочки [14].  

Функционал W  полной энергии деформации  
Функционал W  полной энергии деформации рассматриваемых оболочек на данном отрезке 

[ ]10 , tt  времени t  для задач динамики в соответствии с [5, 25, 26] имеет вид: 

( )∫ +−=
1

0

~t

t
dtАUКW ,  (66) 

где К  и U~  – кинетическая и потенциальная энергии оболочки; А  – работа внешних сил. 
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В задачах динамики подлежащие определению функции перемещений 1u , 2u , 3u  и углов 

1Ψ , 2Ψ  являются не только функциями координат 21, xx , но и времени t : ),,( 2111 txxuu = , 

),,( 2122 txxuu = , ),,( 2133 txxuu =  и ),,(11 tyxΨ=Ψ , ),,(22 tyxΨ=Ψ . 

Для задач статики полная энергия деформации оболочки (функционал Лагранжа) может 
быть записана в виде [1, 2, 5 -26]: 

AUW −= ~
. (67) 

В соотношениях (66) и (67): 

Ω
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂

∂
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂

∂
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂

∂
= ∫∫∫

Ω

d
t
u

t
uH

t
uHK

xxx

 
2

2)3(
3

2)3(
2

2

2)3(
1

1
ρ

; (68) 

∫∫∫
Ω

Ω++++= dU xxx ]~~~~~~~[
2
1~

23231313
)3(

1212
)3(

2222
)3(

1111 γτγτγτεσεσ ; (69) 

=A ∫∫ ++
S

dSquuPuP )( 32211 . (70) 

Здесь ρ  – плотность материала оболочки )( const≈ρ ; 1P , 2P  и 3Pq ≡  – компоненты внешней 

механической нагрузки в направлениях 1x , 2x  и 3x  (в задачах динамики – функции не только 

координат 1x  и 2x , но и времени t ); [ ] [ ] [ ]НВ zzbbaa ,2/,2/2/,2/ ×−×−=Ω  – компакт в 

пространстве ),,( 321 xxx ; [ ] [ ]2/,2/2/,2/ bbaaS −×−=  – компакт на плоскости ),( 21 xx ; Ωd  и 

dS  – дифференциалы объёма и отсчётной поверхности данной оболочки 
);( 212132121 dxdxHHdSdxdxdxHHd ==Ω . (Координаты 1x , 2x , 3x  считаются неподвижными). 

С учётом соотношений (8), (19), (20), (27) выражение для потенциальной энергии (69) 
запишем в виде: 

+−+−+−= ∫∫∫
Ω

)3(
121212

)3(
222222

)3(
111111 )~~(~)~~(~)~~[(

2
1~ xСExСExСEU γττεσσεσσ  

=Ω−+−+ dСEСE ])~~()~~( 232323131313 γττγττ

=Ω+++−−+−−= ∫∫∫
Ω

dxxTMxTM ]~~~)~)(()~)([(
2
1

23231313
)3(

1212
)3(

2222
)3(

1111 γτγτγτεεσσεεσσ  

TMСE UUUU −=− ~~
. 

(71) 

Здесь:  

( )∫∫∫
Ω

Ω++++= dU EExExExEE
23231313

)3(
1212

)3(
2222

)3(
1111

~~~~~~~
2
1~ γτγτγτεσεσ ; (72) 

( )∫∫∫
Ω

Ω++++= dU ССxСxСxСС
23231313

)3(
1212

)3(
2222

)3(
1111

~~~~~~~
2
1~ γτγτγτεσεσ  (73) 

суть термоупругая и термовязкоупругая составляющие потенциальной энергии (69) 
деформирования оболочки; 

( ) =Ω++++= ∫∫∫
Ω

dU xxMxMM
23231313

)3(
1212

)3(
2222

)3(
1111

~~~
2
1 γτγτγτεσεσ  

=Ω
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

−+−+−+

+−+−
= ∫∫∫

Ω

d
СEСExСE

xMСMExMСME

232323131313
)3(

121212

)3(
221122

)3(
111111

)~~()~~()~~(

)()(
2
1

γττγττγττ

εσσεσσ
 

MСME UU −=  

(74) 
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является составляющей потенциальной энергии (69), имеющей тот же вид, что и при чисто 
механической нагрузке, а 

( ) ( )[ ] =Ω++++= ∫∫∫
Ω

dU TMMxxTT εσεσσεεσ ~2~
2
1

2211
)3(

22
)3(

11  

( )
[ ] =Ω

−+−+−

++−
= ∫∫∫

Ω

d
TСTEMСMEMСME

xxTСTE

εσσεσσσσ

εεσσ
~)(2~)()(

)(
2
1

22221111

)3(
22

)3(
11  

TСTE UU −=  

(75) 

имеет смысл составляющей потенциальной энергии (69), обусловленной чисто температурными 
деформациями. 

В функционалах (74), (75) величины 

( ) Ω++++= ∫∫∫
Ω

dU EExExMExMEME
23231313

)3(
1212

)3(
2222

)3(
1111

~~~
2
1 γτγτγτεσεσ , 

( ) Ω++++= ∫∫∫
Ω

dU ССxСxMСxMСMС
23231313

)3(
1212

)3(
2222

)3(
1111

~~~
2
1 γτγτγτεσεσ  

можно трактовать как термоупругую и термовязкоупругую составляющие энергии MU , а величины 

( ) ( )[ ] Ω++++= ∫∫∫
Ω

dU TEMEMExxTETE εσεσσεεσ ~2~
2
1

2211
)3(

22
)3(

11  

( ) ( )[ ] Ω++++= ∫∫∫
Ω

dU TСMСMСxxTСTС εσεσσεεσ ~2~
2
1

2211
)3(

22
)3(

11  

– как термоупругую и термовязкоупругую составляющие энергии TU . 

Проинтегрируем по переменной 3x , HB zxz ≤≤ 3  выражения (68) и (69) в функционалах 
(66) и (67). В результате получаем следующие выражения: 

∫∫ +
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⎠
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∂
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∂
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∂
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u
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102
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dS
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uHA
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎥
⎥
⎦
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⎡
⎟
⎠
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⎜
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⎛
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Φ∂
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⎜
⎝
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∂
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+⎥⎦
⎤
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⎡
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∂
∂

+
∂
Φ∂

∂
∂

+
2

2
2

2
1

12
222

2
112

112  

(76) 

и, в частности, 
( ) TM UAUW −−= , (77) 

где, с учетом формулы (70), 
=− AU M

[ ]dSquuPuPMMMNNN
S

MMMMMM∫∫ ++−Χ+Χ+Χ+++= )(22
2
1

322111212222111121222221111 γεε ; 
(78) 

( ) ( )[ ]dSNMNU
S

TTTT ∫∫ −Χ+Χ++= 1212211 222
2
1 εε . (79) 

В формулах (78) и (79) MСMEM NNN 111111 −= ; MСMEM NNN 222222 −= ; MPMEM NNN 121212 −= ; 
MСMEM MMM 111111 −= ; MСMEM MMM 222222 −= ; TСTET NNN −= ; TСTET MMM −= ; 

( )[ ])()((1 01011 PNPNN СET ++= μ , где величина )( 01 PN E  вычисляется по формуле (63), а 

∫−
=

H

В
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. 
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Уравнения движения или равновесия оболочки могут быть получены, исходя из 
фундаментальных принципов наименьшего действия (в форме Гамильтона-Остроградского) или 
минимума потенциальной энергии (в форме Лагранжа) [1, 5, 6 – 26], согласно которым 

( ) 0~1

0

=+−= ∫
t

t
dtАUКW δδ  (80) 

или, соответственно,  
0)~( =−= АUW δδ , 

где δ  – символ вариации. 

Таким образом, математическая модель деформирования оболочек переменной толщины, 
находящихся под воздействием механической нагрузки и температурного поля, для задач статики 
и динамики построена. Начальные и граничные условия, соответствующие тому или иному 
способу закрепления контура оболочки, предполагаются заданными. 

Предложенная математическая модель термоползучести (термовязкоупругости) может быть 
обобщена на иные случаи различных свойств материалов рассматриваемых оболочек 
(нелинейная упругость, ортотропия и др.). 

В задачах статики для отыскания минимума функционала (67), записанного с учётом 
выражений (68) – (79), может быть эффективно применён метод Ритца при разложении искомых 
функций перемещений 1u , 2u , 3u  и углов 1Ψ  и 2Ψ  в ряды.  

В задачах динамики для решения системы уравнений движения оболочки, эквивалентной 
вариационному уравнению (80), целесообразно последовательно применить методы Власова-
Канторовича и Рунге-Кутта. 

Как отмечалось в работах [14, 15], если априори считать функции перемещений 1u , 2u , 3u  
компонентами потенциального вектора (что, очевидно, почти всегда выполняется, поскольку 
возможные локальные повороты, нарушающие симметрию деформаций сдвига, не искажают 
картину деформированного и напряжённого состояния оболочки), то в этом случае мы имеем:  

1
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Du
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∂
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а значит, полные углы сдвигов: 
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3
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l
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∂
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3
2 2

l
Du
∂

=Φ  

и, кроме того,  
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l
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∂
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2

3
22 2

l
Du
∂

=Χ  , 
21

3
2

12 22
ll
uD
∂∂

=Χ . 

Таким образом, полученные математические модели существенно упрощаются.  
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Abstract 
Calculations of strength, stability and vibration of shell structures play an important role in the 

design of modern devices machines and structures. However, the behavior of thin-walled structures of 
variable thickness during which geometric nonlinearity, lateral shifts, viscoelasticity (creep) of the 
material, the variability of the profile take place and thermal deformation starts up is not studied enough. 

In this paper the mathematical deformation models of variable thickness shells (smoothly variable 
and ribbed shells), experiencing either mechanical load or permanent temperature field and taking into 
account the geometrical nonlinearity, creeping and transverse shear, were developed. The refined 
geometrical proportions for geometrically nonlinear and steadiness problems are given. 
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