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Распределение диссипации энергии вдоль радиуса круглоцилиндрической трубы 
представляет интерес при решении многих задач инженерно-строительной гидравлики. К числу 
таких задач относятся расчет теплопередачи через поток воздуха в ограждающих конструкциях [1, 
2], расчет потерь напора в винтовых потоках [3, 4], расчет циклонов с осевым [5] и 
тангенциальным [6-9] подводами пылесодержащего газа. В частности, раздельное рассмотрение 
диссипации в продольном и вращательном движениях может оказаться полезным при 
обосновании расщепления винтового потока на две простые формы движения и последующей их 
суперпозиции и вычислении потерь напора [10, 11]. 

Дифференциальное уравнение баланса механической энергии осредненного движения в 
продольно-однородном турбулентном потоке в круглоцилиндрической трубе имеет вид [12]: 
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где ),,( εrx  – цилиндрические координаты, ),,( εuuuu rx=  – скорость жидкости, p  – 
гидродинамическое давление, η  – динамический коэффициент вязкости, ρ  – плотность 
жидкости. 

Первое слагаемое в правой части выражает плотность диссипации (перехода в тепло) 
механической энергии осредненного движения. Оно представляет собой произведение вязких 

касательных напряжений, рассчитанных по осредненной скорости: 
r
up x

rx ∂
∂

=ηв  на радиальную 

производную осредненной скорости. В последующих вычислениях будут использоваться 
экспериментальные зависимости )(ruu xx = ; дифференцирование таких зависимостей, являясь 
некорректной операцией, увеличивает экспериментальную погрешность измерения скорости, что 
усугубляется тем, что производная скорости входит в (1) в квадрате, и, следовательно, 

погрешность удваивается. Для повышения точности вычислений выражение 
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представим в виде: 
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и будем считать, что напряжение в
rxp  является разностью:  

тв
rxrxrx ppp −= , (3)

где 
R
r

prx
0τ=  – теоретическое распределение полного касательного напряжения при 

равномерном движении в круглой цилиндрической трубе; 0τ  – касательное напряжение на стенке 
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трубы; R  – радиус трубы; rxrx uup ''т ρ−=  – экспериментальное [13] значение турбулентного 
напряжения. 

Второе слагаемое в правой части (1) представляет собой плотность распределения 
превращения энергии осредненного движения в энергию пульсационного движения. Согласно 

экспериментальным данным [13] примем, что в вязком подслое (при RrR <<Δ− 5 , где 
*u
ν

=Δ , 

ρ
ην = , 

ρ
τ 0

* =u ) т
rxp  равно нулю, а в логарифмическом слое (при Δ−<< 308,0 RrR ) 

0
т 8,0 τ=rxp . В промежуточном слое (при Δ−<<Δ− 530 RrR ) примем линейную зависимость: 

Δ
−Δ−

=
25
58,0 0

т rRprx τ , 

которая непрерывно связывает граничные значения т
rxp . Во внутреннем слое (при Rr 8,0< ), где 

производная 
r
u x
∂
∂

 мала, и погрешность при её вычислении не столь существенна, было принято 

прямое вычисление диссипации согласно уравнению (1), а также принималось 
R
r

pp rxrx
0т τ

=≈ . 

Рассчитаем в пределах каждого слоя вE  – диссипацию механической энергии осредненного 

движения и тE  – превращение этой энергии в энергию пульсационного движения. Результаты 

расчета в диапазоне чисел Рейнольдса DRe  от 410  до 510  приведем в таблице 1. Здесь 

ν
D

D
vRe = , где RD 2= , v  – средняя (расходная) скорость в трубе. Предполагается, что труба 

гидравлически гладкая и справедлива формула Блазиуса: 

25.0Re
3164,0

D
=λ . 

Таблица 1 

Наименование слоя 
Ru

E
3
*

в

ρ
 

Ru
E

3
*

т

ρ
 

Вязкий подслой 4,31  0  

Промежуточный слой 86,4126,35 K  3,161,16 K  

Логарифмический слой 45,55,0 K  4,3303,7 K  

Внутренний слой 264,099,1 K  037,8  

По всему потоку 97,7886,69 K  7,571,31 K  

Очевидно, что энергия пульсационного движения также превращается в теплоту, поэтому 
можно сравнить результаты вычислений с полной диссипацией энергии в потоке: 

RuRuRE 3
*

3
*0 )4,1323,99(82v2 ρ

λ
πρπτ K==⋅= . (4)

Согласно таблице 1: 

RuEEE 3
*

тв )67,13625,100( ρK=+= , (5)

что вполне удовлетворительно соответствует (4).  
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Как показано в [14, 15], при ламинарном режиме движения минимум диссипации 
механической энергии реализуется, если продольная скорость имеет параболическое 
распределение: 

⎟
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Кроме того, там же показано, что если 2300Re >D , то диссипация при турбулентном 
режиме меньше, чем при ламинарном (при одних и тех же граничных условиях для области, 
занятой жидкостью). Примем, что для цилиндрической трубы граничными условиями, 
накладываемыми на поле скорости, является равенство нулю скорости на стенке и значение 
касательного напряжения на стенке трубы 0τ  (или *u ). 

Установим значение числа Рейнольдса, при котором диссипация механической энергии при 

ламинарном режиме лE  и при турбулентном режиме ТE  равны между собой. Очевидно, что 

сравнивать лE  и ТE  имеет смысл только при одинаковых граничных условиях. Согласно (4) 
имеем: 

т
т0л0

л v2v2 ERRE === πτπτ , (7)

где лv  и тv  – средние скорости для ламинарного и турбулентного режимов. Выразим эти 

скорости через *u . Для ламинарного движения из (6) следует:  
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где 37142,316Re1,0
2
1

8
vRe 8

7
*

* K==⋅== D
DRu λ
νν

.  

При турбулентном режиме воспользуемся формулой Блазиуса: 

( ) 7
1

**
8

1
**т Re105Re58v uuu D ===

λ
. (9)

Подставим (8) и (9) в (7) и получим значение критического числа: 

( ) 38,48Re кр* = . 

При ( )кр** ReRe <  диссипация при турбулентном режиме больше, чем при ламинарном, а 

при ( )кр** ReRe >  наоборот. Отметим, что этому значению ( )кр*Re  соответствует 

( ) 1170Re кр =D . Полученное значение ( )крReD  вдвое меньше экспериментально установленного 

значения ( ) 2300Re кр =D . Возможно, это объясняется тем, что в реальных потоках принцип 

минимума диссипации не является единственно решающим при переходе от ламинарного режима 
к турбулентному, но главным образом тем, что формула Блазиуса при числах 4000Re <D  не 
имеет и не может иметь экспериментального подтверждения. Кроме того, есть материалы 
крупномасштабных экспериментальных исследований потерь по длине [16], согласно которым при 

2000Re200 << D  потери напора 2.1v~lh , что указывает на сложный нестационарный 
характер течения жидкости в этом диапазоне чисел Рейнольдса.  
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Проведем подобные вычисления для двухслойной модели турбулентного потока, часто 
используемой на практике. Согласно этой модели вязкий подслой имеет толщину Δc , где c  – 
безразмерная постоянная, значение которой предстоит установить, а осредненная скорость 
распределена линейно. Турбулентные напряжения в этом подслое малы, поэтому вся энергия 
осредненного движения за счет вязкости диссипирует в теплоту. В этом слое: 
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В турбулентном ядре имеет место свободная турбулентность, и коэффициент турбулентной 
вязкости тν  не зависит от радиуса r . Полагая, что скорость распределена непрерывно, найдем: 

( )
*

22

т
*

2
curcR

R
u

u x +
−Δ−

=
ν

. 

В турбулентном ядре νν >>т , и, следовательно, здесь энергия осредненного движения 
почти полностью превращается в энергию пульсационного движения, и только потом диссипируeт 
в тепло. 

Суммарная потеря энергии осредненным потоком: 

KRuE 3
*2πρ= , (11)
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Расход жидкости в трубе:  

KRuQ 2
*π= . (12)

Из этого выражения получим следующее равенство:  
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Используя (13), из (11) получим, что при 0=c  (т.е. при отсутствии вязкого подслоя): 

12,285
84

Re* K==
λk . 

При этом осредненная скорость имеет параболическое распределение. Такое 
распределение осредненной скорости турбулентного потока возможно реализуется в трубе, 
стенки которой имеют неровности (выступы и впадины) с геометрическими размерами, 

превышающими 
5
R

, так что их нельзя рассматривать как шероховатость. Турбулентность потока 

определяется обтеканием отдельных неровностей и практически однородна, а пристеночный слой 
с логарифмическим распределением скорости не образуется. Параболическое распределение 
скорости соответствует минимуму диссипации энергии [14] (в нашем случае это минимум потери 
энергии осредненным потоком). 

Найдем значения 0≠c , т. е. толщину вязкого подслоя, исходя из условия, что только в этом 
подслое происходит непосредственная диссипация в тепломеханической энергии. Согласно 
таблице 1, это составляет 58,07,0 K  от всей потери энергии осредненным потоком. Решая 
уравнение: 

( )EE 58,070,0вп K= , (14)
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в которое следует подставить выражения (10) и (11), найдем: 

86,1148,11 K=c , 

а из равенства (13) получим: 

633,14 K=k . (15)

Как видно, полученные значения c  хорошо совпадают с используемым на практике  
2,11=c . Значения k  для турбулентного ядра двухслойной модели (в которое входит 

логарифмический и внутренний слой четырехслойной модели), как и следовало ожидать, меньше, 
чем значения для внутреннего слоя. 

Укажем дополнительно, что из уравнения (13) можно найти значение 29,2176,16 K=c , 
соответствующее ∞=k . При этом скорость в турбулентном ядре постоянна (квазитвердое 
движение), а потери энергии осредненного движения осуществляются только в виде диссипации в 
тепло в вязком подслое. 

Используем аналогичный прием для установления значений параметров вихря Рэнкина [17]. 
Примем трехслойную модель осесимметричного вихря в круглоцилиндрической трубе. 

1. Квазитвердая часть при г0 Rr << , где гR  – радиус квазитвердой части. Здесь 
распределение азимутальной скорости линейное: 

г
г R
ruu =ε , 

где гu  – скорость при гRr = . В этой части диссипация отсутствует. 

2. Свободный (потенциальный) вихрь (при Δ−<< cRrRг ). Здесь движение 
турбулентное, осредненная азимутная скорость имеет распределение:  

r
R

uu г
г=ε . 

В этой части потока энергия осредненного движения превращается в энергию пульсационного 
движения: 

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−= 114 2

г

2
*

2т
пот

ρ
πρν ucE , 

где 
Δ

=
R-c
Rг

гρ . Здесь использовано следующее из (38) равенство ( )Δ−= cRcuRu *гг . 

3. Вязкий подслой (при RrcR <<Δ− ). Здесь скорость распределена линейно: 

)(
2
* rR
u

u −=
ν

ε , 

а диссипация равна: 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ Δ
−=
R
cRcuE
2

12 3
*вп πρ . 

Вычислим и зафиксируем удельный (на единицу длины трубы) расход жидкости через 
плоскость, нормальную к вектору азимутальной скорости, полагая Δc  пренебрежимо малым по 
сравнению с R : 

( )г*
0

ln21
2
1 ρε −== ∫ Rcudruq

R
. (16)
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Выразим *u  из (16) и представим суммарную потерю механической энергии осредненного 

движения вппот EEE +=  в виде: 

( ) ( )2г
22

2
3
*3

г
33

3

2
г

2
*

2т

ln212
14

ln21
118

ρ
πρ

ρρ
πρν

−
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ Δ
−+
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⎛
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q

R
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Найдем значение гρ , при котором имеет место минимум E , приравняв к нулю 

производную E  по гρ . В результате получим уравнение: 

( ) ,ln2ln123
т2 xxxx

c
q

−=+⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ −
ν

 

где 2
гρ=x . 

Если принять тν  согласно (15), а 2,11=c , то в диапазоне 54 1010vRe K===
νν
qR

R  

получим, что значение гρ  изменяется в пределах: 418,0339,0г K=ρ . 

В заключение приведем аппроксимацию поля скорости в турбулентном ядре вихря Рэнкина 
в виде: 

∑
=

−

−

−

+⎟⎟
⎠

⎞
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⎝

⎛

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

=
N

n
n

n

n

R
r

R
r

uu
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г
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г
1г

1
2

1
ε . 

Согласно этой зависимости при 0→r  скорость εu  линейно зависит от r , а при больших 
значениях r  эта скорость, как в свободном вихре, обратно пропорциональна r . На рис. 1 
представлено распределение скорости εu , рассчитанное по предлагаемой формуле. 

 
Рисунок 1. Распределения тангенциальной скорости по радиусу при различных значениях N 
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Abstract 
Energy dissipation distribution along the circular tube radius is important in solving such problems 

as calculation of heat transfer by the air flow through building envelope; calculation of pressure loss in 
spiral flows; calculation of cyclones with axial and tangential supply of dust-containing gas. 

Two types of one-dimensional radially axisymmetric flows in circular tube were considered: axial 
flow and rotation about the axis (Rankine vortex). Relying on two- and four-layer description of axial 
turbulent flow energy dissipation was calculated in each layer. 

Similar calculation for Rankine vortex with viscous sublayer at the tube surface was provided. By 
employing the dissipation minimum principle the boundary radius between rigid rotation and free vortex is 
calculated. Approximation of the velocity distribution in Rankine vortex is proposed. 
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