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Масштабность и сложность задач создания 
и применения современных технических, ор-
ганизационно-технических и других сложных 
систем сконцентрирована в техноинформаци-
онном процессе, который именуют жизненным 
циклом. Детальный анализ этапов жизненных 
циклов сложных технических систем показы-
вает необходимость решения различающихся 
по постановке и используемым методам задач 
общей теории технических систем. Накоплен 
большой опыт применения методов анализа 
и синтеза технических объектов различной 
структурной и технической сложности. Вместе 
с тем выявились существенные трудности, пре-
пятствующие получению удовлетворительных 
результатов как теоретическим, так и экспери-
ментальным путем.

Объективно существует потребность раз-
работки специфической методологии систем-
но-информационного анализа и общей теории 
технических объектов. Основной целью такой 
методологии должно быть обеспечение наи-
более эффективной переработки ограниченно-
го объема информации, которым располагает 
исследователь, учета фактора неопределенно-
сти и стохастичности как объективных условий, 
в которых происходит процесс управления раз-
витием технических систем на всех этапах их 
жизненных циклов. Реализация такого подхода 
позволит придать выявленным закономерно-
стям развития технических систем количествен-
но-качественное содержание и обеспечить их 
статистическую (вероятностную) интерпре-
тацию.
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Содержание работы составляют методы фор-
мирования математических моделей, адекватно 
отражающих конструктивную эволюцию техни-
ческих систем и процессы их модернизации. По-
казано, что традиционные модели оценки дли-
тельности жизненного цикла (кривые Гомперца, 
распределение Гомперца — Макегама) в своей 
основе исходят из идеализированной модели 
экспоненциального распределения в предполо-
жении постоянства его параметра, что непри-
емлемо для широкого класса технических систем.

Предложена модификация экспоненциаль-
ной зависимости и общий способ построения 
широкого класса моделей жизненного цикла на 
основе рандомизации параметра экспоненци-
ального распределения и использования аппа-
рата характеристических функций.

Разработан и применен метод формирования 
математических моделей продолжительности 
жизненного цикла для технических систем, ре-
троспективная информация о которых представ-
ляет собой короткий динамический ряд (случай-
ная конечная выборка малого объема). Сущность 
метода заключается в целенаправленном преоб-
разовании пуассоновского потока событий в не-
пуассоновский, адекватный реальному процес-
су. В качестве аналитического аппарата этого 
метода использован аппарат теории суммирова-
ния случайного числа случайных величин. По-
казано, что полученные законы распределения 
продолжительности жизненного цикла относят-
ся к классу непредельных распределений сумм 
случайного числа случайных величин, имеют 
тяжелый «хвост» и большую дисперсию по срав-
нению с «осредненными» законами распределе-
ний, что делает эти модели наиболее ценными 
для получения надежных оценок продолжитель-
ности жизненного цикла.

Уже разработано значительное число мате-
матических моделей продолжительности жиз-
ненного цикла технических систем и продолжа-
ет неуклонно расти.

Теория надежности появилась как следствие 
возникшей потребности в обеспечении безот-
казной работы сложных технических систем, 
в основном стимулированной нуждами военных 
[1–3, 12, 17].

Новейший период развития этой теории от-
носится к концу прошлого века, когда состоя-
лась первая международная конференция «Ма-

тематические методы в теории надежности 
(MMR-97)» (Бухарест, Румыния, 1997 г.).

Последующие конференции проходили 
в Бордо (Франция, 2000), Трондхейме (Норвегия, 
2002), Санта Фе (Нью Мехико, США, 2004), Глаз-
го (Шотландия, Великобритания, 2007), Москве 
(Россия, 2009). По материалам этих конференций 
опубликованы сборники трудов [22–25].

В настоящее время активно разрабатывают-
ся математические модели долговечности, ста-
рения и деградации [5, 7, 9–11, 13, 15, 19–21, 26, 
27]. Многие из них посвящены моделированию 
процессов износа и старения сложных биотех-
нических систем в здравоохранении, при ана-
лизе качества жизни и экологической безопас-
ности агрегатов энергетических комплексов.

Существуют активно работающие междуна-
родные семинары по указанным проблемам [19, 
20].

Провести сравнительный анализ различных 
моделей старения и долговечности в рамках дан-
ной статьи в силу трудоемкости и значительно-
го объема не представляется возможным. Этим 
проблемам были посвящены:

Международная конференция по критериям 
согласия и соответствию моделей (International 
Workshop GOF2000 on Goodness-of-fit Tests 
and Validity of Models), Париж;

Международная конференция по моделям 
долговечности, старения и деградации (LAD’2004), 
Санкт-Петербургский политехнический универ-
ситет, Санкт-Петербург.

В анализе данных типа продолжительности 
жизненного цикла особенно интересны техни-
ческие системы, для которых может быть опре-
делено событие, часто называемое отказом. От-
каз происходит после некоторого интервала 
времени (наработки до отказа).

С сентября 2010 года в РФ введен в действие 
национальный стандарт — ГОСТ Р 27.004–
2009 «Надежность в технике. Модели отказов» 
[18]. Он распространяется на изделия любых 
видов техники, для которых предусматривают 
и решают задачи прогнозирования безотказ-
ности и обработки статистических данных об 
отказах на различных стадиях их жизненного 
цикла.

Этот стандарт устанавливает модели отказов 
невосстанавливаемых и восстанавливаемых из-
делий с простым техническим обслуживанием 
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и ремонтом, проводимым на месте эксплуатации 
данных изделий. Стандарт не распространяется 
на сложные восстанавливаемые изделия, безот-
казность которых существенно связана с коли-
чеством и чередованием режимов функциони-
рования, наличием и способами резервирования 
составных частей, разнообразием способов их 
технического обслуживания и ремонта.

Для точного определения наработки до от-
каза необходимо выполнить три условия: четко 
установить начало отсчета времени; выбрать 
масштаб для измерения отсчета времени и опре-
делить само понятие отказа. Будем считать от-
казом момент времени, когда некоторая харак-
теристика (параметр) технической системы, 
измеряемая каким-либо количественным спо-
собом, падает ниже допустимого уровня, опре-
деленного техническими условиями (условиями 
функционирования). В самом общем случае это 
может быть момент времени, когда обобщенный 
показатель технического уровня системы станет 
меньше значения нижней доверительной грани-
цы прогнозируемого мирового технического 
уровня систем-аналогов.

Таким образом, объект исследования сопо-
ставляется с единственной неотрицательной 
случайной величиной Т, представляющей собой 
эффективный срок жизни системы. Тогда функ-
ция «выживания», соответствующая Т, опреде-
лится как вероятность того, что время жизни 
(наработка) окажется больше t :

 F(t) = Bep (T ≥ t),   или  F(t) = ( )
t

f t dt
∞

∫ .

Исследуем некоторые распределения, по-
лезные для решения рассматриваемого класса 
задач.

Наиболее простое аналитическое выражение 
имеет вид экспоненциального распределения 
с плотностью вероятностей
 f(t) = λe–λt. (1)

Постоянная интенсивности λ отражает свой-
ство экспоненциального распределения, назван-
ное отсутствием последействия, т. е. при любом 
t0 > 0 условное распределение T — t0 при условии, 
что T > t0, совпадает с безусловным распределе-
нием Т.

Коэффициент вариаций, т. е. отношение 
стандартного отклонения к среднему, равен еди-
нице, и его можно использовать в качестве от-
носительного разброса.

Постановка проблемы и пути ее решения

Экспоненциальное распределение широко 
применяется в работах по надежности, к нему 
приводят различные идеализированные моде-
ли. Однако в связи с тем, что это распределение 
определяется только одним параметром, ос-
нованные на нем методы часто оказываются 
чувствительными даже к незначительным от-
клонениям «хвоста» распределения. Поэтому 
рассмотрим несколько многопараметрических 
распределений, сводящихся к экспоненциаль-
ному при подходящем выборе одного из пара-
метров.

Сложно-экспоненциальное распределение. 
Обозначим длительность периода жизненного 
цикла t. Очевидно, что t — случайная величина, 
которая зависит от ряда экзогенных факторов. 
Область существования такой случайной вели-
чины может быть задана только одним ограниче-
нием, а именно ограничением в интервале (0, ∞).

По принципу Джейнса «минимальным про-
изволом» обладает экспоненциальное распреде-
ление, поэтому целесообразно представить

 f(t) = λe–λt,

где / .I tλ =
Однако предположение о постоянстве пара-

метра λ нереалистично. Это обусловлено при-
чинами кумулятивного характера. Кроме того, 
величина параметра λ в значительной мере за-
висит от объема выборки (как правило, иссле-
дователь имеет в распоряжении выборку малого 
объема), а также от типа технической системы. 
Можно принимать параметр λ в качестве слу-
чайной величины с плотностью вероятности 
f (λ). Тогда

 
0

( ) ( )tf t e f d
∞

−λ= λ λ λ∫ .  (2)

В простейшем случае вариация параметра λ 
имеет γ-распределение

 11
( )

( )
k kf e

Г k

− −ρλλ = ρ λ ,  (3)

где k — параметр формы, k = 
2 2/ Sλ ; 1/ρ — па-

раметр масштаба, 2/ Sρ = λ ; 
1

1 n

i
in =

λ = λ∑ ; 
1

i

it
λ = ; 

1 = 1,n ; it  — средняя длительность жизненного 
цикла i-го типа технической системы.
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Распределение (3) характеризуется гибко-
стью, поскольку оно имеет два подгоночных 
параметра. Принимая /kρ = λ , 0λ = λ , получим

 01

00

1
( )

( )

kk

t kk
f t e e d

Г k

∞
λ− λ − −λ 

= λ λ λ λ 
∫ .

Решив интеграл, определим плотность веро-
ятности сложно-экспоненциального распреде-
ления

 

1

0 0

( )

k k
k k

f t k t

− −
   

= +   λ λ   
и интегральный закон распределения

 
( ) ( )

( )
0 0

1
0 0

0

/ /
( ) 1

/

k
k

k k

k k k
F t dt

t kk
t

∞

+

λ λ
= = −

+ λ 
+ λ 

∫ .

Этот закон является модификаций распре-
деления Парето. Его дисперсия превышает дис-
персию того предельного экспоненциального 
распределения, к которому оно сходится при 
k → ∞. Графики полученных зависимостей пред-
ставлены на рис. 1 и 2.

Распределение Гомперца — Макегама. Теперь 
предположим, что параметр интенсивности экс-
поненциального распределения имеет времен-
ной тренд, который может быть описан уравне-
нием модифицированной экспоненты. В этом 
случае интенсивность будет определяться двумя 
составляющими: константой a, не зависящей от 
длительности жизненного цикла технической 
системы, и слагаемым, экспоненциально расту-
щим с «возрастом»:

 ( ) exp( )t a b tλ = + λ . (4)

Эта функция, постоянные которой α, b и λ 
распределяются статистически на основе из-
вестных алгоритмов (например, методом трех 
сумм или методом трех точек) имеет горизон-
тальную асимптоту, равную α. Ее график стре-
мится к асимптоте при t → ∞ но никогда ее не 
пересекает. Параметр b равен разности между 
ординатой кривой (при t = ∞) и асимптотой. 
Тогда, подставляя выражение (4) в зависимость 
(1), получим

 ( ) ( ) .

1
t

b tat e
f t a be e

 
 λ  

λ −− −
λ= +   (5)

Это дифференциальный закон распределе-
ния Гомперца — Макегама. Его частным случа-
ем при a = 0 (то есть в случае представления 
уравнения тренда интенсивности простой экс-
понентой) является распределение Гомперца. 
Последнее при прогнозировании длительности 
жизненного цикла технических систем представ-
ляют особый интерес, т. к. является стохастиче-
ским аналогом кривой Гомперца (Бенджамин 
Гомперц, 1799–1865, — английский математик). 
Принимая во внимание его асимметричность, 
его широко применяют при аппроксимации 
статистических данных тренда развития слож-
ных технических систем.

Распределение Гомперца — Макегама поль-
зуется возрастающим вниманием специалистов. 
Рассмотрим один из моделирующих алгоритмов, 
позволяющих получать случайные величины, 
распределенные по этому закону.

Моделирующий алгоритм
для получения случайных величин, 

распределенных по закону Гомперца-Макегама

Для построения необходимого алгоритма 
был использован метод операторных рядов, поз-
воляющий, употребив известную теорему, пред-
ставить заданную случайную величину в виде

 
( )

0

0

0 ! x
x

Y y
X D

ν∞
ν

ν=

+
=

ν∑ ,  (6)

где Y — случайная величина, равномерно рас-

пределенная на интервале (0, 1); D x
ν  — оператор 

преобразования ν -го порядка вида

 
( )
1

x

d
D

x dx

ν =
ϕɺ

  (7)
Рис. 1. Интегральный закон распределения
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со следующими свойствами:

 ( )1 ;x xD D Dν+ ν=     0
0;xD X=     

( )
1 1
xD

x
=

ϕɺ
,

где ϕ(х) — заданная функция распределения ис-
комой случайной величины; 0y  = ϕ(x0) — зна-
чение функции в выбранной опорной точке x0, 
в которой ( )0 0xϕ ≠ɺ .

Распределение Гомперца — Макегама ана-
лизировалось в виде

 ( )
1

,

b xax e
g x a be

 
 
 

λ −− −
λ= +   (8)

где a, b, λ — некоторые константы при х ≥ 0.
Выбрав опорную точку 0х  = 0 и используя 

выражение (7), можно получить первые пять 
членов операторного ряда:

 

1xb
ax e

x

e d
D

dxa be

λ −+
λ

λ=
+

;

 
0

0 0xD = ;

 

1

0

/
1

xb
ax e

b e

x x x

e e
D

a ba be

λ −+ λλ

λ= =
++

;

 ( )22 1 1

0

x
x

x x x

x

b e
D D a be

a be

λ
λ −

λ

 λ
= + − = 

+  

 ( )0

21 ;x

b b
D a

e a b

λ = + − + 

 ( )33 1
x xD D= ×

( )
1

0

2 2
12

x
x x

x

x e
x

x

b e ab e
a be b e

a be a be

λ − λ λ
λ −

λ λ

 
 λ λ × + − + λ − =   +  +  

 ( )
( )0
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Путем использования этих выражений и вы-
ражения (6) получен алгоритм и смоделирована 
случайная величина для конкретных a, b и λ.

Двойное экспоненциальное распределение экс-
тремальных случайных величин. При прогнози-
ровании длительности жизненного цикла тех-
нических систем встречаются задачи, связанные 
с экстремальными (максимальными или мини-
мальными) значениями из некоторого набора 
случайных величин. Наиболее наглядной из них 
является задача о времени внедрения (длитель-
ности реализационного периода жизненного 

Рис. 2. Интегральный закон распределения
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цикла) технической системы, состоящей из n 
однотипных модулей. Если ii — время внедре-
ния i-го модуля, то время, равное длительности 
реализационного периода системы, определя-
ется самым протяженным лагом внедрения, т. е. 
равно максимуму:

 ( )1max , ..., .n nT t t=

Классическая теория экстремальных значе-
ний в основном имеет дело со свойствами рас-
пределения максимума n независимых и одина-
ково распределенных случайных величин.

Более подробно данный вопрос рассмотрен 
в [2], где показано, что экстремальные распре-
деления экстремальных случайных величин име-
ют одну из следующих трех экспоненциальных 
форм, называемых тремя распределениями экс-
тремальных значений:

тип 1 — ( ) ( )exp ,xg x e−= −  при ;x−∞ < < ∞

тип 2 — ( ) ( )
при0 0,

exp

x
g x

x−α

≤=  −
      для α > 0 и x > 0;

тип 3 — ( ) ( )( )
при1 0;

exp

x

g x
x

α

≥=  −
      для α > 0 и x ≤ 0.

Продолжая рассматривать семейство экспо-
ненциальных распределений, приведем алго-
ритм моделирования двойного экспоненциаль-
ного распределения экстремальных случайных 
величин, имеющего следующую плотность ве-
роятностей (частный случай распределения 
типа I):

 ( ) ( ) ( )1
exp exp

1/i

g x x
E

α  = − − α λ λ 
 для x ≥ 0,

где α, λ — параметры распределения; Ei — инте-
гральная показательная функция.

Данное распределение имеет максимум 
E[exp(αx)] при заданной энтропии. Для выбран-
ных значений α = 1 и λ = 1 выражение для плот-
ности распределения имеет следующий вид:

 ( ) ( )exp exp / 0,2194.g x x = − 

Тогда оператор

 ( ) ( )exp exp / ,
d

D g x k x d dx
dx

 = =    (9)

где k = 0,2194.

Поскольку g(0) ≠ 0, то в качестве опорной 
точки целесообразно выбрать x0 = 0. В соответ-
ствии с формулой (9) получим

 ( )
0

1
0

exp ;x x
D k x ke

=
= =

 ( ) ( )
0

22 2
0exp 2exp ;x xD k x x ke= = + = 

 ( ) ( )
0

3 3
0exp 3exp 2exp 1x x

D k x x x =   = + + =   

 ( )3
3 ;ke=

 ( )4 4 exp 4expxD k x x = + × 

( ) ( ) ( )
0

4
06exp 2 7exp 1 14 ...xx x ke= × + + =   и т. д.

Нетрудно заметить, что в общем случае

 
0 0x xDν
= =

 ( ) ( ) ( ) ( )
0 0exp exp 0 ,xk x x x ke

νν
ν = ν = ν + ϕ = ϕ 

где ϕν(х) — полином степени ( )2ν − , определяе-
мый из следующего рекуррентного соотношения:

 ( ) ( ) ( ) ( )1 exp 1 ,x x x xν+ ν ν ϕ = ϕ + ν + ϕ ɺ

где ( ) ( )1 2 1x xϕ = ϕ = , получаемого в результате 
последовательного применения оператора (I) к 
( )1ν + -му члену разложения операторного ряда:

 ( )1
x xD D Dν+ ν= =

( ) ( ) ( ){ }exp exp exp exp
d

k x k x x x
dx

ν
ν   = ν + ϕ =   

 ( ) ( ){ ( )1 exp exp exp expk x x x xν+
ν   = ν + ϕ +    ɺ

 ( ) ( ) ( )}exp exp exp 1x x x xν   + ν + ν + ϕ =   

 ( ) ( ) ( )1
1exp 1 exp .k x x xν+

ν+ = ν + + ϕ 
Если ограничиться несколькими первыми 

членами ряда, то моделирующий алгоритм при 
условии выбора начальной точки 0 0x =  примет 
следующий вид

 ( ) ( )2 3
/1! /2! 3 /3!x ke ke ke= α + α + α +

 ( ) ( )4 5
14 /4! 89 /5!...ke ke+ α + α ,

где α — случайная величина, равномерно рас-
пределенная в интервале (0, 1).

Далее приведен один из возможных вариан-
тов программы, реализующий этот алгоритм. 
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Результаты решения в виде графика плотности 
распределения и гистограммы приведены в [3].

Для реализации моделирующего алгоритма, 
приведенного выше, используется процеду-
ра VNL1, написанная на языке PL/I для плат-
форм Windows [4]. Кратко рассмотрим порядок 
работы этой программы.

Операторы с первого по пятый производят 
описание типа используемых переменных 
и внешних процедур:

RANDU — датчик случайных чисел, равно-
мерно распределенных в интервале (0, 1); IX, IY, 
R — параметры внешней процедуры RANDU; 
N — количество разыгрываемых случайных чи-
сел (Ri); X — переменная (аргумент функции 
g(x)); G — функция g(x); K — вспомогательная 
переменная, используемая для упрощения ра-
счета величины x; B — вспомогательная пере-
менная, применяющаяся для оцифровки осей 
координат графика; C, D — вспомогательные 
переменные для вычисления номеров соответ-
ственно столбца и строки в символьном масси-
ве GRAF, где хранятся значения g(x).

Оператор 6 осуществляет ввод числа N, а опе-
ратор 7 обеспечивает построение оси ординат.

Непосредственные расчеты величин K, X, 

G, C и D осуществляют операторы с 8 по 13, по-
сле чего полученные значения выводятся на пе-
чать (операторы 14–29).

Детерминистская схема решения задачи опре-
деления длительности жизненного цикла техниче-
ских систем. Детерминистский подход базирует-
ся на дальнейшей трансформации математической 
модели, используемой для определения периода 
упреждения прогноза. В основу этой модели по-
ложены ретроспективные данные.

Не нарушая общности рассуждений, можно 
считать, что элементарное приращение продол-
жительности жизненного цикла технической 
системы Т∆  будет пропорционально абсолют-
ному (полному) периоду Т, приращению пока-
зателя, характеризующего технический уровень 

Q∆  и некоторой функции F(Q), зависящей от 
изменения технического уровня во времени 
t. Таким образом,

 ( )Т TF Q Q∆ = ∆ . (10)

Исходя из того, что любой образец в про-
цессе своего развития и совершенствования до-
стигает предела, можно заключить: при доста-
точно большом времени t, приближающемся 

к длительности жизненного цикла Т, значение 
функции ( )F Q  стремится к 0 или постоянной 
величине, т. е.

 ( )lim 0.
t T

F Q
→

=

Этому условию соответствует функция

 F (Q) = 1 – Q,  (11)

когда при t → T нормированное значение тех-
нического уровня стремится к своему максиму-
му, т. е. к единице.

Переходя в (10) от приращений к дифферен-
циалам и учитывая (11), получим дифференци-
альное уравнение для определения продолжи-
тельности жизненного цикла образца 
в зависимости от его технического уровня:

 ( )1 .
dT

Q dQ
T

= −  (12)

Решение этого уравнения имеет следующий 
вид:

 ln T = Q — 21
ln

2
Q C+ .

При условии, что новая техническая система 
создается на уровне прототипа, ее жизненный 
цикл практически не будет отличаться от жиз-
ненного цикла, который имела система-про-
тотип. Постоянная С может быть найдена из 
условия Q = Q0 при T = T0, где Q0 и Т0 — пока-
затели соответственно технического уровня 
и продолжительности жизненного цикла про-
тотипа.

В этом случае

 2
0 0 0ln ln /2;C T Q Q= − +

 ( )2
0 0 0exp 0,5 0,5 1 .T T Q Q Q Q = − + − 

Если нормирование показателя техническо-
го уровня произвести по отношению к значению 
Q, то последнее выражение примет вид

 ( )0 0 0exp 0,5 / 0,5 / 1 .T T Q Q Q Q = + − 
Таким образом, мы получим детерминист-

ский аналог одного из распределений семейства 
экспоненциальных.

В качестве примера определим прогнозное 
значение длительности жизненного цикла тех-
нической системы, имеющей нормированный 
показатель технического уровня, равный 0,9, 
при условии, что прототип характеризуется сле-
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дующими параметрами: Q0 = 0,2 и T0 = 9 лет. 
Тогда

 .9exp 0,5 0,2 / 0,9(0,5 0,2 / 0,9 1) 12T  = + − =  
 лет.

Экспоненциальное распределение широко 
применяется в работах по надежности, к нему 
приводят различные идеализированные модели. 
Однако в связи с тем, что это распределение 
определяется только одним параметром, осно-
ванные на нем методы часто оказываются чув-
ствительными даже к незначительным отклоне-
ниям «хвоста» распределения.

Рассмотренные в статье многопараметриче-
ские распределения позволяют создавать более 
корректные модели жизненного цикла техниче-
ских систем, сводящиеся к экспоненциальному 

распределению при подходящем выборе одного 
из параметров.

Приведен эффективный алгоритм модели-
рования двойного экспоненциального распре-
деления экстремальных случайных величин, 
получено дифференциальное уравнение для 
определения продолжительности жизненного 
цикла образца в зависимости от его техническо-
го уровня.

Разработан моделирующий алгоритм для 
получения случайных величин, распределенных 
по закону Гомперца — Макегама.

Для подтверждения основных положений 
статьи рассмотрен пример определения прогноз-
ного значения длительности жизненного цикла 
технической системы, имеющей нормирован-
ный показатель технического уровня.
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