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АНАЛИТИКО-ЧИСЛЕННЫй МЕТОД РЕШЕНИЯ ТРЕХМЕРНЫХ  
ВНЕШНИХ КРАЕВЫХ ЗАДАЧ ДЛЯ ЭЛЛИПТИЧЕСКИХ УРАВНЕНИй

В статье рассматривается аналитико-численный метод решения внешних 
краевых задач для эллиптических уравнений с граничными условиями Дирихле 
и Неймана в трехмерном полупространстве. Приводится алгоритм решения. 

ВНЕШНИЕ КРАЕВЫЕ ЗАДАЧИ, ТРЕХМЕРНОЕ ПОЛУПРОСТРАНСТВО, ЭЛЛИПТИЧЕ-
СКИЕ УРАВНЕНИЯ.

Аналитическое решение внешних крае-
вых задач существует только для узкого 
круга их постановок [1], что приводит к не-
обходимости использования численных ме-
тодов. В свою очередь применение числен-
ных методов осложняется необходимостью 
учета граничного условия на бесконечно-
сти [2] или задания граничных условий на 
внешней границе расчетной области, не 
содержащейся в исходной постановке за-
дачи [3]. Это приводит к необходимости 
разработки и развития методов численно-
го решения внешних краевых задач в этих 
условиях. Перспективным является подход 
[4, 5], позволяющий сводить неограни-
ченное пространство к конечной области 
(метод инверсии). Граничное условие на 
бесконечности при этом учитывается сле-
дующим образом.

Пусть G – конечная область, ограни-
ченная замкнутой поверхностью Ȉ, G

e
 – 

неограниченная область, границей которой 
является поверхность Ȉ, 3

eG G= ∪ Σ ∪  – 
все пространство. В область G

e
 добавляется 

сфера S, причем Ȉ целиком лежит внутри 
S, отсюда ,e SG D S D∞= ∪ ∪  D

S
 – конечная 

область, ограниченная замкнутыми поверх-
ностями Ȉ и S, а S является границей нео-
граниченной области .D∞  

Согласно аналитико-численному мето-
ду инверсии, неограниченное трехмерное 
пространство 

3
eG G= ∪ Σ ∪ , e SG D S D∞= ∪ ∪  

преобразуется в конечную двусоставную 
область 

3 3,D G D= ∪ Σ ∪   *
3 ,SD D S D= ∪ ∪  

где *D  – конечная область, представляю-
щая собой отображение неограниченной 
области .D∞  

Аналогично преобразуется трехмерное 
полупространство 

3 1 1/2
1/2 3 ,eG G= ∪ Σ ∪ Ξ ∪
1/2 1/2 1/2 1/2
e SG D S D∞= ∪ ∪  

в конечную область 
1/2 1 1/2
3 3 3 ,D G D= ∪ Σ ∪ Ξ ∪ 

1/2 1/2 1/2 *
3 1/2.SD D S D= ∪ ∪  

Граница 1
3Ξ  проходит через геометриче-

ский центр двусоставной области D3, деля 
ее пополам. 

Этот этап предполагает использова-
ние аналитических преобразований, реа-
лизация которых позволяет в дальнейшем 
применять стандартные приемы и методы 
численного анализа на основе сеточных мо-
делей. Таким образом, предполагается при-
менение идеологии аналитико-численных 
процессов. Эти процедуры будут обладать 
спецификой в зависимости от типа исхо-
дной задачи.
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Целью данной работы является развитие 
аналитико-численного метода для решения 
эллиптических внешних краевых задач с 
граничными условиями Дирихле и Нейма-
на в трехмерном полупространстве.

Внешняя краевая задача Дирихле для 
уравнения Лапласа в трехмерном простран-
стве состоит в следующем [1]. Требуется 
найти функцию u, непрерывную в зам-
кнутой области ,eG ∪ Σ  удовлетворяющую 
уравнению Лапласа

0u∆ =  в ,eG

непрерывно примыкающую к граничному 
условию

1( ),u PΣ = ϕ  P ∈ Σ
и равномерно стремящаяся к нулю на бес-
конечности

( ) 0u M →  при .M → ∞
Таким образом, первая внешняя крае-

вая задача для случая трех независимых 
переменных (1) – (3), согласно методу ин-
версии, принимает вид:

3

1

*

0 в ;

( ), ;

( ) 0, .

u D

u P P

u M M D

Σ

∆ = = ϕ ∈ Σ = ∈



Если замкнутых поверхностей несколь-
ко и их можно представить с физической 
точки зрения как систему тел, в которой 

есть граница 1
3Ξ  геометрически правильной 

формы, проходящая между положительно и 
отрицательно заряженными телами, то мы 
имеем задачу в полупространстве, задавая 
на границе 1

3Ξ  однородное условие первого 
рода. 

Значит, внешняя задача Дирихле (1) – (3)  
с учетом выражений

1
2( ),u PΣ = ϕ  1;P ∈ Σ

2
2( ),u PΣ = −ϕ  2P ∈ Σ

принимает следующий вид:

2
1

1
3

1/2

1

0 в ;

( ), ;

0;

( ) 0 при .

eu G

u P P

u

u M M

Σ

Ξ

∆ = = ϕ ∈ Σ = → → ∞
Согласно аналитико-численному ме-

тоду инверсии, получаем внешнюю задачу 
Дирихле в полупространстве следующего 
вида:

( )
2

1

1
3

1/2
3

1

*
1/2

0 в ;

( ), ;

0;

0, .

u D

u P P

u

u M M D

Σ

Ξ

∆ = = ϕ ∈ Σ = = ∈



При наличии симметрии в задаче рас-
сматривается часть области D3, и при этом 
на границе задается однородное условие 
Неймана. Так, опираясь на систему (7) и с 
учетом симметрии относительно поверхно-
стей 3

3Ξ  и 2
3Ξ  (см. рисунок), имеем: 

3

4

3

4

1 2
3 3

3
3

1/8 1/8 1/8 *
3 1/8

3

4

*
1/8

0 в ;

( ), ;

( ), ;

0; 0;

0; ( ) 0; ,

S

x

y

u D D S D

u P P

u W W

u u

u u M M D

Σ

Σ

Ξ Ξ

Ξ

∆ = = ∪ ∪ = ϕ ∈ Σ = ϕ ∈ Σ = = = = ∈



при этом область 1/8
SD  и *

1/8D  является вось-
мой частью сферы S.

Итак, на основе аналитического преоб-
разования внешняя краевая задача сводится 
к внутренней, далее строится разностная за-
дача одним из сеточных методов [6–8]. 

Схематическое изображение  
полупространства 3

1/8

(3)

(4)

(5)

(6)

(7)

(8)

(2)

(1)
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Рассмотренная процедура реализации 
аналитико-численного метода при решении 
внешних краевых задач в трехмерном полу-
пространстве сводит задачу к возможности 
использования традиционных приемов и 
методов численного анализа.

Описанный аналитико-численный ме-
тод, характеризующийся простотой реали-
зации, позволяет решать принципиально 

новые задачи, требующие значительных 
вычислительных затрат и высокой точно-
сти решения.

Аналитико-численный метод приво-
дит внешнюю задачу в трехмерном полу-
пространстве к виду, поддающемуся более 
простому численному решению, чем обе-
спечивает усовершенствование известных 
методов.
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BOUNDARy PROBLEMS FOR ELLIPTIC EQUATIONS

The paper considers analytic-numerical method to solve 3D exterior problems for elliptic equations 
under Dirichlet and Neumann boundary conditions in half-space. The solution algorithm is concerned.
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