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УЧЕТ СКОРОСТИ РЕЛАКСАцИОННЫХ ПЕРЕХОДОВ МЕЖДУ ПОДУРОВ-
НЯМИ МУЛьТИПЛЕТА В СПЕКТРЕ ГЕНЕРАцИИ YAG:Nd-ЛАЗЕРА

В работе приведено два варианта записи системы уравнений Танга – Стат-
ца – Демарса. Рассчитаны спектры многомодовой генерации YAG:Nd+3-лазера 
для случая постоянного распределения Больцмана по подуровням мультипле-
та 4F3/2 и для случая определенной скорости кросс-релаксационных переходов 
между указанными подуровнями.  Полученные результаты сопоставлены с экс-
периментальными данными.

YAG:Nd-ЛАЗЕР, РАСПРЕДЕЛЕНИЕ БОЛЬЦМАНА, СПЕКТР ГЕНЕРАЦИИ, СИСТЕМА 
УРАВНЕНИЙ ТАНГА – СТАТЦА–ДЕМАРСА, ПОДУРОВНИ  МУЛЬТИПЛЕТА.

Введение

С целью исследования спектра генера-
ции YAG:Nd+3-лазера авторы  научной ста-
тьи [1] использовали  систему уравнений 
Танга – Статца – Демарса (ТСД)  и  ввели 
параметры w

AB  
и  w

BA
 – скорости релакса-

ционных переходов между рабочими по-
дуровнями А (11507 см–1) и В (11423 см–1) 
мультиплета 4F3/2, причем для температу-
ры 300 K приняли значения w

AB
 = 0,3 и  

w
BA

 = 0,2 Отношение w
BA

/w
AB

 = 0,66 соответ-
ствует распределению Больцмана. Введе-
ние указанных параметров для однородной 
инверсии подуровней говорит о том, что 
при индуцированном излучении с одного 
подуровня через определенное время про-
изойдет выравнивание населенностей по-
дуровней в соответствии с распределением 
Больцмана. Введение же скоростей релак-
сационных переходов w

AB
 и w

BA
 для реше-

ток инверсии не обосновано, так как эти 
решетки при генерации разных длин волн 
пространственно не совпадают.

В противоположность утверждению, 
сделанному в работе [1],  в статье [2] выска-
зано мнение о необоснованности введения 
скоростных параметров, так как  «время 
жизни» мультиплета 4F3/2 (2,5·10–4 с) на-
много превосходит время релаксационных 
переходов между его подуровнями  (10–7 с), 
а распределение населенностей подуровней 
всегда соответствует распределению Боль-
цмана.

Цель настоящего исследования – со-

поставить два предложенных вида систе-
мы уравнений ТСД и развить высказанное 
ранее мнение; показать, что распределение 
однородной инверсии населенности между 
подуровнями мультиплета 4F3/2 всегда соот-
ветствует распределению Больцмана. Что 
же касается распределения населенности 
решеток инверсии населенности между 
подуровнями мультиплета 4F3/2 , то оно не 
подчиняется этому распределению. 

Теоретическая часть

Известно, что на спектр генерации 
YAG:Nd+3-лазера (далее YAG-лазер) влия-
ют три линии усиления: λ1 = 1064,15 нм  
(сечение перехода ı1 = 7,1٠10–19 см2), λ3 =  
= 1064,40 нм (сечение перехода ı3 = 1,9 × 
× 10–19 см2) и λ2 = 1061,50 нм (сечение пере-
хода ı2 = 4,7٠10–19 см2). При этом генерация 
YAG-лазера на длине волны 1064,15 нм идет 
с более высокого подуровня (11507 см–1), 
чем генерация  на  длинах волн 1064,40 и 
1061,50 нм – с подуровня 11423 см–1 [4]. 
Так как сечение перехода ı1 на длине вол-
ны 1064,15 нм максимальное, то эту линию 
усиления называют сильным переходом. 

Как уже указывалось, для описания мно-
гомодовой генерации YAG-лазера обычно 
используют систему уравнений ТСД [3].

Запишем систему уравнений, как в это 
было сделано в работе [1], исправив явные 
неточности и преобразовав использован-
ные авторами переменные к общеприня-
тым [3]:



56

Научно-технические ведомости СПбГПУ. Физико-математические науки № 1(189) 2014

где (1)
0 ,ω  (2)

0 ,ω  (3)
0ω  – центры  линий 

усиления на длинах волн λ = 1064,15,  
1061,50 и 1064,4 нм; 0∆  − межмодовый 
интервал, задаваемый длиной резонатора;  

⊥γ  – скорость релаксации поляризации, 
равная полуширине однородной линии 
усиления. 

Для стационарной генерации d/dĲ = 0.  
При условии τ → ∞  распределение насе-
ленностей подуровней мультиплета 4F3/2 

соответствует распределению Больцмана. 
Тогда, в результате преобразования систе-
мы уравнений (1), получаются следующие 
выражения:
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 – энергии подуровней; kВ – постоян-

ная Больцмана.
В результате преобразований выраже-

ний (3) получаем равенства:
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Проведенный анализ показал, что урав-

нения (4а) и (4б) тождественны  выраже-
ниям, впервые представленным в статье [2] 
и полученным из условия, что однородные 
населенности подуровней мультиплета 4F3/2 
в любой момент времени подчиняются 
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где m
k
 – интенсивность генерируемых ак-

сиальных мод; n0, n
k
 – пространственно-

однородная инверсия и ее решетки на 
переходе с верхним рабочим подуровнем 
A (11507 см–1); 0,n′  

kn′  – то же для верх-
него рабочего подуровня  B (11423 см–1); 
М – число аксиальных мод; ||2 / ,G k= γ  

||/tτ = γ  ( ||γ  – скорость релаксации инвер-
сии населенности); kβ  – потери k-й акси-
альной моды; A, A′  – параметры накачки 
на верхние рабочие подуровни А и В; w

AB
, 

w
BA

 – скорости релаксационных перехо-
дов между рабочими подуровнями А и В 
мультиплета 4F3/2; 

( )i
kL  – лоренцевы  фор-

мы линий усиления i-й компоненты, нор-
мированные к сечению сильного перехода 
(1064,15 нм), которые выражаются как
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распределению Больцмана, независимо от 
условий лазерной генерации. Они имеют 
вид

0
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Дальнейшее преобразование системы 
уравнений (1) позволило получить выраже-
ния:
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Выражение (6а) не имеет аналитическо-

го решения, поэтому для его решения ис-
пользовался метод последовательных при-
ближений. 

На рис. 1, а приведены результаты рас-
четов с использованием уравнений (5) и 
(6), описывающие спектр генерации YAG-
лазера при следующих условиях: темпера-

тура 300 K, w
AB

 = 0,3, w
BA

 = 0,2 (как это 
было принято в работе [1]); параметр на-
качки А = 10; внутрирезонаторные потери 
ȕ

k 
= 0,15. 
С учетом межмодового интервала  

0∆  = 0,05 присвоим произвольным образом 
номер 70 моде, соответствующей максиму-
му усиления на длине волны 1064,15 нм.  
Тогда мода, соответствующая максиму-
му усиления на длине волны 1064,4 нм, 
получит номер 56, а мода, соответствую-
щая максимуму усиления на длине волны  
1061,5 нм, – номер 222. Согласно расче-
там, генерация на длине волны 1061,5 нм 
отсутствует, поэтому графически модовый 
состав спектра не показан.

На рис. 1, б приведены расчетные дан-
ные для спектра генерации YAG-лазера в 
соответствии с полученными в работе [2] 
(300 K) и условиях: населенности подуров-
ней мультиплета 4F3/2 в любой момент вре-
мени подчиняются распределению Боль-
цмана (w

AB
 = w

BA
 = 0, w = 0,66), параметр 

накачки А = 10, внутрирезонаторные  по-
тери ȕ

k 
= 0,15. Согласно расчетам, и в этом 

случае генерация на длине волны 1061,5 нм 
отсутствует, поэтому графически модовый 
состав спектра также не показан.

При сравнении рис. 1, а и б видно, что 
при температуре 300 K генерация на длине 
волны 1064,2 нм возникает в обоих случаях, 
но при этом максимумы спектров излуче-
ния не совпадают (на рис. 1, а k = 67, а на 
рис. 1, б k = 66).   

На рис. 2, а, б приведен результат рас-
чета спектра генерации YAG-лазера по 

(5а)

(5б)

Рис. 1. Результаты расчета модового состава генерации YAG-лазера для длины волны 1064,2 нм 
при параметрах, использованных в работе [1] (а) и работе [2] (б); T = 300 K.  
В обоих случаях, согласно расчетам, генерация на длине волны 1061,5 нм отсутствует

а) б)

(6а)

(6б)

(6в)
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уравнениям (5) и (6), выполненный при 
условиях: T = 200 K, w

AB
 = 0,4 и w

BA
 = 0,2  

(w = 0,5), параметр накачки А = 10, внутри-
резонаторные потери ȕ

k 
= 0,15. 

На рис. 2, в, г  приведен расчет спек-
тра генерации YAG-лазера в соответствии 
с [2] при 200 K и условиях:  населенности 
подуровней мультиплета 4F3/2 в любой мо-
мент времени подчиняются распределению 
Больцмана (w

AB
 = w

BA
 = 0, w = 0,5), пара-

метр накачки А = 10, внутрирезонаторные  
потери ȕ

k 
= 0,15. 

При сравнении рис. 2, а, б с рис. 2, в, 
г очевидно, что при 200 K рассчитанные 
спектры генераций значительно различа-
ются. Так, если производить расчет в со-
ответствии со статьей [1], то при 200 K 
должна возникнуть генерация только на 
одной длине волны 1064,2 нм, но важно 
заметить, что при этом происходит значи-
тельный сдвиг максимума спектра генера-
ции ввиду усиленного влияния на спектр 
линии 1064,4 нм. Если же проводить рас-
чет в соответствии с работой [2], то при  

200 K осуществляется генерация на двух 
длинах волн (1064,2 и 1061,5 нм), а это со-
гласуется с данными, приведенными в ли-
тературе [5].

Выводы

Проведенный анализ расчетных резуль-
татов для спектров генерации YAG:Nd+3-
лазера (расчеты выполнены  при  варьи-
ровании  условий),  привел  к следующим 
заключениям:

распределение однородной инверсии 
населенности между подуровнями мульти-
плета 4F3/2 всегда соответствует распределе-
нию Больцмана, даже при наличии лазер-
ной генерации;

распределение населенности решеток 
инверсии населенности между указанными 
подуровнями не подчиняется статистике 
Больцмана, следовательно, при использова-
нии системы уравнений Танга – Статца –  
Демарса не должны  учитываться скорости 
релаксационных переходов w

AB
 и w

BA
 для ре-

шеток инверсии.

Рис. 2. Результаты расчета модового состава генерации YAG-лазера для  длин волн 1064,2 нм (а, в) 
и 1061,5 нм (б, г) при условиях, принятых в работе [1] (а, б) и в работе [2] (в, г); T = 200 K 

а) б)

в) г)
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