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ИДЕНТИФИКАцИЯ И СТАТИСТИЧЕСКАЯ ПРОВЕРКА УСТОйЧИВОСТИ 
МОДЕЛИ ВОЛьТЕРРЫ 

В статье рассматриваются некоторые аспекты модели Вольтерры. Основное 
внимание уделяется определению области устойчивости в пространстве пара-
метров модели и статистической проверке устойчивости. 

МОДЕЛЬ ВОЛЬТЕРРЫ, ИДЕНТИФИКАЦИЯ, УСТОЙЧИВОСТЬ, СТАТИСТИЧЕСКАЯ 
ПРОВЕРКА.

Введение

В задаче прогнозирования того или ино-
го процесса (экономического, социального, 
биологического и т. п.) единственным ис-
точником фактической информации служат 
данные наблюдений, представимые в виде 
таблиц чисел. Здесь прослеживается связь с 
задачами анализа экспериментальных дан-
ных. Чтобы преодолеть ситуацию «черного 
ящика», в ряде случаев бывает целесообраз-
но выбрать какую-нибудь известную мате-
матическую модель в качестве отправного 
пункта поиска подходящей модели, тре-
буемой для интерпретации наблюдаемых 
данных. Например, в теории экономиче-
ских циклов имеется динамическая модель 
Гудвина [1] на основе системы Лотки – 
Вольтерры [2], связывающая пару величин. 
Однако модель такого вида является слиш-
ком «жесткой», поскольку демонстрирует 
единственный сценарий (замкнутые тра-
ектории). Простое продолжение на основе 
общей системы Вольтерры ведет к более 
вариативной модели [3]. При этом важная 
величина, характеризующая эластичность в 
паре переменных, остается в пределах клас-
са дробно-линейных выражений. Здесь сле-
дует подчеркнуть, что выбор типа модели 
всегда является прерогативой предметного 
исследователя и не требует особых усилий 
в плане обоснования, так как ошибка выбо-
ра непременно приводит к ситуации, когда 
дисперсии оценок параметров относитель-
но велики, а сами оценки параметров не 
проходят статистического тестирования, 
что означает отклонение модели. 

В процессе реализации  выбранного 
типа модели возникает весьма обширный 
круг задач. Однако ниже мы ограничимся 
рассмотрением лишь следующих этапов: 
оценка параметров модели; определение (в 
пространстве параметров) области устой-
чивости точного решения; статистическая 
проверка принадлежности параметров об-
ласти устойчивости. Остальные вопросы 
предполагается рассмотреть в дальнейших 
публикациях. 

Постановка задачи

Предположим, что для пары неких пред-
метных величин x и y требуется выяснить 
функциональную зависимость между ними 
на основании исходных данных, представи-
мых в виде пары временных рядов наблю-
дений ȟ и Ș. Пусть известно, что данные на-
блюдений имеют шаг į по шкале времени 
t на промежутке 0 0 .mt t t= ≤ ≤  Временные 
ряды  ( )iξ = ξ  и   ( )iη = η  можно рассма-
тривать как сеточные функции на равно-
мерной сетке 

: { : 0, }.it i i mδω = = δ =
При дальнейшей обработке данных нам 

понадобятся следующие числовые характе-
ристики: 
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С целью обнаружения и обоснования 

функциональной зависимости широко 
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применяют методы регрессионного анали-
за. Традиционные подходы связаны с поис-
ком уравнений регрессии на основе явных 
форм: 

( ; )y Y x= ζ  или ( ; ),x X y ′= ζ
где ,ζ  ′ζ  – списки определяемых параме-
тров. 

Между тем в каких-то случаях путь рас-
сеяния данных может свидетельствовать в 
пользу выбора неявной формы: 

( , ; ) 0.x yΦ ζ =
Обобщенный подход связан с описани-

ем на основе параметризации. C этой точки 
зрения графиком искомой функциональ-
ной зависимости будет некая геометриче-
ская кривая, представимая как множество 
всех эквивалентных путей 

{ ( ( ), ( ))},p x p y p 

параметризующих эту кривую. 
Достаточно гладкая общая кривая, за-

данная уравнением ( , ) 0,h x y =  допускает 
параметризацию с помощью решения за-
дачи Коши для «почти гамильтоновой» си-
стемы вида 

( , ) ( , );

( , ) ( , ).

dx h
a x y x y

dt y

dy h
a x y x y

dt x

∂ = − ∂ ∂ = − ∂
Начальные условия при 0t = имеют 

вид: 

0(0) ,x x=  0(0) ;y y=  0 0( , ) 0.h x y =
С другой стороны, параметризо-

ванная кривая, заданная уравнениями 
( , ) ( ( ), ( )),x y x t y t=    имеет представление в 
виде локально конечного объединения об-
щих кривых, уравнения которых могут быть 
получены путем исключения параметра t из 
параметрических уравнений. 

Отдельно взятый путь

( ( ), ( )),t x t y t

где t – параметр времени, может служить 
описанием процесса [4, 5]. 

Динамическая модель процесса

Пусть через t обозначено время. Пусть 

гладкий путь ( ( ), ( ))x t y t  служит изображе-
нием наблюдаемого процесса. Тогда можно 
принять динамическую модель (с непре-
рывной шкалой времени) на основе си-
стемы обыкновенных дифференциальных 
уравнений (ОДУ): 

1

2

( , );

( , ),

x F x y

y F x y

= =



где F = (F1, F2) – гладкое векторное поле. 
Как было отмечено выше, выбор вы-

ражений F1 и F2 остается за предметным 
исследователем в соответствии с предпо-
чтениями предметной области. Например, 
нередко авторы работ по математическому 
моделированию экономических процессов 
[4] идут по пути заимствования подходя-
щих динамических моделей из биологии. 
Фактически эти заимствования с учетом 
тех или иных традиционных предположе-
ний [1] определяют общий вид ожидаемых 
динамических систем.

Положения равновесия (они же – ста-
ционарные точки) определяются как реше-
ния векторного уравнения F (x, y) = 0.  

Изоклина векторного поля F – это по-
лезная линия, вдоль которой выполняется 
условие вида 

F 0,ν = 

т. е. F ⊥ ν 
 при F 0,≠

 где 0ν ≠
 – фиксиро-

ванный вектор. 
Ниже используются h-изоклины («гори-

зонтальные», когда 2 0F = ) и v-изоклины 
(«вертикальные», когда 1 0F = ). 

Фактически любая стационарная точ-
ка системы ОДУ (1) реализуется как точка 
пересечения v-изоклины и h-изоклины. 

Специфика динамической модели. При 
моделировании процессов в ряде предмет-
ных областей (к числу которых относятся 
экономика, социология, биология, химия, 
и т. п.) встречаются неотрицательные пред-
метные величины, которые могут прини-
мать только неотрицательные значения. 
Предполагается, что 0x >  и 0y >  – имен-
но такие величины. Тогда можно несколь-
ко уточнить общий вид уравнений динами-
ческой системы (1), чтобы автоматически 
иметь описание в положительном конусе: 

2 : {( , ) : 0, 0}.x y x y+ = > >R

(1)
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С этой целью достаточно принять 

1( , ),x x f x y=  2( , ).y y f x y=

Заметим, что сделанный выбор соответ-
ствует специфике популяционной динами-
ки по Колмогорову [3]. 

На основании данной динамической 
модели можно написать ОДУ: 

1

2

( , )
.

( , )
f x yx dy

y dx f x y
=

Выражение левой части этого уравнения 
обычно называют эластичностью. Таким 
образом, эластичность выражается форму-
лой: 

2

1

( , )
( , ) .

( , )
f x y

x y
f x y

∋ =
Идентификация модели. Ниже использу-

ется описание в положительном конусе 2 .+R  
В таком случае динамическая модель (2) 
приобретает следующий вид: 

1

2

( , );

( , ).

x
f x y

x

y
f x y

y

 = =





Очередной этап сводится к нахождению 
правых частей этих дифференциальных 
уравнений по имеющимся наблюдаемым 
данным, заданным в виде пары временных 
рядов ȟ и Ș. 

При отсутствии каких-либо иных сооб-
ражений можно предположить, что пред-
метный исследователь сделал выбор, при-
няв решение о поиске 1( , )f x y  и 2( , )f x y  в 
виде многочленов от ( , )x y  степени .k≤  

В линейном случае ( 1)k =  порядок дей-
ствий состоит в следующем. Наряду с име-
ющимися наблюдаемыми временными ря-
дами ȟ и Ș можно ввести для величин /x x  
и /y y  вычисляемые временные ряды  
φ = (φ

i
) и ȥ = (ȥ

i
): 

: ;t
ξϕ = ξ  : .t

ηψ = η
Временные ряды ȟ и Ș рассматриваются 

как сеточные функции, так что ȟ
i 
 и Ș

i
 – это 

стандартные обозначения разностных про-
изводных: 

1( ) ;i i
it

−ξ − ξξ = δ  
1( ) .i i

it

−η − ηη = δ
Далее, с целью определения коэф-

фициентов многочленов правой части 
можно применить метод наименьших 
квадратов (МНК) по схеме «2 × 3». В ре-
зультате получим дифференциальные ра-
венства вида: 

1 11 12 ;
x

x y
x

= α + β + β
 2 21 22 .
y

x y
y

= α + β + β

Для определения двух троек чисел (α1, 
ȕ11, ȕ12) и (α2, ȕ21, ȕ22) стандартные оценки 
по методу МНК в матричной форме имеют 
вид: 

1;B DC −=  1 2( , ) ( , ) ( , ) .T T TBα α = ϕ ψ − ϕ ψ
С использованием сокращенных обо-

значений ( : cov( , ))cξη = ξ η  матрицы в (4) 
вводятся следующим образом: 

11 12

21 22

: ;B
β β =  β β   : ;

c c
C

c c

ξξ ξη
ηξ ηη

 =   
 : .

c c
D

c c

ϕξ ϕη
ψξ ψη

 =   
В итоге соотношения (3) могут быть за-

писаны в виде системы ОДУ: 

1 11 12

2 21 22

( );

( ).

x x x y

y y x y

= α + β + β = α + β + β



Важно отметить, что в популяционной 
динамике система ОДУ такого вида извест-
на как общая система Вольтерры (ОСВ). 

Выбранная динамическая модель (5) 
характеризуется дробно-линейной эластич-
ностью: 

2 21 22

1 11 12

( , ) .
x y

x y
x y

α + β + β∋ = α + β + β
Расширенная матрица параметров мо-

жет быть записана следующим образом: 

10 1 11 12

20 2 21 22

:
: .

:
B

β = α β β =  β = α β β 
Вычеркивая столбцы этой матрицы, вы-

числяем миноры второго порядка: 

0 11 22 12 21: det ;d B= = β β − β β
1 1 22 2 12: ,d = α β − α β  2 1 21 2 11: .d = α β − α β

(2)

(3)

(4)

(5)
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Полученная динамическая модель изо-
бражается «точкой» в пространстве матриц 
B  размера 2 × 3. Равенства (4) позволяют 
перейти к укороченному описанию, так что 
модель процесса однозначно определяется 
квадратной матрицей B размера 2 × 2. 

Чтобы развернуть процесс во времени, 
следует найти решение ( ( ), ( ))x t y t  задачи 
Коши для системы ОДУ (5) при 0t >  с ис-
пользованием начальных условий: 

0(0) ,x = ξ  0(0) .y = η
Влияние матрицы параметров модели  

на характер процесса

Положения равновесия и изоклины. По 
итогам проделанной идентификации век-
торное поле F приобретает компоненты: 

1 1 11 12: ( );F x x y= α + β + β
2 2 21 22: ( ).F y x y= α + β + β

Для более наглядного представления 
положений равновесия можно выделить 
полезные линии: 

v-изоклины Oy и L1:1 1 11 12: 0;L x yα + β + β =  
h-изоклины Ox и L2:2 2 21 22: 0.L x yα + β + β =  
Тривиальные стационарные точки рас-

положены на координатных осях Ox и Oy: 

0 : (0, 0);P =  1 1 1: ( , 0) ;P x L Ox= ∈ ∩
2 2 2: (0, ) .P y L Oy= ∈ ∩

По умолчанию подразумевается, что 

1L Ox≠  и 2 .L Oy≠  Условия реализации то-
чек 1P  или 2 :P  

если 11 0,β ≠  то 1 1{ }L Ox P∩ =  и 

1 1 11/ ;x = −α β  
если 22 0,β ≠  то 2 2{ }L Oy P∩ =  и 

2 2 22/ .y = −α β  
Нетривиальная стационарная точка 

* * * 1 2: ( , )P x y L L= ∈ ∩  

определяется в случае 1 2L L≠  как решение 
системы линейных уравнений: 

1 11 * 12 *

2 21 * 22 *

0;

0.

x y

x y

α + β + β =α + β + β =
Условие реализации точки *P  (суще-

ствование и единственность) состоит в не-
вырожденности матрицы B: 

1 2 *{ } det 0.L L P B∩ = ⇔ ≠

По формулам Крамера имеем: 

0 * 1,d x d= −  0 * 2.d y d=
Процесс и его модель называются невы-

рожденными, если det 0.B ≠  В настоящей 
работе не обсуждаются иные возможности, 
ведущие к возникновению стационарных 
решений. 

Центрированные процессы. Процесс и 
его модель называется центрированными, 
если 1 2 *{ }L L P∩ =  и 2

*P +∈ R  (точка *P  яв-
ляется внутренней точкой положительного 
конуса.) 

Условие реализации центрированного 
процесса: 

1 0 0,d d <  2 0 0.d d >
Остальные процессы. Нецентрирован-

ные случаи появляются всякий раз, когда 
имеет место одно из двух условий: 

либо (1) det 0,B ≠  но 2
* ;P +∉ R  

либо (2) det 0.B =  
Генезис модели Вольтерры. Невырож-

денная модель M с матрицей B ведет свое 
происхождение от некой невырожденной 
модели 0Μ  с матрицей 0,B  если их матри-
цы принадлежат связной открытой области Θ  пространства матриц 2 × 2, а соответ-
ствующие стационарные точки ( *P  и 0,*P ) 
принадлежат заранее заданному выпуклому 
открытому конусу K на плоскости пере-
менных (x, y). При этом в области Θ  не 
должно быть вырожденных матриц. При 
рассмотрении центрированных моделей 
следует принять 2: .+Κ = R  

Пусть 0Μ  – это какая-либо известная 
модель (например, имеющая уникальное 
наименование и зафиксированная в лите-
ратурных источниках). Если область Θ  – 
максимальная среди всех, отвечающих ука-
занным требованиям, то такая область Θ  
интерпретируется как клан модели 0 .Μ  

Расслоение пространства параметров мо-
дели. Этот подход способствует визуализа-
ции и позволяет выявить детально структу-
ру границы того или иного клана. 

Сначала введем структурированное 
арифметическое пространство 4

BR  как про-
странство всех квадратных матриц B разме-
ра 2 × 2. Возьмем за основу «перекрестное» 
представление: 

(6)

(7)
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4 2 2
11,22 12,21,B ≅ ×R R R

где 2
11,22R  и 2

12,21R  состоят из пар 11 22( , )p = β β  
и 12 21( , ).q = β β  

Тем самым мы можем рассматривать 
4
BR  как объединение всех слоев

2
11,22: { }.q qΣ = ×R

В силу данного расслоения простран-
ства 4

BR  возникает расслоение какой-либо 
области U в виде семейства слоев 

: ( pr ),q qU U q U= ∩ Σ ∈
где prU – это проекция U в пространстве 

2
12,21.R  

При этом возникает сопутствующая за-
дача: требуется определить край qU∂  каж-
дого слоя qU  при всех pr .q U∈  

Область U и ее граница U∂  могут быть 
восстановлены путем объединения всех 
слоев области U. 

Две области центрированных моделей. В 
случае невырожденной модели из сравне-
ния формул (4) и (7) находим: 

1
* *( , ) ( , ) ( , ) ;T T Tx y B −= ξ η − ϕ ψ

22 12
* ;

det
x

B

β ϕ − β ψ= ξ −  11 21
* .

det
y

B

β ψ − β ϕ= η −
Чтобы несколько упростить дальнейшие 

выкладки, введем многочлены второго по-
рядка от ȕ

ij
: 

* 22 12det ( );u B= ξ − β ϕ − β ψ
* 11 21det ( ).v B= η − β ψ − β ϕ

Модель с матрицей B реализуется как 
центрированная, если (и только если) вы-
полняется один из двух вариантов усло-
вий: 

1) когда det 0B >  и * *min( , ) 0;u v >
2) когда det 0B <  и * *max( , ) 0.u v <  

Пусть область U ′  пространства 4
BR  

определяется условиями варианта 1. Ее гра-
ница U ′∂  может быть составлена из кусков 
трех алгебраических гиперповерхностей 
второго порядка: 

det 0;B =  * 0,u =  * 0.v =
Если же придерживаться расслоения, 

то в проекции на пространство 2
11,22R  край 

qU ′∂  произвольно взятого слоя qU ′  форми-
руется из кусков ветвей трех гипербол: 

det 0;B =  * 0;u =  * 0.v =
Особую роль играют места соединения 

разных кусков границы. В частности, что-
бы определить точки пересечения гиперпо-
верхностей * 0u =  и * 0,v =  можно соста-
вить систему: 

12 22

21 11

det ;

det .

B

B

ξ + β ψ = β ϕη + β ϕ = β ψ
Как следствие этой системы выводится 

уравнение сборки границы: 

12 21det( )( det ) 0.B Bξη + β ψη + β ϕξ − ϕψ =
В дальнейшем выражение 

12 21:
β ψη + β ϕξ − ϕψχ = ξη

рассматривается как характеристика сбор-
ки границы (из кусков). 

Все эти рассуждения переносятся без 
изменений на случай другой области ,U ′′  
определяемой по варианту 2. 

Рамочные условия. Дальнейшие выклад-
ки будут правомерны, если исходные вре-
менные ряды ȟ и Ș отвечают определенным 
требованиям. 

Чтобы обеспечить специфику, по умол-
чанию подразумевается, что указанные 
временные ряды – положительные: 0iξ >  
и 0iη >  для всех 0, .i m=  Таким образом, 
всегда имеем 0ξ >  и 0.η >  

Однако средние значения ϕ  и ψ  вы-
числяемых рядов φ и ȥ могут повлиять на 
схему сборки границы области центриро-
ванных моделей (в каждом из двух случа-
ев). Выделим условия, руководствуясь сле-
дующим определением: 

исходные данные (временные ряды ȟ 
и Ș) находятся в общем положении, если 

0ϕ ≠  и 0.ψ ≠  
Другие случаи, когда 0ϕ =  или 0,ψ =  

не рассматриваются в настоящей работе. 
В ситуации общего положения комбина-
ция знаков (sgn , sgn )ϕ ψ  может указывать 
на выбор первого из четырех главных кла-
нов. Для каждого из этих кланов его образ 
при проекции в 2

12,21R  совпадает с первой 
из четырех компонент связности области 
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12 21 0.β β ≠  Ниже приводятся расчеты для 
одного из реальных кланов. 

Клан модели Лотки – Вольтерры. В 
динамической модели  (5) система Лот-
ки – Вольтерры (СЛВ) реализуется, если 

12 21 0β β <  и 11 22 0.β = β =  
Имеются две возможности: либо ( ),aq Q∈  

либо ( ).bq Q∈  Обозначения: 

( ) 12 21 12 21: { ( , ) : 0, 0},aQ q= = β β β < β >  

( ) ( ): .b aQ Q= −
Варианты (a) и (b) различаются лишь 

«направлением обхода» траекторий. Поэто-
му имеет смысл ограничиться рассмотре-
нием одного из вариантов СЛВ, например 
(a). 

Пусть для определенности в исходной 
ситуации общего положения имеют место 
следующие условия: 0,ϕ >  0.ψ <  Тогда 
для всех ( )aq Q∈  при 11 22 0β = β =  выполня-
ются неравенства: 

* 12 0,u = ξκ + β ψ >  * 21 0,v = ηκ + β ϕ >
где 12 21: 0.κ = −β β >  

Тем самым все реализации СЛВ (a) – 
центрированные. 

Все модели клана СЛВ (a), который да-
лее обозначается через G, относятся к обла-
сти det 0.B >  Характеристика сборки гра-
ницы: 0.χ < . Основная часть границы G∂  
клана G формируется из трех кусков: 

1 11: {det 0, 0};H B= = β >
2 *: { 0, det 0};H v B= = ≥  

3 *: { 0, det 0}.H u B= = ≥
Куски 2H  и 3H  соединяются вдоль 

многообразия L при 11 0.β <  Многообразие 
L размерности 2 определяется системой ли-
нейных уравнений: 

22 12

11 21

0,

0.

β ϕ − β ψ =β ψ − β ϕ =
Очевидно, что det 0B =  на L. Если рас-

сматривать произвольно взятый слой ,qG  
то его край 

1 2 3( ) ( ) ( ) .q q q qG H H H∂ = ∪ ∪
В проекции на 2

11,22R  возникают следу-
ющие отождествления: 1( )qH  – ветвь ги-
перболы 11det 0 ( 0);B = β >  2( )qH  – кусок 

ветви гиперболы * 0(det 0);v B= ≥  3( )qH  – 
кусок ветви гиперболы * 0(det 0).u B= ≥  

Пересечение qL ∩ Σ  проектируется в 
точку 

21 12( ) : ( / , / ).Lp q = β ϕ ψ β ψ ϕ
Остаточная часть границы состоит 

из кусков, допускающих расслоение при 

12 21 0,β β =  точнее, при ( ).aq Q∈ ∂  

Условия устойчивости модели Вольтерры

Линеаризация в окрестности нетривиаль-
ного положения равновесия. Перейдем к но-
вым переменным: 

* 1,x x= + ζ  * 2.y y= + ζ
Система (5) преобразуется в систему 

обыкновенных дифференциальных уравне-
ний: 

1 * 11 1 12 2 1 11 1 12 2

2 * 21 1 22 2 2 21 1 22 2

( ) ( ),

( ) ( ).

x

y

 ζ = β ζ + β ζ + ζ β ζ + β ζζ = β ζ + β ζ + ζ β ζ + β ζ



Для использования записей в матрич-
ной форме вводятся обозначения: 

: ( ),ijΓ = γ  1 * 1: ,j jxγ = β  2 * 2: ;j jyγ = β
 1 2( , ) .Tζ = ζ ζ

Матричная запись системы (8) имеет 
вид: 

1 2diag( , ) .Bζ = Γζ + ζ ζ ζ

Отбрасывая слагаемые вида 2(| | ),O ζ  
приходим к линеаризованной системе: 

.Ζ = ΓΖ  Инварианты матрицы Г выражают-
ся следующим образом: 

11 22 * 11 * 22tr ;x yΓ = γ + γ = β + β
11 22 12 21 * *det det .x yΓ = γ γ − γ γ = Γ

Собственные значения матрицы Г могут 
быть получены как корни ее характеристи-
ческого многочлена 

2det( ) tr det .EΓ − λ = λ − λ Γ + Γ
Линеаризация в окрестности тривиального 

положения равновесия. Сначала вычислим 
для векторного поля F его матрицу Якоби в 
произвольно взятой точке: 

1 1

2 2

/ /
(F')

/ /
T

F x F y

F x F y

∂ ∂ ∂ ∂ = = ∂ ∂ ∂ ∂ 


(8)

(9)
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1 11 12

21 2 22

     
.

     

f x x

y f y

+ β β =  β + β 
Дальнейшая линеаризация системы (5) 

в окрестности каждой из точек kP  (k = 1, 
2, 3) по известной схеме ведет к получению 
линейной системы: 

;

: (F'( )) .

k

T

k kP

Ζ = Γ ΖΓ =




При возникновении необходимости все 
элементы матриц kΓ  могут быть выражены 
через элементы расширенной матрицы .B  

Устойчивость и неустойчивость. Руковод-
ствуясь теорией Ляпунова  [6], можно вы-
делить достаточные условия устойчивости и 
неустойчивости положения равновесия на 
основании спектральных свойств матрицы 
линеаризованной системы. Применимость 
теорем Ляпунова в случае системы (5) обе-
спечивается тем, что отбрасываемые при 
линеаризации слагаемые являются одно-
родными многочленами второй степени. 

Какая-либо квадратная матрица А на-
зывается устойчивой, если ее спектр со-
держится в левой полуплоскости: Re 0.λ <  
Для матрицы размера 2 × 2 условие устой-
чивости равносильно выполнению двух не-
равенств: det 0,A >  tr 0.A >

Нетривиальное положение равновесия 
характеризуется выполнением одного из 
трех случаев: 

если det 0Γ >  и tr 0Γ <  (матрица Г – 
устойчивая), то стационарная точка *P  
асимптотически устойчива (локально); 

если det 0Γ >  и tr 0Γ >  (матрица (–Г) –  
устойчивая), то стационарная точка *P  
вполне неустойчива (локально); 

если det 0,Γ <  то стационарная точка 
*P  неустойчива (коль скоро она является 

седловой). 
Во всех остальных случаях (когда 

det 0Γ =  или tr 0Γ = ) требуются индиви-
дуальные рассмотрения. В частности, если 
det 0Γ >  и det 0,Γ =  то выпуклая окрест-
ность точки *P  заполнена замкнутыми тра-
екториями [7], так что имеет место простая 
устойчивость.

Как для точки *P , для каждой из точек 

kP  (k = 1, 2, 3) можно составить аналогич-
ные условия устойчивости и неустойчиво-
сти. Формулировки условий здесь не пред-

ставлены, поскольку в рассматриваемых 
ниже задачах точки kP  себя не проявляют. 

Области устойчивости и неустойчивости 
модели Вольтерры. Здесь и далее толкова-
ние термина «устойчивость» связывается с 
выполнением условий устойчивости нетри-
виального положения равновесия. В поряд-
ке очередной задачи требуется определить 
в пространстве 4

BR  связную открытую об-
ласть ,Ω  состоящую из таких матриц B, для 
которых матрица Г – устойчивая. 

Матрицы В и Г связаны соотношением 

* *diag( , ) .x y BΓ =
Все дальнейшие расчеты выполнены в 

клане G, т. е. в клане СЛВ (a). Ввиду того, 
что

* *det det ,x y BΓ =
в клане G имеем: det 0.Γ >  В качестве обла-
сти устойчивости можно принять область

: { : tr 0}.B GΩ = ∈ Γ <
Чтобы существенно упростить выклад-

ки, введем выражение (многочлен третьей 
степени  от ȕ

ij
): 

* 11 * 22: det( ) tr( ) .u vρ = Γ Γ = β + β
С использованием ρ возникает другое 

представление области устойчивости: 

: { : 0}.B GΩ = ∈ ρ <
Основная часть границы ∂Ω  области 

устойчивости Ω  формируется из трех ку-
сков по списку 0 1 2{ , , },H H H−  где 

0 : { 0, det 0};H = ρ = Γ ≥
1 1: { 0}.H H− = ∩ ρ <

После несложных преобразований мож-
но написать: 

11 22

11 12 22 21

det( )[ ( )]

 ( ) ( ).

Bρ = β ξ + β η − ϕ + ψ +
+ κ ϕ + ψ + β β ψ + β β ϕ

Пересечение гиперповерхностей 
det 0B =  и ρ = 0 имеет вид ,L N∪  где 
многообразие N определяется условиями 
ȕ22 = ȕ12, ȕ11 = ȕ21. Куски границы 0H  и 2H  
соединяются вдоль многообразия L при 

11 0.β <  Куски 0H  и 1H −  соединяются вдоль 
многообразия N при 11 0.β >  

Для произвольно взятого слоя qΩ  об-
ласти устойчивости его край имеет пред-
ставление 
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0 1 2( ) ( ) ( ) .q q q qH H H−∂Ω = ∪ ∪
В проекции на 2

11,22R  возникает еще 
одно отождествление, согласно которому  

0( )qH  – кусок алгебраической кривой (тре-
тьего порядка): ρ = 0 при det 0.B ≥  Пере-
сечение qN ∩ Σ  проектируется в точку 

21 12( ) : ( , ).Np q = β β
Остаточная часть границы области 

устойчивости состоит из двух кусков, рас-
положенных на гиперплоскостях ȕ12 = 0 и 
ȕ21 = 0.  

На рисунке показаны геометрические 
объекты в сечении слоем qΣ  (индекс q 
опущен): Ω  – область асимптотической 
устойчивости клана G; 0Ξ  – область впол-
не неустойчивости клана G; 1Ξ  и 2Ξ  – об-
ласти, не задевающие G, составленные из 
множеств, в каждом из которых имеет ме-
сто одно из двух: либо модель нецентриро-
ванная, либо она центрированная, но точка  

*P  – неустойчивая (когда положение рав-
новесия является седловой точкой). 

Устойчивость с точки зрения проверки  
статистических гипотез 

В случае, когда полученные значения 
коэффициентов указывают на устойчивость 
процесса, описываемого системой (3), ис-
следователю хотелось бы выяснить, на-
сколько надежен результат, что, естествен-
но, переводит задачу в область проверки 
статистических гипотез. До этого момента 
даже характерные для статистики форму-
лы использовались лишь в смысле МНК, 
который, как известно, весьма популярен в 
области прикладной статистики.

Теперь нам следует подчеркнуть, что 
вычисленные значения параметров (коэф-
фициентов) системы (3) являются оценка-
ми, которые, в принципе, носят случайный 
характер, и поэтому мы будем их обозна-
чать как ,ijβ  а обозначения без «крышек» 
использовать для истинных значений, ко-
торые, естественно, считаем неизвестны-
ми. Будем предполагать, что оценки ко-
эффициентов подчиняются нормальному 

Области устойчивости (Ω) и неустойчивости 0 1 2( )Ξ ∪ Ξ ∪ Ξ   
для клана модели Лотки – Вольтерры в случае выполнения  

неравенств: 12 210, 0β < β >
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распределению. Поэтому ближайшая наша 
задача – это выяснение параметров этого 
распределения, а именно  – матрицы дис-
персий и совместных ковариаций. 

Реализации левых частей системы (3), 
как и ранее, обозначаем через φ

i 
 и ȥ

i
, со-

ответственно, а реализации переменных x и 
y – соответственно через ȟ

i 
 и Ș

i
, где 0, .i m=  

Перейдем к центрированным значениям 
 ,i iϕ = ϕ − ϕ  где ϕ  − среднее арифметиче-
ское. С остальными переменными посту-
пим аналогично. Построим выборочную 
матрицу левых частей системы (3): 

  
1 2

1 2

.m

m

A
 ϕ ϕ ϕ=   ψ ψ ψ 


  

Пусть P – ортогональная матрица, такая, 
что ,T TP AA P = Λ  где Λ  − диагональная ма-
трица. Тогда в строках матрицы TD P A=  
стоят реализации независимых, нормально 
распределенных величин, которые мы обо-
значим через 1z  и 2.z  Рассмотрим систему 
регрессионных уравнений: 

1 11 12 1

2 21 22 2

;

.

z b x b y

z b x b y

= + + ε = + + ε
Пусть через zB  обозначается (2 × 2)-

матрица параметров системы (10). Тогда 
МНК-оценка этих параметров следует вы-
ражению [8, 9]: 

1( ) ,T T

zB DX XX −=

где X − выборочная матрица центрирован-
ных реализаций переменных x и y, т. е. 

1 2

1 2

.m

m

X
 ξ ξ ξ=  η η η 
  
  

Остатки регрессии (10) İ
j
 (j = 1, 2) имеют 

нулевое среднее значение, а несмещенные 
оценки дисперсий этих остатков следуют 
выражению: 

2 1 2
1 2

1

( 3) ( ) .
m

j ji j j i
i

m z b b−
=

σ = − − ξ − η∑  

Обращая внимание на то, что матрица 
коэффициентов при переменных в правой 
части (3) может быть получена по формуле 

1( ) ,T TB AX XX −=

приходим к соотношению 

.zB PB= 

Отсюда видно, что векторы 

11 12 21 22( , , , ),Tβ = β β β β    
 11 12 21 22( , , , )Tb b b b b=    

связаны следующим соотношением [8, 9]:

,Qbβ = 

где ортогональная матрица Q составлена из 
элементов P, т. е. 

11 12

11 12

21 22

21 22

0 0

0 0
.

0 0

0 0

p p

p p
Q

p p

p p

   =    
Здесь и далее для какой-либо матрицы 

B = (ȕ
ij
) размера 2 × 2  через ȕ обозначается 

ее развертка в столбец, так что 

11 12 21 22: ( , , , ).Tβ = β β β β
Матрица дисперсий и взаимных кова-

риаций вектора b

 в силу независимости 1z  

и 2z  имеет блочную структуру и выражает-
ся как 

2 1
1

2 1
1

( )
,

( )

T

Tb

XX O
V

O XX

−
−

 σ=  σ 




где каждый блок относится к паре коэффи-
циентов соответствующего уравнения. 

Из соотношения (12) следует, что ма-
трица дисперсий и взаимных ковариаций 
вектора β  равна 

.T

b
V QV Qβ = 

В рассмотренной выше ситуации мы 
имеем устойчивость, когда точка ȕ с коор-
динатами 11 12 21 22( , , , )β β β β  лежит в области 

,Ω  т. е. когда .β ∈ Ω  Вектор β  является не-
смещенной оценкой, следовательно, этот 
вектор подчиняется нормальному распре-
делению, т. е. ~ ( , ).N Vββ β 


 Функция плот-

ности этого распределения выражается 
формулой 

( ) exp( ( ) / 2),f cβ = ⋅ −Ψ β − β
где с – множитель нормировки ( 0),c >  Ȍ – 
положительно определенная квадратичная 
форма с матрицей 1( )V −

β  ( ( ) 0).Ψ ⋅ >
В одномерном случае при нормальном 

распределении, проверяя статистическую 
гипотезу, мы имеем в качестве границы 
критической области две точки, располо-
женные симметрично относительно центра 

(10)

(11)

(12)
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предполагаемого распределения. 
В четырехмерном же случае, если про-

веряется гипотеза *
0 : ,H β = β  границей 

критической области будет эллипсоид Wα 
с центром в точке *.β  Функция плотности 
указанного выше распределения прини-
мает на нем постоянное значение, а веро-
ятность того, что точка ȕ с координатами 

11 12 21 22( , , , )β β β β  принадлежит области, огра-
ниченной этим эллипсоидом, равна 1 − α  
(α − уровень значимости). 

В нашем случае гипотеза 0H  имеет вид 
0 : .H β ∉ Ω  Эту гипотезу можно рассма-

тривать как совокупность простых гипотез 
*

0 : ,H β = β  где * .β ∉ Ω  Границей пересече-
ния всех критических областей будет огиба-
ющая семейства эллипсоидов ,Wα  лежащая 
в ,Ω  при условии, что центры эллипсои-
дов (параметры сдвига семейства распре-
делений) пробегают границу ∂Ω  области 

.Ω  Проверку такой гипотезы можно осу-
ществить по следующему алгоритму, осно-
ванному на том, что аргумент и параметр 
сдвига в функции плотности распределения 
занимают симметричное положение. 

Для распределения ~ ( , )N Vββ β 


 находим 
такой эллипсоид WȖ с центром в точке ,β  
чтобы он касался границы ∂Ω  области ,Ω  
а постоянное значение функции плотности 
этого распределения на границе эллип-
соида было бы максимальным. Тогда если 
вероятностная мера области, ограничен-
ной этим эллипсоидом, будет больше, чем  
(1 – α),  т. е. (1 ) (1 ),− γ > − α  или γ < α   
(Ȗ  − вероятностная мера внешней для эл-
липсоида части четырехмерного простран-
ства), то гипотеза 0H  может быть отвер-
гнута, и мы, в свою очередь, можем быть 
уверены в том, что процесс устойчив. 

Геометрически задача нахождения эл-
липсоида WȖ сводится к нахождению точ-
ки *β  касания этого эллипсоида с границей ∂Ω  области Ω  и имеет стандартное реше-
ние по методу множителей Лагранжа [10]. 
Введем список * 12 21: { , det , , , }.B vΠ = ρ β β

Каждый кусок границы ∂Ω  области Ω  определяется своим уравнением вида  
Ȧ(ȕ) = 0, где .ω ∈ Π  Каждому выражению 
Ȧ из списка Π соответствует своя функция 
Лагранжа 

( ; ) : ln ( ) ( )( ),L fω β λ = β − λ ω β ω ∈ Π

где f(ȕ) − функция плотности, а уравнением 
Ȧ(ȕ) = 0 задается соответствующий кусок 
границы ∂Ω  области .Ω  Из предыдущего 
раздела видно, что точка *β  есть решение 
одной из пяти систем уравнений ( ) :ω ∈ Π  

( ; )
0 ( , 1,2), ( ) 0.

ij

L
i jω∂ β λ = = ω β =∂β

За окончательное решение *β  принима-
ем такое, которое дает большее значение 
правдоподобия *( ) ,f fγβ =  и тем самым по-
лучаем искомый эллипсоид 

{ : ( ) },W f fγ γ= β β =
а вероятностную меру области, ограничен-
ной этим эллипсоидом, сравниваем с вы-
бранным уровнем доверия (1 – α).

В случае относительно небольшого объ-
ема выборки для проверки 0H  здесь можно 
воспользоваться, например, статистикой

* 1 *( ) ( ),Tr V −
β= β − β β − β

 

которая имеет распределение, близкое к 
Ȥ-квадратному, с числом степеней свободы, 
равным 4, так как вырожденность Vβ  в этом  
случае означала бы линейную связь между 
x и y, т. е. нецелесообразность рассматри-
ваемой модели. Компоненты вектора 

1/2 *( )S V −
β= β − β



здесь будут иметь распределение Стьюден-
та с числом степеней свободы 

Ȟ = m – 3.
Кроме Ȥ-квадрат-статистики и статисти-

ки Стьюдента, для проверки исходной ги-
потезы можно построить F-статистику.

Пусть имеет место условие 2 2
1 2,σ = σ  ста-

тистическая проверка которого сводится к 
F-критерию и является хорошо известным 
хрестоматийным примером. Тогда исхо-
дная гипотеза может быть проверена по-
средством статистики 4,2 6~ ,mF −µ  которая 
следует выражению

* *

1 2

( ) ( ) / 4
: .

( ) / (2 6)

T TQMQ

S S m

β − β β − βµ = + −
 

: ,
T

T

XX O
M

O XX

 =   
2

1

: ( ) (  1,  2).
m

j ji
i

S j
=

= ε =∑
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Здесь S
j  
– суммы квадратов регрессион-

ных остатков уравнений (10). 
Если же условие 2 2

1 2σ = σ  не проходит 
статистическую проверку, то для j = 1, 2  
имеем статистики 2, 3~ ,j mF −µ  вычисляемые 
как

* *

2 2
1 1 2 2

( ) ( ) / 2
: ,

( ) / ( 3)

T T

j j j j

j

j j

XX

p S p S m

β − β β − βµ = + −
 

где * * *
1 2( , ) ,T

j j jβ = β β  1 2( , ) .T

j j jβ = β β  
 

Независимо от выбора статистики 
(критерия) вычисление точки касания *β  
является необходимым, так как перечис-
ленные выше распределения (Ȥ-квадрат, 
Стьюдента и F-распределение) строятся на 
основе нормального распределения, а гео-
метрические свойства последнего в этой 
ситуации играют ключевую роль. Именно 
эти геометрические свойства и позволяют 
сводить проверку гипотезы 0 :H β ∉ Ω  к 
проверке гипотезы *

0 : .H β = β  Перечис-
ленные выше статистики могут быть ис-

пользованы для проверки любых предпо-
ложений относительно истинных значений 
вектора ȕ, т. е. для тестирования модели в 
целом, а результат тестирования, как было 
отмечено в самом начале, определяет, со-
гласно общим принципам, правильность 
выбора модели.

Заключение

Важно отметить, что рассмотренная 
модель может иметь широкое применение 
в анализе и прогнозе экономических, со-
циальных и биологических процессов, а 
также каких-либо иных, которые исследу-
ются в различных областях науки. Все эта-
пы алгоритма построения и анализа этой 
модели принципиально осуществимы, что, 
в свою очередь, позволяет рассматривать 
этот алгоритм в качестве основы для раз-
работки программных продуктов для ре-
шения практических задач в различных 
сферах деятельности. 
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Kondrashkov A.V., Pichugin,Yu.A. ON ThE IDENTIFICATION AND STATISTICAL 

TESTING STABILITy OF ThE VOLTERRA MODEL.

Some aspects of the Volterra model are considered in the paper. The emphasis is both on the determination 
of solution stability area in the space of  model parameters and on statistical testing of stability. 

VOLTERRA MODEL, IDENTIFICATION, STABILITY, STATISTICAL TESTING. 
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