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М.С. Серегин 1, А.А. Набережнов 1,2,  
А.П. Шаганов 2, А.А. Сысоева 1 

1 Физико-технический институт им. А.Ф. Иоффе РАН
2 Санкт-Петербургский государственный политехнический университет

Температурная стабильность сегнетоэлектрической фазы  
в наночастицах НИТРАТА КАЛИЯ

Получены порошковые рентгеновские дифракционные спектры нитрата 
калия, внедренного в пористые матрицы (двухфазное боросиликатное стек-
ло). Температурный диапазон регистрации спектров составлял 100 – 400 K. 
Проанализирован фазовый состав образцов при разных температурах и его за-
висимости от температурной обработки и  способа заполнения матриц.

нитрат калия, пористОе стеклО, рентгеновская дифракция, СЕГНЕТО-
ЭЛЕКТРИЧЕСКАЯ ФАЗА.

Введение

В последние годы наноструктурирован-
ные материалы привлекают значительное 
внимание вследствие того, что их физиче-
ские свойства существенно отличаются от 
физических свойств  массивных материа-
лов. Например, в ряде статей показано, что 
уменьшение размера частицы от микро-
скопического до мезо- и наноскопическо-
го масштабов приводит к изменению ряда 
характеристик материалов в ограниченной 
геометрии, таких как температура и тип 
фазового перехода (ФП) [1 – 4], диэлек-
трическая проницаемость [5] и др. Суще-
ствуют различные методы приготовления 
ультрадиспергированных материалов и 
один из них – это введение различных хи-
мических соединений в искусственные или 
природные пористые матрицы, такие как 
пористые стекла, хризолитовые асбесты, 
цеолиты, опалы и прочие. 

При нормальных условиях массивный 
нитрат калия (KNO3) не является сегне-
тоэлектриком и имеет орторомбическую 
структуру Pmcn (α-фаза, фаза II). При 403 K  
происходит реконструктивный фазовый пе-

реход в параэлектрическую тригональную 
фазу 3R m  (β-фаза, фаза  I). При охлажде-
нии из β-фазы при температуре около 397 
K нитрат калия переходит не в низкотемпе-
ратурную α-фазу, а в другую – тригональ-
ную фазу R3m (γ-фаза, фаза III), которая 
является сегнетоэлектрической и суще-
ствует вплоть до 378 K. При дальнейшем 
охлаждении происходит возврат в низко-
температурную α-фазу. 

Несмотря на ряд своих недостатков 
(метастабильность сегнетофазы, раство-
римость в воде, присутствие ионов калия) 
нитрат калия рассматривался как перспек-
тивный материал для создания устройств 
сегнетоэлектрической памяти (FeRAM) [6].  
Тонкие пленки KNO3 обладают рядом при-
влекательных для практического примене-
ния свойств: квадратные петли гистерезиса, 
низкий потенциал переключения (5 В) и ма-
лое время переключения (20 нс) [7]. Кроме 
того, они сохраняют сегнетоэлектрические 
свойства даже при комнатной температуре 
и ниже [8]. Авторами данной работы было 
показано, что именно поверхностные, а не 
размерные эффекты (в частности, поверх-
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ностные электрические поля) приводят к 
стабилизации γ-фазы в тонких пленках при 
комнатной температуре и ниже.

Цель данной работы – выяснить влия-
ние размерного эффекта на  структуру и на 
область температурной стабильности сегне-
тофазы  нитрата калия, внедренного в на-
нопоры стеклянных матриц. Кроме того, 
предполагалось установить влияние тем-
пературной предыстории образцов (нитрат 
калия внедрялся как из раствора, так и из 
расплава). Ранее в работе [9] указывалось, 
что подобное влияние следует учитывать.

Экспериментальные методы  
и объекты исследования

В качестве исходных матриц использо-
вались пористые стекла,  полученные трав-
лением двухфазных боросиликатных сте-
кол.  Средний диаметр пор, определенный 
с помощью адсорбционной пороскопии и 
ртутной порометрии составил 7(2) нм. В 
дальнейшем для обозначения этих пори-
стых стекол будет использоваться аббре-
виатура PG7. Пористость, определенная из 
разницы масс после травления, составляла 
23 %. Из пористого стекла изготавливались 
тонкие прямоугольные пластины размером 
10,0 × 10,0 × 0,5 мм. Нитрат калия KNO3 
вводился в поры матриц из расплава и из 
насыщенного водного раствора. После это-
го пластины извлекались из расплава (рас-
твора), очищались от массивного материа-
ла, перетирались в порошок, которым и 
заполнялись стеклянные капилляры для 
проведения измерений. 

Для определения кристаллической 
структуры, соотношения фаз при различ-
ных температурах и размеров частиц ис-
пользовалась  рентгеновская порошковая 
дифракция.  Размер наночастиц оценивался 
из уширения (по сравнению с массивным 
материалом) упругих пиков, возникающего 
ввиду  размерного эффекта. Дифрактограм-
ма для массивного материала регистриро-
валась только при комнатной температуре 
для получения инструментальной функции 
разрешения. Измерения проводились на 
рентгеновском дифрактометре Supernova 
(OxfordDiffraction). 

Результаты и их обсуждение

Для образцов, приготовленных из рас-
плава, было проведено два температурных 
цикла измерений: 

измерение при комнатной температуре 
(300 K), нагрев до 430 K (без измерений), 
затем измерения с шагом 10 – 20 град при 
охлаждении до 300 K; 

измерения при нагреве от 300 до 400 K и 
охлаждении до 100 K с шагом 10–20 град. 

Во всех случаях скорость нагрева (охлаж-
дения) составляла 1 K/мин, непосредствен-
но перед измерением температура стабили-
зировалась в течение 15 мин. 

В целом результаты измерений для обо-
их циклов совпадают. При комнатной тем-
пературе кристаллическая структура со-
ответствует сегнетоэлектрической γ-фазе; 
α-фаза практически отсутствует: наблюда-
ются лишь небольшие ее следы, которые 
скорее всего связаны с наличием неболь-
шой примеси массивного материала, кри-
сталлизовавшегося в крупномасштабных 
дефектах поверхности образца или в ма-
кроскопических трещинах пластин стекла. 
Эти частицы массива трудно удалить при 
предварительной подготовке образца, и в 
процессе приготовления из стекол порош-
кового образца некоторое количество мас-
сивного материала остается. Следует также 
отметить, что при охлаждении наблюдается 
температурный интервал, в котором  сосу-
ществовуют β- и γ-фазы.

На рис. 1 приведены для примера не-
сколько дифрактограмм, полученных во 
втором цикле. Пунктирными линиями обо-
значены пики, по которым проводилась 
идентификация фаз. 

Для образцов, приготовленных из на-
сыщенного водного раствора, также было 
проведено два цикла измерений: 

I – нагрев от комнатной температуры 
(300 K) до 400 K и охлаждение обратно до 
300 K с шагом 50 град; 

II – нагрев от 300 до 400 K и измере-
ния при последующем охлаждении с шагом  
10 – 20 град вплоть до 100 K (рис. 2). 

Верхняя дифрактограмма 1 получена на 
исходном образце, не подвергавшемся ни-
какой тепловой обработке. Хорошо видно 
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Рис. 1. Дифрактограммы нитрата калия, введенного из расплава в пористые (7 нм) стекла, 
полученные во втором температурном цикле: при нагреве от 300 до 400 K  

и последующем охлаждении образцов до 100 K. Температура измерения, K: 300 (1), 380 (2), 
400 (3), 380 (4), 360 (5), 340 (6), 300 (7), 260 (8), 180 (9), 100  (10).  

Вертикальные пунктиры – реперы положения пиков на спектрах, использованные для идентификации 
кристаллических фаз. Дополнительно внизу показаны положения брэгговских пиков, характерных  

для α-, β-, γ-фаз

Рис. 2. Дифрактограммы нитрата калия, введенного из раствора в пористые (7 нм) стекла, 
полученные в первом (I) и втором (II) температурных циклах: I – нагрев от 300 до 400 K, 

затем охлаждение до 300 K; II – такой же нагрев, но охлаждение до 100 K. Температура из-
мерения, K: 300 (1), 400 (2), 350 (3), 300 (4) (для цикла I); 375 (1' ), 400 (2' ), 375 (3' ),  

350 (4' ), 300 (5' ), 125 (6' )  (для цикла II)
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присутствие пика, соответствующего пара-
электрической α-фазе, и двух интенсивных 
пиков, соответствующих сегнетоэлектриче-
ской γ-фазе. При нагреве до 400 K (диф-
рактограмма 2) α- и γ-фазы практически 
полностью переходят в высотемпературную 
параэлектрическую β-фазу. При охлаж-
дении наблюдается сосуществование β- и 
γ-фаз в широком температурном интервале 
(практически до комнатной температуры), 
однако α-фаза уже не возникает. 

Во втором цикле температурная эволюция 
структуры полностью повторяется, и γ-фаза 
остается стабильной вплоть до 125 K. 

Самый важный результат заключается в 
отсутствии α-фазы в образцах, подвергну-
тых нагреву до 400 K, по сравнению с ис-
ходными образцами, содержащими α-фазу, 
хотя в обоих случаях измерения были про-
ведены при одинаковой (комнатной) тем-
пературе. Очевидно, что первоначально 
образец должен быть переведен в γ-фазу 
либо при изготовлении (заполнение из рас-

плава), либо при последующем нагреве до 
формирования β-фазы и охлаждении. 

На рис. 3 приведено сравнение резуль-
татов всех измерений, проведенных при 
одинаковых температурах. Интенсивности 
отмасштабированы для наглядности. Мож-
но заметить, что соотношение фаз при тем-
пературах между 300 и 400 K, где во всех 
случаях наблюдаются только сегнетоэлек-
трическая и высокотемпературная фазы, 
неодинаково для различных циклов изме-
рений и образцов.

Заключение

В результате проведенного качественно-
го анализа фазового состава нитрата калия, 
внедренного в пористые матрицы из стекла 
PG7, получены следующие результаты:

определен дифракционный размер на-
ночастиц нитрата калия в PG7. Он составил 
20 (2) нм, т. е. размер частиц значительно 
превышает средний диаметр пор;

переход KNO3 из β- в γ-фазу сильно 

Рис. 3. Сравнение дифрактограмм нитрата калия, полученных при пяти  
температурах (1 – 5) для двух температурных циклов (I и II) и для образцов, 
полученных двумя способами введения нитрата калия в пористую матрицу:  

из расплава (m)  и из раствора (s).  
Температура измерения, K: 400 (1), 380 (2), 360 (3), 350 (4), 300 (5)
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размывается, и наблюдается широкая об-
ласть сосуществования обеих указанных 
фаз для PG7; 

структура KNO3, введенного из распла-
ва в PG7, при комнатной температуре соот-
ветствует сегнетоэлектрической γ-фазе, в то 

время как при введении из водного раствора 
структура соответствует параэлектрической 
α-фазе для исходного образца. Если затем 
перевести материал в γ-фазу, то, как и для 
образцов из расплава, образцы не переходят 
в α-фазу вплоть до температуры 100 K.
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ИДЕНТИФИКАЦИЯ ПАРАМЕТРОВ АНИЗОТРОПИИ  
ФЕНОМЕНОЛОГИЧЕСКОГО КРИТЕРИЯ ПЛАСТИЧНОСТИ  

ДЛЯ МОНОКРИСТАЛЛОВ НА ОСНОВЕ  
МИКРОМЕХАНИЧЕСКОЙ МОДЕЛИ

Проведен анализ предсказательной способности квадратичного критерия 
пластичности Хилла для монокристаллических жаропрочных сплавов на ни-
келевой основе. Исследованы также возможности определения параметров 
квадратичного критерия из опытов на одноосное растяжение монокристалли-
ческих образцов различной кристаллографической ориентации. Эксперимен-
тальные результаты сравниваются с прогнозами микромеханической модели, в 
которой используется критерий Шмида. С целью повышения точности прогно-
за предложен новый феноменологический критерий пластичности – критерий 
четвертой степени, позволяющий учесть ряд эффектов, которые не поддаются 
анализу при использовании квадратичного критерия.

ПЛАСТИЧНОСТЬ, МОНОКРИСТАЛЛ, ПОВЕРХНОСТЬ НАГРУЖЕНИЯ, АНИЗОТРОПИЯ, 
ФЕНОМЕНОЛОГИЧЕСКИЙ КРИТЕРИЙ, МИКРОМЕХАНИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ.

Введение

Монокристаллические жаропрочные 
сплавы на никелевой основе [1] получили 
широкое распространение при изготовле-
нии лопаток газовых турбин современных 
высокотемпературных авиационных двига-
телей. Основными достоинствами монокри-
сталлических сплавов, по сравнению с по-
ликристаллическими аналогами, является 
увеличение сопротивления высокотемпера-
турной ползучести и длительной прочности 
за счет полного исключения границ между 
зернами, а также уменьшение величины 
модуля упругости в осевом направлении 
лопатки. Указанные особенности приводят 
к значительному снижению термических 
напряжений и росту сопротивления мало-
цикловой усталости.

Современные охлаждаемые рабочие 
и направляющие лопатки высокотемпе
ратурных газотурбинных установок имеют 
весьма сложную геометрию системы вну-
тренних каналов охлаждения, обеспечива-
ющих понижение температуры материала 
лопаток. Как следствие этого, повышается 
надежность их работы. Высокие уровни экс-
плуатационных нагрузок, неоднородность 

температурного поля и нетривиальность  
геометрии системы охлаждения, приво- 
дящая к возникновению концентраторов 
напряжений, создают в материале лопат-
ки сложное многоосное неоднородное на-
пряженное состояние, а также появление 
локальных зон с высокими уровнями на-
пряжений. При анализе напряженно-
деформированного состояния (НДС) ло-
патки, ее длительной и термоусталостной 
прочности требуется учитывать эффекты 
пластичности и использовать модели неу-
пругого деформирования материала с услож-
ненными реологическими свойствами.

Упругое и неупругое поведение моно-
кристаллов демонстрируют ярко выражен-
ную анизотропию механических свойств 
[1], неучет которой в ряде случаев может 
приводить к значительным ошибкам в 
оценке НДС. Одним из простейших ва-
риантов феноменологических критериев 
пластичности для ортотропного материала, 
получившим широкое распространение на 
практике [2 – 6] для монокристаллических 
жаропрочных сплавов на никелевой осно-
ве, является квадратичный критерий Хилла 
[7]. Более сложные феноменологические 
критерии пластичности для анизотропного 
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материала рассмотрены в работах [8 – 10]. 
В микромеханических моделях (см., напри-
мер, работы [11, 12]), где учитывается, что 
неупругое деформирование происходит в 
соответствии с механизмом скольжения по 
активным кристаллографическим системам 
скольжения, в качестве критерия пластич-
ности используется закон Шмида [13]. Для 
современных монокристаллических жаро-
прочных сплавов на никелевой основе до-
минирующими являются октаэдрические 
системы скольжения { }011111 . При опре-
деленных условиях нагружения начинают 
также действовать дополнительные куби-
ческие {100} 011  и альтернативные окта-
эдрические {111} 112  системы.

В настоящее время на практике моно-
кристаллические лопатки кристаллизуются 
как система однородно направленных ден-
дритов, а не единого дендрита. Несмотря на 
это, монокристаллические сплавы на основе 
никеля обнаруживают на макроуровне ярко 
выраженные свойства кубической симме-
трии, при которой механические свойства 
оказываются практически одинаковыми на 
трех взаимно перпендикулярных направле-
ниях. Поэтому при разработке феномено-
логических моделей деформирования такие 
материалы можно условно рассматривать 
как монокристаллы с идеальной гранецен-
трированной кубической (ГЦК) структурой. 
На микроскопическом уровне структура 
монокристаллических жаропрочных нике-
левых сплавов является двухфазной: части-
цы γ'-фазы рассеяны в матрице из второй 
фазы – γ-твердого раствора легирующих 
элементов в никеле с неупорядоченной 
ГЦК-структурой.  Первая из указанных фаз 
формируется на основе интерметалличе-
ского соединения Ni

3Al, которое представ-
ляет собой упорядоченную ГЦК-структуру 
типа Ll2.

Указанные неидеальности кристалли-
ческого строения приводят при определен-
ных условиях к некоторому отклонению от 
закона Шмида [14] и различию пределов 
текучести при растяжении и сжатии.

Цель настоящего исследования – рас-
смотрение различных методов идентифи-
кации параметров квадратичного критерия 
пластичности Хилла как на основе экс-

периментальных данных, так и на осно-
ве сравнения результатов эксперимента с 
прогнозами микромеханической модели, 
полученными с использованием критерия 
Шмида.

Систематический анализ влияния кри-
сталлографической ориентации на предел 
текучести, проведенный с целью улучшения 
предсказательной способности феномено-
логического критерия, позволил предло-
жить новую модификацию  квадратичного 
критерия пластичности.

Критерии пластичности  
монокристаллического материала

При выборе определяющих уравнений 
неупругого деформирования монокристал-
лического материала центральную роль 
играет условие перехода в пластическое 
состояние. Данное условие формулирует-
ся, как правило, в пространстве тензора 
напряжений и допускает зависимости как 
от внутренних переменных тензорной или 
скалярной природы, так и от характеристик 
материала, количество которых определяет-
ся группой симметрии и видом критерия.

Критерии пластичности можно условно 
разделить на микромеханические и фено-
менологические. Первые основаны на уче-
те кристаллографии процессов скольжения; 
к их числу можно отнести закон Шмида и 
его модификации. Вторые не учитывают 
реальных механизмов неупругого дефор-
мирования кристаллов и принимают в рас-
смотрение только анизотропию механиче-
ских свойств материала на макроуровне.

Кристаллографический критерий Шмида. 
Предполагается, что процесс пластического 
деформирования монокристалла осущест-
вляется в результате возможного скольже-
ния в N (октаэдрических и/или кубических) 
системах скольжения; последние харак-
теризуются нормалью αn  к α-й плоскости  
скольжения (с наибольшей ретикулярной 
плотностью) и направлением скольжения 

αl  ( 1,2, ..., )Nα =  (с наиболее плотной 
упаковкой атомов). Данные характеристи-
ки полностью определяются геометрией 
кристаллической решетки. В соответствии 
с законом Шмида, система скольжения 
становится активной и в ней начинается 
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пластическое деформирование при дости-
жении приведенных касательных напряже-
ний ατ  критического значения 0,τ  которое 
принимается не зависящим от ориентации 
монокристалла и рассматривается в каче-
стве характеристики материала. Приведен-
ные касательные напряжения ατ  действуют 
на плоскости скольжения с нормалью αn  
в направлении скольжения αl  и связаны с 
тензором напряжений Коши σ линейным 
соотношением

.α α ατ = ⋅ σ ⋅n lσ .α α ατ = ⋅ σ ⋅n l

С введением обозначения для тензора 
Шмида как

(1 / 2)( )α α α α α= +P n l l n ,

условие начального перехода монокристал-
ла в пластичность, в соответствии с зако-
ном Шмида, принимает следующий вид:

0

1
min 1 0,α

α
⋅ ⋅ σ − =

τ
P

 
σ 

0

1
min 1 0,α

α
⋅ ⋅ σ − =

τ
P

где символом из двух точек обозначена 
операция свертки (двойного скалярного 
произведения), т. е.

ij jiX Y⋅ ⋅ =X Y .

Квадратичный критерий Хилла. Фено-
менологические модели пластичности не 
учитывают реальных механизмов неупруго-
го деформирования кристаллов и особен-
ностей эволюции его микроструктуры. В 
этих моделях монокристалл идеализируется 
и рассматривается как анизотропная гомо-
генная сплошная среда; при этом учитыва-
ются как исходный, так и деформационно-
индуцированный виды анизотропии. 

Простейшим вариантом феномено-
логического критерия пластичности, по-
лучившим широкое распространение при 
анализе поведения монокристаллических 
материалов [2 – 6], является квадратичный 
критерий Хилла [7]:

4 1 0,⋅ ⋅ ⋅ ⋅ − =s M s

где s – девиатор тензора напряжений; 

s = σ – (1/3)1trσ,

1 – единичный тензор; 4M  – тензор чет-
вертого ранга, характеризующий анизотро-
пию поверхности нагружения. 

Для кубической группы симметрии 
кристалла тензор 4M  (так же, как и тен-
зор упругих модулей) в системе координат, 
связанной с кристаллографическим бази-
сом, имеет следующую структуру, которая 
характеризуется тремя константами:

[ ]

11 12 12

12 11 12

12 12 11

44

44

44

0 0 0

0 0 0

0 0 0
.

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

M M M

M M M

M M M

M

M

M

 
 
 
 

=  
 
 
 
  

M

Подстановка выражения (3) в уравнение 
(2) приводит к равенству

2 2 2
11 12 11 22 33

2 2 2
44 12 23 31

( )( )

 ( ) 1 0,

M M s s s

M s s s

− + + +

+ + + − =

которое характеризуется только двумя не-
зависимыми константами материала (M44 и 
комбинацией M11 – M12) и может быть пере-
писано с заменой компонент девиатора на 
компоненты тензора напряжений в виде

1
2

2 2
11 22 22 33

2 2 2 2
33 11 12 23 31

{(1 / 2)[( ) ( )

 ( ) ] ( )} ,p TK

σ − σ + σ − σ +

+ σ − σ + τ + τ + τ = σ

где введены обозначения

11 12

3
;

2( )T M M
σ =

−

44

11 12

3
.

2( )p

M
K

M M
=

−
 

Следует отметить, что при использо-
вании соотношений (4) и (5) компоненты 
девиатора и тензора напряжений задаются 
в системе координат, связанной с кристал-
лографическим базисом [100], [010], [001].

Идентификация параметров  
квадратичного критерия

Для определения двух констант Tσ  и 

pK  достаточно определить условия перехо-
да материала в пластическое состояние при 
двух произвольных различных напряжен-
ных состояниях. Таковыми могут являться, 
например, опыты на одноосное растяжение 
двух цилиндрических образцов различной 
кристаллографической ориентации (КГО) 

(2)

(3)

(4)

(5)

(6)

(7)

(1)
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или опыты на растяжение и кручение для 
двух образцов одинаковой КГО. Первый ва-
риант получил большее распространение на 
практике, благодаря простоте реализации и 
возможности обеспечения однородного на-
пряженного состояния в образцах.

Одноосное растяжение вдоль одной из 
кристаллографических осей кристалла (для 
определенности примем, что вдоль оси 
[001]) приводит к реализации однокомпо-
нентного (одноосного) напряженного со-
стояния

33 22 11 12 23 310,σ ≠ σ = σ = τ = τ = τ

позволяет непосредственно определить Tσ  
по значению 33σ  в момент перехода в пла-
стичность.

Напряженное состояние образца, кото-
рый нагружается вдоль оси, отклоненной 
от кристаллографических осей кристалла 
(например, вдоль оси Z), будет многоком-
понентным (многоосным) и зависящим от 
ориентации Z в кристаллографической си-
стеме координат. Последняя определяется 
двумя углами Эйлера: θ  и ϕ  (рис. 1). Ма-
трица преобразования при переходе от гло-
бальной системы координат X, Y, Z к кри-
сталлографической [100], [010], [001] имеет 
вид:

cos sin 0 1 0 0

sin cos 0 0 cos sin

0 0 1 0 sin cos

cos sin cos sin sin

sin cos cos cos sin .

0 sin cos

ij

ϕ ϕ   
   α = − ϕ ϕ θ θ =   
   − θ θ   

ϕ ϕ θ ϕ θ 
 = − ϕ ϕ θ ϕ θ 
 − θ θ 

Компоненты тензора напряжений в 
кристаллографическом базисе 

11 22 33 12 23 31, , , , ,σ σ σ τ τ τ

можно вычислить на основе компонент 
тензора напряжений в глобальном базисе 

0,zz yy xx xy yz zxσ ≠ σ = σ = τ = τ = τ

с использованием соотношения

' .ij ik jm ijσ = α α σ

Подстановка полученных значений 
компонент тензора напряжений в кри-
сталлографическом базисе в выражение (5) 

приводит к связи пределов текучести мате-
риала в направлении оси Z ( , )T zzσ θ ϕ = σ  и 
вдоль оси [001] 

[001]
:T Tσ = σ

[001]

1/2

2 4 23
( , ) 1 (sin 2 sin sin 2 ) ,

4
p

T T

K − 
σ θ ϕ + θ + θ ⋅ ϕ = σ 

 

[001]

1/2

2 4 23
( , ) 1 (sin 2 sin sin 2 ) ,

4
p

T T

K − 
σ θ ϕ + θ + θ ⋅ ϕ = σ 

 
откуда может быть получено выражение 
для определения константы pK :

[001]

2 4 2 1

2

3 4(sin 2 sin sin 2 )

1 .
( , )

p

T

T

K −= + θ + θ ⋅ ϕ ×

 σ 
 × −   σ θ ϕ  

Таким образом, из опыта на одноосное 
растяжение вдоль одной из кристаллографи-
ческих осей кристалла определяется величи-
на 

[001]
,Tσ  а из второго опыта на растяжение 

вдоль направления, не совпадающего с кри-
сталлографическими осями, определяется ве-
личина pK  (см. выражение (10)).

Для характерных частных случаев вы-
бора ориентации образца во втором опыте 
справедливы выражения, представленные в 
табл. 1.

В общем случае при произвольной ори-
ентации [hkl] как следствие формулы (10) 
получаем:

Рис. 1. Ориентация глобальной системы  
координат X, Y, Z (связана с образцом  

и внешним воздействием) по отношению  
к кристаллографической системе координат 

[100], [010], [001]; θ, φ – углы Эйлера

(8)

(9)

(10)
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[001]

[ ]

2
2 2 2 2

2 2 2 2 2

( )
3 1 .

( )
hkl

T

p
T

h k l
K

h k l h k

  σ+ +   = + −
  σ+ +   

Идентификация констант Tσ  и pK  ква-
дратичного критерия (5) в самом общем 
случае, когда направление нагружения ни в 
одном из двух опытов не совпадает с кри-
сталлографическими осями, осуществляет-
ся по пределам текучести 

1Tσ  и 
2Tσ  для двух 

произвольных несовпадающих ориентаций, 
характеризуемых углами 1 1( , )θ ϕ  и 2 2( , )θ ϕ ; 
при этом используются  равенства

2 1

1 2

2 2

2 2 1
1 1 2 2

3 4( )

 [ ( , ) ( , )] ;

p T T

T T

K

A A −

= + σ − σ ×

× σ θ ϕ − σ θ ϕ

1
2

1 2

1
2

1 2

1 1 2 2

2 2
1 1 2 2

[ ( , ) ( , )]

 [ ( , ) ( , )] ,

T T T

T T

A A

A A −

σ = σ σ θ ϕ − θ ϕ ×

× σ θ ϕ − σ θ ϕ
где 

2 4 2( , ) sin 2 sin sin 2 .A θ ϕ = θ + θ ⋅ ϕ

Для изотропного материала при равен-
стве пределов текучести по всем направ-
лениям, в силу любого из равенств (10) – 
(16), находим, что 3.pK = . В этом случае 
квадратичный критерий Хилла вырождает-
ся в критерий Мизеса [8]. При 3pK <  на 
переход в пластичность большее влияние 
оказывают диагональные компоненты тен-

зора напряжений (в собственных осях ани-
зотропии), а при 3pK >  – недиагональные 
(сдвиговые).

На рис. 2 показаны зависимости pK  от 
температуры для различных отечественных 
(ЖС32, ЖС36, ВЖМ4, ВКНА-1В) и зару-
бежных (PW1480, MD2) сплавов, получен-
ные на основе опубликованных данных  
[1, 15–18] и обработанные нами с ис-
пользованием соотношения (12). Несмо-
тря на широкий разброс представленных 
результатов, просматривается ряд общих 

Таблица  1

Частные случаи выбора ориентации образца для нахождения константы Kp

Ориентация 
образца

Угол Эйлера
Константа Kp

Номер 
формулыθ φ

[011] π/4 0 [001]

[011]

2

4 1
T

T

 σ
  −
 σ 

(11)

[111] arccos (1/ 3 ) ≈ 54,7° π/4 [001]

[111]

2

3
T

T

 σ
 
 σ 

(12)

[012] arccos (2/ 5 ) ≈ 26,6° 0 [001]

[012]

2

25 13
4 4

T

T

 σ
  −
 σ 

(13)

[112] arccos (2/ 6 ) ≈ 35,3° π/4 [001]

[112]

2

4 1
T

T

 σ
  −
 σ 

(14)

(15)

(16)

(17)

Рис. 2. Температурные  зависимости Kp  
для различных сплавов: 1 – ЖС32 [1],  

2 – ЖС36 [1], 3 – ВЖМ4 [15], 4 – ВКНА-1В [16], 
5 – MD2 [17], 6 – PW1480 [18]
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закономерностей: графики зависимостей 
монотонно возрастают от минимальных 
значений pK  из диапазона 1 – 2 при ком-
натной температуре до максимальных зна-
чений 3 и выше в области высоких темпе-
ратур. Кроме того, на начальном участке 
все зависимости близки к линейным, а 
далее наблюдается резкое возрастание pK  
с последующей стабилизацией значений в 
области температур, соответствующих пи-
ковым значениям пределов текучести (для 
углеродистых сплавов). Следует отметить, 
что при повышенных температурах (выше 
пиковых) анизотропия пределов текучести 
практически вырождается ( 3).pK →

Критерий Хилла реализован в совре-
менных конечно-элементных программ-
ных комплексах. Для расчета НДС элемен-
тов конструкций из монокристаллических 
материалов необходимо задать 

[001]Tσ  и 
один из двух наборов: либо коэффициен-
тов 0,5,F G H= = =   0,5 ,pL M N K= = =  
либо безразмерных пределов текучести 

11 22 33 1,R R R= = =  12 23 31 3 / .pR R R K= = =
Выбор ориентации образца при прове-

дении второго опыта для определения pK  
может осуществляться различными спосо-
бами (см. формулы (11) – (15)). В связи 
с этим возникает проблема выбора опти-
мальной ориентации, приводящей к наи-
меньшей погрешности, а также вопрос о 
наличии чувствительности pK  как таковой 
к изменению ориентации. Последний во-
прос непосредственно связан с точностью 
и достоверностью квадратичного критерия 
Хилла в отношении монокристаллических 
сплавов. Для решения данных проблем 
нами проведено сравнение рассматри-
ваемого феноменологического критерия с 
кристаллографическим критерием Шмида 
и с экспериментальными результатами для 
различных КГО.

Сравнение прогнозов  
квадратичного критерия Хилла  

с прогнозами по критерию Шмида

Рассмотрим в качестве примера раз-
личные направления нагружения только в 
пределах плоскости (100), которая включа-
ет характерные направления [001] и [011]. 
Изменение предела текучести в зависимо-

сти от угла отклонения оси нагружения 
Z от оси [001] (см. рис. 1) определяется в 
соответствии с квадратичным критерием 
на основе соотношения (9) при условии 

0 :ϕ =

[001]

2

( ) .
3

1 sin 2
4

T

T

pK

σ
σ θ =

−
+ θ

Анализ соотношения (18) показывает, 
что при 3pK <  предел текучести 

[001]Tσ  бу-
дет минимальным по сравнению с таковыми 
для других направлений ( ),Tσ θ  а при 3pK >  
величина 

[001]Tσ  будет максимальной. При из-
менении угла θ  от 0 до 360 ° наблюдается 
четыре полуволны и, соответственно, четыре 
максимума и четыре минимума. Это объяс-
няется наличием в подкоренном выражении 
в (18) функции 

2 1 cos 4
sin (2 ) .

2
− θ

θ =

В соответствии с критерием Шмида (1), 
при варьировании направления нагружения 
в пределах плоскости (100) при различных 
значениях угла θ  включаются различные 
системы скольжения. При изменении угла 
θ  от 0 до 360° можно выделить восемь сек-
торов по 45 °. Активные системы скольже-
ния при изменении угла θ  представлены в 
табл. 2.

Предел текучести для различных КГО 
определяется на основе критерия (1), с ис-
пользованием значений компонент тензора 
Шмида (см. Приложение) и тензора на-
пряжений в кристаллографическом базисе. 
Например, в диапазоне 0 45≤ θ ≤   для си-
стемы скольжения A3 получаем следующее 
соотношение:

[001]
2

( ) .
sin 2 cos 2 1

T

T

σ
σ θ =

θ + θ +

Сравнение зависимостей пределов те-
кучести для квадратичного критерия (18) 
и критерия Шмида (19) при 0 45≤ θ ≤ °  и 
аналогичных выражений для других систем 
скольжения во всем диапазоне изменения 
угла θ  представлено на рис. 3. Наблюдает-
ся существенное различие в прогнозах двух 
рассматриваемых критериев. При варьиро-

(18)

(19)
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вании константы Kp в пределах от 1 до 10 ни 
одно из этих ее значений не позволяет най-
ти приемлемой аппроксимации для кривой, 
соответствующей критерию Шмида.

Принципиальное несоответствие крите-
риев проявляется также в различном про-
гнозируемом числе полуволн при измене-
нии угла θ  от 0 до 360°: согласно критерию 
Хилла их должно быть четыре, тогда как по 
Шмиду наблюдается восемь полуволн.

Сравнение результатов применения кри-
териев Хилла (18) и Шмида (19) с экспери-

ментальными данными показано на рис. 4. 
При достаточно сильном разбросе опытных 
данных, вызванном различием как сплавов, 
так и режимов испытаний (PWA1480 при 
593°С [18], AM3 и CMSX2 при 650°С [19], 
IC10 при 20°С [20]), а также различием на-
правлений нагружения (растяжение или 
сжатие), наблюдается удовлетворительное 
согласие критерия Шмида с эксперимен-
тальными данными, в то время как соот-
ветствие квадратичного критерия Хилла 
данным опыта оставляет желать лучшего. 

Таблица  2

Активные системы скольжения при варьировании направления нагружения (угол θ) 
образца  в пределах плоскости (100) по закону Шмида

Диапазон изменения угла θ, град Активная система скольжения

0 – 45
180 – 225

A3,  B4

45 – 90
225 – 270

A6,  B5

90 – 135
270 – 315

C5,  D6

135 – 180
315 – 360

C3,  D4

Примечание . Плоскости и направления скольжения, соответствующие систе-
мам скольжения, см. в Приложении в конце статьи

Рис. 3. Сравнение зависимостей предела текучести от угла отклонения  
от направления [001] в плоскости (100) для критериев Шмида (жирная линия)  

и Хилла (тонкие линии) при одноосном растяжении монокристалла.  
Значения Kp: 1 (кривая 1); 2 (2); 3 (3); 4 (4); 5 (5); 7 (6); 10 (кривая 7)
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Квадратичный критерий оказывается не-
состоятельным, когда необходимо описать 
присутствие минимума в середине интерва-
ла при / 8;θ = π  однако этот минимум про-
гнозируется при использовании критерия 
Шмида и наблюдается в экспериментах.

В соответствии с критерием Шмида, 
предел текучести для ориентации [011] со-
впадает с пределом текучести для ориен-
тации [001], т. е. 

[011] [001]T Tσ = σ  (см. также 
рис.  4); это указывает на неприемлемость 
определения pK  по ориентации [011] с ис-
пользованием уравнения (11). Для ориен-
тации [111] критерий Шмида приводит к 
равенству 

[111] [001]
3 / 2 ,T Tσ = σ  откуда следу-

ет, в соответствии с равенством (12), что 
4 / 3.pK =

Дальнейшее сравнение прогнозов по 
двум критериям, выполненное без ограни-
чения на варьирование направления нагру-
жения (только в пределах плоскости (100)), 
показало также наличие существенных раз-
личий в пределах всего стереографического 
треугольника (рис. 5). Результаты получены 
с помощью программы CES (Constitutive 
Equations Studio) [21]. Определение значе-

ния Kp по закону Шмида на основе метода 
наименьших квадратов в пределах площади 
стереографического треугольника, по фор-
муле

2

arg min [ ( , , )

 ( , )] ,

p

Hill
p TK

S

Schmid
T

K Kp

d d

= σ θ ϕ −

− σ θ ϕ ϕ θ

∫∫

приводит к результату 3,1pK =  (почти изо-
тропное приближение).

В то же время минимизация абсолют-
ной ошибки отклонения, т. е. когда

 
arg min ( , , )

 ( , ) ,

p

Hill
p TK

S

Schmid
T

K Kp

d d

= σ θ ϕ −

− σ θ ϕ ϕ θ

∫∫

приводит к существенно иному результату –  
2,pK =  что свидетельствует о наличии ка-

чественных различий в сопоставляемых за-
висимостях.

Полученные в данном разделе резуль-
таты указывают на необходимость моди-
фикации феноменологического критерия с 
целью повышения точности прогнозов для 
монокристаллических материалов.

Рис. 4. Сравнение угловых зависимостей предела текучести согласно критериям Шмида 
(жирная линия) и Хилла (тонкие линии) с экспериментальными данными (символы)  

для разных сплавов при одноосном растяжении (6, 8, 10, 11) и сжатии (5, 7, 9)  
(варьируются  углы отклонения нагрузки от направления [001] в плоскости (100)).  

Значения Kp: 1(1), 2(2), 3(3), 4(4); Сплавы: 5, 6 – PWA1480 [18]; 7, 8 – AM3[19]; 9, 10 – CMSX2 [19]; 
11 – IC10 [20]
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Модифицированный феноменологический 
критерий

 Анализ установленного нами факта, 
что период углового изменения предела те-
кучести по закону Шмида в два раза мень-
ше, чем тот же период, но по квадратично-
му критерию Хилла (см. рис. 3), позволяет 
предположить, что повышение степени по-
линома, входящего в формулу для феноме-
нологического критерия, с двух до четырех 
приведет к повышению точности аппрок-
симации. Простейшим вариантом обобще-
ния квадратичного критерия (2) является 
выражение

2 4 2 1 0,⋅ ⋅ ⋅ ⋅ − =s N s  (20)

в котором 4 N  – тензор четвертого ранга, 
имеющий для кубической группы симме-
трии кристалла структуру, аналогичную 
(3).

Детальный анализ зависимости предела 
текучести при варьировании направления 
нагружения от [001] до [011] в пределах пло-
скости (100), показал, что для рассматри-
ваемой структуры n4  уменьшения периода 
не происходит, а именно – при изменении 
угла θ  от 0 до 360 ° наблюдается, как и ра-
нее, четыре полуволны. Однако дальнейшее 
усложнение выражения (20) при сохранении 
степени полинома равным четырем, в виде

2 4 2 4 2( ) 1 0,⋅ ⋅ ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ − =s N s s M s

позволяет получить желаемый результат 
(рис. 6).

При использовании критерия (21) на-
блюдается, как и в случае критерия Шми-
да, наличие минимума предела текучести в 
середине интервала 0 45 .≤ θ ≤ °  При срав-
нении результатов применения критерия 
(21) с данными опытов удается получить 
удовлетворительное совпадение (рис. 7).

Критерий (21) содержит пять независи-
мых констант: 11 12 44 11 12 44, , , , .N N N M M M−  
Три из них можно выразить через остав-
шиеся две из трех условий совпадения 
пределов текучести феноменологиче-
ского (21) и кристаллографического (1) 
критериев при 0θ = °  

[001]
( (0 ) ),T Tσ ° = σ  

45θ = °  
[011]

( (45 ) )T Tσ ° = σ  и 22,5θ = °  

[~025]
( (22,5 ) )T Tσ ° = σ  и тем самым обеспечить 
возникновение минимума предела текуче-
сти на интервале 0 45 .≤ θ ≤ °  Оставшиеся 
две константы можно найти из условия 
совпадения пределов текучести в других 
направлениях, например, для ориентаций 
[111] и [112]. Важно отметить, что кон-
станты материала могут выбираться как из 
условия совпадения пределов текучести с 
экспериментом, так и из условия совпа-
дения с прогнозом по закону Шмида (по-
следнее было показано выше). Результаты, 
представленные на рис.  6 и 7, получены 
для следующих значений констант крите-
рия четвертой степени (21):

а) б)

Рис. 5. Сравнение ориентационных зависимостей пределов текучести 
[001]

( , ) /T Tσ θ ϕ σ   
для критериев Хилла при Kp = 4/3 (а) и Шмида (б)

(20)

(21)



24

Научно-технические ведомости СПбГПУ. Физико-математические науки № 2(194) 2014

4
11 [001]1 / ,TN = σ  4

12 [001]3,5 / ,TN = σ  

4
44 [001]2,5 / ,TN = − σ

2
11 [001]1 / ,TM = σ  12 0,M =  

2
44 [001]2,3533 / .TM = σ

Возможен также и альтернативный путь 
выбора параметров критерия (21), связан-
ный с анализом условий перехода в пла-
стическое состояние не только на основе 
опытов на одноосное растяжение, но так-
же и на кручение и комбинированное на-
гружение. На рис. 8 показаны поверхности 

Рис. 6. Сравнение зависимостей предела текучести при одноосном растяжении 
монокристалла от угла отклонения от направления [001] в плоскости (100).  

Кривая 1 –использован критерий Шмида; 2 –Хилла при Kp = 5; 3 – предложенный 
критерий четвертой степени (см. формулу (21))

Рис. 7. Сравнение зависимостей предела текучести для критериев Шмида (1), Хилла 
при Kp = 4 (2) и критерия четвертой степени (21) (3) с экспериментальными данными 

при различных углах отклонения нагрузки от направления [001] в плоскости (100).  
Данные экспериментов (символы) соответствуют приведенным на рис. 4
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нагружения, полученные с помощью кри-
териев Шмида, Хилла и предложенного 
нами критерия четвертой степени (см. со-
ответствующие формулы (1), (2) и (21)) для 
случая комбинированного растяжения с 
кручением для образца ориентации [001].

Поверхность нагружения, построенная 
с помощью критерия Шмида (1) с учетом 
только октаэдрических систем скольжения, 
для образца ориентации [001] имеет форму 
квадрата. Критерию Хилла при рассматри-
ваемых условиях нагружения соответству-
ют кривые в форме эллипса, описываемого 
уравнением

[001]

2 2 2 ,p TKσ + τ = σ

с меняющимся размером вертикальной по-
луоси при изменении Kp.

Эллипс – это довольно грубая аппрок-
симация квадрата, он обеспечивает доста-
точную точность только при малых значе-
ниях касательных напряжений. Критерий 
четвертой степени (21) предлагает более 
точную гладкую аппроксимацию квадрата. 
Кривая, соответствующая формуле (21), 
описывается уравнением вида

[001]

4 2 2 4 4 .Tσ + ασ τ + βτ = σ

Дальнейшего повышения точности ап-
проксимации можно добиться путем по-
вышения степени полинома феноменоло-
гического критерия пластичности, однако 
это приводит к значительному увеличе-
нию числа характеризующих его констант 
и усложнению процедур идентификации. 
При решении конкретных краевых задач 
поиск компромисса между точностью ре-
шения и сложностью модели материала  
(а также сопряженной с ней трудоемко-
стью определения необходимых констант 
материала) может быть найден на основе 
подходов, используемых в многомодельном 
анализе [22].

Заключение

Результаты проведенных исследований 
показали, что квадратичный критерий пла-
стичности Хилла, широко используемый на 
практике для монокристаллических жаро-
прочных сплавов на никелевой основе, де-
монстрирует значительные отклонения от 

Рис. 8. Поверхности нагружения при совместном растяжении и кручении образца  
ориентации [001] по трем критериям: Шмида (1), Хилла (2 – 5) и автора данной работы  

(см. формулу (21)) (6).  
Значения Kp (критерий Хилла): 2 (2), 3 (3), 4/3 (4), 1(5)
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прогнозов, даваемых с помощью кристал-
лографического критерия Шмида, и от экс-
периментальных данных при варьировании 
кристаллографической ориентации в слу-
чаях одноосного растяжения и комбини-
рованного нагружения. Двух констант ма-
териала, используемых в данном критерии, 
оказывается недостаточно для описания 
всего многообразия явлений, которые на-

блюдаются при переходе в пластическое со-
стояние монокристаллов с ГЦК-решеткой 
при многоосном напряженном состоянии.

Одним из возможных путей повышения 
точности феноменологических критериев 
пластичности является увеличение показа-
телей степени в тензорно-полиномиальном 
критерии. Предложенный в данной рабо-
те критерий четвертой степени позволяет 

Приложение. Тензоры Шмида для октаэдрических систем скольжения

Обозначение
системы скольжения

Плоскость и направление 
скольжения

Тензор Шмида

A3
(111) [101] 1

2 1 0
1

1 0 1
2 6

0 1 2

− 
 =  
  

P

A2
(111) [011] 2

0 1 1
1

1 2 0
2 6

1 0 2

− 
 = − 
 − 

P

A6
(111)[110] 3

2 0 1
1

0 2 1
2 6

1 1 2

− 
 = − − 
 − − 

P

B5
(111) [110] 4

2 0 1
1

0 2 1
2 6

1 1 0

 
 = − − 
 − 

P

B2
(111) [011] 5

0 1 1
1

1 2 0
2 6

1 0 2

− 
 = − − 
  

P

B4
(111) [101] 6

2 1 0
1

1 0 1
2 6

0 1 2

− − 
 = − 
  

P

C3
(111) [101] 7

2 1 0
1

1 0 1
2 6

0 1 2

 
 =  
 − 

P

C1
(111) [011] 8

0 1 1
1

1 2 0
2 6

1 0 2

 
 =  
 − 

P

C5
(111) [110] 9

2 0 1
1

0 2 1
2 6

1 1 0

− 
 = − 
 − 

P

D4
(111) [101] 10

2 1 0
1

1 0 1
2 6

0 1 2

− 
 = − 
 − 

P

D1
(111) [011] 11

0 1 1
1

1 2 0
2 6

1 0 2

 
 = − 
  

P

D6
(111) [110] 12

2 0 1
1

0 2 1
2 6

1 1 0

− − 
 = − 
 − − 

P
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Приложение
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Особенности плавления и кристаллизации  
наночастиц легкоплавких металлов

Методом дифференциальной сканирующей калориметрии исследованы 
процессы плавления и кристаллизации легкоплавких металлов галлия и индия, 
введенных в пористые стекла со средним диаметром пор 2 и 7 нм. Определены 
соответствующие температуры Tmelt и Tcryst и температурный гистерезис между 
этими процессами. Показано, что при уменьшении среднего диаметра пор ве-
личина гистерезиса увеличивается.

Пористое стекло, плавление, кристаллизация, наночастица металла, 
Температурный гистерезис, дифференциальная сканирующая калориме-
трия.

Введение

Физические свойства  наночастиц ме-
таллов существенно отличаются от соот-
ветствующих свойств макроскопических 
образцов, особенно, когда физические раз-
меры наночастиц становятся сравнимыми с 
длинами атомных, магнитных и других ха-
рактерных взаимодействий, а число атомов 
на поверхности наночастицы составляет за-
метную долю от общего количества атомов. 
Указанное соотношение приводит к изме-
нению таких свойств вещества, как тепло-
емкость, кристаллическая и электронная 
структура,  диффузионная подвижность, 
химическая активность и др. Показано (см., 
например, работы [1, 2]), что для наноча-
стиц свинца и олова с характерным разме-
ром 10 – 15 нм, полученных при введении  
в пористые стекла, наблюдается изменение 
плотности фононных состояний в низко- и 
высокочастотных частях спектра колеба-
тельных состояний, а для наночастиц  олова 
– (кроме того) подавление оптических ко-
лебаний в поверхностном и интерфейсном 
слоях. Для этих же нанокомпозитных мате-
риалов (НКМ) обнаружено существование 
двух переходов в сверхпроводящее состоя-
ние и появление двух значений индукции 
критического магнитного поля, связанных с 
переходами в это состояние внутренних об-

ластей и поверхностных слоев наночастиц, 
а также резкое (в 40 – 90 раз) увеличение 
критических полей [3, 4], по сравнению с 
массивными металлами. Таким образом, 
было показано, что эти металлы в условиях 
ограниченной геометрии становятся сверх-
проводниками второго рода.

В работах [5, 6] для наночастиц индия 
обнаружено существование кубической 
фазы, индуцированной размерным эффек-
том и не наблюдающейся ни в массивном 
металле, ни в наночастицах, приготовлен-
ных методом химического синтеза в по-
ристых матрицах. Что касается наночастиц 
галлия, известного своим полиморфизмом, 
то в работах [7, 8] для них были обнаруже-
ны стабилизация в условиях ограниченной 
геометрии метастабильной дельта-фазы 
галлия, а также существование совершен-
но новых низкотемпературных кристалли-
ческих фаз для наночастиц (Ι-фаза для ча-
стиц размером 7 нм и Κ-фаза для  3,5 нм).  
В то же время  эксперименты по изучению 
фазового перехода плавление – кристал-
лизация для данных металлов в пористом 
стекле, в том числе и методом дифферен-
циальной сканирующей микроскопии, не-
многочисленны. Опубликована работа [9], 
в которой проведены ультразвуковые ис-
следования индия, внедренного в опал; ав-
торами обнаружены снижение температуры 
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фазового перехода (ФП), а также наличие 
температурного гистерезиса между процес-
сами плавление-кристаллизация. 

Экспериментальные методы  
и объекты исследования

В данной работе исследовались физиче-
ские свойств галлия, внедренного в пори-
стое стекло со средним диаметром пор 7 нм,  
и индия, введенного в такие же матрицы со 
средними диаметрами пор  2 и 7 нм. Ис-
пользован метод дифференциальной ска-
нирующей калориметрии (ДСК).

Пористые стекла получены в результате 
вытравливания химически нестойкой фазы 
(ХНФ), образующейся в результате терми-
ческой обработки («закаливания») исхо-
дных щелочно-боросиликатных стекол. Эта 
процедура приводит к образованию двух-
каркасной структуры, состоящей из крем-
неземного, химически стойкого каркаса, 
а также из ХНФ, образующей трехмерную 
случайную систему сквозных каналов, за-
полненных самой ХНФ. Средний диаметр 
пор стекла был определен  методом ртутной 
порометрии. Металлы вводились из распла-
ва в тонкие пластины пористого стекла под 
давлением около 6 кбар. После охлаждения 
расплава образцы из него извлекались, и 
их поверхности тщательно очищались от 
остатков массивного материала. 

Исследования теплового потока прово-
дились на дифференциальном сканирую-
щем калориметре производства компании 
Mettler Tolledo в Институте физики Вроц-
лавского технологического университета 
(Вроцлав, Польша). Калориметр имеет две 
измерительные ячейки: одна предназначена 
для исследуемого образца, в другую (ячей-
ку сравнения) помещается пустой тигель 
или термически стабильный материал, не 
имеющий фазовых переходов, с темпера-
турой плавления, намного превышающей 
интервал температур, в котором проводятся 
исследования. В процессе измерений фик-
сируется разность тепловых потоков между 
ячейкой с образцом и ячейкой сравнения. 
Измерения проводились с использованием 
температурной программы линейного на-
грева/охлаждения с заданной скоростью. 

Скорость изменения температуры варьиро-
валась от 2 до 10 K/мин.

Рис. 1. Кривые дифференциальной  
сканирующей калориметрии  галлия (а)  

и индия (б, в), внедренных в пористые стекла 
со средним диаметром пор 7 нм (а,в) и 2 нм (б). 
Кривые 1, 2 относятся к процессам охлаждения 

и нагревания, соответственно. Пунктирные 
линии на  рис. б, в – результаты I измерения, 

сплошные – II измерения 

а)

б)

в)
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Результаты и их обсуждение

Полученные кривые ДСК для галлия и 
индия в стекле со средним диаметром пор 
7 и 2 нм приведены на рис. 1. 

На всех зависимостях обнаружено при-
сутствие пиков,  соответствующих плавле-
нию и кристаллизации массивных метал-
лов ввиду присутствия микроскопических 
частиц этих металлов либо на поверхно-
сти, либо в трещинах пористых стекол. Эти 
пики играют положительную роль в наших 
измерениях, так как служат реперами и по-
зволяют уточнять отсчеты по температур-
ной шкале. Кроме того, во всех образцах 
наблюдаются один или несколько (напри-
мер, для галлия) пиков при более низких 
температурах; пики соответствуют ФП на-
нокристаллических частиц в порах стекла. 

Характерными особенностями данных 
пиков являются их большая ширина, по 
сравнению с таковыми для массивного ана-
лога, и заметная асимметричность. Нами 
были определены значения температур ФП 
(см. таблицу), которым соответствуют мак-
симумы пиков. 

Как известно (см., например, работу 
[10]), разность ΔT между температурами 
плавления макроскопического вещества и 
его частицы обратно пропорциональна ее 
радиусу r :

2/3

,m s
lv sv

l

T
T Y Y

Lr

  Ρ
 ∆ ∞ − Ρ   

где Tm – температура плавления массивного 
образца; L – удельная теплота плавления; 
Ρl, Ρs – плотности жидкой и кристалличе-
ской фаз; Υlv, Υsv – удельные поверхност-
ные энергии на границах пар – жидкость и 
твердое тело – пар, соответственно.

Более точные модели рассматривают 
процесс плавления частицы как образова-
ние жидкого слоя на поверхности образца 
и постепенное утолщение этого слоя (мо-
дель «жидкой шубы»). Согласно критерию  
Линдеманна, плавление начинается, когда 
отношение  амплитуды колебаний атомов 
решетки к среднему расстоянию между 
ними достигает определенной величины, 
примерно 10 – 15 %. Поверхностные атомы 
менее связаны, поэтому плавление начина-
ется с поверхности.

Все вышеизложенное относится к плав-
лению свободной частицы; в случае же  
нанокомпозита возможно также влияние 
взаимодействия поверхностных атомов ча-
стицы с атомами стенок матрицы. 

Следует отметить, что средний размер 
наночастиц металла и средний диаметр пор 
стекла, определенный из данных ртутной 
порометрии, не совпадают. Это связано со 

Таблица

Результаты измерений физических свойств наночастиц легкоплавких металлов,  
внедренных в стеклянные пористые матрицы (метод ДСК)

Образец
Номер

измерения

Температура T, K
Гистерезис

ΔT, KМеталл
Размер
пор, нм

плавления
массива

плавления
наночастиц

кристаллизации
наночастиц

Ga 7 I 302,7
284,90±0,30

248,2±0,9
35,1

293,00±1,00 44,2

In

7
I

430,0
407,93±0,05 384,24±0,04 23,7

II 405,21±0,01 386,3±0,1 18,9

2
I

430,0

405,94±0,03

357,02±0,07

48,9

411,96±0,05 54,9

II 399,00±0,05 42,0

Примечание . Приведены значения  температурного  гистерезиса ΔT между процессами плавле-
ния и кристаллизации  наночастиц, определенные из положения экстремумов на соответствующих 
кривых. 
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сложной дендритной формой наночастицы 
в каналах стекла, когда она формируется в 
нескольких соседних порах. Дифракцион-
ные исследования в работе [6] позволили 
оценить средние дифракционные размеры 
частиц свинца и индия в стекле со средним 
размером пор 7 нм; они оказались пример-
но вдвое бóльшими, по сравнению со сред-
ним диаметром пор, а именно 11 – 15 нм.

На кривой нагревания галлия (см. кри-
вую 2 на рис. 1, а) также обнаружены два 
пика, соответствующие плавлению нано-
частиц, но только один пик соответствует 
кристаллизации. Можно предположить, 
что данные пики относятся к плавлению 
фаз галлия различной кристаллической 
модификации, возможно, образующихся 
как последовательно, так и  одновремен-
но. Стоит отметить, что объемный галлий 
склонен к полиморфизму. При атмосфер-
ном давлении устойчива A-модификация 
галлия, имеющая температуру плавления 
303 K. Остальные модификации неустой-
чивы и могут формироваться, например, 
при переохлаждении жидкого галлия или 
при повышенном давлении. Рентгеновские 
исследования галлия в пористом стекле [7, 
8] выявили стабилизацию некоторых  мета-
стабильных (при нормальных условиях) фаз 
галлия в нанокомпозите (например, дельта-
фазы), а также существование нескольких 
низкотемпературных кристаллических фаз 
в наночастицах, которые не наблюдаются у 
массивного галлия ни при каких условиях. 
При этом кристаллизация наночастиц гал-
лия в ту или иную модификацию зависит 
от размера пор стекла. 

На кривой охлаждения галлия (кривая 1 
на рис. 1, а) отсутствует пик, соответствую-
щий кристаллизации массивного металла. 
Скорее всего, это связано с тем, что по-
сле цикла плавления происходит перерас-
пределение галлия в образце; причем не-
значительное количество жидкого галлия, 
образовавшегося на поверхности при плав-
лении, уходит внутрь образца в поры благо-
даря хорошей смачиваемости. 

На кривой нагревания индия в стекле с 
порами 2 нм (см. пунктирную кривую 2 на 
рис 1, б) при увеличении температуры пер-
вый пик соответствует плавлению наноча-

стиц в объеме образца, при этом часть ме-
талла выходит в поверхностные слои и там 
кристаллизуется в порах несколько боль-
шего среднего диаметра. При дальнейшем 
нагреве происходит плавление этих частиц 
с несколько большим средним размером.

Поры большего диаметра возникают в 
поверхностных слоях в процессе травления 
исходных боросиликатных стекол, который 
начинается именно с поверхности и при-
водит к образованию сквозной системы 
каналов. Каналы ХНФ в поверхностных 
слоях вытравливаются несколько больше; 
при этом чем меньше диаметр каналов, по-
лучаемых в глубине матрицы, тем больше 
разность диаметров между каналами на по-
верхности и в глубине образца. 

Выход металла из глубины образца  в 
поверхностные поры может происходить 
за счет теплового расширения нанострук-
турированного металла. Как показывают 
исследования [11–13], вещества в нано-
структурированном состоянии могут иметь 
более высокий коэффициент температур-
ного расширения (КТР), по сравнению с 
массивными аналогами. Например, КТР 
изолированных частиц свинца размером 
16 нм увеличивается до 3,8∙10–5 K–1, тогда 
как это значение для объемного материала 
составляет 2,9∙10–5 K–1 [11]; КТР частиц се-
ребра размером 3,2 нм, внедренных в сте-
клянную пористую матрицу, увеличивает-
ся на 70 %, по сравнению с массивным 
веществом [12], а для частиц размером 1,3 
нм – в 6,5 раз [13] .

При втором измерении (см. сплошную 
кривую 2 на рис. 1, б) на кривой нагрева, 
во-первых, наблюдается единственный пик 
плавления, во-вторых, он сдвинут в сторо-
ну меньших температур. Эти особенности 
можно объяснить тем, что после первого 
нагревания жидкий индий за счет капил-
лярного эффекта проникает в глубь образ-
ца, где размер пор в среднем меньше.  Аку-
стические исследования наночастиц индия, 
внедренного в искусственный опал, пока-
зали, что при уменьшении фактора запол-
нения пор при  плавлении индия происхо-
дит перетекание металла в поры с меньшим 
размером, что объясняется частичным сма-
чиванием стенок силикатной матрицы [9].
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Следует отметить, что все вышепере-
численные особенности плавления не на-
блюдаются для индия в  стекле со средним 
диаметром пор 7 нм (см. рис. 1, в). Можно 
предположить, что для стекол с большим 
размером пор существует меньший разброс 
среднего диаметра пор в поверхностных  
слоях и в глубине образца, поэтому эффект 
«перераспределения» индия незначителен и 
не наблюдается в данном эксперименте.

Для всех образцов наблюдается зна-
чительный температурный гистерезис  
(см. таблицу) между температурами плавле-
ния и кристаллизации наночастиц металлов. 
Гистерезис между плавлением и кристал-
лизацией массивной фазы гораздо меньше 
(примерно 2 K для индия в  стеклах двух 
видов). Кроме того, величина гистерезиса 
для частиц индия в стекле с порами 2 нм  
(примерно 50 K) больше, чем для индия в 
стекле с порами 7 нм (примерно 20 K).   

Температурный гистерезис между кри-
сталлизацией и плавлением наблюдался во 
многих экспериментах с расплавами в по-
ристых матрицах. Его интерпретация на на-
стоящий момент противоречива. Часто его 
связывают с переохлаждением расплава в 
порах, однако этому объяснению противо-
речит факт воспроизводимости температур 
кристаллизации (затвердевания). Противо-
речие снимается, если принять во внимание 
возможность гетерогенной кристаллизации 
[14], которая, как известно, приводит к вос-

производимому замерзанию жидкостей при 
температурах ниже температур плавления. 
Центрами гетерогенной кристаллизации 
могут служить, например, неоднородности 
внутренней поверхности пористой матри-
цы или кристаллиты других модификаций, 
как в случае с галлием. 

 Заключение

В данной работе было проведено иссле-
дование процессов плавления и кристалли-
зации наночастиц  галлия и индия в пори-
стых стеклах со средним диаметром пор 7 
нм (для индия также в стекле с диаметром 
пор 2 нм) с помощью метода дифференци-
альной сканирующей калориметрии.

Получены значения температур фазовых 
переходов плавление – кристаллизация для 
данных металлов в наноструктурированном 
состоянии,  определены величины темпе-
ратурного гистерезиса ΔT. Показано, что 
величина ΔT для индия возрастает с умень-
шением размера частиц. 

Установлено, что существуют особенно-
сти процессов плавления-кристаллизации 
для галлия в стекле с порами 7 нм и индия 
в стекле с порами 2 нм, связанные, воз-
можно, с перекристаллизацией металлов в 
поверхностных слоях пористого стекла.

Работа выполнена при частичной финансо-
вой поддержке Министерства образования и на-
уки РФ и РФФИ (грант 12-02-00230), ОФИ_м  
13-02-12429. 
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УДК 548.4

А.В. Бакаев, Е.Е. Журкин

Санкт-Петербургский государственный политехнический университет

ХАРАКТЕРИСТИКИ РАДИАЦИОННЫХ ДЕФЕКТОВ  
В АУСТЕНИТНЫХ СПЛАВАХ

Произведен численный расчет энергии образования различных типов про-
тяженных радиационных дефектов при нулевой температуре (0 K) в аустенит-
ном модельном сплаве Fe0,7Ni0,1Cr0,2 в рамках метода классической молеку-
лярной динамики. Для изучения термической стабильности рассматриваемых 
дефектов было проведено моделирование отжига при различных ненулевых 
температурах.

РАДИАЦИОННЫЙ ДЕФЕКТ, ОТЖИГ, АУСТЕНИТНЫЙ СПЛАВ, МОДЕЛИРОВАНИЕ, 
МЕТОД КЛАССИЧЕСКОЙ МОЛЕКУЛЯРНОЙ ДИНАМИКИ.

Введение

В настоящее время аустенитные стали 
применяются в качестве  конструкционных 
материалов для ряда компонентов активной 
зоны ядерных реакторов. Для обеспечения 
безопасной работы реактора к таким мате-
риалам предъявляются повышенные требо-
вания по запасу прочности, коррозионной 
и радиационной стойкости. 

Воздействие интенсивного потока ней-
тронов вызывает (в числе прочих эффектов) 
охрупчивание материала, которое является 
результатом образования, накопления и ро-
ста протяженных радиационных дефектов  
(в частности таких, как дислокационные 
петли, поры, радиационно-индуцированные 
выделения вторых фаз) [1, 2]. Как было 
установлено в целом ряде эксперименталь-
ных работ (см., например, статьи [3 – 6]), 
при нейтронном облучении сталей аусте-
нитного класса преобладающим типом ра-
диационных дефектов являются дислока-
ционные петли Франка межузельного типа 
(в случае, когда нейтронная повреждающая 
доза, выражаемая в смещениях на атом  
(с.н.а.), составляет примерно 10–3 – 10 с.н.а.).  
Исследование механизмов образования как 
дислокационных петель, так и других ха-
рактерных типов радиационных дефектов, 
например тетраэдров дефектов упаковки 
(ТДУ) и пор в материале, является важной 
задачей радиационной физики и реактор-
ного материаловедения. Подобные радиа-
ционные дефекты имеют линейные разме-

ры порядка нескольких нанометров [3–5], и 
их экспериментальное изучение необходи-
мо проводить в условиях внешней нагрузки 
при различных температурах. Эксперимен-
тальное исследование влияния нейтронного 
облучения и последующий анализ образцов 
представляет собой крайне сложный и до-
рогостоящий процесс, поэтому существует 
необходимость в альтернативных способах 
исследования. В настоящее время атоми-
стическое численное моделирование рас-
сматривается как перспективный способ 
получения дополнительной информации 
о механизмах влияния радиационного об-
лучения на свойства материалов [2]. 

Как известно, свободная энергия различ-
ных типов дефектов зависит от их размера 
и от окружающей температуры. В связи с 
этим для предсказания морфологии дефек-
тов, которые формируются при нейтронном 
облучении аустенитных сплавов, необходи-
мо знать зависимость энергии образования 
от размера дефекта. Вероятность образова-
ния дефекта с наименьшей энергией долж-
на быть максимальной. В результате роста 
дефектов по мере воздействия излучения, с 
увеличением их размера, энергии образова-
ния дефектов могут изменяться, что может 
привести к изменению соотношений между 
величинами энергий образования дефектов 
различного типа. В этом случае дефект мо-
жет трансформироваться из одного типа в 
другой. Например, петля Франка, достигая 
определенного критического размера, пре-
вращается в полную петлю [7].  Энергия 
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образования дислокационных дефектов 
определяется энергией дефекта упаковки 
(ЭДУ), модулем сдвига и коэффициентом 
Пуассона [7, 8].

Энергетические параметры радиацион-
ных дефектов уже были изучены  в чистых 
материалах (например, в меди) с гранецен-
трированной кубической (ГЦК) кристалли-
ческой решеткой [9, 10]. Однако для аусте-
нитных сплавов железа (они также имеют  
ГЦК-решетку), характерны низкие значе-
ния величины энергии дефекта упаковки 
(около 20 мДж/м2) и относительно высокие 
значения модуля упругости (80 ГПа), что 
не реализуется ни в одном из чистых ме-
таллов, имеющих ГЦК-решетку. Поскольку 
до недавнего времени не было разработано 
подходящей модели межатомного потенци-
ала взаимодействия, который позволил бы 
корректно воспроизвести вышеуказанное 
соотношение между ЭДУ и модулем упру-
гости для аустенитных сплавов, атомисти-
ческое моделирование свойств дефектов в 
таких сплавах до сих пор не проводилось.

 Основными легирующими компонен-
тами аустенитной стали являются никель и 
хром, вариация концентраций которых при-
водит к изменению энергии дефекта упа-
ковки (ЭДУ). Поэтому сплав Fe0,7Ni0,1Cr0,2 
часто используется как модельный для 
изучения свойств аустенитных сталей 304L 
и 316L (их российские аналоги – марки 
03Х18Н11 и 03Х16Н15М3, соответственно), 
применяемых в качестве конструкционных 
материалов реакторов.

Целью данной работы является числен-
ная оценка энергии образования различных 
типов радиационных дефектов в модельном 
аустенитном сплаве Fe0,7Ni0,1Cr0,2 (он имеет 
ГЦК-решетку) при нулевой температуре  
(T = 0 K) с помощью атомистического мо-
делирования (в рамках метода классиче-
ской молекулярной динамики), а также ве-
рификация полученных результатов путем 
сравнения с оценками, выполненными с 
помощью известных теоретических выра-
жений. Для изучения термической стабиль-
ности рассматриваемых дефектов проведе-
но моделирование отжига при различных 
ненулевых температурах. Подтверждение  
(в рамках рассматриваемого атомистиче-

ского подхода) энергетической стабильно-
сти вышеуказанных дефектов при конеч-
ной температуре позволит впоследствии 
провести моделирование взаимодействия 
подвижных дислокаций с радиационными 
дефектами на атомарном уровне, охаракте-
ризовать механизмы такого взаимодействия 
и вычислить значения критического напря-
жения сдвига, необходимого для преодо-
ления дислокацией дефекта-препятствия. 
Эти параметры, в свою очередь, могут быть 
в дальнейшем использованы в методе дис-
кретной дислокационной динамики, по-
зволяющем рассматривать движение дис-
локаций в поле случайно распределенных 
дефектов на масштабах порядка микроме-
тров, что позволит перейти к количествен-
ному прогнозу изменения механических 
свойств аустенитных сталей и сплавов под 
воздействием нейтронного облучения.

Методика исследования

В качестве метода исследования исполь-
зовалось компьютерное моделирование в 
рамках метода классической молекулярной 
динамики (МД), который позволяет отсле-
живать индивидуальные траектории каждой 
из частиц изучаемой системы путем инте-
грирования уравнений движения Ньютона. 
Математические основы метода МД деталь-
но описаны в целом ряде монографий (см., 
например, книгу [11]). Для проведения 
вычислений использовался стандартный 
алгоритм молекулярной динамики, при 
этом использована версия, ранее разрабо-
танная авторами работы [12]. При анализе 
мгновенных конфигураций атомов с целью 
эффективного поиска ближайших соседей 
каждого атома в модельном кристалле ис-
пользовалась численная процедура так на-
зываемого метода «связанных ячеек» [11]. 

 Для вычисления сил взаимодействия 
между атомами использовался недавно соз-
данный потенциал [13], который базируется 
на широко известной модели погруженного 
атома, но при этом оптимизирован с целью 
корректного воспроизведения механиче-
ских свойств аустенитных сплавов Fe-Ni-Cr  
при различном содержании легирующих 
элементов. Данный потенциал позволяет с 
хорошей точностью воспроизвести значе-
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ния энергии когезии, констант  решетки, 
констант упругости C11, C12, C44, энергии 
образования и миграции вакансии, энергии 
образования различных межузельных кон-
фигураций (гантелей 〈100〉, 〈110〉 и 〈111〉, а 
также межузлий в октаэдрических и тетраэ-
дрических позициях), ЭДУ как для чистых 
материалов (железо, никель, хром), так и 
для сплава Fe0,7Ni0,1Cr0,2. При этом дости-
гается хорошее согласие с опубликованны-
ми ранее экспериментальными данными,  

а также с результатами, полученными с по-
мощью метода ab initio (детали сравнений 
приведены в статье [13]).

Молекулярно-динамические расчеты 
выполнялись при T = 0 K для дефектов 
различного типа, характеристики которых 
приведены в таблице. Выбранный модель-
ный кристалл соответствует параллелепи-
педу с размерами 42,4a0 × 44,1a0 × 53,7a0  
(a0 – постоянная решетки, равная 3,51595 Å)  
и содержит порядка 400 тыс. атомов.

Таблица

Типы радиационных дефектов и их характеристики,  
рассмотренные в рамках метода молекулярной динамики (МД)

Номер Тип дефекта Размер, нм
Число атомов  

в дефекте

1 Пора
0,7
2,1
3,5

17
444

2109

2
Тетраэдр дефектов упаковки
(ТДУ)

1,5
3,0
5,2
7,0
8,8

10,7

15
54

153
276
435
630

3
Круглая полная петля,
b = (1/2) 〈110〉 

1,4
4,2
7,0
9,8

36
316
887

1742

4
Круглая петля Франка,
b = (1/3) 〈111〉

1,4
4,2
7,0
9,8

31
253
733

1417

5
Гексагональная петля Франка;
стороны вдоль направлений типа 〈110〉,
b = (1/3) 〈111〉 

1,0
3,0
5,0
7,0
9,0

19
127
331
631

1027

6
Гексагональная петля Франка;
стороны вдоль направлений типа 〈112〉,
b = (1/3) 〈111〉 

1,7
5,2
8,6

12,1

43
343
931

1807

Примечания . 1. Размер дефекта определялся как диаметр для поры, петли и как радиус описан-
ной сферы для тетраэдра дефектов упаковки (ТДУ).
2. Все дислокационные петли рассматривались в двух конфигурациях: межузельной и вакансионной.
Обозначение : b – вектор Бюргерса.
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Все дислокационные петли рассматрива-
лись в двух конфигурациях: межузельной и 
вакансионной. Обе конфигурации создава-
лись путем удаления либо внедрения атом-
ных плоскостей в форме диска, с учетом 
соответствующей ориентации вектора Бюр-
герса b и контуров граней экстраплоскости 
вдоль линии дислокации (см. таблицу). 

Затем конфигурации, обладающие ми-
нимальной потенциальной энергией, ис-
пользовались в качестве начальных кон-
фигураций для молекулярно-динамических 
расчетов при ненулевой температуре, в ко-
торых исследовалась стабильность дефектов 
при температурах T, варьируемых в пределах 
300 – 1200 K. Температура инициализиро-
валась путем раздачи скоростей каждому 
из атомов, согласно следующей процедуре: 
вначале всем атомам системы раздаются им-
пульсы согласно распределению Максвелла, 
соответствующему температуре 2T (T – тре-

буемая  температура). Далее рассчитывался 
полный импульс системы, после чего про-
изводился одновременный пересчет всех 
скоростей таким  образом, чтобы обнулить 
полный импульс системы. Мы использова-
ли следующую процедуру для установления 
динамического равновесия: на протяжении 
10 тыс. шагов происходит интегрирование 
уравнений движения, при этом через каж-
дые 100 шагов импульсы всех атомов пере-
нормируются таким образом, чтобы полная 
кинетическая энергия системы соответство-
вала требуемой температуре. 

Результаты и их обсуждение

Зависимости энергии образования про-
тяженных дефектов от числа содержащих-
ся в них точечных дефектов (вакансий/
межузлий) и от линейного размера протя-
женного дефекта представлены на рис. 1. 
Установлено, что в диапазоне рассмотрен-

Рис. 1. Зависимости энергии образования межузельных (а, в) и вакансионных (б, г) дефектов  
от числа N межузлий (а), вакансий (б) и диаметров дефектов двух типов (в, г). 

Номера кривых 1–6 соответствуют приведенным в таблице; 7 – результаты расчета по аналитическому  
выражению согласно [14] для гексагональной петли Франка

а) б)

в) г)
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ных размеров дефектов в случае  дефектов 
межузельного типа наименьшей энергией 
обладает гексагональная петля Франка с 
сегментами дислокации, ориентированны-
ми вдоль сторон шестиугольника – направ-
лений типа 〈110〉, в то время как в случае 
дефектов вакансионного типа наименьшей 
энергией обладает ТДУ, что подтверждено 
экспериментально в работе [5]. В связи с 
этим можно сделать вывод о том, что ука-
занные дефекты будут преимущественно 

формироваться как результат эволюции ка-
скадов смещений, вызванных первично вы-
битыми атомами, которые, в свою очередь, 
инициируются быстрыми нейтронами.

Примеры визуализации атомных кон-
фигураций ряда дефектов (полной дис-
локационной петли, петель Франка и др.) 
приведены на рис. 2. Было установлено, 
что в случае полной дислокационной пет-
ли происходит расщепление определенных 
сегментов в плоскостях {111} на две ча-

Рис. 2. Атомные конфигурации рассмотренных типов дефектов различного диаметра d:  
а – межузельная полная петля; б – тетраэдр дефектов упаковки; в – вакансионная гексагональная 
петля Франка со сторонами вдоль направлений типа 〈110〉; г – межузельная гексагональная петля 

Франка со сторонами вдоль направлений типа 〈112〉.  
Ориентация кристалла во всех случаях соответствует указанной системе координат.  

Значения d, нм: 9,8 (a); 7,0 (б); 5,0 (в); 12,1(г)

а) б)

в) г)
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стичные дислокации с векторами Бюргерса 
(1/6) 〈112〉 вследствие дислокационной ре-
акции вида:

.
1 1 1

110 211 121
2 6 6

→ +

В случае петель Франка со сторонами 

вдоль направлений типа 〈110〉 происходит 
расщепление сегментов за счет следующей 
реакции:

1 1 1
111 110 112 .

3 6 6
→ +

 Расщепления в случае петель Франка с 

Рис. 3. Моделирование межузельной дислокационной петли Франка диаметром 12,1 нм со сторо-
нами вдоль направлений типа 〈112〉 в различные моменты времени, пс: 1 (a), 9(б), 12(в), 15(г).  

Показана ориентация монокристалла; T = 300K

а) б)

в) г)

(1) (2)
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сегментами дислокации, ориентированны-
ми вдоль направлений типа 〈112〉, не проис-
ходит, так как эти участки петли не содер-
жатся ни в одной из кристаллографических 
плоскостей {111}. 

Для случая вакансионных дефектов 
было проведено сравнение результатов 
молекулярно-динамического моделирова-
ния при T = 0 K с оценками, полученными 
с помощью аналитических моделей, кото-
рые опубликованы в статьях [8, 14]. Уста-
новлено, что для всех типов вакансионных 
дефектов (см., например, рис. 1, г, на ко-
тором представлены результаты расчета 
по аналитической формуле, приведенной 
в статье [14], для гексагональных петель 
Франка) результаты МД-моделирования 
соответствуют теоретическим оценкам. 
Исключениями являются петли Франка с 
дислокационными сегментами, ориенти-
рованными вдоль направлений типа 〈110〉, 
поскольку в этом случае происходит рас-
щепление дислокаций, которое не учиты-
вается в аналитических моделях.

Моделирование отжига радиационных 
дефектов при конечных температурах и вре-
менах отжига до 100 пс показало, что все 
типы радиационных дефектов стабильны 
при рассмотренных температурах (300, 600, 
900, 1000, 1100 и 1200 K), за исключением 
межузельной дислокационной петли Фран-
ка с сегментами дислокационной линии, 
ориентированными вдоль направлений типа 
〈112〉. В последнем случае было отмечено 
превращение такой петли в полную при тем-
пературах 300, 1000 и 1200 K, что показано 
на рис. 3. Этот процесс трансформации пет-
ли вызван зарождением трех пар частичных 
дислокаций внутри петли (см. рис. 3, а). За-
родившиеся дислокации отталкиваются друг 
от друга (см. рис. 3, б) и устраняют дефект 
упаковки (см. рис. 3, в, г). 

Заключение

Таким образом, в данной работе про-
ведено молекулярно-динамическое мо-
делирование свойств протяженных де-
фектов в модельном аустенитном сплаве 
Fe0,7Ni0,1Cr0,2 с использованием нового по-

тенциала межатомного взаимодействия. 
Такой потенциал создан для сталей си-
стемы Fe-Ni-Cr и оптимизирован с целью 
воспроизведения механических свойств 
аустенитных сплавов, подвергнутых ней-
тронному облучению. Установлено, что 
среди протяженных радиационных де-
фектов, имеющих линейные размеры в 
пределах 1–10 нм, наименьшей энергией 
обладает гексагональная петля Франка с 
сегментами дислокации, ориентированны-
ми вдоль направлений типа 〈110〉 (в случае  
дефектов межузельного типа) и тетраэдр 
дефектов упаковки (в случае дефектов ва-
кансионного типа). Этот результат соот-
ветствует экспериментальным наблюде-
ниям. Проведенный анализ показал, что 
для всех типов стабильных вакансионных 
дефектов результаты МД-моделирования 
соответствуют теоретическим оценкам.

Верификация энергетической стабиль-
ности типичных радиационных дефектов, 
выполненная в рамках атомистической 
модели, позволяет сделать вывод о при-
годности разработанной атомистической 
модели для исследований механизмов 
взаимодействия дислокаций с радиаци-
онными дефектами в аустенитных спла-
вах. Это наглядно продемонстрировано, в 
частности, для межузельных петель Фран-
ка и ТДУ в модельном сплаве Fe0,7Ni0,1Cr0,2 
как при нулевой, так и при ненулевых 
температурах 300–1200 K. В последую-
щих работах предполагается изучить как 
возможные механизмы такого взаимодей-
ствия на атомарном уровне, так и прове-
сти соответствующие оценки критическо-
го напряжения сдвига. Указанные оценки, 
в свою очередь, можно использовать для 
параметризации метода дислокационной 
динамики. Последний позволяет модели-
ровать движение дислокаций в поле де-
фектов на масштабе расстояний порядка 
нескольких микрон. Подобные исследо-
вания необходимы для выяснения меха-
низмов пластической деформации сталей 
аустенитного класса при нейтронном об-
лучении.
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УДК 539.5

А.В. Бакаев, Е.Е. Журкин

Санкт-Петербургский государственный политехнический университет

МОДЕЛИРОВАНИЕ ДИСЛОКАЦИЙ В АУСТЕНИТНОМ СПЛАВЕ ЖЕЛЕЗА 
НА АТОМАРНОМ МАСШТАБЕ РАССТОЯНИЙ

С помощью компьютерного моделирования проведено исследование дви-
жения дислокаций в модельном сплаве железа, содержащем 10% Ni и 20% Cr, с 
целью последующего изучения взаимодействия дислокаций с радиационными 
дефектами. В частности, протестирована модель периодических дислокаций и 
рассчитан ряд дислокационных характеристик.

ДИСЛОКАЦИЯ, АУСТЕНИТНЫЙ СПЛАВ, МОЛЕКУЛЯРНАЯ ДИНАМИКА, МОДЕЛИРО-
ВАНИЕ.

Введение

Аустенитные сплавы широко использу-
ются в качестве конструкционных материа-
лов для ядерных энергетических установок. 
Их применение обуславливается хорошими 
эксплуатационными свойствами, в част-
ности, устойчивостью к коррозии. Однако 
в процессе эксплуатации они подвержены 
радиационному охрупчиванию, которое 
обусловлено накоплением и ростом ра-
диационных дефектов, возникающих в ре-
зультате взаимодействия потока нейтронов 
с материалом [1]. Характер радиационно-
го повреждения аустенитных сплавов при 
нейтронном облучении был изучен в целом 
ряде экспериментальных работ (см., напри-
мер, статьи [2 – 4]), в которых было уста-
новлено, что  преобладающим типом про-
тяженных радиационных дефектов в таких 
сплавах (при дозах до 10 с.н.а. (смещений 
на атом)) являются дислокационные петли 
Франка межузельного типа. Cчитается, что 
именно эти дефекты в наибольшей мере 
обуславливают радиационное упрочнение 
аустенитных сталей, имеющих гранецен-
трированную кубическую (ГЦК) решетку, 
при нейтронных флюенсах (дозах), соответ-
ствующих диапазону 10–3 – 10 с.н.а. Физи-
ческие причины возникновения радиацион-
ного упрочнения и охрупчивания связаны 
с тем, что петли Франка препятствуют 
движению дислокаций в своих плоскостях 
скольжения. В результате  взаимодействия 
дислокации с дефектом-барьером проис-
ходят дислокационные реакции, которые 

приводят к возрастанию предела текучести 
материала. В результате этих реакций петли 
Франка могут либо поглощаться, либо де-
формироваться. Изучение взаимодействия 
подвижных дислокаций и радиационных 
дефектов необходимо для понимания про-
цессов пластической деформации облучен-
ных материалов. 

Типичные размеры дислокационных 
петель составляют порядка нескольких на-
нометров, поэтому для моделирования их 
свойств логично использовать атомисти-
ческие подходы [1]. В связи с этим метод 
классической молекулярной динамики 
(МД) является подходящим инструментом 
для исследования механизмов взаимодей-
ствия дислокаций и дефектов на атомарном 
уровне, причем данный метод позволяет ва-
рьировать температуру материала и условия 
внешней нагрузки. 

Взаимодействие дислокаций и радиаци-
онных дефектов уже было изучено в чистых 
металлах (таких как алюминий, никель, 
медь), имеющих ГЦК кристаллическую ре-
шетку [5 – 8]. Аустенитные сплавы железа 
(также имеющие ГЦК-решетку) характери-
зуются относительно низким значением ве-
личины энергии дефекта упаковки (около 
20 мДж/м2) при высоком значении моду-
ля упругости (80 ГПа), что не реализуют-
ся ни в одном из чистых ГЦК-материалов. 
Основными легирующими компонентами 
аустенитной стали являются никель и хром, 
вариация концентраций которых приводит 
к изменению энергии дефекта упаковки 
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(ЭДУ), в связи с чем сплав железа, содер-
жащий 10 % Ni и 20 % Cr, используется 
на практике как модельный для изучения 
свойств аустенитных сталей. 

Цель данной работы – выяснение ха-
рактера движения дислокаций в модельном 
аустенитном сплаве Fe0,7Ni0,1Cr0,2  в рамках 
атомистической модели. Верификация мо-
дели движения дислокаций необходима для 
последующего изучения взаимодействия 
дислокаций с радиационными дефектами. 
Это позволит охарактеризовать механизмы 
такого взаимодействия в аустенитных спла-
вах на атомарном уровне, а также вычислить 
значения критического напряжения сдвига, 
необходимого для преодоления дислокаци-
ей дефекта-барьера. Эти результаты, в свою 
очередь, можно использовать в прогности-
ческих моделях изменения механических 
свойств аустенитных сталей и сплавов под 
воздействием нейтронного облучения.

В рамках же представленной работы, в 
частности, проведено тестирование атоми-
стической модели периодических дислока-
ций [9] и рассчитан ряд дислокационных 
характеристик. Кроме того, определена 
скорость приложения внешней нагрузки, 
при которой предел текучести в моделируе-
мом кристалле соответствует таковому для 
аустенитной стали марки 304L (россий-
ский аналог – сталь марки 03Х18Н11) [10] 
в рассматриваемом диапазоне температур  
T = 300 – 900 K при скоростях нагрузки, 
характерных для квазистатических тестов 
на растяжение.

Методика исследования 

Для решения поставленных задач мы ис-
пользовали компьютерное моделирование в 
рамках метода классической молекулярной 
динамики, который позволяет отслеживать 
индивидуальные траектории каждой из ча-
стиц изучаемой системы путем интегриро-
вания уравнений движения Ньютона [11]. 
Для проведения вычислений применялся 
стандартный алгоритм молекулярной ди-
намики, адаптированный авторами работы 
[9] свыше десятилетия назад для атоми-
стического моделирования дислокаций в 
кристаллах. Для вычисления сил взаимо-
действия между атомами использовался не-

давно созданный потенциал [12], который 
основан на стандартной модели погружен-
ного атома. При этом данный потенциал 
оптимизирован с целью корректного вос-
произведения механических свойств трой-
ных аустенитных ГЦК-сплавов Fe-Ni-Cr (с 
учетом относительно низких величин ЭДУ 
при высоком значении модуля упругости) 
при различном содержании легирующих 
элементов. Он позволяет с хорошей точ-
ностью воспроизводить значения энергии 
когезии, постоянных кристаллической ре-
шетки, констант упругости C11, C12, C44, 
энергии образования и миграции вакансии, 
энергии образования различных межузель-
ных конфигураций (гантелей 〈100〉, 〈110〉 и 
〈111〉, а также межузлий в октаэдрических 
и тетраэдрических позициях), воспроиз-
водить ЭДУ как для чистых металлов (Fe, 
Ni, Cr), так и для сплава Fe0,7Ni0,1Cr0,2. При 
этом достигается хорошее согласие и с опу-
бликованными ранее экспериментальными 
данными, и с результатами, полученными 
в рамках квантовомеханического метода ab 
initio (детали сравнений приведены в статье 
[12]).

В данной работе рассмотрены дислока-
ции краевого и винтового типов с векто-
ром Бюргерса (1/2) 〈110〉. Было принято, 
что оси декартовой системы координат X, 
Y, Z, параллельные граням прямоугольно-
го модельного кристалла, ориентированы 
вдоль кристаллографических направлений 
〈110〉, 〈112〉, 〈111〉, соответственно. Перио-
дические граничные условия применялись 
вдоль осей X, Y; плоскости граней (111) 
являлись свободными поверхностями, пер-
пендикулярными оси Z. Размеры модель-
ных боксов, соответствующее число ато-
мов и плотность дислокаций приведены  
в табл. 1 для краевой и винтовой дислока-
ций. Шаг интегрирования уравнений дви-
жения атомов был равен 5 фс.

Для атомных конфигураций, содержа-
щих дислокации, была проведена процеду-
ра релаксации (минимизация энергии кри-
сталла) при нулевой температуре, а затем 
полученные конфигурации использовались 
в качестве начальных для молекулярно-
динамического моделирования при конеч-
ных температурах T = 300, 600 и 900 K. 
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Температура инициализировалась путем 
раздачи скоростей каждому из атомов со-
гласно следующей процедуре: вначале всем 
атомам системы раздавались импульсы 
случайным образом, в соответствии с рас-
пределением Максвелла для температуры 
2T (где T – требуемая  температура). Далее 
рассчитывался полный импульс системы, 
после чего производился одновременный 
пересчет всех скоростей таким образом, 
чтобы обнулить полный импульс системы. 
Мы использовали следующую процедуру 
для установления динамического равнове-
сия: на протяжении 10 тыс. шагов происхо-
дит интегрирование уравнений движения, 
при этом через каждые 100 шагов по време-
ни импульсы всех атомов перенормируются 
таким образом, чтобы полная кинетическая 
энергия системы соответствовала требуе-
мой температуре. После этого начинается 
приложение внешней нагрузки, согласно 
нижеописанному алгоритму.

Внешняя нагрузка была реализована 
путем сдвига нескольких верхних атомных 
плоскостей (111) модельного кристалла. 
Атомы в этих слоях жестко фиксированы 
в своих  позициях, и интегрирование урав-
нений Ньютона для них не производится. 
Скорость приложения внешней нагрузки 
(путем сдвига) варьировалась в пределах от 
2,0·107 до 4,0·108 с–1, что соответствует ско-
рости движения дислокации в диапазоне от 
43,8 до 874,9 м/c. Атомы в нижних слоях 
кристалла также были жестко зафиксирова-
ны в своих начальных позициях, и резуль-

тирующее напряжение сдвига, вызванное 
сдвигом верхних слоев кристалла, опреде-
ляли, исходя из расчета силы, действующей 
на нижний фиксированный слой атомов в 
направлении приложенной нагрузки. 

При анализе конечной конфигурации 
атомов использовалась численная проце-
дура метода «связанных ячеек», обеспе-
чивающая наиболее эффективный поиск 
ближайших соседей каждого атома в мо-
дельном кристалле [11]. Атомы ядра дисло-
кации и дефекта упаковки анализировались 
по критериям координационного числа, 
подсчета числа соседей, соответствующих 
ГЦК-структуре и потенциальной энергии 
каждого атома. Конфигурация локального 
окружения каждого атома сравнивалась с 
идеальной ГЦК-решеткой (мы исходили из 
количества соседей, соответствующих ГЦК-
структуре). Атомы ядра дислокации были 
идентифицированы по наличию 10 или  
11 ГЦК-соседей; дефект упаковки опреде-
лялся по двойному слою атомов, имеющих 
по 9 ГЦК-соседей.

Результаты и их обсуждение

Верификация модели дислокаций. Со-
гласно модели Орована [13],  скорость дви-
жения дислокаций связана со скоростью 
приложения внешней нагрузки и плотно-
стью дислокаций следующим образом:

,m

d
b v

dt
ε

ε = = ρ

где ε  – абсолютная величина прилагаемой 

Таблица  1

Характеристики моделируемых дислокаций

Использованная величина
Значение для дислокации

краевой винтовой

Число атомов
Общее 1470936 1481884

Интегрируемое 1075800 1085040

Размер модельного бокса, ед. a0 84,5 × 61,2 × 52,0 62,3 × 83,9 × 52,0

Плотность дислокаций, м–2 1,8·1015

Примечание . Общее число атомов включало в себя верхний подвижный и нижний неподвижный 
блоки модельного кристалла, а также те атомы, для которых производилось интегрирование урав-
нений движения в рамках МД-моделирования.
Обозначение : a0 – постоянная решетки.

(1)
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нагрузки, b – модуль вектора Бюргерса 
дислокации, mρ  – плотность подвижных 
дислокаций, v – скорость движения дисло-
кации, t – время.

В результате проведенных МД-
вычислений на основе анализа позиции 
дислокации, была вычислена ее скорость 
(табл. 2). 

При всех рассмотренных температу-
рах скорость движения дислокаций соот-
ветствовала величине, рассчитанной по 
формуле (1). Дислокационные сегменты 
двигались равномерно, и средняя шири-
на расщепления дислокации d составляла 
23,90a0; 23,90a0; 24,69a0 (a0 – постоянная 
решетки) в случае краевой дислокации и 
10,9a0; 12,6a0; 13,0a0 для случая винтовой 
дислокации при температурах T = 300, 600 
и 900 K, соответственно. Согласно работе 
[13],  для величины d справедливы следую-
щие соотношения:

2(2 )
;

4 (1 )e

Gb
d

+ ν
=

πγ − ν
2(2 3 )

,
4 (1 )s

Gb
d

− ν
=

πγ − ν
где G – модуль сдвига, b – модуль векто-
ра Бюргерса дислокации, ν – коэффициент 
Пуассона, γ – энергия дефекта упаковки. 

Формулы (2) и (3) приведены для крае-
вой и винтовой дислокаций, соответствен-
но. Поделив уравнение (2) на уравнение 
(3), можно получить соотношение, по-
зволяющее вычислить коэффициент Пу-

ассона при известных значениях ширины 
расщепления краевой (de) и винтовой (ds) 
дислокаций. Величины de и ds, полученные 
из МД-расчетов, были использованы нами 
для вычисления коэффициента Пуассона. 
Он оказался равным 0,28; данный результат 
хорошо согласуется с экспериментальным 
значением коэффициента Пуассона 0,29, 
измеренным для аустенитных сталей [14].

Полученные нами результаты показы-
вают, что использованная атомистическая 
модель периодических дислокаций и алго-
ритмы идентификации дефектов предска-
зывают величины, которые полностью со-
гласуются с теорией упругости.

Расчет активационного объема и энергии 
активации. На рис. 1 приведена усреднен-
ная по типу дислокации зависимость на-
пряжения нагрузки σ от температуры при 
различных скоростях приложения внешней 
нагрузки. Показаны результаты, получен-
ные с помощью компьютерного моделиро-
вания, а также на основе эксперименталь-
ных данных для аустенитных сталей 304L 
и 316L [10]. Результирующее напряжение 
сдвига σY было найдено путем усреднения 
мгновенных значений напряжения сдвига σ 
после того, как дислокация достигала рас-
четной скорости. 

На основе этих данных нами была вы-
числена энергия активации *H∆  и актива-
ционный объем *V  для рассматриваемых 
дислокаций с использованием следующих 
соотношений [15]:

(2)

Таблица  2

Сравнение используемой модели движения (скольжения) дислокаций  
с теоретической моделью Орована

Тип дислокации Температура, K
Скорость движения, м/с

Результат расчета 
методом МД

Согласно формуле 
Орована

Краевая
300 45,0 ± 1,3 43,8
600 44,0 ± 1,3 43,9
900 45,4 ± 1,5 44,0

Винтовая
300 41,7 ± 1,8 43,4
600 41,8 ± 1,9 43,6
900 42,9 ± 1,6 43,7

Обозначение : МД – молекулярная динамика.

(3)
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* B 2 1ln( / )
;

Y

k
V

ε ε
=

∆σ
 

* * ,YH V T
T ε

∂σ ∆ = −  ∂ 


где kB – постоянная Больцмана, Y

T ε

∂σ 
 ∂ 



 – 

производная от σY по температуре при по-
стоянной скорости приложения внешней 
нагрузки .ε

Активационный объем был получен пу-
тем ряда тестовых расчетов при условиях 
постоянной температуры и варьируемой 
скорости нагрузки. Энергия активация рас-
считывалась при постоянной скорости при-
ложения внешней нагрузки и варьируемой 
температуре. Результаты расчетов приведе-
ны на рис. 2.

На основе анализа полученных резуль-
татов следует отметить, что при принятой 
нами плотности дислокаций эксперимен-
тальное значение предела текучести реали-
зуется при скоростях дислокаций около 225 
и 45 м/c для температур T = 300 и 600 K, 
соответственно, при заданных значениях 
плотности и длины сегмента. 

Рассчитанные нами температурные за-
висимости активационного объема и энер-
гии активации позволяют экстраполировать 
полученные величины σY на другие диапа-

зоны температур. Кроме того, с помощью 
алгоритма, описанного в работе [16], по-
является возможность прогнозирования 
ситуаций, в которых скорости движения 
дислокаций отличаются от их типичных 
значений при тестировании аустенитной 
стали на растяжение. При таком тестирова-
нии типичная скорость приложения внеш-
ней нагрузки составляет 10–3 с–1. 

(4)

(5)

Рис. 1. Сравнение расчетных (1 – 4)  
и экспериментальных (5, 6) зависимостей ре-

зультирующего напряжения нагрузки σY  
от температуры при различных значениях  

средней скорости движения дислокаций v, м/c: 
45 (1), 225 (2), 450 (3), 900 (4).  

Экспериментальные зависимости получены в работе 
[10] для аустенитных сталей 304L (5) и 316L (6)  

при v = 0,4 мкм/c 

Рис. 2. Температурные зависимости энергии активации в единицах kBT (а)  
и активационного объема в единицах b3 (б); kB – постоянная Больцмана, b – вектор Бюргерса 

а) б)

V *, b3Δ H *, kBT
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Заключение

Таким образом, в настоящей работе 
подтверждено согласие использованной 
атомистической модели периодических 
дислокаций (включая алгоритм их иденти-
фикации) с теорией упругости. Кроме того, 
определена скорость приложения внешней 
нагрузки, при которой предел текучести 
в моделируемом кристалле соответствует 
пределу текучести аустенитной стали мар-
ки 304L (ее российский аналог – сталь 
марки 03Х18Н11) в рассматриваемом диа-
пазоне температур T = 300 – 900  K. Это 
позволяет перейти к следующему этапу 
работы – выяснению механизмов взаи-
модействия дислокаций и радиационных 

дефектов в аустенитных сплавах. В после-
дующих работах предполагается не толь-
ко изучить возможные механизмы такого 
взаимодействия на атомарном уровне, но и 
провести соответствующие оценки крити-
ческого напряжения сдвига (напряжение, 
необходимое для преодоления дислокаци-
ей дефекта-барьера). Полученные оценки в 
дальнейшем могут быть использованы для 
параметризации метода дислокационной 
динамики, позволяющего моделировать 
движение дислокаций в поле дефектов на 
масштабе расстояний порядка нескольких 
микрон. Проведенные исследования, на 
наш взгляд, вносят вклад в понимание ме-
ханизмов пластической деформации аусте-
нитных сталей при облучении.
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МОЛЕКУЛЯРНАЯ ГИДРОДИНАМИКА ПОДВОДНОГО ВЗРЫВА

В работе рассматривается молекулярно-динамический подход к изучению 
подводного взрыва. Была разработана компьютерная программа, которая по-
зволяет производить моделирование подводного взрыва для жидкости Леннард-
Джонса. Численное моделирование этого процесса с помощью указанного 
метода является естественной альтернативой эксперименту. Результаты рас-
чета динамического процесса, который должен развиваться после подводного 
взрыва, показывают поразительное сходство с известной эволюцией системы, а 
именно: распространение фронта ударной волны, формирование кратера, рас-
пад ударной волны при достижении границ свободной поверхности с после-
дующим подъемом слоя воды над областью взрыва.

МЕТОД МОЛЕКУЛЯРНОЙ ДИНАМИКИ, УДАРНАЯ ВОЛНА, ПОДВОДНОЕ ВОЗМУЩЕ-
НИЕ, ЖИДКОСТЬ ЛЕННАРД-ДЖОНСА, ГИДРОДИНАМИКА.

Введение

Современную науку сейчас уже сложно 
представить без компьютерного моделиро-
вания (эксперимента), которое используется 
наряду с традиционными эксперименталь-
ными и теоретическими исследованиями. 
С его помощью могут быть даны ответы на 
вопросы, которые относятся к процессам, 
развивающимся в условиях, где не пред-
ставляется возможным провести реаль-
ный эксперимент. Именно при решении 
сложных задач главной является степень 
применимости того или иного численного 
метода, вычислительного алгоритма, т. е. 
насколько точно они описывают изучае-
мую систему с учетом аппроксимации ис-
ходных дифференциальных уравнений, не-
точностей задания начального состояния и 
ошибок округления. Практика показывает, 
что к разрешению сложных, нетривиальных 
задач проявляют интерес исследователи по 
всему миру, ставя перед собой цели по изу-
чению самых разных проблем, применимо-
сти различных вычислительных методов и 

подходов к решению таких систем. 
К одному из таких сложных процессов 

относится подводный взрыв. Интерес к его 
исследованию изначально был вызван не-
обходимостью решения широкого спектра 
технических задач, возникших в годы вто-
рой мировой войны. Внимание, уделяемое 
данной проблеме в тот период времени, 
привело к интенсивному развитию пред-
ставлений о характере взрывных движений. 
Исследователями было отмечено, что рабо-
та над проблемой механики взрыва послу-
жила толчком к значительному прогрессу в 
смежных разделах прикладной математики 
и механики сплошных сред [1]. 

Учеными проводились исследования 
подводного взрыва, взрыва в грунтах; из-
учалось поведение металлов под действием 
продуктов детонации взрывчатых веществ; 
эти продукты создают для среды экстре-
мальные условия в виде гигантских давле-
ний (в сотни кбар) и температур (достигают 
нескольких тысяч градусов). Установлено, 
что при таких условиях многие твердые сре-
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ды «забывают» о своих прочностных свой-
ствах, жесткой кристаллической структуре 
и ведут себя по законам гидродинамики.  
В работах по данной тематике рассматрива-
ются теоретические и экспериментальные 
методы исследования подводного взрыва, 
при этом задачи о поведении различных 
сред при взрывном нагружении, в основ-
ном, описывают в рамках существующих 
математических постановок и моделей 
[2]. Как следует из монографии В.К. Ке-
дринского [3], в исследованиях подводно-
го взрыва условно выделяют три основных 
блока проблем:

ударные волны, уравнения состояния и 
динамика полости с продуктами детонации 
(при этом предполагается, что рассматри-
ваемая среда безгранична);

поведение среды со свободными грани-
цами при взрывном нагружении, микроне-
однородности в жидкости и растягивающие 
напряжения;

течение жидкости с неизвестными сво-
бодными границами, высокоскоростные 
струйные течения при малозаглубленных 
подводных взрывах.

При этом все перечисленные выше на-
правления связаны, прежде всего, с пони-
манием физики рассматриваемых явлений, 
поиском управляющих механизмов, разра-
боткой экспериментальных исследований 
и созданием математических моделей, ко-
торые могли бы адекватно описывать эти 
высокоскоростные процессы и динамику 
их структуры.

В данной работе приведена реализация 
описания подводного взрыва путем созда-
ния пакета уникальных вычислительных 
программ, в основе которых лежит метод 
молекулярной динамики.

Общие сведения о подводном взрыве

Взрывом называется любой процесс бы-
строго превращения одного вида энергии в 
другой. Данный процесс характеризуется 
высокоскоростными изменениями в фи-
зическом и химическом состоянии среды, 
сопровождается практически мгновенным 
выделением тепла, увеличением давления и 
температуры, возникновением больших на-
пряжений в среде, разрушением материа-

ла и неустановившимся движением среды. 
Химические среды, способные к превраще-
ниям такого рода, называют взрывчатыми 
веществами. Процессы, происходящие со 
скоростями порядка 1 км/c и выше, назы-
вают взрывными. 

Ввиду сложности механизма энергети-
ческого превращения и его непредсказуе-
мости в каждой конкретной ситуации, при 
постановке задач о взрывном процессе ча-
сто используются различные приближения 
и модельные представления [4], поскольку 
в общем случае распределение физических 
величин на поверхностях раздела произ-
вольно. Именно существование поверх-
ности раздела двух сред оказывается несо-
вместимым с законами сохранения массы, 
количества движения и энергии. Происхо-
дит мгновенный распад начальной поверх-
ности с образованием новых поверхностей. 
На каждой из этих поверхностей разрыва 
такие гидродинамические переменные, 
как давление, плотность, температура и 
скорости частиц, меняются скачкообраз-
но. Нестационарная поверхность сильно-
го разрыва, которая распространяется по 
окружающей среде, носит название  «фронт 
ударной волны»; поверхность, разделяющая 
продукты взрыва и среду, является поверх-
ностью сильного разрыва (ее называют по-
верхностью «газового пузыря»).

Таким образом, теоретические иссле-
дования касались, в основном, изучения 
неустановившегося движения жидкости 
между граничными поверхностями: фрон-
том ударной волны, поверхностью газового 
пузыря и продуктами детонации взрывча-
тых веществ [5 – 7]. В данной работе затра-
гиваются такие аспекты, как образование 
ударной волны [8] и развитие образовавше-
гося при этом пузыря [9].

 Метод молекулярной динамики 

Молекулярная динамика является од-
ним из современных методов компьютер-
ного моделирования, в котором для изуче-
ния поведения системы с течением времени 
используется классическая механика. При-
менение метода молекулярной динамики 
включает численное решение следующей 
системы уравнений:
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; 1,2, …, .i i im x F i N= =

Интегрирование второго закона Нью-
тона с помощью различных схем от про-
стейших методов Эйлера первого порядка 
до схем предиктор-корректор позволяет 
определять траектории атомов. Наиболее 
важные требования, налагаемые на такие 
схемы, – это устойчивость, точность и вы-
сокая скорость работы. Сила Fi, действую-
щая на i-ю частицу, определяется как от-
рицательная производная потенциальной 
энергии U:

( , …, )
; 1,2, …, ,i N

i
i

U x x
F i N

x
∂

= − =
∂

где N – число частиц.
Если заданы начальные координаты xi 

и скорости частиц, то эволюция системы 
во времени зависит только от потенциала, 
который определяет взаимодействие между 
атомами.  

Использованный в данной работе по-
тенциал Леннард-Джонса [10 – 12] выра-
жает простую модель парного взаимодей-
ствия неполярных молекул и описывает 
зависимость энергии взаимодействия двух 
частиц от расстояния между ними. Эта 
модель хорошо описывает взаимодействие 
сферических неполярных молекул и поэто-
му используется в расчетах, а также при 
компьютерном моделировании.

Для получения траекторий атомов в 
пространстве и времени, существуют раз-
личные численные схемы решения систе-
мы классических уравнений движения: от 
простейших методов Эйлера первого по-
рядка до схем предиктор-корректор вы-
соких порядков точности [13]. В данной 
работе нами использован Метод Гира [14, 
15] в представлении вектором Нордсика 
[16] шестого порядка точности. К преиму-
ществам данного метода относятся его на-
дежность и высокий порядок точности при 
относительно умеренных (по сравнению с 
другими методами) временных шагах. 

Методика компьютерного моделирования

Изучаемая система представляет собой 
жидкость Леннард-Джонса в двумерном 
пространстве с периодическими или жест-
кими границами в продольном направлении 

и стенкой на нижней границе. На частицы 
жидкости действует внешнее гравитацион-
ное поле в направлении, перпендикуляр-
ном поверхности жидкости. Параметры, 
использованные в потенциале Леннард-
Джонса, соответствуют таковым для воды: 
σ = 0,317 нм, ε = 0,6502 кДж/моль.

Предыдущие компьютерные экспери-
менты, проведенные с водой [17, 18], по-
казали, что структура ее молекулы сложнее, 
чем ранее предполагалось. Было найдено, 
что для правильного описания такого объ-
екта необходимо использовать теорию за-
рядов связей, где в дополнение к межатом-
ному взаимодействию следует учитывать 
электрическое взаимодействие между за-
рядами ковалентных связей [19, 20]. По-
скольку такой глобальный подход ведет 
к большим трудностям вычислительного 
плана и к усложнению модели, было реше-
но построить более простую модель воды, 
заменив молекулу одной частицей. Взаимо-
действие таких частиц описывалось с по-
мощью потенциала Леннард-Джонса, рас-
смотренного подробно в работе [21].

Проблема моделирования взрывчатого 
вещества представляет собой отдельную за-
дачу. При исследовании плоских ударных 
волн в воде взрывчатку можно исключить. 
Вместо компьютерного моделирования на 
атомарном уровне сложная модель молеку-
лы взрывчатки заменяется одной частицей. 

В данной работе в круговую область за-
данного размера (с определенными коор-
динатами) помещалось известное количе-
ство частиц, подвергнутых равномерному 
сжатию. Вследствие изменения расстоя-
ния между частицами данная структура 
накапливает большое количество упругой 
энергии (рис. 1). В результате декомпрес-
сии данной области частицы приобретают 
огромную скорость и, как следствие этого, 
высокую температуру. Таким образом осу-
ществлялось моделирование взрыва. Дан-
ная методика нашла отражение и в других 
наших работах [22 – 25].

Результаты

Визуальные картины моделирования, 
полученные расчетным путем, позволили 
судить о внешнем сходстве полученных дан-

(1)

(2)
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ных с известной последовательностью явле-
ний, возникающих при подводном взрыве. 

Приведенный далее расчет моделирует 
взрыв на мелкой воде. Эволюция данного 
процесса с течением безразмерного време-
ни t ' (значение t ' = 1 соответствует моменту 
времени t = 7,044 пс) наглядно представле-

на на рис. 2, 3 и 4.
Момент времени t ' = 0 отображает нача-

ло итерационного процесса с помещенным 
в моделируемую область зарядом, после 
установления состояния равновесия при 
температуре 300 K. Спустя 4 тыс. итераци-
онных шагов при t ' = 1 явно очерчивается 

Рис. 1. Моделирование взрывчатки:  
ее сложные молекулы заменяются частицами в виде шариков; пунктирными стрелками показано 
воздействие сил всестороннего сжатия; сплошной стрелкой обозначен переход системы в новое  

состояние с высвобождением большой энергии

Рис. 2. Временнáя эволюция подводного взрыва при значениях безразмерного времени t ' = 0 – 5. 
По обеим осям отложены координаты частиц (Å) в выбранной системе отсчета
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Рис. 3. Временнáя эволюция подводного взрыва при значениях безразмерного времени t ' = 6 – 12. 
По обеим осям отложены координаты частиц (Å) в выбранной системе отсчета

Рис. 4. Временнáя эволюция подводного взрыва при значениях безразмерного времени t ' = 13 – 22. 
По обеим осям отложены координаты частиц (Å) в выбранной системе отсчета
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контур расширения области, в которой про-
изошел взрыв. Расширение наблюдается до 
момента достижения данной областью по-
верхностного слоя, что примерно соответ-
ствует t ' = 2. В интервале от момента t '= 2 и 
до t ' = 10 наблюдается выброс поверхност-
ного слоя частиц, выталкиваемых быстро 
расширяющейся областью, и образование 
кратера t ' = 2 – 10.

С моментом времени t ' = 10 связан так-
же процесс отхода первых базисных волн 
в обе стороны от эпицентра. Далее кратер, 
образованный взрывом, начинает схло-
пываться, в результате чего в моменты  
t ' = 10 – 22 появляется всплеск частиц над 
областью взрыва. В середине этого процес-
са, при t ' = 16 – 17, частицы среды сдвига-
ются в сторону в продольном направлении, 
и образуются более сильные волны, дости-
гающие уже края расчетной области после 
момента времени t ' = 22.

Заключение

В результате проведенного исследова-
ния доказана применимость молекулярно-
динамического подхода для изучения под-
водного взрыва.  В рамках молекулярной 
динамики была разработана процедура, 
которая моделирует такой взрыв. Разра-
ботанная модель позволяет изучать разви-
тие этого быстро протекающего процесса 
в двухмерном пространстве, заполненном 
жидкостью Леннард-Джонса. Проведенный 
расчет динамической структуры подво-
дного взрыва обнаруживает поразительное 
сходство с известной эволюцией системы: 
распространение фронта ударной волны 
с последующим формированием кратера, 
затем распад ударной волны при достиже-
нии границ свободной поверхности и по-
следующий подъем слоя воды над областью 
взрыва. 

СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ

1. Николаевский В.Н. Подводные и подзем-
ные взрывы. М.: Мир, 1974. 416 с.

2. Кузнецов В.М. Математические модели 
взрывного дела. Новосибирск: Изд-во «Наука». 
Сибирское отделение, 1977. 262 с.

3. Кедринский В.К. Гидродинамика взрыва: 
эксперимент и модели. Новосибирск: Изд-во 
СО РАН, 2000. 434 с.

4. Седов Л.И. Методы подобия и размерно-
сти в механике. М.: Наука, 1977. 440 c.

5. Mader Ch.L. Compressible numerical cal-
culations of underwater detonations (a report). Los 
Alamos Scientific Laboratory. LA-4594, 1971. 7 p. 

6. Mader Ch.L. Detonations near the water sur-
face (a report). LA-4958, UC-34, Los-Alamos, New 
Mexico, 87544, 1972. 30 p. 

7. Sternberg H.M., Walker W.A. Calculated 
flow and energy distribution following underwater 
detonation of a pentolite sphere // Physics of Flu-
ids. 1971. Vol. 14, No.  9, pp. 1869-1878.

8. Kot C.A. Intense underwater explosions 
// Astronautica Acta. 1972. Vol. 17, No.  4-5,  
pp. 421-433.

9. Pritchett J.W. Incompressible calculations of 
underwater explosion phenomena // Proc. Second 
Internat. Conf. on Numerical Methods in Fluid Dy-
namics. 1971, pp. 422-428.

10. Lennard-Jones J.E. On the determination of 
molecular fields. II. From the equation of state of a 
gas // Proc. Roy. Soc. London A. 1924. Vol. 106, 
pp. 463-477.

11. Lennard-Jones J.E., Ingham A.E. On the 
calculation of certain crystal potential constants, 
and on the cubic crystal of least potential energy 
// Proc. Roy. Soc. London A. 1925. Vol. 107,  
pp. 636-653.

12. Lennard-Jones J.E. Cohesion // Proceed-
ings of the Physical Society. 1931. Vol. 43. No. 5, 
pp. 661-482.

13. Самарский A.A., Гулин A.B. Численные 
методы. М.: Наука, 1989. 432 с.

14. Gear C.W The numerical integration of 
ordinary differential equations of various orders. 
Report ANL 7126, Argonne National Laboratory, 
1966. 10 p.

15. Gear C.W Numerical initial value problems 
in ordinary differential equations. New Jersey:  Ene-
glewoods Cliffs, Prentice-Hall,  1971. 253 p.

16. Nordsieck, A. On numerical integration of 
ordinary differential equations // Mathematics of 
Computation. 1962. Vol. 16, pp. 22-49.

17. Silvestrelli P.L., Parrinello M. Structural, 
electronic, and bonding properties of liquid wa-
ter from first principles // J. Chem. Phys. 1999.  
Vol. 111, pp. 3572-3580.

18. Liem X.D., Tsun-Mei C. Molecular dy-
namics study of water clusters, liquid, and liquid-
vapor interface of water with many-body poten-
tials // J. Chem. Phys. 1997. Vol. 106. No. 19J,  
pp. 8149-8160.

19. Melker A.I., Vorobyeva M.A. Electronic 
theory of molecule vibrations // Proceedings of 



60

Научно-технические ведомости СПбГПУ. Физико-математические науки № 2(194) 2014

SPIE. 2006. Vol. 6253:6253.05, pp. 1-15.
20. Sharma M., Resta R., Car R. Intermolecu-

lar dynamical charge fluctuations in water: a sig-
nature of the H-bond network // Phys. Rev. Lett. 
2005. Vol. 95. P. 187401.

21. Melker A.I. Potentials of interatomic inter-
action in molecular dynamics // Reviews on Ad-
vanced Materials Science. 2009. Vol. 20. No. 1,  
pp. 1-13.

22. Igolkin S.I., Melker A.I. Molecular dy-
namics of underwater explosion // Proceedings of 

JSC’2010. 2010. P. 83.
23. Igolkin S.I., Melker A.I. Molecular dynam-

ics approach to modeling of underwater explosion // 
Proceedings of NDTCS-14. 2011. P. 37.

24. Igolkin S.I., Melker A.I. Molecular hy-
drodynamics of underwater explosion // Materi-
als Physics and Mechanics. 2012. Vol. 13. No. 2,  
pp. 147-156.

25. Igolkin S.I., Melker A.I. Structure of shock 
waves in underwater explosion // Proceedings of 
NDTCS-15. 2013. P. 37.

Сведения об авторах

Иголкин Сергей Игоревич – аспирант кафедры «Математика и естественнонаучные дисципли-
ны» Санкт-Петербургского государственного политехнического университета.

195251, Россия, г. Санкт-Петербург, Политехническая ул., 29
igolson@gmail.com

Мелькер Александр Иосифович – доктор физико-математических наук, профессор кафедры 
«Механика и процессы управления» Санкт-Петербургского государственного политехнического универ-
ситета.

195251, Россия, г. Санкт-Петербург, Политехническая ул., 29
newton@physics.spbstu.com

Igolkin S.I., Melker A.I. MOLECULAR HYDRODYNAMICS OF UNDERWATER 
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In this contribution we report on modeling underwater explosion in the framework of molecular dynamics. 
We have developed a computer program which allows studying the underwater explosion in two dimensional 
Lennard-Jones liquid. Calculations of the dynamical structure of underwater explosion displayed the striking 
resemblance of the underwater-explosion evolution obtained and the real process; namely, generation of a 
shock wave and its expanding; formation of a cavity; disintegrating the shock wave, when reaching a surface, 
into two parts which begin to move in the opposite direction parallel to the surface; transforming the cavity 
into a water crater of an arising water volcano; its activity and decay. 
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СПЕКТРАЛЬНАЯ СЕЛЕКТИВНОСТЬ  
ОТРАЖАТЕЛЬНЫХ ГОЛОГРАММ В КРИСТАЛЛЕ BaTiO3:Co

Проведено экспериментальное исследование спектральной селективности 
отражательных решеток показателя преломления в кристалле BaTiO3:Сo. Пред-
ложена методика измерения спектральной селективности толстых отражатель-
ных голограмм, позволяющая производить прямое измерение спектральной се-
лективности решетки с помощью считывающего лазера, перестраиваемого по 
длине волны. Получено хорошее согласие расчета с результатами измерений.

голографическАЯ решеткА, спектральная селективность, динамиче-
ская голографическАЯ средА.

Спектральная селективность объемных 
голограмм, возникающих в активной среде 
твердотельных лазеров, способствует суже-
нию полосы генерации таких лазеров. По-
добные голограммы образуются в результа-
те многократного прохождения излучения 
через среду и образования в ней стоячей 
интерференционной картины. Такая кар-
тина приводит к возникновению набора 
взаимосвязанных решеток: коэффициента 
усиления, коэффициента поглощения и по-
казателя преломления активного вещества. 
Все эти решетки имеют одинаковый пери-
од, но в общем случае могут иметь фазовый 
сдвиг относительно исходной интерферен-
ционной картины.

  Образованные в активной среде ла-
зера пространственные решетки по своим 
физическим свойствам являются толсты-
ми отражательными голограммами. Благо-
даря высоким спектральным селективным 
свойствам, такие голограммы работают как 
оптические спектральные фильтры и су-
щественно влияют на характеристики из-
лучения, в том числе на ширину полосы 
генерации лазера. Например, как показал 
эксперимент в работе [1], наличие отра-

жательных голограмм толщиной до 11 см 
в активном элементе оказывает существен-
ное влияние на характеристики излучения 
лазеров, реализующих явление обращения 
волнового фронта. 

Из теории связанных волн Когельника 
[2] следует, что спектральная селективность 
отражательной голограммы δλ определяется 
выражением 

δλ / λ = Λ / Т,

где Λ – период решетки; Т – толщина го-
лограммы; λ – длина волны излучения, вза-
имодействующего с решеткой. 

Экспериментальное подтверждение за-
висимости (1) является одной из целей 
представленной работы.  

Ранее [3] нами был рассмотрен им-
пульсный голографический Nd-YAG лазер, 
генерирующий излучение с длиной волны 
1064 нм, в активном элементе которого 
возникают решетки коэффициента усиле-
ния. Достоверная оценка спектральной се-
лективности решеток в таком лазере  имеет 
принципиальное значение для его прак-
тических применений. В работе [1] была 
экспериментально подтверждена достовер-

(1)
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ность обратно пропорциональной зависи-
мости ширины полосы генерации от тол-
щины голограммы. При этом спектральная 
селективность решеток измерялась путем 
исследования ширины полосы генерации 
лазера. 

Другие работы, посвященные прямой 
проверке соотношения (1), нам не извест-
ны.  Ввиду этого в настоящей работе прове-
дено непосредственное экспериментальное 
исследование спектральной селективности 
отражательных решеток в зависимости от 
их толщины и произведено сравнение ре-
зультатов с теоретическими расчетами, по-
лученными на основании теории Когель-
ника.

Методика измерения спектральной  
селективности решеток

Для того чтобы произвести прямое экс-
периментальное исследование  спектраль-
ной селективности решетки, необходимо 
использовать широкополосный источник 
излучения или перестраиваемый по длине 
волны лазер, причем использование лазе-
ра предпочтительнее ввиду высокой спек-
тральной плотности яркости его излучения. 
Очевидно, что спектральная область чув-

ствительности материала должна совпадать 
с диапазоном излучения лазера, исполь-
зуемого для записи решеток. В настоящее 
время доступны лазеры с излучением в ин-
фракрасной (ИК) области спектра, пере-
страиваемые в диапазоне 1,5 – 1,6 мкм. Ис-
пользовать данные длины волн для записи 
голограмм невозможно из-за отсутствия 
материалов, чувствительных к длинам волн 
инфракрасного диапазона. Отсюда возни-
кает необходимость такой эксперименталь-
ной методики, которая бы позволяла созда-
вать решетки, отвечающие условиям Брэгга 
в отражательной геометрии из указанного 
диапазона длин волн. Поэтому нами была 
использована схема, позволяющая записы-
вать голограмму излучением зеленой об-
ласти спектра, к которому светочувстви-
тельны многие материалы, а за счет выбора 
угла между записывающими лучами под-
страивать период решетки под условия счи-
тывания отражательной геометрии (рис. 1).  
Такие схемы успешно используются для 
изготовления оптических фильтров [4, 5]. 

Действительно, голограмма может быть 
записана способом, показанным на рис. 1. 
В этом случае период решетки Λ = λw / 2sinθ.  
Чтобы обеспечить дифракцию на такой го-

Рис. 1. Геометрия эксперимента (в двух проекциях):  
W1, W2 – записывающие лазерные пучки с длиной волны λw; R –  считывающий луч с λr;  

abcd – плоскость падения записывающих лучей; Λ, Т, Kg – период, толщина и волновой вектор решетки; 
С – оптическая ось кристалла; ео, ее – векторы поляризации обыкновенного и необыкновенного лучей; 

θ – угол падения записывающего луча; α – угол между вектором Kg и осью С (обеспечивает наибольшую 
эффективность записи решетки за счет фоторефрактивного эффекта) 
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лограмме в отражательной геометрии, не-
обходимо выполнить условия Брэгга:

λr  = 2 Λn,

где n – показатель преломления вещества 
на длине волны считывающего излучения. 

Примечательно, что длина волны излу-
чения, осуществляющего запись, не зависит 
от показателя преломления, так как при за-
писи пропускающей решетки уменьшение 

в n раз скорости прохождения волны в 
среде приводит к сжатию максимумов рас-
пределения интенсивности решетки вдоль 
их направления, то есть пространственное 
распределение минимумов и максимумов 
решетки в кристалле, а значит и период, 
не изменяются. В случае же уменьшения в 
n раз скорости прохождения считывающей 
волны период решетки изменяется, поэто-
му длина этой волны зависит от показателя 
преломления. Однако поскольку угол меж-
ду считывающей волной и опорной близок 
к прямому, его синус можно полагать рав-
ным единице.

Очевидно, что данная схема позволяет 
раздельно исследовать процессы, связан-
ные как с записью, так и со считыванием. 
Выбирая нужным образом длину волны за-
писывающего света и угол между записыва-
ющими лучами, мы можем записать голо-
грамму с периодом решетки, отвечающим 
условию резонанса: 

Λ = λw / 2sin θ = λr / 2n.

Схема эксперимента представлена на 
рис. 2. 

Экспериментальное исследование реше-
ток с различными параметрами приводит к 
необходимости использовать материалы, в 
которых возможна быстрая перезапись ре-
шеток, так как это значительно сокращает 
время измерений. Таким материалом в на-
шем случае являлся кристалл титаната ба-
рия. 

Рис. 2. Схема экспериментальной установки:  
1 – Nd-YAG- лазер с удвоением частоты;  

2, 7 – расширители пучка; 3, 8 – светоделители;  
4 – зеркала (одно из них помещено на вращающую-
ся станину); 5 – диафрагма с перестраиваемым диа-

метром; 6 – перестраиваемый ИК лазер;  
9 – кристалл  BaTiO3:Сo

Рис. 3. Зависимости дифракционной эффективности голограмм от времени записи  
при различных интенсивностях Iw (а) и при значениях контраста m (б) записывающего излучения;  

а –значения Iw, МВт/см2: 25 (1), 18 (2), 7 (3), 2 (4); m = 0,98; б – значения m: 0,98 (1), 0,92 (5),  
0,56 (6), 0,28 (7); Iw = 25 МВт/см2

а) б)
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В качестве материала, в котором про-
водилась запись решеток, использовался 
титанат бария, легированный кобальтом 
(BaTiO3:Сo); это были два образца кристал-
ла размерами 3 × 4 × 6 мм и 3 × 4 × 10 мм; ле-
гирование кобальтом составляло 0,2 и 0,1 %  
вес. соответственно. На рис. 3 представле-
ны осциллограммы, показывающие зависи-
мости дифракционной эффективности η  от 
времени записи при различных интенсив-
ностях записывающего излучения и раз-
личных значениях контраста. Отметим, что 
характерная длительность записи голограм-
мы составляла около 3 с, а дифракционная 
эффективность в некоторых экспериментах 
достигала 85 – 90 %.

Запись решеток в кристалле осу-
ществлялась излучением твердотельного  
Nd-YAG лазера, преобразованным во вто-
рую гармонику (λw = 532 нм). Записываю-
щие пучки пересекались под углом 2θ так, 
что биссектриса угла их пересечения совпа-
дала с нормалью к освещаемой плоскости 
кристалла. В этом случае волновой вектор 
записанной голограммы  ориентирован па-
раллельно этой плоскости. Считывание го-
лографических решеток проводилось вдоль 
длинной стороны кристалла, при этом на 
соответствующе грани было нанесено ан-
тиотражающее интерференционное по-
крытие. Считывание производилось в от-
ражательной геометрии перестраиваемым 
полупроводниковым лазером с диапазоном 

излучения 1456 – 1583 нм. Считывающий 
пучок дифрагировал на толстой голограм-
ме, в результате чего нулевой порядок диф-
ракции проходил сквозь кристалл, а пер-
вый порядок – отражался. Интенсивность 
отраженного света измерялась широкопо-
лосным инфракрасным фотоприемником; 
измерялась также интенсивность падающе-
го света. Отношение этих величин задавало 
дифракционную эффективность записан-
ной решетки.

За меру спектральной селективности го-
лограммы принималась  ширина главного 
максимума на зависимости дифракционной 
эффективности от длины волны считываю-
щего излучения – это разность длин волн 
между центральным максимумом и первым 
минимумом.

Экспериментальные результаты 

Были получены экспериментальные за-
висимости дифракционной эффективности 
решетки от длины волны считывающего 
света для толщин решеток Т в диапазоне от 
2 до 9 мм. Примеры таких зависимостей для 
значений Т = 9 и 5 мм показаны на рис. 4. 

Теоретические расчеты зависимостей 
дифракционной эффективности от длины 
волны проводился в соответствии с теори-
ей Когельника (см. соотношения (2) и (3)) 
для случая стационарной решетки, когда 
дифракционную эффективность решетки 
можно считать постоянной: 

Рис. 4. Зависимости дифракционной эффективности голограмм от длины волны  
считывающего излучения при значениях толщины решетки Т = 9 мм (а) и 5 мм (б).  

Экспериментальные кривые аппроксимированы расчетными (пунктир) согласно теории Когельника

а) б)



66

Научно-технические ведомости СПбГПУ. Физико-математические науки № 2(194) 2014

1
2 2

2 2 21 cth ( ) ,r r
r r

r r

−
   ξ ξ   η = + − × ν − ξ     ν ν      

1
2 2

2 2 21 cth ( ) ,r r
r r

r r

−
   ξ ξ   η = + − × ν − ξ     ν ν      

где

0

;
2 sinr

TΓ
ξ =

θ

1

0

;
sinr

nTπ
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λ θ
.

Из экспериментально измеренной ве-
личины дифракционной эффективности 
была получена оценка амплитуды решетки 
n1. Напомним, что sin θ0 = 1 (см. рис. 1).  
Величина Г в данном случае является ва-
рьируемым параметром, который можно 
определить из величины спектральной се-
лективности решетки.  

На следующем этапе по этим зави-
симостям (см. рис. 4) была определена 
спектральная селективность δλ решетки 
как разность между длиной волны мак-
симума дифракционной эффективности и 
длиной волны, соответствующей первому 
минимуму.

В наших экспериментах вариация тол-
щины решетки (0 – 10 мм) достигалась из-
менением ширины пучков, записывающих 
голограмму. Для этого указанные пучки 

пропускались через щели с зазором, пере-
страиваемым в данном диапазоне. Данное 
дополнение отличает схему от приведенной 
в работе [4].

На рис. 5 представлена полученная нами 
экспериментальная зависимость спектраль-
ной селективности решеток показателя 
преломления от толщины голограммы, а 
также теоретическая кривая, рассчитанная 
по теории Когельника согласно соотноше-
нию (1), где Λ = λ/2n. Отсюда следует, что 
спектральная селективность следует выра-
жению 

δλ = λ2/2nT.

Видно, что экспериментальные точки 
хорошо ложатся на кривую, полученнную 
теоретическим расчетом. 

Обсуждение и выводы

В результате проведенной работы пред-
ставлена оригинальная методика созда-
ния объемных отражательных голограмм 
с управляемыми параметрами в кристалле 
и измерения  их спектральной селектив-
ности. Особенностью данной методики 
является запись и считывание голограммы 
в ортогональной геометрии, что позволя-
ет использовать для записи и считывания 
два независимых источника излучения. 
Эта независимость позволяет нам выбрать 
для записи источник с длиной волны, на-
ходящейся в области максимальной чув-
ствительности материала. Для считывания 
используется перестраиваемый по длине 
волны источник, причем его длина волны 
может существенно отличаться от длины 
волны записывающего лазера.

Оригинальная геометрия записи и счи-
тывания решеток дала возможность из-
мерить зависимость дифракционной эф-
фективности голограммы от длины волны 
считывающего излучения. Это позволяет 
сделать выводы о спектральной селектив-
ности решеток в кристалле. Получено со-
ответствие результатов эксперимента и 
теоретического расчета зависимости спек-
тральной селективности от толщины ре-
шетки. Продемонстрировано, что при из-
менении толщины отражательной решетки 
от 1 до 9 мм ее спектральная селективность 

(2)

(3a)

(3б)

Рис. 5. Экспериментальная (символы)  
и теоретическая (линия) зависимости  

спектральной селективности отражательной 
голограммы от толщины решетки; λ = 1,5 мкм, 

n = 2,4
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изменяется примерно от 275 до 52 пм, что 
соответствует изменению ширины частот-
ной полосы отраженного излучения от 33,1 
до 6,5 ГГц.

Разработанная методика дает возмож-
ность оценить ширину полосы генерации 
лазера, в активной среде которого форми-
руются пространственные решетки. 

Сравнивая результаты проделанной 
работы с результатами статьи [1], можно 
отметить следующее. Нами в этой работе 
исследовались решетки показателя пре-
ломления, причем толщина решетки из-
менялась в диапазоне от 1 до 9 мм, тогда 
как в работе [1] – решетки коэффициента 

усиления толщиной от 35 до 105 мм. Кро-
ме того, различались методики измерения 
спектральной селективности: в этой рабо-
те проводилось прямое измерение пара-
метров контура дифракционной эффек-
тивности, тогда как в работе [1] оценка 
спектральной селективности проводилась 
путем измерения ширины полосы генера-
ции лазера, в активном элементе которого 
образованы решетки. На основании про-
веденного сравнения можно заключить, 
что спектральная селективность решеток 
определяется исключительно их геометри-
ческими параметрами – толщиной и пе-
риодом. 
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УДК 537.876.22

С.Н. Семенов, С.И. Воробьев, В.И. Дудкин

Санкт-Петербургский государственный политехнический университет

МЕТОДИКА ПОСТРОЕНИЯ  
МИКРОВОЛНОВОГО ИЗОБРАЖЕНИЯ ОБЪЕКТА  

С ПРИМЕНЕНИЕМ РЕШЕНИЯ ОБРАТНОЙ ЗАДАЧИ ДИФРАКЦИИ

В статье рассматривается методика расчета электромагнитного поля для 
построения микроволнового изображения объекта. Представленная методика 
протестирована на экспериментальной установке АМУ256. Доказана возмож-
ность построения микроволнового изображения в режиме реального времени 
на используемой  установке.

АМПЛИТУДА ПОЛЯ, МИКРОВОЛНОВОЕ ИЗОБРАЖЕНИЕ ОБЪЕКТА, ОБРАТНАЯ ЗАДА-
ЧА ДИФРАКЦИИ, РАСЧЕТ ЭЛЕКТРОМАГНИТНОГО ПОЛЯ.

Задача о построении микроволнового 
изображения в настоящее время приобре-
тает большую популярность в связи с бы-
стрым развитием вычислительной техники. 
Физические основы метода такого построе-
ния были заложены еще в 1960-е годы и 
основаны на успешных работах в области 
голографии.

Целью данной работы является разра-
ботка методики построения изображения 
в микроволновом диапазоне длин волн и 
поиск полезных практических применений 
полученного метода.

Для построения микроволнового изо-
бражения решалась обратная задача диф-
ракции. Дифракционная задача имеет два 
этапа: так называемые прямая и обратная 
задачи. Первая заключается в поиске рас-
пределения комплексной амплитуды в пло-
скости z от рассеянной на неоднородности 
плоской либо сферической волны. Обрат-
ная задача по распределению комплексной 
амплитуды в плоскости z восстанавливает 
неоднородность, рассеивающую волну. Ми-
кроволновым изображением мы будем на-
зывать распределение комплексной ампли-
туды в заданной плоскости пространства в 
микроволновом диапазоне [1], а микровол-
новым изображением объекта – набор точек 
из одного или нескольких микроволновых 
изображений, соответствующих геометриче-
скому расположению на поверхности иссле-
дуемого объекта. Исходными данными для 
вычисления микроволнового изображения 

служат расположение исследуемого объекта, 
а также приемников и передатчиков экспе-
риментальной установки в избранной систе-
ме координат. На рис. 1 представлена схема 
их взаимного расположения. 

Распределение комплексных амплитуд 
мы будем вычислять, исходя из системы ко-
ординат, а также конфигурации приемни-
ков и передатчиков в плоскостях z = const. 

Рис. 1. Схема взаимного расположения  
объекта (O), плоскости решетки передатчиков 

(T) и приемных антенн (R) в избранной  
системе координат; пунктирами показаны 

направления распространения электромагнит-
ных волн; rt , rr – расстояния от передающей 
антенны до объекта и от объекта до приемной 

антенны, соответственно
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Для вычисления указанного распределения 
нам необходимо знать таковое для ком-
плексных амплитуд в эталонной плоскости. 
За последнюю принималась плоскость, в 
которой распределение комплексных ам-
плитуд известно. В качестве эталонной вы-
брана плоскость решетки передатчиков (ее 
координата z принята равной нулю). Для 
определения поля ( , , )p x y z  в плоскости  
z = const используем следующее выраже-
ние [1]:

1
( , , ) ( ', ', 0) ' ',

ik re
p x y z p x y dx dy

i r

+∞ +∞

−∞ −∞

=
λ ∫ ∫

где ( ', ', 0)p x y  – поле в плоскости z = 0; 
λ  – длина волны электромагнитного из-
лучения; k – модуль волнового вектора;  
r – характерное расстояние между объек-
том и передающим элементом,

2 2 2( ') ( ') .r x x y y z= − + − +

Выражение (1) является сверткой поля 
в плоскости z = 0 с импульсным откликом 
свободного пространства / .ikre r  С физиче-
ской точки зрения это выражение отражает 
принцип Гюйгенса–Френеля в интеграль-

ном виде.
Эксперименты проводились на экспе-

риментальной установке АМУ256 (рис. 2), 
основой которой являлся антенный мас- 
сив 1, состоящий из 256 элементарных из-
лучателей, генерирующих микроволновое 
излучение в диапазоне 8–18 ГГц. Кон-
струкция системы также включала две при-
емные антенны 2 и видеосистему 3 (две ви-
деокамеры). В качестве спектра излучения 
был выбран набор из 14 эквидистантных 
частот. 

Для компьютерного расчета поля была 
произведена дискретизация формулы (1):

13 255

0 ,
0 0

2
( ) ( ) exp ( ) ,k

k k i j ti rj
k i

i f
E f E f r r

c= =

− π = + 
 

∑ ∑r × 

×
13 255

0 ,
0 0

2
( ) ( ) exp ( ) ,k

k k i j ti rj
k i

i f
E f E f r r

c= =

− π = + 
 

∑ ∑r

где E(r) – поле в точке с радиус-вектором r;  
kf  – излучаемая частота; 0 ,( )k i jE f  – на-

пряженность поля на антенне от i-го пере-
датчика на j-м приемнике и на k-й частоте;  
c – скорость света в вакууме; ,tir  rjr  – опти-
ческие пути до и после рассеяния, соответ-
ственно. 

Рис. 2. Фотография экспериментальной установки АМУ256: 
1 – массив передающих антенн, 2 – две приемные антенны, 3 – видеосистема

(1)

(2)

(3)

3

2

12
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В экспериментах по построению микро-
волнового изображения задавалась область 
видимости системы – ограниченная область 
пространства, в которой находится иссле-
дуемый объект. Ее границы определялись 
зоной видимости видеосистемы. В момент, 
когда исследуемый объект оказывается в 
области видимости, видеосистема его «за-
хватывает» и определяет у него централь-
ную точку (это точка, по координатам ко-
торой определяется центр той подобласти 
пространства, где восстанавливается поле). 
Данная подобласть представляет собой 
прямоугольный параллелепипед с заранее 
известными размерами (высота, ширина, 
глубина). В нем задается сетка точек (имеет 
равномерный шаг для каждого направле-
ния), в которых вычисляется комплексная 
амплитуда поля. Вычисленные комплекс-
ные амплитуды определяют набор микро-
волновых изображений, т. е. плоскостей с 
известным распределением поля. Этот на-
бор вычисляется для каждой приемной ан-
тенны в одних и тех же точках пространства. 
В итоге для каждой приемной антенны мы 
получаем набор микроволновых изобра-
жений. Затем эти наборы для дальнейшей 
обработки объединяются в один набор по 
следующей формуле:

0, 1,Am * Am (1 ) * Am ,i i ip k p k p= + −

где Ampi – модуль комплексной амплиту-
ды поля в объединенном наборе в i-й точке 
восстановления; Amp0,i, Amp1,i – модули ком-
плексной амплитуды на нулевой и первой 
приемных антеннах, соответственно (в той 
же точке восстановления); k – коэффициент 
баланса между приемными антеннами. 

В наших измерениях коэффициент ба-
ланса принимался равным 0,5. После про-
цесса объединения микроволновых изо-
бражений в один набор, производилась 
фильтрация поля по модулю амплитуды. 
Фильтрация представляла собой отброс 
тех точек пространства, в которых модуль 
комплексной амплитуды поля не превышал 
заранее установленного порога, посколь-
ку точки с малыми амплитудами были, по 
сути, шумами восстановления и не несли 
информации о формируемых микроволно-
вых изображениях. В результате процесса 

фильтрации оставалось примерно 5 % от 
начального количества точек. По получен-
ному после фильтрации объединенному 
набору микроволновых изображений не-
обходимо было определить микроволновое 
изображение объекта. С этой целью в па-
раллелепипеде, в котором производилось 
вычисление поля, выбирались линии пре-
имущественного направления, проходящие 
через точки с идентичными координатами 
по ширине и высоте. В системе отсчета 
установки линии преимущественного на-
правления совпадали с направлением оси 
z, а координаты, отвечающие ширине и 
высоте, соответствовали осям координат x 
и y соответственно. Каждая линия преиму-
щественного направления была перпенди-
кулярна микроволновым изображениям, т. 
е. перпендикулярна плоскостям, в которых 
восстанавливалась комплексная амплитуда 
поля. Вдоль каждой линии определялась 
точка с наибольшей по модулю комплекс-
ной амплитудой. Множество точек, в кото-
ром модуль комплексной амплитуды поля 
принимал максимальное значение по пре-
имущественному направлению, принималось 
за микроволновое изображение объекта.

Для ускорения вычислений комплексной 
амплитуды поля по формуле (2) была исполь-
зована технология параллельных вычислений 
CUDA и ATI Stream. Это дало возможность 
исследовать микроволновые изображения не 
только покоящихся объектов, но и движу-
щихся со скоростью до 4 – 5 км/ч.

Эксперименты по построению микро-
волнового изображения объекта проводи-
лись на неподвижных и движущихся целях. 
Перед началом измерений проводилась ка-
либровка экспериментальной установки. 
Процесс калибровки заключался в измере-
нии распределения комплексной амплиту-
ды поля в эталонной плоскости, т. е. в пло-
скости с координатой z = 0. Для измерения 
распределения комплексной амплитуды 
поля, в эталонной плоскости размещался 
точечный рассеиватель (металлический ша-
рик) в положение с известными простран-
ственными координатами. Для повышения 
точности, измерения с точечным рассеи-
вателем производились несколько раз с их 
последующим усреднением. Полученная 

(4)
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калибровка экспериментальной установки 
замерялась один раз, затем использовалась 
во всех дальнейших испытаниях и не тре-
бовала повторных измерений. 

Для экспериментов выбирались объекты 
из материалов с достаточно хорошими рас-
сеивающими свойствами в микроволновом 
диапазоне. Такими свойствами обладают 
металлы, соляные растворы; кроме того, что 
представляет главную цель, – тела людей 
и животных. Эксперименты проводились с 
манекенами, т. е. с макетами человеческих 
тел (рис. 3, а) для стационарных случаев и с 
людьми – в движении. Стационарные слу-
чаи включали два этапа: на первом в зоне 
видимости системы помещали только один 
манекен, на втором – два. 

На первом указанном этапе видеосисте-
ма производила «захват» исследуемого объ-
екта, затем в соответствующем блоке уста-
новки вычислялась его центральная точка. 
По этой точке строился параллелепипед, в 
котором восстанавливалось микроволновое 
поле. Микроволновое изображение объек-
та визуализировалось в отдельном окне на 
дисплее монитора. В наших экспериментах 
манекены размещались на разных участ-
ках зоны видимости системы. Для микро-
волновых изображений манекенов при их 
одинаковых геометрических положениях в 
зоне видимости системы были характерны 
следующие общие свойства:

изображение не менялось по x-коорди-
нате и по фиксированной z-координате  

при различных положениях манекена;
качество изображения постепенно сни-

жалось при увеличении расстояния по 
z-координате между системой и манекеном. 

На втором этапе стационарного случая, 
как уже отмечалось, в зону видимости си-
стемы мы помещали одновременно два ма-
некена. Было установлено, что на микро-
волновое изображение одного из манекенов 
наличие второго никак не влияет, если рас-
стояние между ними составляет не менее 30 
см и манекены не перекрывают друг друга 
по углу обзора. На рис. 3, б представлены 
микроволновые изображения макетов чело-
веческого тела на расстоянии примерно 180 
см от экспериментальной установки (вза-
имное расположение объектов приведено 
на рис.3, а). Яркие круги на микроволновых 
изображениях манекенов соответствовали 
наибольшей величине модуля комплексной 
амплитуды поля. Небольшое (но по порогу 
допустимое) значение модуля комплексной 
амплитуды поля наблюдалось для каждо-
го манекена по краям. Параллелепипед, 
в котором расположены микроволновые 
изображения манекенов (рис. 3, б), – это 
область видимости системы. В представ-
ленных условиях эксперимента размеры 
параллелепипеда составляли 2 × 1 × 3 м по 
координатам x, y, z соответственно. 

В экспериментах с двигающимися людь-
ми размер области видимости системы со-
ставлял 2,5 × 1,5 × 5,0 м по координатам x, y, 
z соответственно. При скорости обработки 

Рис. 3. Использованные макеты человеческих тел, обернутые в фольгу для создания рассеивающих 
свойств (а), и их микроволновые изображения (позиции объектов – те же самые) (б).  

Размеры параллелепипеда – 2 × 1 × 3 м 

а) б)
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данных в 10 – 12 кадр./с допустимая ско-
рость человека в зоне видимости системы 
была 4 – 5 км/ч. На рис. 4 представлен ин-
терфейс программы обработки данных на 
установке АМУ256. Видно, что микроволно-
вое изображение человека окрашено более 
равномерно, чем манекена. Это означает, 
что модуль комплексной амплитуды поля не 
имеет яркой выраженной тенденции убы-
вать по мере приближения к краям объекта.

Итак, в настоящей статье описана мето-
дика построения микроволнового изображе-
ния объекта. Представленная методика была 
успешно применена в методах поиска диэлек-
трических объектов на теле человека [2, 3]. 

В работах [4, 5] представлено использо-

вание аналогичной методики. В частности, в 
докладе [4] авторы предложили ее использо-
вать для поиска металлических объектов под 
одеждой; был выбран частотный диапазон  
72 – 80 ГГц. В статье [5] было предложено 
внедрить методику в прибор видения при 
плохих метеоусловиях (35 ГГц).

Разработанная нами методика была 
успешно внедрена в установку АМУ-256×2. 
Работа выполнена в рамках программы 
«Фонд содействия развитию малых форм 
предприятий в научно-технической сфере» 
(НИОКР по проекту № 9677 «Разработ-
ка установки для обнаружения предметов, 
скрытых на теле человека», государствен-
ный контракт №7232р/9677 от 30.07.2009 г).

Рис. 4. Получение микроволнового изображения двигающегося человека  
с помощью установки АМУ256:  

а – ракурс с одной из видеокамер, б – изображение с видеосистемы, в – микроволновое изображение

а) в)

б)
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СТРУКТУРА И СВОЙСТВА ЛИТИЧЕСКОГО ФЕРМЕНТА gp181  
БАКТЕРИОФАГА phiKZ

В данной работе исследован белок gp181 бактериофага phiKZ Pseudomo-
nas aeruginosa, который является пептидогликановой гидролазой (структурным 
лизином). Изучение белка проводилось с помощью направленного делецион-
ного мутагенеза. Экспериментально подтверждено предположение о том, что 
С-концевая часть белка gp181 может участвовать в процессе инфицирования 
бактериофагом phiKZ клетки как сенсорная молекулярная игла для протыка-
ния клеточной стенки бактерии. 

СТРУКТУРНЫЙ ЛИЗИН, БАКТЕРИОФАГ, PSEUDOMONAS AERUGINOSA, ЛИТИЧЕ-
СКИЙ ФЕРМЕНТ gp181, ДЕЛЕЦИОННЫЙ МУТАГЕНЕЗ.

Введение

Бактериофаг phiKZ семейства Myovi-
ridae – это вирус, который инфициру-
ет бактерию Pseudomonas aeruginosa (далее 
P.aeruginosa), известную своими патогенны-
ми свойствами для человека. Геном такого 
вируса имеет размер 280334 пар оснований 
в виде линейной, (А+Т)-богатой двухните-
вой молекулы ДНК [1, 2].

Структура вириона phiKZ была опреде-
лена с помощью криоэлектронной микро-
скопии [3]. Он имеет большой икосаэдри-
ческий капсид диаметром около 1450 Å, 
содержащий двухнитевую ДНК, и сократи-
мый хвост длиной приблизительно 2000 Å, 
заканчивающийся базальной пластинкой 
[2, 4]. 

Бактерия P.aeruginosa – один из основ-
ных патогенов в ICU-пневмонии, в пер-
вичной бактериемии при СПИДе и кистоз-
ном фиброзе. Она устойчива почти ко всем 
общеизвестным антибиотикам [5]. 

Бактериофаг phiKZ эффективно ин-
фицирует различные штаммы бактерии 

P.aeruginosa. Поэтому он может быть по-
лезен для разработки фаговой терапии – 
способов борьбы с бактериальными ин-
фекциями, которые не лечатся с помощью 
антибиотиков. Но в указанной терапии 
имеется несколько ограничений: трудность 
доставки фага к инфицированной области 
организма, иммуногенность фаговых ча-
стиц, потенциально патогенные участки 
ДНК в составе фагов. Так, в бактериофаге 
phiKZ обнаружены белки, которые имеют 
значительное сходство с белками опасных 
вирусов.

Другим новым методом борьбы с бак-
териальными инфекциями, в том числе с 
P.aeruginosa, является использование эн-
зибиотиков – литических ферментов бак-
териофагов, что было показано в работах  
[6 – 10]. 

 Геном phiKZ кодирует два литических 
фермента: литическую трансгликозилазу 
(gp144) и пептидогликановую гидролазу 
(структурный лизин gp181), разрушающих  
пептидогликановый слой бактериальной 
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клетки P.aeruginosa  в процессе ее инфици-
рования фагом. 

Таким образом, исследование литиче-
ского фермента gp181 фага phiKZ является 
актуальной задачей молекулярной биоло-
гии и медицины. 

Цель данной работы – выяснение роли 
белка gp181 в процессе инфицирования 
клетки с помощью направленного делеци-
онного мутагенеза.

Материалы и методы исследования

Перед началом исследований предпо-
лагалось, что белок gp181 по структуре и 
функциям может иметь сходство с белком 
gp5 – литическим ферментом бактериофага 
Т4. Белок gp5 имеет лизоцимный домен и 
следующий за ним С-концевой домен, ко-
торый формирует иглу, протыкающую мем-
брану [11]. Предполагалось, что С-концевая 
часть белка gp181 также участвует в процес-
се инфицирования бактериофагом phiKZ 
клетки как сенсорная молекулярная игла 
для протыкания клеточной стенки бакте-
рии. 

Штаммы бактериальных культур. Для 
экспрессии гена 181 бактериофага phiKZ, 
клонированного в плазмидный вектор  
pQE-30 E.coli (QIAgen, США) с промото-
ра фага Т5, нами был использован штамм 
E.coli AD494(DE3) (Novagen, США). Для 
наработки плазмидных конструкций со 
вставкой гена 181 был использован штамм 
E.coli Top10 (Invitrogen, США).

Среды для выращивания бактерий. Ис-
пользовалась жидкая питательная среда 
2хTY: 16 г триптона (ДИА-М, Россия), 10 г  
дрожжевого экстракта (DIFCO, США) и  
5 г NaCl (Реахим, Россия) на 1 л воды. В 
качестве твердой питательной среды ис-
пользовали 2хTY среду, содержащую 1,5 % 
агара (DIFCO, США). Все среды стерили-
зовали автоклавированием.

Векторы для клонирования. Плазмиды. 
Для клонирования и экспрессии гена 181 
использовался вектор pQE-30 (QIAgen, 
США). Данный вектор имеет «гистидино-
вый хвост» (His-tag), состоящий из шести 
остатков гистидина (His). Белок, экспресси-
рованный в таком векторе, будет содержать 
на своем N-конце шесть дополнительных 

остатков гистидина, а это облегчает про-
цесс очистки белка с помощью аффинной 
никель-хелатной хроматографии. 

В процессе исследований нами полу-
чены следующие плазмиды с фрагмента-
ми ДНК (векторы pQE-30 со вставками по 
сайтам BamHI-HindIII, содержащими соот-
ветствующие гены):  

pl_g181M, с геном g181M;
pl_g181MA, с геном g181MA;
pl_g181E, с геном g181E.
Ферменты. В работе использовались ре-

стриктирующие эндонуклеазы NcoI,  BamHI, 
HindIII, XhoI, BglII и ДНК лигаза фага Т4 
(фирма Fermentas, Литва), ДНК полимера-
за Thermophilus aquaticus (Taq-полимераза) 
(фирма New England Biolabs, США).

Реакции рестрикции и лигирования 
проводили согласно рекомендациям фирм-
изготовителей с использованием прилагае-
мых буферов.

Олигонуклеотиды. Для проведения по-
лимеразной цепной реакции (ПЦР) были 
использованы следующие  праймеры:

прямой (g181M-FOR): 5'-aga gga tcc gct 
caa gct aca-3';

прямой (g181E-FOR): 5'-tat gga tcc atg 
gag aat aag-3';

обратный (g181-REV): 5'-tat aag ctt acc 
aag tga ttg act att-3'.

Реактивы. Использовали агарозу, акри-
ламид, ТЕМЕД, PMSF, ампициллин, фе-
нол, хлороформ, IPTG, бромистый эти-
дий (фирма Sigma, США), бакто-триптон, 
дрожжевой экстракт (фирма Difco, США), 
SDS (Serva, Германия), Coomassie R (Sigma, 
США), уксусную кислоту (Реахим, Россия), 
Tris-НСl (Sigma, США),  EDTA (Serva, Гер-
мания), лизоцим (Serva, Германия).  Рас-
творы приготавливались с использовани-
ем  воды Milli-Q, полученной на установке 
Millipore (США).

Экспрессия клонированных генов в E.coli. 
Экспрессию генов, клонированных в плаз-
мидный вектор pQE-30 и находящихся под 
контролем промотора фага Т5, осуществля-
ли по методу Стадиера [12]. Сконструиро-
ванными плазмидами pl_g181E, pl_g181M 
и pl_g181MA трансформировали компе-
тентные клетки AD494(DE3), имеющие ге-
номную устойчивость к канамицину. Затем 
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клетки, трансформированные плазмидами 
соответственно pl_g181M, pl_g181MA и  
pl_g181E, высевали на чашки Петри с ага-
ром, содержащим ампициллин (100 мкг/мл) 
и канамицин (50 мкг/мл).  Чашки с содер-
жимым инкубировали при 37 °C в течение 
12 – 18 ч. Затем колонии трансформантов, 
несущих плазмиды pl_g181M, pl_g181MA и 
pl_g181E,  инокулировали в 150 мл среды 
2xTY, содержащей ампициллин (100 мкг/мл)  
и канамицин (50 мкг/мл). Наращивали при 
37 °C до плотности А600, примерно равной 
0,6 о.е. Для индукции экспрессии добавля-
ли IPTG до конечной концентрации 1 мМ 
и продолжали инкубацию в течение ночи 
при 18 °C . Клетки осаждали центрифугиро-
ванием при частоте вращения 3000 об/мин 
в течение 10 мин. Для препаративной на-
работки полноразмерных рекомбинантных 
gp181MA и gp181E объем среды культиви-
рования увеличивали до 500 мл. 

Выделение белков и их анализ на раство-
римость. После центрифугирования клетки 
ресуспендировали в 20 мл буфера (25 мМ 
Tris-НСl (рН 8,0), 200 мМ NaCl, 10 % са-
харозы, 0,2 % Tween 20), добавляли 1 мМ 
PMSF. Детергент Tween 20 и сахарозу ис-
пользовали для улучшения солюбилизации. 
Клеточную суспензию обрабатывали в те-
чение 2 – 3 мин  на ультразвуковом де-
зинтеграторе UD-20 (Techpan, Польша) за 
несколько циклов: разрушение – в течение 
15 с, затем перерыв – в 15 – 20 с. Остатки 
клеточных стенок удаляли центрифугиро-
ванием при 15000 g в течение 15 мин (J2-21, 
Beckman, Германия). Супернатант и осадок 
анализировали в 12 %-ном SDS-ПААГ.

Очистка белков. После выделения рас-
творимые белки gp181MA и gp181E очища-
ли с помощью аффинной хроматографии 
на колонке (High-Trap chelating Ni, 5 мл, 
фирмы Pharmacia Biotech, Швеция)  при 
скорости v = 2 мл/мин в ступенчатом гради-
енте имидазола (0-50 мМ-200 мМ) в буфере  
20 мМ Tris-HCl (pH 8,0), 200 мМ NaCl.

Белок gp181M при экспрессии в систе-
ме E.coli AD494(DE3) давал нерастворимые 
тельца включения. Поэтому данный белок, 
содержащийся в промытом осадке телец 
включения, ресуспендировали в 10 мл 8 М 
мочевины (pH 8,1). После удаления нерас-

творившихся частиц центрифугировани-
ем солюбилизированный белок очищали 
на колонке с носителем  Ni-NTA agarose  
(QIAgen, США), элюируя его натрий-
фосфатным буфером в ступенчатом гради-
енте pH (pH = 8,1 – 6,3 – 5,0): 100 мМ 
фосфата натрия, 10 мМ Tris HCl, 8 M моче-
вины. Искомый белок gp181M элюировали 
мочевиной при pH 5,0.

Затем все белки диализовали в буфе-
ре, содержащем 20 мМ Tris HCl (pH 7,5),  
200 мМ NaCl, 0,5% Tween 80, 0,1 % сахаро-
зы. Диализ проводили в течение ночи. Про-
дукты диализа анализировали в 12 %-ном 
SDS-ПААГ. 

Условия взаимодействия белков с различ-
ными штаммами.  В исследовании взаимо-
действия белков с различными штаммами 
бактерии P. aeruginosa использовалось три 
штамма: PAO, 1 и 37. К 200 мкл суспен-
зии клеток добавляли 10 мкл белка gp181E, 
центрифугировали в течение 6 мин при 
частоте вращения 11 000 об/мин. Супер-
натант и осадок анализировали в 12 %-м 
SDS-ПААГ.

Спектроскопия кругового дихроизма. 
Очень важную роль в определении вторич-
ной структуры белков играет метод круго-
вого дихроизма (КД). Он не требует знания 
общей пространственной структуры белка. 
Наоборот, структурное исследование белка 
обычно начинается с получения спектров 
КД. Метод КД основан на различии в по-
глощении право- и лево-поляризованного 
света в спиралях различной закрученности. 
Из-за этого различия в поглощении пло-
скополяризованный свет превращается в 
эллиптически-поляризованный [13]. Для 
белков gp181E и gp181MA на спектропо-
ляриметре Jasco J-500 (Япония) были за-
регистрированы спектры эллиптичности в 
ультрафиолетовой области 190 – 250 нм. 
Белки gp181E и gp181MA имели концен-
трацию 1,38 и 0,98 мг/мл соответственно.

Определение олигомерности гель-
фильтрацией. Препарат очищенного белка 
gp181E наносили на колонку Superose12 
HR10/30 (Pharmacia Biotech, Швеция), 
уравновешенную буфером, содержащим 
Tris-HCl (pH 8,0), и элюировали со скоро-
стью 0,5 мл/мин. Предварительно колонку 
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калибровали стандартами белков. По гра-
фику зависимости логарифма молекуляр-
ной массы белка от объема элюции опре-
деляли наблюдаемую молекулярную массу 
белка gp181E. 

Результаты исследования и их обсуждение

Расчет спектра Фурье для белка gp181 
бактериофага phiKZ. Как было установ-
лено в работе [14], в спектре Фурье для 
С-концевой части литического фермента 
gp5С (структурного лизоцима бактериофа-
га Т4) имеют место повторы с периодом  
Т = 8 а.о. (аминокислотных остатков), об-
разующие уникальный паттерн. При иссле-
довании данного белка с  помощью рентге-
ноструктурного анализа эта периодичность 
тоже была выявлена. Кроме того, в структу-
ре gp5 был обнаружен уникальный мотив –  
тримерная β-спираль [11]. Результаты, по-
лученные при исследовании gp5, явились 
новыми и интересными для фундаменталь-
ной и прикладной наук.

Поэтому нам представлялось целе-
сообразным изучить литический фермент 
gp181 (структурный лизоцим бактериофага 
phiKZ) с целью обнаружить в нем анало-
гичную периодичность, а также проанали-
зировать его структуру для выяснения ме-
ханизма его действия при инфицировании 
клетки бактериофагом phiKZ. В исследова-
нии применялись как теоретические  (пре-
образование Фурье [14]), так и эксперимен-
тальные методы, описанные выше.

На рис. 1 приведен Фурье-спектр для 
группы гидрофобных аминокислот белка 
gp181, полученный для С-концевой части 
полипептидной цепи длиной L = 1570. 

Самым интенсивным в этом спектре 
оказался пик с периодом T = 7,7 ± 0,4 а.о. ≅ 
8 а.о. Этот результат практически совпадает 
с периодом Т = 8 а.о., полученным для gp5. 
Но при выравнивании аминокислотной по-
следовательности по выявленному периоду 
Т = 8 а.о. не было найдено набора ами-
нокислот, аналогичного обнаруженному в 
С-концевой части gp5 бактериофага Т4. 

Экспериментальные результаты по на-
правленному делеционному мутагенезу. Ис-
следование белка gp181 проводилось с 
помощью направленного делеционного 

мутагенеза. Ген 181 имеет размер 6726 п.н. 
(пар нуклеотидов), а белок gp181, кодируе-
мый этим геном, – соответственно, 2242 
а.о.; вычисленная же молекулярная масса 
белка составляет 246,6 кДа.

Прежде чем приступить к исследова-
нию gp181 с помощью делеционного му-
тагенеза, мы проанализировали его амино-
кислотную последовательность с помощью 
программы BLAST [15] с целью выявить 
консервативные домены в структуре этого 
белка. Используя эту программу, нам уда-
лось предсказать, что в С-концевой части  
(672 – 2242 а.о.) белка gp181 находится до-
мен пептидогликановой гидролазы или ли-
зоцимный домен. 

С учетом этих данных, а также данных об 
одинаковой периодичности в С-концевых 
частях gp181 и gp5 (т. е. с учетом имею-
щейся аналогии этих белков), были полу-
чены три делеционных мутанта гена 181, а 
именно: ген g181MA (582 п.н.), кодирую-
щий лизоцимный домен; ген g181E (603 
п.н.), кодирующий С-концевую часть белка 
gp181, расположенную после лизоцимного 
домена, а также ген g181M, который пред-
ставляет собой объединение генов g181MA 
и g181E (рис. 2).

Нами были созданы три плазмидные 
конструкции с использованием вектора 

Рис. 1. Спектр Фурье для группы  
гидрофобных аминокислот в белковой  

последовательности gp181C;  
самый интенсивный пик отмечается при значении  
T = 7,7 ± 0,4 а.о.; I1 , I3  – уровни интенсивности, 

вероятность случайного превышения которых  
составляет 16,00 и 0,13 %, соответственно
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pQE-30 E.coli, содержащие гены g181M, 
g181MA и g181E бактериофага phiKZ, – 
это, соответственно,  pl_g181M, pl_g181MA 
и pl_g181E. 

Гены были амплифицированы с помо-
щью ПЦР, в качестве матрицы использова-
лась ДНК фага phiKZ. ПЦР-продукты были 
клонированы в вектор pQE-30 по сайтам 
BamHI и HindIII. 

Вектор и вставка были линеаризованы 
с помощью рестрикции по сайтам  BamHI 
и HindIII, соответственно. Затем была про-
ведена реакция лигирования.

После лигирования полученными плаз-
мидными конструкциями трансформиро-
вали компетентные клетки Top10 и отби-
рали клоны, содержащие вставку. Клонами 
со вставкой g181M, g181MA и g181E был 
трансформирован экспрессионный штамм 
AD494(DE3) E.сoli, содержащий  ген  РНК-
полимеразы Т5.

Затем был проведен анализ рекомби-
нантных белков на растворимость, кото-
рый показал, что при температуре 37 °C 
белок gp181M экспрессируется полностью 
в нерастворимой форме, белок  gp181E ча-
стично находится в супернатанте, а белок 
gp181MA полностью растворим. При про-
ведении экспрессии при пониженной тем-
пературе (18 °C) белок gp181M по-прежнему 
экспрессировался в нерастворимой форме, 
однако доля белка gp181E, экспрессировав-

шегося в растворимой форме, существенно 
повысилась.

На рис. 3 представлены картины элек-
трофореза белков из экстракта клеток в  
12 %-м SDS-ПААГ. Видно, что gp181M на-
ходится во фракции осадка, а gp181E – во 
фракции супернатанта.

Известно, что белки, которые экспрес-
сируются в виде телец включения, мож-
но перевести в растворимую форму с по-
мощью рефолдинга. Поэтому последний 
был проведен для белка gp181M, предва-
рительно очищенного в денатурирующих 
условиях с целью получения этого белка в 
растворимой форме. Белок gp181M диализо-
вали в буфере, содержащем 20 мМ Tris HCl  
(pH 7,5), 200 мМ NaCl, 0,5 % Tween 80,  
0,1 % сахарозы. После диализа, проведен-
ного против использованного буфера в те-
чение ночи, продукт рефолдинга gp181M 
оказался нерастворимым.

Белки gp181MA и gp181E диализовали 
для того, чтобы избавиться от избытка ими-
дазола в буфере. Поскольку диализ белков 
gp181MA и gp181E прошел успешно, было 
проведено их концентрирование с помо-
щью концентратора Centricon10 (фирма 
Amicon, США). Для этого белковые раство-
ры были четыре раза центрифугированы на 

Рис. 2. Полученные делеционные мутанты  
гена g181. Стрелки указывают направление 

транскрипции

Рис. 3. Картина электрофореза  
при экспрессии белков:  

1 – gp181M, 2 – gp181E. Номерам дорожек  
(обозначены римскими цифрами) соответствуют:   

I – осадок белка 1, II – белковый маркер,  
III – супернатант белка 2 
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частоте 3000 об/мин (каждый раз в течение 
15 мин). При этом белки сконцентрирова-
лись в 2,5 раза.

На рис. 4 представлена картина элек-
трофореза белков в 12%-м  SDS-ПААГ до 
и после концентрации. Белки gp181E и 

gp181MA имели расчетный молекулярный 
вес 21,3 и 21,4 кДа, соответственно. Но из 
рисунка видно, что их подвижность в SDS-
ПААГ соответствует молекулярному весу 
около 30 кДа. Это можно объяснить устой-
чивостью этих белков к SDS и тем, что они 
не являются мономерами.

После концентрирования также был про-
веден анализ взаимодействия белков с раз-
личными штаммами бактерии P.aeruginosa. 
Белок gp181MA, являясь цитолитическим 
ферментом, а именно пептидогликановой 
гидролазой, лизирует клетки. Белок gp181E 
взаимодействует со всеми тремя штаммами 
бактерии, но не лизирует их. На рис. 5 пред-
ставлена картина электрофореза в 12 %-м  
SDS-ПААГ. Белок gp181E находится во 
фракции осадка при взаимодействии со 
штаммом РАО P.aeruginosa. В качестве кон-
троля использовали бактерию E.сoli; при ее 
добавлении к gp181E  взаимодействия не на-
блюдается: на рис. 5 белок gp181E находится   
полностью во фракции супернатанта. 

Как отмечалось выше, во введении, пе-
ред началом экспериментальных исследо-
ваний белка gp181 предполагалось, что его 
С-концевая часть (gp181E) может играть 

Рис. 5. Картина электрофореза при взаимодействии белка gp181E со штаммом PAO бактерии 
P.aeruginosa: VII,  VIII – супернатант (gp181E) и его осадок; V, VI – супернатант РАО и его  

осадок; I, II  – супернатант (gp181Е + РАО) и его осадок; III, IV – супернатант (gp181E + E.coli)  
и его осадок; IX – белковый маркер.  

Справа дана шкала молекулярных весов M. Черными овалами отмечены данные о взаимодействии белка 
gp181E со штаммом PAO и бактерией E.coli

Рис. 4. Картина электрофореза  
при концентрировании двух белков: I, II – для 
белка gp181MA до (I) и после (II) концентри-

рования; III, IV – то же для белка gp181E;  
V – белковый маркер: значения 30 кДа (1)  

и 43 кДа (2).  
Белыми овалами разделены две разные области,  

соответствующие белку gp181E до и после  
концентрирования
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роль сенсорной «молекулярной иглы». Это 
предположение согласуется с наблюдав-
шимся взаимодействием gp181E с клетками 
P.aeruginosa.

Однако вторичная структура 
С-концевого домена не является родствен-
ной β‑спирали белка gp5 бактериофага Т4, 
а представляет собой, вероятно, свернутую 
α-спираль (coiled coil), что было установ-
лено при анализе приведенных здесь КД-
спектров. Указанное отличие вторичных 
структур этих белков может определять 
различие механизмов их взаимодействия с 
клетками. Можно предположить, что gp181 
представляет собой не функциональный 
гомолог gp5 бактериофага Т4, а довольно 
распространенный альтернативный случай, 
когда структурный литический фермент 
является продолжением «белка-рулетки», 
который определяет длину хвоста вируса. 
Однако механизм взаимодействия gp181 с 
клетками до конца еще не исследован.

Необходимо отметить, что недавно в ра-
ботах [16, 17] был приведен вывод о роли 
С-концевого домена gp181 как сенсорной 
«молекулярной иглы», аналогичный тому, 
что был сделан ранее на основании опи-
санных здесь исследований. В статьях [16, 
17] приводятся данные о том, что ука-
занный вывод о роли gp181 подтвержден 
в других исследованиях методами масс-
спектрометрии [18] и криоэлектронной 
микроскопии [19]. 

Для белков gp181E и gp181MA были 
получены спектры кругового дихроизма. 
Они представлены на рис. 6. Для оценки 
вкладов вторичных структур (α-спиралей, 
β-структур и неупорядоченных структур) 
нами было использовано программное обе-
спечение CDPro (Colorado State University, 
Fort Collins, CO), алгоритм CONTINLL с 
набором базисных белков IBasis7 [SDP48] 
(λ = 240 – 190 нм). Результаты приведены 
в табл. 1 и 2. 

Рис. 6. Спектры  кругового дихроизма белков gp181E (а) и gp181MA (б)  
(представленные спектры – это зависимости эллиптичности света от его длины волны)

Таблица  1

Контрольные наборы белков SDP48 при расчетах по программе CONTINLL

Белок
Доля элемента структуры в белке;  СКО

H(r) H(d) S(r) S(d) Turn Unrd СКО Норма СКО
gp181E 0,375 0,340 0,002 0,000 0,077 0,207 0,414 0,041
gp181M 0,390 0,289 0,000 0,001 0,098 0,222 0,186 0,030

Обозначения : H(r), H(d) – регулярные и нерегулярные α-спирали; S(r), S(d) – регулярные и не-
регулярные β-структуры; Turn – изгибы, Unrd –  неупорядоченные структуры; СКО – среднеква-
дратичное отклонение.  

а) б)
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Обработка спектров показала, что вто-
ричная структура исследованных белков со-
стоит в основном из α-спиралей (gp181E –  
на 71,5 %, gp181MA – на 68 %) длиной 
около 8 а.о. Это обстоятельство указыва-
ет на их существенное сходство с многи-
ми внутриклеточными белками, например 
тропомиозином, миозином, кератином, 
фибриногеном, трансмембранным белком 
оболочечных вирусов и с некоторыми гло-
булярными белками. 

Наше предположение о том, что вторич-
ная структура С-концевого домена белка 
gp181 может представлять собой свернутую 
α-спираль (coiled coil), сделанное нами по-
сле анализа КД-спектров, также высказы-
валось в работах [17, 20]. Однако процент-
ное содержание α-спиралей в этих работах 
не было указано.

Заключение

Таким образом, в результате комплекс-
ного исследования продукта гена 181 бак-
териофага phiKZ и его делеционных мутан-
тов получены следующие результаты.

Установлено наличие периодичности в 
белке gp181 бактериофага phiKZ с тем же 
периодом Т = 8 а.о., который был обнару-
жен авторами работы [14] в белке gp5 бак-
териофага Т4.

Cозданы плазмидные векторы для экс-
прессии трех делеционных мутантов гена 
181 в клетках кишечной палочки E. coli. 

Выделены и очищены три полученных 
рекомбинантных белка.

Экспериментально установлены свой-
ства растворимости белков: белок gp181M 
экспрессируется в нерастворимой форме –  

в виде телец включения (перевести его в 
растворимую форму не удалось), а белок 
gp181MA полностью растворим. Белок 
gp181E экспрессируется при пониженной 
температуре и становится растворимым 
в присутствии детергента и сахара;  со-
любилизация в присутствии детергента и 
сахара косвенно свидетельствует об аф-
финности этого белка к полисахаридным 
(LPS) рецепторам клеточной стенки бак-
терии.

Экспериментально установлены другие 
физические свойства белков, например, бе-
лок gp181E является гидрофобным и взаи-
модействует с различными штаммами кле-
ток Pseudomonas aeruginosa, но не лизирует 
их, в отличие от gp181MA. 

Получена информация о степени по-
лимеризации белка gp181E: он не являет-
ся мономером, а представляет собой димер 
или тример (это  установлено с помощью 
гель-фильтрации).

Установлено, что вторичная структура 
белков gp181E и gp181MA состоит в основ-
ном из α-спиралей (результат анализа КД-
спектров), что указывает на их существен-
ное сходство с многими внутриклеточными 
белками, например тропомиозином, мио-
зином, кератиноом, фибриногеном, транс-
мембранным белком оболочечных вирусов 
и с некоторыми глобулярными белками. 

Получено дополнительное экспери-
ментальное подтверждение выдвинутой 
нами гипотезы относительно того, что 
С-концевой домен белка gp181 может 
играть роль сенсорной «молекулярной 
иглы» в процессе инфицирования клетки 
бактериофагом phiKZ. Предположение вы-

Таблица  2

Результаты расчетов структуры белков gp181E и gp181M, полученные из КД-спектров

Величина
Значение

gp181E gp181M
Количество сегментов спиралей (на 100 остатков) 8,493 7,223
Количество тяжей (на 100 остатков) 0,000 0,047
Средняя длина спиралей, а.о. 8,419 9,402
Средняя длина тяжей, а.о. 0,000 2,000
Доля α-спиралей, % 71,5 68,0
Средняя длина α-спирали, а.о. Около 8
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двинуто с учетом установленной периодич-
ности аминокислотной последовательности 
этого домена (Т = 8 а.о.).  

Итак, предположение о том, что 
С-концевая часть белка gp181 может уча-

ствовать в процессе инфицирования бак-
териофагом phiKZ клетки как сенсорная 
молекулярная игла для протыкания клеточ-
ной стенки бактерии, нашло эксперимен-
тальное подтверждение в описанном здесь 
исследовании.
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Данная статья продолжает цикл работ, посвященных численному решению 
практических смешанных задач оптимизации. Ранее была сформулирована и 
доказана теорема о разбиении указанной смешанной задачи максимизации.  
В этой статье способы решения задач путем разбиения, включающие графиче-
ский метод, трехшаговую процедуру, а также итерационные процедуры 1 и 2,  
показаны на конкретном примере решения простейшей смешанной задачи 
максимизации. В рамках решения задачи графически представлены допусти-
мое множество задачи и выпуклая оболочка этого множества.

Смешанная задача, Линейная задача, Оптимизация, Двойственность, 
Многогранный конус, Графический метод, ПроцедурА разбиения.

Введение

При численном решении практических 
смешанных задач оптимизации использу-
ются два основных подхода: метод ветвей и 
границ (частичный перебор) и  метод секу-
щих гиперплоскостей (представление дис-
кретного множества системой линейных 
неравенств). Настоящая работа посвящена 
второму подходу. 

Доказательства эквивалентности двух за-
дач максимизации, а также теоремы и двух 
лемм представлены в работах [3 – 6]. Там 
же приведено описание двух итерационных 
вычислительных процедур разбиения. 

В данной статье простейшая смешанная 
линейная задача максимизации (15) реше-
на различными способами: графическим 
методом, трехшаговой процедурой, итера-
ционными процедурами 1 и 2. Благодаря 
простейшей структуре предложенной за-
дачи все вычисления выполняются очень 
просто и рекомендуются только как иллю-
страция, дающая ключ к конструированию 
алгоритмов более высокого уровня слож-
ности. Для машинных кодов, предназна-
ченных для решения практических задач, 
разумеется, обычно необходимы алгоритмы 

самой разной сложности. Это обстоятель-
ство подразумевается и далее при описании 
всех решений простейших задач. 

В этой статье, как и в предыдущей [4], 
используются общепринятые обозначения:

N  – множество всех натуральных чисел 
1, 2, 3,…;

nB  – множество всех n-векторов, каж-
дая компонента которых равна либо нулю, 
либо единице, 2 ;n n n| |= , ∈B N

nR  – множество всех n-векторов с дей-
ствительными компонентами, ;n ∈ N

n
+R  – множество всех n-векторов с не-

отрицательными действительными компо-
нентами, ;n ∈ N

nZ  – множество всех n-векторов с цело-
численными компонентами, ;n ∈ N

n
+Z  – множество всех n-векторов с неот-

рицательными целочисленными компонен-
тами, .n ∈ N

В частности, вектор-столбец записы-
вается в строку без знака транспонирова-
ния. Вертикальная черта при записи задачи 
оптимизации с использованием фигурных 
скобок читается и понимается как «при 
условиях», а вертикальная черта в записи 
множества – как «для которых».
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Постановка задачи

Рассмотрим смешанную линейную за-
дачу максимизации:

max{ | 0

}

p

q

cx dy Ax By b x x

y S p q

+ + ≤ , ≥ , ∈ ,

∈ ⊆ , ∈ , ∈ .

R

R N N

Если в задаче (1) ( ),q qS S += =B Z  то она 
называется смешанной двоичной (целочис-
ленной) линейной задачей максимизации.

Здесь A – (m×p)-матрица, B – (m×q)-
матрица; b – m-столбец; c и d – p- и q-строки 
соответственно. Все элементы матриц A, B, 
b, c и d – целые числа.

Переменная, принимающая все значе-
ния из некоторого интервала действитель-
ных чисел, называется непрерывной. 

Переменная, принимающая значения 
из некоторого дискретного множества, на-
зывается дискретной. 

Примерами дискретных переменных 
могут служить:

двоичная переменная, принимающая 
либо значение 0, либо 1;

целочисленная переменная, принимаю-
щая значения из множества 1;Z

неотрицательная целочисленная пере-
менная, принимающая  значения из мно-
жества 1 .+Z

Задача, в которой присутствуют как не-
прерывные, так и дискретные переменные, 
называется смешанной. Простейшим при-
мером такой задачи является смешанная 
двоичная линейная задача максимизации 
(1), в которой .qS = B

Определим следующие множества:

в mR  конус { | 0 0}C u uA u= ≥ , ≥ ;

в mR  многогранник { | 0}P u uA c u= ≥ , ≥ ;
{ | 0}P u uA c u= ≥ , ≥ ;

в 1m+R  конус 0 0 0 0{( ) | 0 ( ) 0}C u u u c uA u u= , − + ≥ , , ≥ .
0 0 0 0{( ) | 0 ( ) 0}C u u u c uA u u= , − + ≥ , , ≥ .

Множества (2), (3), (4) связаны с зада-
чей (1).

Введем непрерывную переменную x0, 
принимающую действительные значения, 
и сформулируем новую смешанную линей-
ную задачу максимизации: 

0 0max{ | 0 0

, , }p q

x x cx dy Ax By b x

x y S p q

− − ≤ , + ≤ , ≥ ,

∈ , ∈ ⊆ ∈ ∈ .R R N N

Базовые предпосылки для решения задачи

Утверждение. Задачи (1) и (5) эквива-
лентны в следующем смысле. 

Вектор 0( )x x y∗ ∗ ∗, ,  есть оптимальное ре-
шение задачи (5) тогда и только тогда, ког-
да *

0x cx dy∗ ∗= +  и вектор ( )x y∗ ∗,  является 
оптимальным решением задачи (1). 

Доказательство утверждения представ-
лено в работах [3, 4].

Каждой точке 0( )u u,  конуса 0C  (4) со-
поставим область в  множестве 1,q+R  опре-
деленную как 

0 0 0 0{( ) |

, }q

x y u x uBy u dy ub

y S q

, + − ≤ ,

∈ ⊆ ∈ .R N

Обозначим через G множество из 1,q+R  
определенное как 

0 0

0 0 0 0
( )

{( ) |

}

u u C

q

G x y u x uBy u dy ub

y S q

, ∈

= , + − ≤ ,

∈ ⊆ , ∈ .R N



Множество G может быть пустым. 
Поскольку C0  – это заостренный вы-

пуклый многогранный конус, он являет-
ся выпуклой оболочкой конечного числа 
всех своих крайних лучей [1, 2]. Из этого 
следует существование H точек 0( ),h hu u,   
h = 1, 2, ..., H, таких, что 

0 0 0 0
1

{( ) |

, }

H
h h h h

h

q

G x y u x u By u dy u b

y S q H
=

= , + − ≤ ,

∈ ⊆ ∈ , ∈ .R N N



Теорема о разбиении. Для смешанной за-
дачи оптимизации (1) справедливы следую-
щие утверждения.  

1. Задача (1) недопустима тогда и толь-
ко тогда, когда задача максимизации 

0 0max{ | ( ) }x x y G, ∈

недопустима, то есть тогда и только тогда, 
когда множество G пусто. 

2. Задача (1) допустима, но не имеет 
оптимального решения тогда и только тог-
да, когда задача (9) допустима, но не имеет 
оптимального решения. 

3. Если ( )x y∗ ∗,  – оптимальное решение 
задачи (1) и 0 ,x cx dy∗ ∗ ∗= +  то 0( )x y∗ ∗,  –  
оптимальное решение задачи (9) и x ∗  – 
оптимальное решение линейной задачи мак-
симизации 

(1)

(2)

(3)

(4)

(5)

(6)

(7)

(8)

(9)
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max{ | 0}cx Ax b By x∗≤ − , ≥ .

4. Если 0( )x y∗ ∗,  – оптимальное реше-
ние задачи (9), то задача (10) допустима и 
оптимальное значение целевой функции этой 
задачи равно 0 .x dy∗ ∗−  Если x ∗  – оптималь-
ное решение задачи (10), то ( )x y∗ ∗,  – опти-
мальное решение задачи (1) с оптимальным 
значением 0x ∗  целевой функции. 

Лемма 1. Если задача (9) допустима и 
множество S является замкнутым и огра-
ниченным, то переменная x0 не имеет верх-
ней границы на множестве G тогда и только 
тогда, когда многогранник P(3) пуст. 

Пусть Q – некоторое конечное подмно-
жество из конуса 0C  (4), ,Q ≠ ∅  0.Q C⊆  
Через ( )G Q  обозначим множество из 1,q+R  
определенное как 

0

0 0 0 0
( )

( ) {( ) |

, }

u u Q

q

G Q x y u x uBy u dy ub

y S q

, ∈

= , + − ≤ ,

∈ ⊆ ∈ .R N



Рассмотрим задачу максимизации 

0 0max{ | ( ) ( )}x x y G Q, ∈ .

Если задача (12) недопустима, то и за-
дача (9) недопустима, так как ( ).G G Q⊆   
С другой стороны, если вектор 0( )x y∗ ∗,  яв-
ляется оптимальным решением задачи (12), 
то нужно ответить на два вопроса: будет ли 

0( )x y∗ ∗,  также оптимальным решением за-
дачи (9) и, если нет, какое «лучшее» под-
множество  Q' из C0 может быть получено. 
Ответы на эти два вопроса даны в книге и 
статьях [3, 4, 6].

Условие оптимальности текущего реше-
ния формулируется в виде леммы 2. Вы-
полнение условия оптимальности – это 
один из случаев завершения вычислитель-
ных процедур. В формулировке леммы 2 
используется следующая линейная задача 
минимизации: 

min{ ( ) | , 0}.u b By uA c u∗− ≥ ≥

Лемма 2. Если вектор 0( )x y∗ ∗,  является 
оптимальным решением задачи (12), то он 
также будет оптимальным решением задачи 
(9) тогда и только тогда, когда 

0min{ ( ) | , 0}u b By uA c u x dy∗ ∗ ∗− ≥ ≥ = − .

Простые примеры решения  
смешанной задачи минимизации

Рассмотрим простейшую конкретную 
смешанную целочисленную линейную за-
дачу максимизации: 

1 1

1 5 max

3 8 12,

x y

→
≤

1
1 10, .x y +≥ ∈ Z

Графический метод решения. На рис. 1 
изображено допустимое множество задачи 
(15). Оно представляет собой два парал-
лельных замкнутых отрезка: один с концами  
(0, 0) и (4, 0), а другой с концами (0, 1) и 
(4/3, 1) (эти отрезки на рис. 1 выделены 
жирными линиями). Выпуклая оболочка 
допустимого множества задачи (15) – это 
замкнутая область, ограниченная трапе-

(13)

(10)

(11)

(12)

Рис. 1. Геометрическое построение  
к задаче (15): 

вектор имеет координаты (1, 5); два параллельных 
горизонтальных отрезка допустимого множества вы-
делены жирными линиями; выпуклая оболочка этого 

множества заштрихована. Прямые I – IV – линии 
уровня целевой функции вида x1  + 5y1 = t , где t = 0 
(I), 5(II), 19/3(III), 10(IV), прямая V – график функ-
ции 3x1  + 8y1 = 12. Оптимальное решение задачи – 

(4/3, 1), оптимальное значение – 19/3 (14)

(15)
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цией с вершинами (0, 0), (0, 1), (4/3, 1),  
(4, 0) (она на рис.  1 заштрихована). Там 
же показаны четыре линии уровня целевой 
функции. Если перемещать линию уров-
ня, проходящую через начало координат, 
параллельно самой себе в направлении 
вектора (1, 5), то она покидает (касается) 
выпуклую оболочку допустимых решений 
задачи (15) в точке (4/3, 1).

Таким образом, графическим методом 
найдены как оптимальное решение (4/3, 1), 
так и оптимальное значение, равное 19/3, 
задачи (15).

Теперь покажем, как графическим ме-
тодом можно найти систему всех крайних 
целочисленных направлений конуса C0 (4) 
в задаче (15).

Начинаем с конуса, задаваемого нера-
венствами u0 ≥ 0, u1 ≥ 0, то есть совпадаю-
щего с неотрицательным квадрантом (этот 
конус выделен штриховкой на рис. 2, a). 
Очевидно, что одна из систем всех край-
них направлений этого конуса представля-
ет собой единичные векторы e0 = (1, 0) и 
e1 = (0, 1). 

В задаче (15) имеется только одно основ-
ное линейное неравенство

0 11 3 0,u u− + ≥

задающее конус C0 (выделен штриховкой на 
рис. 2, б). Прямая, задаваемая уравнением

0 11 3 0,u u− + =

разбивает плоскость на две полуплоскости.
В данном случае следует «положить» 

на прямую взвешенную (вес при каждом 
слагаемом – положительный) сумму двух 
единичных векторов e0 и e1, находящихся 
в различных полуплоскостях, определяе-
мых этой прямой. Каждый из этих векто-
ров умножаем на положительное число так, 
чтобы взвешенная сумма этих векторов 
оказалась на прямой (правило треугольни-
ка или  параллелограмма): 

(3, 1) = 3e0  + 1e1, 

где 

3 = (–1, 3)∙(0, 1); 1 = | (–1, 3)∙(1, 0) | 

(точкой обозначена операция скалярного 
умножения двух векторов).

В результате получаем систему всех 
крайних целочисленных направлений ко-
нуса C0 (4) в задаче (15), состоящую из век-
торов 

Рис. 2. Графическое представление конусов,  
задаваемых неравенствами u0 ≥ 0, u1 ≥ 0 (а) и –1u0 + 3u1 ≥ 0 (б) (выделены штриховкой). 

Прямая I (отвечает уравнению –1u0 + 3u1 = 0) разбивает плоскость на две полуплоскости;  
е0, е1  – единичные векторы

а) б)



90

Научно-технические ведомости СПбГПУ. Физико-математические науки № 2(194) 2014

u1  = (0, 1) и  u2  = (3, 1),

при этом H = 2 (см. определение (8)).
Алгоритм нахождения всех крайних на-

правлений заостренного конуса, предна-
значенный для машинных кодов, детально 
описан и полностью обоснован нами в ра-
ботах [1, 2]. В данном же случае мы вос-
пользовались фрагментом этого алгоритма, 
допускающим простую графическую ин-
терпретацию.

Трехшаговая процедура. Рассмотрим вто-
рой способ решения задачи.

Шаг 1. Находим систему всех крайних 
целочисленных направлений конуса C0 (4) 
в задаче (15).

Этот шаг уже выполнен выше (см. фор-
мулу (16)). Итак, эта система состоит из 
векторов u1  = (0, 1) и u2  = (3, 1); H = 2. 
Выписываем конечную систему линейных 
неравенств (8), которая определяет  множе-
ство G (оно определено формулой (7)):

x0 y1

0 8 ≤ 12

3 –7 ≤ 12

при этом 1
1 .y +∈ Z

Шаг 2. Решаем смешанную задачу мак-
симизации (9).

Для задачи (15) имеем следующую логи-
ческую цепь: 

y1 = 0 влечет x0 ≤ 4; y1 = 1 влечет  
x0 ≤ 19/3.

Оптимальное решение задачи есть век-
тор * *

0 1( , )x y  = (19/3, 1), а оптимальное зна-
чение – *

0 19 / 3.x =
Шаг 3. Решаем линейную задачу мини-

мизации (13).
Для (15) эта задача принимает вид 

1 1 1min{ (12 8 1) | 3 1, 0},u u u− ⋅ ≥ ≥

то есть

1 1 1min{ 4 | 3 1, 0}.u u u≥ ≥

Оптимальное решение задачи (17) есть 
*
1( ) (1 / 3),u =  а оптимальное значение равно 

4/3.
Задача, двойственная к задаче (17), име-

ет вид 

1 1 1max{1 | 3 4, 0}.x x x≤ ≥

Оптимальное решение задачи (18) есть 
*
1( ) (4 / 3),x =  а оптимальное значение так-

же равно 4/3. 
Проверяем условие оптимальности (14). 

Для задачи (15) имеем 

4/3 = 19/3 – 5∙1.

Таким образом, условие оптимальности 
выполнено. Оптимальное решение задачи 
(15) есть * *

1 1( , ) (4 / 3,1),x y =  а оптимальное 
значение равно 19/3.

Итерационная процедура. В наших ра-
ботах [3, 4] она была представлена как 
«итерационная процедура 1». Она может 
начинаться с произвольного конечного 
непустого подмножества 0,Q  0

0Q C⊆  (см. 
формулу (4)). Через ν обозначаем счетчик 
итераций. Полагаем ν = 0 [3, 4, 6].

Итерационная процедура, используемая 
для решения задачи (15), начинает свою ра-
боту с множества 

0
0

0 1 0 1 0 1

{(0, 0)}

{( , ) | 1 3 0,( , ) 0}.

Q C

u u u u u u

= ⊂ =

= − + ≥ ≥

Итерация  0. Если множество 0( )G Q
( 0Q Q=  в определении (11)) является пу-
стым, то процедура завершается: задача (1) 
недопустима.

Если u0 ≥ 0 по крайней мере для одной 
точки 0

0( ) ,u u Q, ∈  то переходим на шаг 1 
итерации 1.

Если же u0  = 0 для любой точки 
0

0( ) ,u u Q, ∈  то полагаем 0
0 ,x = +∞  в каче-

стве y0 выбираем y в произвольной точке 
0

0( ) ( )x y G Q, ∈  ( 0Q Q=  в (11)). Переходим 
на шаг 1 итерации 1.

Для задачи (15) u0 = 0 для любой точ-
ки 0

0( ) .u u Q, ∈  Полагаем 0
0 ,x = +∞  0

1 0.y =  
Переходим на шаг 1 итерации 1.

Итерация  1.  Шаг 1. Решаем смешан-
ную задачу максимизации 

0
0 0max{ | ( ) ( )}x x y G Q, ∈ .

Если эта задача недопустима, то проце-
дура завершается: задача (1) недопустима. 
Если 0 0

0( )x y,  найдено как оптимальное ре-
шение задачи (19), то переходим на шаг 2 
этой же итерации.

Легко показать, что для задачи (15) век-
тор (+∞, 0) есть оптимальное решение за-
дачи (19), а оптимальное значение выража-

(16)

(17)

(18)

(19)
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ется как +∞.
Шаг 2. Решаем линейную задачу мини-

мизации 
0min{ ( ) | 0}u b By uA c u− ≥ , ≥ .

Для (15) задача (20) имеет вид 

1 1min{ (12 8 0) | 3 1 0},u u u− ⋅ ≥ , ≥

то есть

1 1min{ 12 | 3 1 0}.u u u≥ , ≥

Оптимальное решение последней зада-
чи есть вектор 0

1( ) (1 / 3),u =  а оптимальное 
значение равно 4.

Шаг 3 (реализуется один из пяти воз-
можных случаев).

3.1. Если задача (20) недопустима, то за-
дача (1) либо недопустима, либо не имеет 
конечного оптимального решения. С этой 
ситуацией можно столкнуться только на 
итерации 1.

3.2. Если задача (20) имеет конечное 
оптимальное решение u0  и 

0 0 0 0
0( )u b By x dy− = − ,

то процедура завершается. В этом случае 
если x0 есть оптимальное решение задачи, 
двойственной к задаче (20), то (x0, y0) есть 
оптимальное решение задачи (1) и x0 есть 
оптимальное значение целевой функции 
этой задачи.

3.3.  Если
0 0 0 0

0( )u b By x dy− < − ,

то формируем множество 
0 1 0 0{(1 )}Q Q u+ = ∪ , ,

увеличиваем нулевое значение счетчика 
итераций на единицу. Переходим на шаг 1 
итерации 2.

3.4. Если значение целевой функции за-
дачи (20) стремится к –∞ вдоль луча 

0 0{ | 0}u u u v= + λ , λ ≥ ,

где u0 – вершина многогранника P (3), а 
v0 – направление крайнего луча конуса C 
(2), и если 

0 0 0 0
0( ) ,u b By x dy− ≥ −

то формируем множество 
0 1 0 0{(0 )}.Q Q v+ = ∪ ,

3.5. Если неравенство (21) не выполня-
ется, то есть если 

0 0 0 0
0( ) ,u b By x dy− < −

то формируем множество 
0 1 0 0 0{(1 ) (0 )}Q Q u v+ = ∪ , , , .

В случаях 3.4 и 3.5 увеличиваем нулевое 
значение счетчика итераций на единицу и 
переходим на шаг 1 итерации 2.

Для задачи (15) имеет место случай 3.3, 
поскольку из шагов 1 и 2 этой же итерации 
следует неравенство 

4 < +∞ – 5 ∙ 0 = +∞.

Формируем множество 
0 1 0 {(1 1 / 3)},Q Q+ = ∪ ,

затем увеличиваем нулевое значение счет-
чика итераций ν на единицу и переходим на 
шаг 1 итерации 2.

Вычисления итерации 1 полностью 
повторяются на итерациях 2, 3, … со-
ответственно для множеств 1 2, ,Q Q  . В 
множествах 1 2, ,Q Q   присутствует эле-
мент (0,0), но он не влияет на множества 

1 2( ), ( ),G Q G Q  . Поэтому при записи сме-
шанной задачи максимизации этот элемент 
не учитывается. На итерациях 2, 3, … при-
водятся результаты вычислений только для 
исходной конкретной смешанной задачи 
максимизации, в данном случае только для 
задачи (15).

Итерация  2. Шаг 1. Для (15) решаем 
смешанную задачу максимизации 

1
0 0 1max{ | ( ) ( )}x x y G Q, ∈ .

Задача (22) принимает вид 

1
0 0 1 1 1

1 1
max{ | 1 8 1 5 12, },

3 3
x x y y y ++ ⋅ − ⋅ ≤ ⋅ ∈ Z

то есть

1
0 0 1 1

7
max{ | 1 4, }.

3
x x y y +− ≤ ∈ Z

Оптимальное решение задачи (23) есть 
вектор 0 0

0 1( , ) (19 / 3,1),x y = (19/3, 1), а оптимальное 
значение равно 19/3.

Шаг 2. Для (15) решаем линейную за-
дачу минимизации 

1min{ ( ) | , 0}.u b By uA c u− ≥ ≥

(20)

(21)

(24)

(23)

(22)
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Задача (24) имеет вид 

1 1 1min{ (12 8 1) | 3 1, 0},u u u− ⋅ ≥ ≥

то есть

1 1 1min{ 4 | 3 1, 0}.u u u≥ ≥

Оптимальное решение задачи (25) есть 
вектор 1

1( ) (1 / 3),u =  а оптимальное значе-
ние равно 4/3.

Шаг 3. Для задачи (15) имеет место слу-
чай 3.2, поскольку из шагов 1 и 2 этой же 
итерации следует равенство 

4 / 3 = 19 / 3 – 5 ∙ 1 = 4 / 3.

Рассмотрим линейную задачу максими-
зации 

max{1 | 3 4, 0},x x x≤ ≥

двойственную к задаче (25). Оптимальное 
решение задачи (26) есть вектор (x1) = (4/3), 
а оптимальное значение равно 4/3.

Таким образом, оптимальное решение 
задачи (15) есть вектор (4/3, 1), а оптималь-

ное значение равно 19/3. Итерационная 
процедура завершает свою работу.

Анализ алгоритма показывает, что при 
решении задачи (15) предложенной итера-
ционной процедурой используется только 
одно из двух возможных крайних направ-
лений, что дает существенную экономию 
времени вычисления.  

Заключение

Итак, на конкретном примере простей-
шей смешанной задачи  максимизации 
показаны возможности трех способов ее 
решения и их преимущества перед исполь-
зующимися в имеющейся вычислительной 
практике. Важно отметить, что предложен-
ную задачу легко решить с помощью дру-
гой итерационной процедуры (она описана 
в наших работах [3, 4] и названа там итера-
ционной процедурой 2), использовав ана-
логию с итерационной процедурой, опи-
санной в наcтоящей статье.
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УДК 512.81

М.Р. Петриченко

Санкт-Петербургский государственный политехнический университет

Экстремальные свойства решений  
параболического уравнения 

Рассмотрены рациональные приемы и свойства решений предельных задач 
для уравнений и предельных задач с частными производными параболического 
типа. Доказано, что такие  предельные задачи для параболических уравнений, 
допускающие группу автомодельных преобразований, представляют собой не-
обходимые условия минимума для положительных функционалов. Кроме того,  
доказывается, что уравнение  Крокко равносильно канонической системе и 
для него соответствующий положительный функционал выписывается непо-
средственно. Показано, что в исходной записи уравнение параболического 
типа приводится к каноническому виду аддитивным удвоением переменных. 

ГРУППА ПРЕОБРАЗОВАНИЙ, СЛОЙ, ЭКСТРЕМАЛЬ, ПАРАБОЛИЧЕСКОЕ УРАВНЕНИЕ, 
УРАВНЕНИЕ КРОККО, АДДИТИВНОЕ УДВОЕНИЕ ПЕРЕМЕННЫХ. 

Введение

Типичной особенностью решений пре-
дельных задач для параболических уравне-
ний является наличие пограничных слоев, 
т. е. областей с большими градиентами на 
расслоениях. Для построения решения, об-
ладающего всюду равномерной  аппрокси-
мацией, обычно используют  специальные 
приемы. К ним следует отнести следую-
щие:

масштабирование шкал переменных при 
разложении решений в ряды (метод Каплу-
на [1]);

«экспоненциальная подгонка» (метод  
Ильина [2]); 

измельчение сетки в области погра-
ничного слоя, пригодного для уравнений 
параболического и эллиптического типа с 
конвекцией, доминирующей над диффузи-
ей [3];

применение расщепляющих рядов, «раз-
валивающих» исходную предельную задачу 
в счетную систему расщепленных линей-
ных предельных задач с быстро (экспонен-
циально) убывающими решениями (конти-
нуальный вариант метода Ильина). 

В основе метода Каплуна лежит следую-
щая теорема.

Теорема Каплуна. Пусть z ∈ ∆ – интерва-
лу изменения z, на котором асимптотическое 
разложение решения равномерно сходится. 

Тогда для любого ε > 0, где ε – пара-
метр сингулярного возмущения, существу-
ет такое δ(ε) > 0 и такой интервал ∆ε ⊃ ∆,  
mes(∆ε – ∆) < δ, на котором асимптотиче-
ское разложение равномерно пригодно. 

Если ∆ и ∆ε – компакты, то теорема Ка-
плуна может быть ослаблена до квазирав-
номерной (δ-точной) сходимости. 

В связи с методом Ильина доказы-
вается другая теорема, согласно которой 
для сингулярно возмущенного уравне-
ния второго порядка с малым параметром  
ε > 0 при старшей производной погреш-
ность равномерной разностной аппрок-
симации исходной предельной задачи со-
ставляет величину порядка 2 2( ln (1 / )),O ε ε  
причем количество узлов сетки в погранич-
ном слое N = O(ε–1) [4 – 6].

Непосредственное решение предель-
ных задач для параболических уравнений в 
сильной топологии и с сингулярным воз-
мущением требует аккуратного структури-
рования множества значений независимых 
переменных (t, x) и точных оценок разме-
ров пограничных слоев решений. Вероятно, 
некоторой альтернативой принятым схе-
мам может служить ослабление топологии 
решения на множествах допустимых функ-
ций. Дело в том, что предельная задача для 
параболического уравнения, как правило, 
не рассматривается в связи с реализаци-
ей экстремальных задач. Известные экс-
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тремальные «принципы» (введены М. Био 
и Л.Я. Айнолой [11, 12]) формулируются 
по принятой схеме как эвристические до-
статочные условия для отделения действи-
тельных решений от решений допустимых 
(виртуальных). Предельные же задачи воз-
никают из эвристических принципов как 
необходимые условия экстремума. 

Цель настоящей работы – показать, что 
имеет право на существование и альтерна-
тивная  постановка проблемы.

Пусть дана предельная задача. Требует-
ся построить функционал, для которого эта 
предельная задача служила бы необходи-
мым условием экстремума. 

В качестве первого шага решения дока-
зывается, что предельная параболическая 
задача необходима для существования 
минимума положительного функционала. 
Затем для построения искомого функцио-
нала  исходная предельная задача приво-
дится к каноническому виду. Для этого  
полагают, что  M(z) – многообразие, за-
данное на Dz потоком из Dz в Dt ; F(M) – 
множество гладких функций C(1) на много-
образии М. Если векторы f, g, D(f, g) = Dz  
являются элементами алгебры Ли над 
множеством F, то f и g образуют канони-
ческий поток: 

0
( , ) grad ,  ,

0

f ,  Id
E g f J E J :

g I  dt
   

∃ ⇒ = ⋅ =   −   
где I – матричная единица [7]. 

Типичная предельная задача  
для уравнения Крокко и условие минимума

Рассмотрим предельную задачу для 
уравнения параболического типа с част-
ными производными в первом квадранте Ω 
плоскости 

(2), : ( , : 0, 0),  ( ) :x t x t t x y CΩ = > > ∈ Ω

( ) ,  ,  

(0, ) ( , ) 1 ( , 0) 1 0,

y y
f y Dy

x x t

y t y t y x

∂ ∂ ∂  = = Ω ∂ ∂ ∂ 
= ∞ − = − =

где f(y) – неотрицательная и дифференци-
руемая на промежутке (0, 1) функция, т. е. 
f ∈ C(1)(0, 1).

Тогда справедливы следующие утверж-
дения.

1. Предельная задача (1) равносильна 
предельной задаче на полубесконечном 
промежутке 

0 < ζ < ∞, ζ := x/(2t1/2), Y(ζ) = y(x, t),  
DY = (0, ∞):

2( ) '' '( ) ' 2 ' 0,  

(0) ( ) 1 0.

f Y Y f Y Y Y

Y Y

+ + ζ =
= ∞ − =

2. Предельная задача (2) приводится к 
предельной задаче Крокко на компактном 
промежутке 0 < Y < 1.

Действительно, пусть : ( ).
dY

j j Y
d

= =
ζ

 

Тогда порядок уравнения предельной зада-
чи (2) понижается на единицу:

( ) '( ) 2 0.
dj

f Y f Y j
dY

+ + ζ =

Очевидно, начальное (предельное) усло-
вие для (3) имеет вид j(1) = 0. Тогда в силу 
уравнения (3) справедливо равенство

1

( ) ( ) 2 ( ) .
Y

f Y j Y t dt= ζ∫
Далее, пусть 

1

( ) : ( ) ,  (1) 0,  

'( ) ,  '(0) 0.
Y

Y t dt

Y

ϕ = ζ ϕ =

ϕ = −ζ ϕ =

∫

Тогда равенство (4) принимает вид

2 '' ( ) 0,  '(0) (1) 0,f Yϕϕ + = ϕ = ϕ =

что и требовалось доказать.
Есть и более простое доказательство. 

Пусть

( ) ( ) : ,  f Y j Y w d dy= ϕ = −ς ,

и тогда 

2,  (0) 0,
dw

w
d

= =
ϕ

откуда сразу же получается, что w = 2ϕ – 
общее решение задачи (5) при любой функ-
ции f(Y).

3. С предельной задачей (5) связано сле-
дующее тождество:

21 1

0 0

1
( ) ,

2
d

dY f Y dY
dY

ϕ  = 
 ∫ ∫

или
1 1

2

0 0

1
( ) .

2
dY f Y dYζ =∫ ∫

(1)

(2)

(3)

(4)

(5)

(6)

(6a)

(5a)
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В задачах с конкретным физико-
механическим содержанием, тождества (6) 
и (6а) выражают некоторые законы сохра-
нения. Например, если  y = u – скорость; 
f(y) = u; t = ξ, x = η (ξ, η – продольная 
и поперечная координаты); ζ := η/(2ξ1/2) и 
если справедливо уравнение пограничного 
слоя Мизеса (1), то тогда в силу тождества 
(6) момент инерции эпюры скорости любо-
го сечения относительно нулевой изотахи 
равен 1/4. 

Еще один пример. Пусть f(y) = 1; y – 
температура; t, x – время и координата. 
Тогда момент инерции температуры отно-
сительно нулевой изотермы равен 1/2.

4. Уравнение Крокко в предельной за-
даче (5) равносильно системе уравнений

;

( )
,

2

d
dY
d f Y
dY

ϕ = ψ
 ψ = −
 ϕ

с гамильтонианом 

( )

2

2

1 1
( , , ) ( ) ln

2 2

1 1
ln .

2

E Y f Y

d
f Y

dY

ψ
ϕ ψ = − =

ϕ

 ϕ = −   ϕ  
Тогда вдоль действительного решения 

предельной задачи (5) выполняется усло-
вие:

21

0

1
( ) ( ) ln  inf 0.

d
s f Y dY

dY

 ϕ ϕ = + → ≥   ϕ  
∫

Таким образом, уравнение параболиче-
ского типа связано с минимумом некоторо-
го неотрицательного функционала (распре-
деления), являясь для этого функционала 
необходимым условием минимума. Пусть 
интеграл энергии для (5) взят в виде:

2

01
( , , ) ( ) ln 0,  

2

0 1,

d
E Y f Y

dY

Y

 ϕϕ ϕ ψ = − =   ϕ  
< <

если f(0) = 0. 
Действительно, при Y = 0 это условие 

выполняется. При Y = 1
d
dY

ϕ
= −ζ = −∞ ,

и вполне естественно допустить, что нео-
пределенность ∞ – ∞ эквивалентна нулю. 
Тогда

0( ) ln , (1) 0,
d

f Y
dY

ϕϕ
= − ϕ =

ϕ

где ϕ0 := ϕ(0). 
Решение уравнения (7) имеет вид

1
0

0( ) erfc ln .
Y

f z dz
 ϕ

= πϕ   ϕ 
∫

Далее, пусть Y = 0. Тогда ϕ = ϕ0. В силу 
решения  (8) ϕ0 определяется как 

1

0
0

1
( ) .f z dzϕ =

π ∫
Следовательно, задача Коши, представ-

ленная как 

02 '' ( ) 0,  '(0) (0) 0,f Yϕϕ + = ϕ = ϕ − ϕ =

имеет решение ϕ(Y) такое, что ϕ(1) = 0. 
Другими словами, на промежутке  

0 < Y < 1 существует только одна точка, со-
пряженная с Y = 0, а именно точка Y = 1.

Например, если f(Y) = 1 (теплопрово-
дность твердого тела), то 

0
0

1
,  1 erfc ln .Y

 ϕ
ϕ = − =   ϕπ  

Это решение совпадает с точным ре-
шением. Действительно, как известно, 

erf ( )Y = ζ  – решение предельной задачи 
(2), f(Y) – 1 = 0. Но, в силу равенства (7),

0ln ,
d
dY

ϕϕ
ζ = − =

ϕ
что и требовалось доказать.

Например, если f(Y) = Y, то в силу ра-
венства (8),

0

2
;

3
ϕ =

π
и вообще, если f(Y) = Ym, то

0

2 1
.

2 1m
ϕ =

+ π
Далее, пусть вместо интеграла энергии 

(6б) первый интеграл уравнения Крокко 
имеет вид

2
1

( ) ln 0,  (0) 0,
d

f Y f
dY

ϕ  − = =  ϕ 
 

(6б)

(6в)

(5б)

(8а)

(8)

(7)



Математика

97

т. е. 
1 1

( ) erfc ln .
Y

f z dz
 

= π   ϕ 
∫

Тогда для определения ϕ0 получается 
следующее условие:

1

00

1 1
( ) erfc ln .f Y dY

 
=   ϕπ  

∫
Теперь пусть f(Y) – Y = 0. Тогда в силу 

условия (8б) получаем выражение

0

2 1
erfc ln .

3

 
=   ϕπ  

С помощью таблиц интеграла ошибок 
можно найти ϕ0; ϕ0 = 0,335, и этот результат 
практически совпадает с точным решением, 
равным 0,33206. Интересно отметить, что 
уравнение Блазиуса все-таки интегрирует-
ся, вопреки утверждениям, имеющимся в 
справочниках Э.Л. Айнса, В.Ф. Зайцева, Д. 
Форсайта и др. 

В качестве еще одно примера, который 
показывает универсальность предельной 
задачи Крокко, целесообразно рассмотреть 
уравнение Стокса [1]: 

2

2
,    ( ) ( 0, 0),

u u
u D u x y

x y
∂ ∂

= = > >
∂ ∂

описывающее некоторое тривиальное 
расслоение D(u). Сечение такого расслое-
ния образует так называемое «скоростное 
поле».

Допускается группа автомодельных пре-
образований: 

2

2
: ( ) 2 0,  

2

: .
2

y d u du
u u u u

ddx
y

x

 
= = ζ → + ζ =  ζζ 

ζ =

Кроме того, пусть предельные условия 
имеют вид 

(0) ( ) 1 0.u u= ∞ − =

Уравнение Крокко получается отобра-
жением D(u) на компакт 0 < u < 1:

0

( ),  (1) 0,  .
( )

udu dz
u

d z
= τ τ = ζ =

ζ τ∫
Тогда либо τ = 0, либо

0

2 0,  (1) 0.
( )

ud dz
u

du z
τ

+ = τ =
τ∫

Из последнего уравнения следует, что 

0

0.
u

d
du =

τ  = 
 

Предельную задачу (3а) можно привести 
к виду Крокко:

'
'' 2 0,  '(0) (1) 0u

u
ττ

ττ − + = τ = τ =

либо к интегральному уравнению
1

0

1 2 2 2

0 0

( ) 2
( )

(1 ) ( )
.

( ) ( )

v

u

u

dz
u dv v

z

dz z dz u z
z z

τ = ⋅ =
τ

− −
= −

τ τ

∫ ∫

∫ ∫
Это уравнение можно записать в другом 

виде: ( )Uτ = τ . Отображение (оператор) U, 
U: W2

(1) → W2
(1) – сжимающий эндомор-

физм, а пространство W2
(1)(0, 1) – полное. 

При этом существует неподвижная точка 
отображения U. 

Действительно, как известно, оператор 
U: W1

(1)(0, 1) → W1
(1)(0, 1) – сжимающий 

тогда и только тогда, если выполняется 
условие 

0

0 0

( ),  

1 ( ) ( ) ,q U U q
ε∀τ ∈ Β τ

∃ ≤ → τ − τ ≤ τ − τ

или (что то же) 0Lip ( ),locU ∈ τ  с констан-
той Липшица, не превосходящей единицы. 
Через Bε(τ0) здесь обозначена окрестность 
точки τ0 ∈ W1

(1)(0, 1), а примером τ0 мо-
жет служить значение du/dζ в точке ζ = 0  
(u = 0). Ввиду монотонности, τ0 > τ. Но, в 
силу интегрального уравнения (3в), 

0
0

2
( ) ,  ( ).

3 ( )
u B

u ετ ≥ ∀τ ∈ τ
τ

Далее, пусть τ = τ0 – ε, причем ε → +0. 
Тогда 2

0 2 / 3.τ ≥  Так же просто можно по-
лучить неравенство 

0 0
0 0

2
2
0

2
( ) ( )

3 ( )

2
( ) ,

3

U U

O q

ε
τ − τ − ε ≤ =

τ τ − ε

ε
= + ε = ε

τ

где q – константа, причем 2
02 / (3 ) 1.q = τ ≤  

(8б)

(3а)

(3б)

(3в)
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Итерационный процесс можно органи-
зовать следующим образом. В первом при-
ближении τ = τ0 = τ(0). Тогда решение (3в), 
в первом приближении, есть 

3 3
0 0

0

2 2
( ) (1 ),  , 1 .

3 3
u u u

τ
τ τ = − τ = = −

τ 

3 3
0 0

0

2 2
( ) (1 ),  , 1 .

3 3
u u u

τ
τ τ = − τ = = −

τ
Следующие итерации строятся по схеме 

1( ),s sU −τ = τ  где нижний  индекс s означа-
ет номер итерации. Итерационный процесс 
сходится в силу теоремы о неподвижной 
точке.

Уравнение (3а) допускает каноническое 
преобразование 

2 ,  ( ),u w w= τ = τ

приводящее его к типичному виду Крокко 
и к канонической системе:

0

0,
( )

wd dz
dw z

τ
+ =

τ∫
откуда

2

2
0

1
0,  (1) 0.

2 w

d d
dwdw w =

τ τ τ + = = τ = 
 

 

Каноническая система записывается 
так:

;

1
,

2

d
dw
d
dw w

τ = σ
 σ = −
 τ

и имеет гамильтониан
2

2

1 1
( , , ) ln

2

1 1 1
ln

2

E w
w

d
dw w

σ
τ σ = − =

τ

τ = −  τ 
и двойственную функцию 

2
1 1 1

, , ln .
2

d d
w

dw dw w

τ τ   Λ τ = +    τ   
В действительном движении справедли-

во выражение

( )
21

0

1 1
ln inf 0

d
s dw

dw w

 τ τ = + → ≥   τ  
∫

на функциях τ(w), удовлетворяющих пре-
дельным условиям из системы (3г). 

В гамильтониане (3д) целесообразно 
вернуться к старой переменной u: 

2

2

1 1 1
ln , , .

28
d d

E u
du u duu

τ τ   − = τ σ =   τ   

Пусть (так же, как и раньше)

2
1 1

4 ln 0,  2 ln .
d d

u u
du du

τ τ  − = = −  τ τ 

Тогда решение уравнения Стокса имеет 
вид

3

0

3

4
(1 ),  

31
ln

1 4
erfc ln (1 ).

3

dz
u

z

u

τ

= −

= −
τ π

∫

Пусть u = 0, тогда τ = τ0, 
.

0

1 4
erfc ln 0, 7522,

3

 
= =  τ π .

0

1 4
erfc ln 0, 7522,

3

 
= =  τ π 

 τ0 = 0,89.

Примечание. Пусть дана неоднородная 
квазилинейная система с дивергентным 
членом q:

( )

( )

(2) 1

(2) 1

( ) ,  ( ) 0 , ,  

: (0, ) ( ( )) ,

( ) ,  ( ) ( ),  

: (0, ) .

y y
f z q D y x t

x x t

y C D y R

z z
g z D z D y

z x t

y C D R

∂ ∂ ∂  + = = < < ∞ ∂ ∂ ∂ 
∞ → ∈

∂ ∂ ∂  = = ∂ ∂ ∂ 
∞ → ∈

Обычно в задачах с физическим содер-
жанием переменные y, z – концентрации 
примеси (либо температура, влажность, 
парциальные давления и пр.); q – плот-
ность распределения источников; f, g – ко-
эффициенты переноса, зависящие от кон-
центрации z-примеси. Если 4tq = const, то 
эти уравнения допускают автомодельное 
преобразование переменных:

,  ( ), ( ).
2

x
y y z z

t
ζ = = ζ = ζ

 
,  ( ), ( ).

2

x
y y z z

t
ζ = = ζ = ζ

Решить первое (линейное) уравнения не 
представляет труда, второе  же можно све-
сти к уравнению Крокко. Роль «потенциа-
ла» z играет функция Крокко ϕ(z). В физи-
ческих задачах она играет роль «потенциала 
влагопереноса» [8]. 

(3г)

(3д)
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Аддитивное удвоение переменных и прямое 
построение функционала

 Приведение уравнения (2) к канониче-
ской системе можно упростить с помощью 
аддитивного удвоения переменных.

Пусть 1
1 2: , .

dY
Y Y  Y

d
= =

ζ
 Тогда диффе-

ренциальное уравнение из предельной за-
дачи (2) можно записать в виде

2( ) '' '( ) ' 2 ' 0,f Y Y f Y Y Y+ + ζ =

1
2

2
2 1 2 2

1

,

'( ) 2
.

( )

dY
Y

d

dY f Y Y Y
d f Y

=
ζ

+ ζ
= −

ζ

Система (9) – не каноническая. 
Пусть f(Y) – 1 = 0. Тогда система (9) 

принимает следующий вид:

1
2

2
2

;

2 ,

dY
Y

d

dY
Y

d

 = ζ

 = − ζ
 ζ

или

1 1

2 2

0     1
.

0 2

Y Yd
Y Yd

    
=    − ζζ     

Наряду с системой (9а) будет рассма-
триваться система с импульсом Z = (0, Z2)

T,  
имеющая вид

1
2

1

2
2 2

2

;

2 ( ) ,

dY E
Y

d Z

dY E
Y Z

d Z

∂ = = ζ ∂


∂ = − ζ + =
 ζ ∂

и с гамильтонианом 
2
2

1 2 1 2 2 1 2 2( , , , , ) 2 .
2

Z
E Y Y Z Z Y Z Y Z

 
ζ = − ζ + 

 
Частично аддитивно удвоенная система 

имеет вид

1
2

2
2 2

1

2
2

,

2 ( ),

0,

2 ,

dY
Y

d

dY
Y Z

d

dZ
d

dZ
Z

d

 = ζ


= − ζ + ζ

 =
 ζ

 = ζ ζ

1
2

2
2 2

1

2
2

,

2 ( ),

0,

2 ,

dY
Y

d

dY
Y Z

d

dZ
d

dZ
Z

d

 = ζ


= − ζ + ζ

 =
 ζ

 = ζ ζ

или

1 1

2 2

1 1

2 2

0    1   0    0

0 2   0 2
,

0    0   0    0

0    0   0   2

Y Y

Y Yd
Z Zd

Z Z

    
    − ζ − ζ    =    ζ
       ζ    

а эта система уже каноническая.
Не исключая общности, примем Z1 = 0. 

Тогда функция Λ(ζ, Y2, dY2/dζ), двойствен-
ная по Юнгу – Лежандру E(ζ, Y1, Y2, Z1, Z2), 
задает плотность распределения инъектив-
ного отображения (1)

2 2 1: (0, ) :s Y W E∈ Ζ →

2

2
2 2

0

1
( ) 2 ,  ,

dY
s Y Y d

d

Ζ  
= + ζ ζ Ζ ≤ ∞ ζ ζ 

∫

причем вдоль экстремали s → inf ≥ 0. 
Необходимое условие минимума есть

2
22 2

22

1
4 0.

d Y dY
Y

dd
− − ζ =

ζ ζζ

Общее решение уравнения (11) имеет 
вид

2 2
2 1 2( ) exp( ) exp( ),Y C Cζ = ζ + ζ

где С1,2 – постоянные интегрирования. 
Из предельного условия следует, что  

С1 + С2 = q, ζ = 0. В этом случае справедли-
вы следующие  утверждения:

1. Пусть C1 = 0. Тогда 20, ( ) 0s Y∀Ζ > =  
(тривиально);

2. Пусть Y2  = 0, ζ = Z. В силу уравнения 
(12) можно записать:

2 2

2 2

sh( )
 ,

sh
Z

Y q
Z

− ζ
=

и тогда, в силу справедливости уравнения 
(10), получим следующие выражения:

2 2
1 2

0

2 2
1 2

0

( ) sh( ) ,  ,
sh

( ) sh( ) ,  ,
sh

Z

q
Y Z t dt Z

q
Y Z t dt Z

ζ

ζ = − ζ <
Ζ

ζ = − ζ ≥
Ζ

∫

∫

и Y1(ζ) достигает предельного значения при 
конечном значении Z. 

Пусть теперь Z → ∞. Тогда Y2  → qexp(–ζ2)  

(11)

(9)

(10)

(9a)

(10a)

(10a)

(10б)

(12)

(12а)

(13)
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(классическое решение). Следовательно, 
исходная траектория получается как пре-
дельная форма экстремали.

3. Пусть C2  = 0. Тогда 
2

2( ) 2(exp( ) 1).= −s Y Z
Удвоение переменных можно толковать 

в терминах оптимального управления, рас-
сматривая z как вектор управления и ин-
терпретируя  гамильтониан E как псевдога-
мильтониан [9].

Периодические решения в методе  
аддитивного удвоения переменных

В случае так называемых периодических 
процессов теплопроводности используются, 
как правило, следующие уравнения [10]: 

2

2
,  ( ) ', ' ( , 0),

y y
D y t x

t x
∂ ∂

= = Ω Ω = > −∞ >
∂ ∂

 

причем предельные условия имеют вид

0

( , ) ( (0, )) 0.
=

∂ −∞ = + − = ∂ 
ex

x

yy x B y y t
x

Функции Β(t) и yex(t) – периодические, с 
примитивным периодом t0 = 1. Далее счи-
тается, что B = const (это условие не прин-
ципиальное, но упрощает выкладки) [8].

Теперь пусть 

y(t, x) = Y(t)exp(–αx), Y(t) := y(0, t),

где (1 )iα = π +  – собственное число пре-
дельной задачи.

Уравнение и предельная задача (14) рав-
носильны задаче Коши для Y(t) следующего 
вида:

( ), ( ) 0.ex

dY
B y Y Y

dt
= α − −∞ =

Тогда решение задачи Коши (15) есть  
(γ: = αΒ): 

0

( ) ( ) exp( ) ,exY t y t u u du
∞

= γ − −γ∫
или

0

1
1

( ) ( 1) ( )

( ),

k
k k

ex
k

ex

d
Y t y t

dt

d
I y t

dt

∞
−

=

−
−

 = − γ = 
 

 = + γ 
 

∑

где оператор 
1

1 d
I

dt

−
− + γ 

 
 ограничен в кру-

ге радиуса .
d
dt

< γ  

В общем случае оператор d/dt не огра-
ничен, и целесообразно рассматривать ре-
шение (16). Из решения первой предельной 
задачи (Дирихле) следует, что 

(1 ).iα = π +

Тогда вещественная и мнимая части (16) 
принимают следующий вид:

0

0

0

( ) (1 ) ( ) exp( )

 [ cos( ) sin( )]

( ) exp( )

 [ cos( ) sin( )]

 ( ) exp( )

 [ cos( ) sin( )] ,

ex

ex

ex

Y t B i y t u B u

B u i B u du

B y t u B u

B u B u du

iB y t u B u

B u B u du

∞

∞

∞

= π + − − π ×

× π − π =

= π − − π ×

× π + π +

+ π − − π ×

× π − π

∫

∫

∫

т. е.

0

( ) ( ) exp( )

 [ cos( ) sin( )] ;

exR Y B y t u B u

B u B u du

∞

= π − − π ×

× π + π

∫

0

( ) ( ) exp( )

 [ cos( ) sin( )] .

exI Y B y t u B u

B u B u du

∞

= π − − π ×

× π − π

∫

Из (16а) получается решение так назы-
ваемой «обратной задачи»: требуется найти 
температуру среды yex(t), если известна тем-
пература поверхности Y(t). В силу получен-
ного решения задачи (16а) можно записать, 
что

1 1( ) 1 ( ) ( ) .ex

d dY
y t Y t Y t

dt dt
− − = + γ = + γ 

 
 (17)

Можно рассматривать выражение (17) 
как решение интегрального уравнения (16) 
или просто исключить yex(t) из задачи Коши 
(15).

Наряду с задачей (15) рассмотрим кано-

(14)

(1а)

(15)

(16)

(16а)

(16б)
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ническую, аддитивно удвоенную систему:

( );

,

ex

dY
y Y Z

dt
dZ

Z
dt

 = γ − −

 = γ


которая связана с гамильтонианом 

2

( , ) ( ) ,  ( , 0) 0.
2ex

Z
E Y Z y Y Z E Y

γ
= γ − − =

Тогда в действительном процессе рас-
пространения тепла, согласно системе (18), 
следует записать:

2

0

( ) ( ) inf 0.ex

dY
s Y y Y dt

dt

∞  = − γ − → ≥ 
 ∫

Пусть Y(t) удовлетворяет задаче Коши 
(15). Тогда s(Y) = 0. Существуют решения, 
отличные от (16). Условие (19) совпадает с 
так называемым «принципом наименьшего 
принуждения» Гаусса (метод наименьших 
квадратов).

Заключение

Итак, в данной статье получены обо-
снования для следующих утверждений:

уравнения параболического типа, до-
пускающие группу автомодельных преоб-
разований, представляют собой необходи-
мое условие минимума для положительных 
функционалов;

уравнение Крокко равносильно канони-
ческой системе, и для него соответствую-
щий минимизируемый функционал выво-
дится непосредственно;

в исходной форме предельная задача 
для уравнения параболического типа при-
водится к каноническому виду аддитивным 
удвоением переменных. В результате плот-
ность распределения получается как двой-
ственная функция для гамильтониана ка-
нонической системы;

переход от сильных решений исходных 
предельных задач к вариационным задачам 
позволяет расширить топологию решения 
от C (2)(E) до W2

(1)(E)). 

(18)

(19)
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Petrichenko M.R. extreme properties of solutions of a parabolic 
equation.

Rational procedures and properties of solutions of limiting problems have been considered for equations 
and limiting problems with partial derivatives of a parabolic type. It was proved that such limiting problems 
for parabolic equations admitting the group of self-transformations were necessary conditions for a minimum 
of positive functionals; furthermore, the Crocco equation was proved to be   equivalent to a canonical 
system and its applicable functional was shown to be found at once. It was also demonstrated that someone 
was able to bring a parabolic equation in its original notation into a canonical form using additive doubling 
variables.

transformation group, layer, extreme, parabolic equation, CROCCO EQUATION, ADDITIVE 
doubling of variables.
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УДК 517.928

В.И. Качалов

Национальный исследовательский университет «Московский энергетический институт»

ГОЛОМОРФНЫЕ ПО ПАРАМЕТРУ ИНТЕГРАЛЫ СИНГУЛЯРНО  
ВОЗМУЩЕННЫХ УРАВНЕНИЙ ВТОРОГО ПОРЯДКА  

И ПРЕДЕЛЬНЫЕ ТЕОРЕМЫ

На основе гомоморфизмов алгебр голоморфных функций от различного 
числа переменных строятся голоморфные по параметру интегралы сингулярно 
возмущенного уравнения второго порядка. Из построенных интегралов следует 
теорема о предельном переходе.

ГОМОМОРФИЗМ, ПРЕДЕЛЬНЫЙ ПЕРЕХОД,  ПСЕВДОГОЛОМОРФНОЕ  РЕШЕНИЕ, 
СИНГУЛЯРНО ВОЗМУЩЕННОЕ УРАВНЕНИЕ, КОММУТАЦИОННОЕ СООТНОШЕНИЕ.

Введение

Основу качественной теории сингуляр-
ных возмущений составляют  предельные 
теоремы. Каким бы методом ни  решалась 
сингулярно возмущенная задача, вопрос о 
пределе решения при стремлении параме-
тра к нулю остается одним из главных [1–3]. 
Фундаментальной в теории сингулярных 
возмущений является теорема А.Н. Тихо-
нова о предельном переходе [1]. Понятие 
псевдоаналитического решения, введенное 
С.А. Ломовым в рамках метода регуляри-
зации, автоматически обеспечивает данный 
предельный переход [4]. Однако не все син-
гулярно возмущенные задачи имеют такие 
решения. В настоящей статье на основе го-
моморфизмов алгебр голоморфных функ-
ций от различного числа переменных [9] 
строятся голоморфные по параметру инте-
гралы дифференциальных уравнений вто-
рого порядка. Из построенных интегралов 
следуют утверждения о предельном пере-
ходе, которые рассматривались ранее (на-
пример, с точки зрения метода верхних и 
нижних решений [7]).

Гомоморфизмы и голоморфные по параметру 
интегралы уравнения второго порядка

Рассмотрим уравнение
2

2
= ( , ),

d y
h x y

dx
ε

где h(x, y)  – вещественно-голоморфная в 
прямоугольнике 

= {( , ) : 0 1, 0 }x y x y aΠ ≤ ≤ ≤ ≤

функция. 
Напомним, что функция f(x, y) называ-

ется вещественно-голоморфной на компак-
те 2,G R⊂  если существуют положительные 
константы M и C такие, что 

| || | (| | !) ( , ) ,| |= 0,1,2,… .D f MC x y Gα α≤ α ∀ ∈ α
| || | (| | !) ( , ) ,| |= 0,1,2,… .D f MC x y Gα α≤ α ∀ ∈ α

Здесь 
| |

1 2
1 2

= , | |= .
f

D f
x y

α
α

α α

∂
α α + α

∂ ∂
Далее, пусть функция h(x, y) имеет един-

ственный корень ( ),y x= ϕ  вещественно-
голоморфный на отрезке [0; 1], причем 
кривая ( )y x= ϕ  принадлежит .Π  Обозна-
чим через γΠ  множество 

{( , ) :| ( , ) | > 0},x y h x y∈ Π ≥ γ

затем сведем уравнение (1) к системе 

= ,

= ( , )

y v

v h x y

′
 ′ε

и составим уравнение интегралов этой си-
стемы: 

( , ) = 0.
U U U

v h x y
x y v

 ∂ ∂ ∂
ε + + ∂ ∂ ∂ 

Пусть 

= .L v
x y
∂ ∂

+
∂ ∂

Тогда уравнение (3) примет следующий 
вид: 

(1)

(2)

(3)
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( , ) = 0.
U

LU h x y
v

∂
ε +

∂

Будем искать решение уравнения (3) в 
виде ряда по степеням ε : 

0 1( , , , ) = ( , , ) ( , , ) ...U x y v U x y v U x y vε + ε +  .

В соответствии с методом неопределен-
ных коэффициентов, 

0( , ) = ( , );U x y x yψ

1
0( , ) = ;

U
h x y LU

v
∂

−
∂

1
1( , ) = ;

U
h x y LU

v
∂

−
∂

..............................; 

1( , ) = ;m
m

U
h x y LU

v −

∂
−

∂
............................. .

Фиксируем 0.γ >  Тогда на множестве 

γΠ  имеем: 

1
0

2 1 1
2

0 0

3 1 21

0 0

2
3

0

( , , , ) [ ( , )] =

( , )
( , )

( , ) ( , )

( , ) ( , )

... .
( , )

v

v v

v v

v

U x y v A x y

v L
x y dv

h x y

dvv v L
L dv

h x y h x y

dv dvv v
L

h x y h x y

v L
L dv

h x y

εε ≡ ψ

ψ
= ψ − ε +

 ψ
+ε − 

 


−ε ×


 ψ
× + 

 

∫

∫ ∫

∫ ∫

∫

Здесь ( , )x yψ  – произвольная, голо-
морфная на прямоугольнике ,Π  функция; 

0v  – произвольное число. 
Докажем сходимость ряда (6) в некото-

рой окрестности точки 0.ε =  Для этого нам 
понадобится элементарная лемма, которая 
доказывается методом математической ин-
дукции.

 Лемма 1. Пусть функции g1(t), …, gn(t) 
дифференцируемы n раз в некоторой окрест-
ности точки t0. Тогда, если в выражении 

1 1( ( )( ( )(...( ( )) ) ...)n ng t g t g t− ′ ′ ′

раскрыть скобки по формуле производной 
произведения и заменить ( ),s

rg  на s! (где 
1 , 0 }r n s n≤ ≤ ≤ ≤ ), то полученная сумма 
будет равна (2n – 1)!! .

Применим лемму 1 для оценки 

1 21

0 0

32 1

0 0

( , , ) =
( , ) ( , )

 ... ... .
( , ) ( , )

m v v

m
mv v

dv dvv v
U x y v L

h x y h x y

dvv v L
L L dv

h x y h x y
−


×


  ψ

×       

∫ ∫

∫ ∫
Если раскрыть скобки в выражении 

1 1 1
... ( ) ...L L L L

h h h

   ψ   
   

и заменить производную порядка | |α  от 
1/h на | |(| | !),M C α

γ α  а производную того же 
порядка от ψ  на | |(| | !),N C α

γ α  где ,M Nγ γ  и 
C – некоторые положительные константы, 
то полученная сумма будет иметь вид

1 [(2 1)!!]( 1) .m m mM N C m v−
γ γ − +

Действительно, оценка производной за-
висит только от ее порядка и не зависит от 
того, по какой переменной и сколько раз 
производилось дифференцирование (лишь 
бы 1 2 | |α + α = α ). В этом смысле можно за-
менить x и y на одну переменную. Обозна-
чим ее через t. Но тогда оператор L пре-
вратится в оператор ( 1)( / ),L v t= + ∂ ∂  для 
которого уже верна лемма 1. В итоге имеем 
следующее соотношение:

1

1 1
1 2

0 0 0

1
0

| ( , , )| [(2 1) !!]

| ... ( 1) |

[(2 1)!!] | | || | 1 |
.

!

m m
m

mm
mv v v

m m m m

U x y v M N C m

v v v
dv dv v dv

M N m v v v C

m

−
γ γ

−

−
γ γ

≤ − ×

× + ≤

− − +
≤

∫ ∫ ∫

Заметим, что M γ → ∞  при 0,γ →  по-
скольку неограниченно возрастает макси-
мум модуля  1/ h(x, y) на множестве ,γΠ  
когда .γΠ → Π  Из оценки (8) следует рав-
номерная сходимость ряда (4) на множе-
стве 

0= { :| | },v v vγδ γΠ Π × − ≤ δ

где δ  – произвольное положительное чис-
ло в некоторой окрестности точки = 0.ε  

Итак, интеграл системы (2), опреде-
ляемый формулой (6), представляет со-
бой голоморфную функцию в точке 0.ε =
С другой стороны, формула задает линей-
ное (при каждом ε из некоторой окрест-
ности точки 0ε = ) отображение Aε  ал-

(4)

(5)

(6)

(7)

(8)
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гебры ( )Π  функций двух переменных  
(x, y), голоморфных на прямоугольнике ,Π  
в алгебру ( )γδΠA  функций трех переменных 
( , , ),x y v  голоморфных на множестве .γδΠ  
Обозначим через 

(1)( , , , ) = [ ];U x y v A xεε  (2)( , , , ) = [ ]U x y v A yεε

два независимых интеграла cиcтемы (2), 
являющихся образами cоответственно эле-
ментов  x и y алгебры ( )Π  (независимость 
интегралов очевидна). 

Пусть ( , ) ( ),x yψ ∈ Π  тогда в соответ-
ствии с общей теорией систем дифферен-
циальных уравнений, существует диффе-
ренцируемая функция Ψ  двух переменных 
такая, что 

[ ( , )] = ( [ ], [ ]).A x y A x A yε ε εψ Ψ

Полагая в равенстве (9) 0v v=  (см. фор-
мулу (6)), будем иметь

( , ) = ( , ).x y x yψ Ψ

Следовательно, равенство (9) примет 
вид коммутационного соотношения (см. 
работу [5]): 

[ ( , )] = ( [ ], [ ]).A x y A x A yε ε εψ ψ

С помощью полученного соотношения 
(10) докажем следующее утверждение.

Утверждение. Aε  – семейство голоморф-
ных в точке 0ε =  (равномерно на γΠ ) гомо-
морфизмов алгебры ( )Π  в алгебру ( ).γδΠA  

Действительно, пусть 

( , ), ( , ) ( ).x y x yα β ∈ Π

Тогда 

[ ( , ) ( , )] = [( )( , )] =

( )( [ ], [ )] = ( [ ], [ ])

 ( [ ], [ ]) = [ ( , )] [ ( , )].

A x y x y A x y

A x A y A x A y

A x A y A x y A x y

ε ε

ε ε ε ε

ε ε ε ε

α β αβ

= αβ α ×

× β α β

Утверждение доказано. 

О методе голоморфной регуляризации

Рассмотрим более общее уравнение
2

2
= , , , > 0

d y dy
h x y

dxdx
 ε ε 
 

с начальными условиями 

0 0(0, ) , '(0, ) .y y y vε = ε =

Пусть ( )δΠA  – алгебра функций трех 

переменных (x, y, v), голоморфных на мно-
жестве 

0= { :| | }.v v vδΠ Π × − ≤ δ

Теорема 1. Если функция ( , , ) ( )h x y v δ∈ ΠA  
и не обращается на множестве δΠ  в нуль, 
то отображения 

: ( ) ( ),Bε δΠ → Π A

заданные формулой 

1

10

1
2 2 1

2 10 0

1 2
3 3 2

3 20 0 0

1

1

( )( , , ) = ( , )
( , , )

( , , ) ( , , )

( , , ) ( , , )

,
( , , )

v

v v

v v v

v
L dv

B x y v x y
h x y v

vv
L dv dv

L
h x y v h x y v

v vv
L dv dv

L L
h x y v h x y v

dv
h x y v

ε

ϕ
ϕ ϕ −ε +

 
ϕ +ε −  

 
  

ϕ  −ε ×      

× +

∫

∫ ∫

∫ ∫ ∫



образуют голоморфное в точке ε = 0 семей-
ство гомоморфизмов алгебры ( )Π  в алгебру 

( ),δΠA  удовлетворяющих коммутационному 
соотношению 

( )( , , ) = (( )( , , ),

( )( , , )), ( , ) ( ).

B x y v B x x y v

B y x y v x y
ε ε

ε

ϕ ϕ

∀ϕ ∈ Π

При этом ImBε  состоит из интегралов 
системы 

= ;

= ( , , ),

y v

v h x y v

′
 ′ε

голоморфных в точке 0ε =  (равномерно на 

δΠ ), а интегралы, участвующие в правой 
части коммутационного соотношения, явля-
ются независимыми.

Доказ а т ельс тво  теоремы 1 про-
водится по схеме метода, изложенного в 
предыдущем разделе, с использованием 
леммы 1.

Замечание. Приведенная теорема 1 по-
зволяет дополнить теорему Пуанкаре о раз-
ложении [8]. Действительно, если задана 
задача Коши 

0 0'' ( , , ', ); (0, ) , '(0, ) ,y h x y y y y y v= ε ε = ε =

и функция ( , , , )h x y v ε  голоморфна в точке 

(9)

(10)

(11)

(12)

(13)

(14)

(15)

(16)
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0 0(0, , , 0),y v  то решение ( , )y x ε  этой задачи 
голоморфно в точке (0, 0) и наследует, та-
ким образом, голоморфную зависимость от 
ε  правой части уравнения (16). Требовать 
того же самого от решения сингулярно воз-
мущенного уравнения (1), очевидно, нельзя. 
И тем не менее, в соответствии с теоремой 1,  
не сами решения, так интегралы системы 
(15) наследуют голоморфную зависимость 
коэффициентов уравнения от параметра ,ε  
который входит и в уравнение, и в систему 
голоморфным (даже целым) образом. 

Таким образом, впервые в теории 
асимптотического интегрирования дока-
зано существование такой характеристики 
сингулярно возмущенной задачи, которая 
представляет собой  сходящийся в обыч-
ном смысле ряд по степеням малого пара-
метра .ε

Изложим схему метода голоморфной 
регуляризации. Вначале строятся независи-
мые, голоморфные в точке 0ε = , интегра-
лы 

( )( , , );B x y vεϕ  0( ( ))( , , ),B y y x y vε −

причем 

(0) = 0, '( ) < 0 [0,1].x xϕ ϕ ∀ ∈ [0, 1].

Ясно, что соответствующие им первые 
интегралы 

0

( )( , , ) 0;

( ( ))( , , ) = 0,

B x y v

B y y x y v
ε

ε

ϕ =


−
определяют решение ( , )y x ε  задачи Коши 
(11),(12).

Далее, с помощью формулы (13) первое 
уравнение системы (17) можно представить 
следующим образом: 

1

10

1
2 1

2 10 0

( )
= '( )

( , , )

'
  ... .

( , , ) ( , , )

v

v v

v
dvx

x
h x y v

vv
dv dv

L
h x y v h x y v

ϕ
ϕ −

ε

 
ϕ − ε +  

 

∫

∫ ∫

Нетрудно видеть, что если уравнение 

1

10

( )
= '( )

( , , )v

v
dvx

x
h x y v

ϕ
ϕ

ε ∫

имеет решение  

0

( )
= , ,

x
v V x

ϕ 
 ε 

равномерно ограниченное при 0ε → +  на 
отрезке [0, 1] при каждом фиксированном 
y из некоторой окрестности точки y0, то 
для нахождения ( , )y x ε  к уравнению (18) 
(вместе со вторым уравнением системы 
(17)) можно применить теорему о неявной 
функции. Именно так возникла концепция 
псевдоголоморфного решения  [5, 10]. 

В качестве примера использования ме-
тода голоморфной регуляризации рассмо-
трим задачу Коши 

2 2'' = ( ') , [0, 1 / 2];xyy e y x−ε − ∈  

0(0, ) = , '(0, ) = 0.y y yε ε

Подставим последовательно в равен-
ство (13) вместо ( , )x yϕ  сначала –x, а за-
тем  ( ),y x− α  где ( )xα  – точое решение 
предельной начальной задачи: 

= , (0) = 0,xydy
e y

dx
−

тогда получим систему, аналогичную си-
стеме (17), заменив во втором уравнении  
(y – y0) на ( ),y x− α : 

1
2 2

10

1
12 2

10

( ) 0;

'( )
( ) ( ) = 0.

v

xy

v

xy

dv
x o

e v

x v
y x dv o

e v

−

−


− + ε + ε = −


α − − α + ε + ε −

∫

∫
Наконец, пользуясь теоремой о неявной 

функции, найдем решение поставленной 
задачи Коши: 

( )

= ( ) ln 1 th ( ), 0.
x xxe

y x o
− α 

α − ε ⋅ + + ε ε → ε 

Решение ( )xα  предельной задачи мож-
но построить в виде ряда по степеням 
x, равномерно сходящегося на отрезке  
[0, 1/2]. В частности, 

3
4( ) = ( ).

3
x

x x o xα − +

Заметим, что существование ограничен-
ного при 0ε → +  решения уравнения (17), 
составленного для рассматриваего приме-
ра, следует из свойства асимптотической 
устойчивости точки покоя 0

xyv e−=  так на-

(17)

(18)

(19)
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зываемого присоединенного уравнения:

2 2= ,xydv
e v

ds
− −





равномерно по [0, 1 / 2]x ∈  и [0, ]y ∈ δ  при 
любом 0,δ >  что находится в полном соот-
ветствии с теоремой  Тихонова о предель-
ном переходе [2]. 

В случае уравнения (1), когда 

( , , ) ( , ),h x y v h x y≡

всякая функция 0 , ( ) / ,( )V x xϕ ε  удовлетво-
ряющая уравнению (19), очевидно, будет 
неограниченной при любом способе стрем-
ления ε  к нулю, и в этих условиях можно 
говорить лишь о предельном переходе.

В следующем разделе статьи на примере 
уравнения химической кинетики будет по-
казано, как из голоморфности интегралов 
следует предельный переход. Поведение 
решения этого уравнения при стремлении 
параметра к нулю подробно описано в кни-
ге [7]. Однако мы считаем, что указанный 
подход можно  применять и в тех случа-
ях, когда использование метода верхних и 
нижних решений затруднено.

Предельная теорема

Рассмотрим интеграл 1( , , , ).U x y v ε  Ясно, 
что первый интеграл 1( , , , ) ,U x y v ε = σ  или  в 
развернутом виде 

2
0 0

3
30

( )
=

( , ) 2

( )
 ( , ) ...

3

x

y

v v v v
x h

h x y

v v
h h x y−

 − −′− σ ε + ε +  
−′+ +   

при каждом фиксированном [0,1]σ ∈  опре-
деляет решения системы (2) такие, что 

0( , ) = .v vσ ε
Далее будем считать, что решение ( , )y x ε  

уравнения (1) принадлежит классу Vh [0, 1], 
если оно существует на отрезке [0, 1], и вы-
полнены следующие два условия: 

0

1
1. 0, > 0 :

2

(0, ) [ ,1 ] | ( , )| ;

M

x y x M

σ

σ

 ∀σ ∈ ∃ 
 

′∀ε ∈ ε ∀ ∈ σ − σ ε ≤

02. (0, )∀ε ∈ ε  кривая 

{( , ( , )); [0,1]} x y x xεΓ = ε ∈ [0, 1]}

принадлежит П.
Если ( , ) [0,1],hy x Vε ∈ [0, 1], то ( , ) ( , )v x y x′ε = ε  

ограничено на отрезке [ , 1 ].σ − σ  Поэтому 
правая часть интеграла (20), которую мы 
обозначим через 1( , , , )W x y v ε  при 0ε →  
также будет стремиться к нулю равномерно 
на множестве γδΠ  при каждых  фиксиро-
ванных значениях 0γ >  и 0,δ >  определя-
емых константой Mσ  из условия 1.

Теорема 2 (о предельном переходе). Если 
( , ) [0,1],hy x Vε ∈ [0, 1], то имеет место предель-

ный переход 

0
( , ) ( ) (0; 1).lim y x x x

ε→
ε = ϕ ∀ ∈

Доказ а т ельс тво . Пусть ( , )y x ε  – 
решение уравнения (1) из класса [0,1].hV  
Предположим противное, т. е. что для не-
которого (0,1)x ∈ (0, 1) предел (21) не имеет 
места, и выберем (0, 1 / 2)σ ∈  так, чтобы 

( , 1 ).x ∈ σ − σ  Это означает, что cуществует 
последовательность 0kε →  и констан-
та 1 0γ >  такие, что 1| ) | ,(ky x− ϕ > γ  где 

( , ).k ky y x= ε  Но тогда найдется положи-
тельная константа 2,γ  для которой бу-
дет выполнено неравенство 2| ( , )|kh x y > γ
при всех k = 1, 2, …, из которого следует, 
что 

2
( , ) .kx y γ∈ Π  Согласно вышеизложен-

ным рассуждениям, 1( , , , ) 0kW x y v ε →  при 
k → ∞  равномерно на множестве 

2
.γ δΠ

С другой стороны,
1( , ( , ), ( , ), ) = ,k k kW x y x v x xε ε ε − σ

поскольку ( , )y x ε  есть решение уравнения 
(1). Отсюда следует, что ,x = σ  а это проти-
воречит выбору σ.

Теорема доказана.

Пример краевой задачи

Рассмотрим краевую задачу 

( )

2
2 1

2
= ( ( )) ;

(0, ) = (1, ) = 0 , > 0 .

kd y
y x

dx
y y k N

+ε − ϕ

ε ε ∈ ε

Разрешимость задачи (22) следует как из 
теоремы об обратной функции в банаховом 
пространстве, так и из принципа Шаудера 
[6]. Наложим на функцию ( )xϕ  следующие 
условия:

1. ( )xϕ  вещественно-голоморфна на от-
резке [0, 1]; 

(20)

(21)

(22)
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2. ''( ) < 0 [0,1];x xϕ ∀ ∈
3. (0) 0, (1) 0.ϕ ≥ ϕ ≥
Лемма 2. При выполнении условий 1–3 

решение задачи (22) удовлетворяет неравен-
ству 

00 ( , ) ( ) [0,1] (0, ).y x x x≤ ε ≤ ϕ ∀ ∈ ∀ε ∈ ε[0, 1] 00 ( , ) ( ) [0,1] (0, ).y x x x≤ ε ≤ ϕ ∀ ∈ ∀ε ∈ ε

При этом интегральная кривая = ( , )y y x ε  
является выпуклой на рассматриваемом от-
резке.

Доказ а т ельс тво . Пусть это не так. 
Тогда существует дуга lε  кривой ( , ),y y x= ε  
лежащая  выше кривой = ( )y xϕ  и пере-
секающая ее (в силу краевых условий и 
условия 3) в точках T1 и T2 с абсциссами 
x1 и x2 соответственно (x1 < x2). Как следу-
ет из уравнения (22), дуга lε является во-
гнутой на отрезке [x1, x2], а значит лежит  
ниже  хорды T1 T2. Но, в соответствии с 
условием 2, дуга кривой = ( )y xϕ  с кон-
цами в точках T1  и T2  является выпуклой 
и поэтому лежит  выше хорды T1 T2, а 
это противоречит предположению, что lε  
находится выше кривой = ( ).y xϕ  Выпу-
клость кривой = ( , )y y x ε  на отрезке [0,1] 
(при каждом > 0ε ) следует из уравнения 
(22).

Следующая лемма имеет тривиальный 
характер и доказывется с помощью про-
стейших геометрических рассуждений.

Лемма 3. Если ( ) 0xψ ≥  и 

"( ) < 0 [0,1],x xψ ∀ ∈  то для любого 
(0, 1 / 2)σ ∈  на отрезке [ , 1 ]σ − σ  выпол-

няется неравенство | '( ) | < / ,x Rψ σ  где 

[0,1]
= max ( ).

x
R x

∈
ψ

Доказ а т ельс тво . Вернемся к краевой 
задаче (22). Из леммы 2 следует, что кривая 

= ( , )y y x ε  является выпуклой, а также на-
ходится ниже кривой = ( )y xϕ  и выше оси 
абсцисс при каждом > 0.ε  Следовательно, 

[ ] 10,1
max ( , ) ,
x

y x R
∈

ε ≤  где 
[ ]1 0,1

= max ( ).
x

R x
∈

ϕ  Поэто-

му к ( , )y x ε  можно применить лемму 2: 

1| ( , ) | / [ , 1 ],y x R x′ ε ≤ σ ∀ ∈ σ − σ  

т. е. ( , ) [0,1].hy x Vε ∈ [0, 1]. 
Таким образом, в соответствии с пре-

дельной теоремой, 

0
( , ) = ( ) (0;1).limy x x x

ε→+
ε ϕ ∀ ∈

Лемма 3 доказана.
Замечание. Уравнение (22) встречается 

в химической кинетике, и условие принад-
лежности его решения классу Vh [0, 1] явля-
ется естественным.

Заключение

Предложенный в работе подход может 
быть использован в сильно нелинейных, 
сингулярно возмущенных системах диффе-
ренциальных уравнений при исследовании 
предельного перехода. 
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variables. A limit transition theorem follows from those integrals.
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ТРЕЩИНА ПРОДОЛЬНОГО СДВИГА,  
упирающаяся В КЛИНОВИДНОЕ УПРУГОЕ ВКЛЮЧЕНИЕ

В статье рассматривается взаимодействие полубесконечной трещины моды 
III с клиновидным упругим включением. Изучена сингулярность напряжений 
в вершине трещины. Показано, что, в отличие от классического случая, при 
некоторых значениях параметров композита асимптотика напряжений может 
иметь два сингулярных члена. Исследовано отклонение трещины границей 
раздела материалов. 

ТРЕЩИНА ПРОДОЛЬНОГО СДВИГА, УПРУГОЕ ВКЛЮЧЕНИЕ, СИНГУЛЯРНОСТЬ НА-
ПРЯЖЕНИЙ, ОТКЛОНЕНИЕ ТРЕЩИНЫ. 

Введение

Проблема взаимодействия трещин с гра-
ницей раздела материалов уже давно вызы-
вает большой интерес у механиков. Первой 
работой в этом направлении стала статья 
А.Р. Зака и М.Л. Вильямса [1], вышедшая в 
1963 году. Далее изучение данной пробле-
мы в рамках плоской и антиплоской задач 
проводилось как отечественными, так и за-
рубежными исследователями [2 – 8]. 

В отличие от классического случая, ког-
да трещина распространяется в однород-
ной среде и поле напряжений в ее вершине 
имеет корневую особенность, для трещины, 
которая упирается в границу раздела мате-
риалов, особенность также имеет степенной 
характер, однако показатель сингулярности 
γ отличен от 0,5. При этом данный показа-
тель является корнем некоторого трансцен-
дентного характеристического уравнения. 
В работе [2] показано на примере плоской 
задачи о трещине, перпендикулярной к 
интерфейсу, что 0 0,5< γ < , когда первая 
среда, в которой расположена трещина, 
является более жесткой по сравнению со 
второй, и 0,5 1, 0< γ <  в противном случае. 
Дж. Чанг и Дж. Ху [3] установили, что для 
наклонной к интерфейсу трещины харак-

теристическое уравнение может иметь не 
только вещественные, но и комплексные 
корни.

Следует заметить, что задача о трещине 
конечной длины на  ортогональной грани-
це раздела рассмотрена в плоской поста-
новке в работах А.А. Храпкова [4], а также  
Т.С. Кука и Ф. Эрдогана [5]. Однако, если 
в статье [4] проблема сведена к функцио-
нальному уравнению Винера – Хопфа и 
построено его точное решение, то авто-
ры работы [5] получили сингулярное ин-
тегральное уравнение, решение которого 
осуществлено с помощью численной про-
цедуры.

Взаимодействие антиплоской полубес-
конечной трещины, а также трещины ко-
нечной длины, направленной перпенди-
кулярно к прямолинейному интерфейсу, 
исследовано Ф. Эрдоганом и Т.С. Куком 
с помощью интегрального преобразования 
Меллина и сведения задачи к решению 
сингулярного интегрального уравнения [6]. 
Изучение наклонной антиплоской трещи-
ны было также проведено Д.Н. Феннером 
[7]. В этих случаях установлено, что пока-
затель сингулярности напряжений может 
быть только вещественным.
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Еще одной характерной чертой задач 
рассматриваемого направления является 
возможность преломления трещины гра-
ницей раздела материалов или расслоения 
этой границы. Отмеченные эффекты для 
трещины нормального отрыва, направлен-
ной ортогонально интерфейсу, рассмотре-
ны в работах [9, 10]. Преломление полу-
бесконечной трещины продольного сдвига 
исследовалось и в работах [11, 12], где зада-
ча сведена к решению уравнения Винера –  
Хопфа.

Важно отметить, что для трещины, 
упирающейся в границу раздела сред, 
основополагающие величины в механике 
разрушения, такие как коэффициент ин-
тенсивности напряжений и скорость вы-
свобождения энергии в вершине трещины, 
стремятся либо к нулю, либо к бесконечно-
сти [10, 13]. По этой причине классические 
критерии разрушения Гриффитса – Ирви-
на в рассматриваемой ситуации становятся 
неприменимыми. В связи с этим в книге 
[8] для определения предельной нагрузки 
предложено использовать критерий разру-
шения Новожилова.

Анализ случаев, когда антиплоская тре-
щина упирается в точку излома интерфей-

са, проводился в статьях [14, 15].
В настоящей работе исследуется взаи-

модействие прямолинейной трещины про-
дольного сдвига с границей раздела мате-
риалов, имеющей угловую точку. При этом 
в отличие от случаев, рассмотренных в ста-
тьях [14, 15], изучается несимметричная за-
дача, когда линия трещины-разреза не со-
впадает с осью симметрии бездефектного 
материала (включения). Детально проана-
лизировано характеристическое уравнение 
задачи. Показано, что при определенных 
значениях параметров задачи асимптоти-
ка напряжений вблизи вершины трещины 
определяется двумя сингулярными слагае-
мыми. На основе критерия максимального 
сдвигающего напряжения проанализирова-
но направление дальнейшего распростра-
нения трещины.

Постановка задачи

Рассмотрим полубесконечную трещину 
продольного сдвига, расположенную в ма-
трице 2 3Ω Ω  и упирающуюся в вершину 
клиновидного включения 1Ω  (рис. 1). К 
берегам трещины приложены на расстоя-
нии r0 от вершины самоуравновешенные 
сосредоточенные силы величиной Т0. Ма-

Рис. 1. Схема к постановке задачи: полубесконечная трещина, которая  
упирается в вершину клиновидного включения; μ1 , μ2  – модули сдвига  

материалов включения и матрицы; Ω1 – область включения; Ω2, Ω3 – области 
матрицы; r0 – расстояние от вершины до точки приложения нагрузки T0;  
α – угол раствора включения, β – угол подхода трещины к включению;  

r, θ – полярные координаты 
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териалы включения и матрицы считаются 
однородными и изотропными с модулями 
сдвига μ1 и μ2, соответственно. Контакт на 
границах раздела материалов предполагает-
ся идеальным.

Геометрию рассматриваемой упругой 
композиции удобно определять двумя па-
раметрами: углом раствора включения α 
(0 2 )< α < π  и углом подхода трещины к 
включению β, т. е. углом между направле-
нием исходной трещины и осью симметрии 
включения. Очевидно, что 2 .β ≤ π − α  Из-
менение угла β при фиксированном зна-
чении α приводит к повороту включения 
вокруг вершины трещины. Таким образом, 
угол β характеризует взаимную ориентацию 
трещины и включения. Например, при  
β = 0 задача будет симметричной. Значени-
ям ( 2)β = ± π − α  соответствуют ситуации, 
когда межфазная трещина выходит в ма-
трицу, а 2β = ± α  – ситуации, когда тре-
щина подходит к включению вдоль грани-
цы раздела фаз.

С математической точки зрения задача 
сводится к решению уравнений равновесия 
в каждой из областей kΩ :

2 2

2 2 2

1 1
0k k kw w w

r rr r
∂ ∂ ∂

+ + =
∂∂ ∂θ

(где k = 1, 2, 3; ,r θ  – полярные коорди-
наты; wk  – перемещения вдоль оси z), при 
условиях идеального контакта фаз, т. е.

1 2,w w=  1 2z zθ θτ = τ  при 2;θ = β − α

1 3,w w=  2 3z zθ θτ = τ  при 2θ = β + α  

( 1
zk k kr w−

θτ = µ ∂ ∂θ  – касательные напряже-
ния), и условиях на берегах трещины, вы-
раженных как 

3 0 0( )z T r rθτ = δ −  при ,θ = π

2 0 0( )z T r rθτ = δ −  при .θ = −π  

Здесь ( )rδ  – дельта-функция Дирака.
Подвергая уравнения (1) интегральному 

преобразованию Меллина, для трансфор-
мант перемещений

1

0

( , ) ( , ) p
k kW p w r r dr

∞
−θ = θ∫

получаем уравнения

2
2

2
0.k

k

d W
p W

d
+ =

θ

Общие решения уравнений (4) имеют 
вид

( , ) sin cos .k k kW p A p B pθ = θ + θ

Подчиняя функции (5) преобразован-
ным по Меллину граничным условиям (2) 
и (3), придем к системе шести линейных 
алгебраических уравнений относительно 
величин Ak и Bk  (k = 1, 2, 3). После осу-
ществления обратного преобразования 

1
( , ) ( , ) ,

2
p

k k
L

w r W p r dp
i

−θ = θ
π ∫

где L – контур интегрирования, находим 
поля перемещений в каждой области сре-
ды.

Данная процедура приводит к следую-
щим представлениям напряжений в обла-
стях Ωk:

0 0( , ) ( , ) ,
p

k
zk k

L

T r
r S p dp

ir rθ

λ  τ θ = θ π  ∫
где

1

2

( , ) [ ( , , , ) cos

( , , , ) sin ] / ( , , , );
k k

k

S p p m p

p m p p m

θ = ϕ α β θ −

−ϕ α β θ ∆ α β

11( , , , )

sin sin[ ( )]cos 2 ;

p m

p m p p

ϕ α β =

= π − π − α β

12( , , , ) sin[ ( )]sin 2 ;p m m p pϕ α β = π − α β

1

2

( , , , ) sin sin

cos{ [ ( 1) 2 ]} cos sin[ ( )];
k

k

p m p m p

p m p p

ϕ α β = π + α ×

× π − − β − α π − α

2( , , , )

( 1) sin {sin{ [ ( 1) 2 ]}

sin[ ( )]}( 2,3);

k

k k

p m

p p

m p k

ϕ α β =

= − α π − − β −
− π − α =

1 1 ,mλ = +  2 3 1;λ = λ =

2

( , , , ) sin 2

2 sin cos 2 sin[2 ( )].

p m p

m p p m p

∆ α β = π +

α β − π − α
Упругие свойства композиции отраже-

ны в этих формулах через одну биупругую 
постоянную  

1 2 1 2( ) ( ) .m = µ − µ µ + µ

При всех сочетаниях модулей сдви-
га материалов эта величина удовлетворяет 

(1)

(2)

(3)

(4)

(5)

(6)

(7)

(8)

(9)



Механика

113

неравенству 1.m ≤  Если материал вклю-
чения является более жестким, по сравне-
нию с материалом матрицы, то 0 1;m< <  в 
противном случае (для мягкого включения) 
выполняются неравенства 1 0.m− < <  Зна-
чение 0=m  отвечает однородной среде, 
а значения 1m = ±  определяют абсолютно 
твердое включение и клиновидный вырез.

Вычисляя напряжения в композици-
онной среде при 0,r r<  замкнем контур 
интегрирования L слева полуокружностью 
большого радиуса и воспользуемся теоре-
мой Коши о вычетах в полюсах подынте-
гральной функции (7). Эти полюсы опре-
деляются корнями характеристического 
уравнения

( , , , ) 0.p m∆ α β =

Следует заметить, что это уравнение 
может быть получено также из более общих 
соотношений работы [16].

Исследование характеристического  
уравнения

Функция (9) является целой нечетной 
функцией параметра интегрального преоб-
разования p, не имеющей нулей на мни-
мой оси, кроме однократного нуля p = 0. 
Однако согласно формулам (8), эта точка 
является устранимой особой точкой. Поэ-
тому контур интегрирования L в (6) может 
быть совмещен с мнимой осью. Можно по-
казать, что комплексных нулей, лежащих в 
полосе Re 1,p <  функция (9) не имеет.

В силу нечетности функции (9) каж-
дому корню уравнения (10) 0p− <  соот-
ветствует корень 0,p+ >  причем .p p− += −  
Поскольку для исследования сингулярно-
сти напряжений (6) в вершине трещины 
интерес представляют корни, по величине 
не превосходящие единицы, для удобства 
будем изучать вещественные корни харак-
теристического уравнения, расположен-
ные в интервале (0, 1).

Заметим, что функция (9) является чет-
ной функцией угла β. Поэтому в дальней-
шем будем рассматривать значения этого 
параметра, удовлетворяющие неравенству 
0 2.≤ β ≤ π − α

Обратимся сначала к частным случаям. 
В симметричной задаче, когда 0,β =  функ-

ция (9) представляется в виде

11 1( , , 0, ) 2 ( , , 0, ) ( , , ).p m p m p m∆ α = ϕ α ∆ α

Следовательно, в этом случае, согласно 
формулам (7) и (8), полюсы подынтеграль-
ной функции определяются корнями урав-
нения

1( , , ) cos cos[ ( )] 0.p m p m p∆ α = π + π − α =

Поскольку

1(0, , ) 1 0,m m∆ α = + >  

1(0,5, , ) sin 2,m m∆ α = α

 1(1, , ) 1 cos( ) 0,m m∆ α = − + π − α <

уравнение (11) имеет один вещественный 
корень в интервале (0, 1), причем 1 0,5p + >  
для жесткого включения и 1 0,5p + <  для 
мягкого. В случае, когда ,α = π  уравнение 
(11) приобретает особенно простой вид и 
согласуется с уравнением, полученным в 
работе [6].

При α = π  (0 2)< β < π  включение 
представляет собой полуплоскость, а харак-
теристическое уравнение (10) записывается 
следующим образом:

2( , , , ) 2 ( , , ) sin 0;p m p m p∆ π β = ∆ β π =

2( , , ) cos cos 2 .p m p m p∆ β = π + β

Уравнение такого вида использовалось 
в работе [7], а первые его корни обладают 
такими же свойствами, что и в рассмотрен-
ном выше частном случае.

Переходя к общей ситуации, заметим, 
что вблизи точки 0=p  функция (9) допу-
скает представление

3

( , , , ) 2 (1 )

 [ (1 ) ] ( ).

p m p m

m m O p

∆ α β = + ×

× π − + α +
Отсюда вытекает, что при малых p для 

всех комбинаций материалов и геометриче-
ских параметров сама функция и ее произ-
водная по аргументу p принимают положи-
тельные значения.

В двух других характерных точках 
0,5p =  и p = 1,0 функция (9) имеет вид

1(0,5, , , ) 2 ( , , ) sin 2,m mf m∆ α β = α β α

2(1, , , ) 2 ( , , ) sin ,m mf m∆ α β = α β α
где

(10)

(11)

(12)

(13)
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1( , , ) cos cos / 2;f m mα β = β − α

2( , , ) cos 2 cos .f m mα β = β + α

Отметим, что уравнение (10) будет иметь 
корень 0,5p =  и, следовательно, поле на-
пряжений будет иметь классическую осо-
бенность, если параметры системы удо-
влетворяют уравнению

1( , , ) 0.f mα β =

При таких параметрах функция (15) 
представляется в виде

2( , , ) (1 )( 1 cos ).f m m m mα β = + − + + α

Отсюда можно утверждать, что в слу-
чае жестких включений с углом раство-
ра 0 2< α < π  при 0,5m ≤  1 2( 3)µ µ ≤  и 
угле β, определяемом равенством (16), ха-
рактеристическое уравнение задачи будет 

иметь в интервале (0, 1) единственный ко-
рень 1 0,5,p + =  а при 0,5m >  – два кор-
ня: 1 0,5p + =  и 20,5 1, 0.p +< <  Для углов 
раствора включения 2π ≤ α ≤ π  и любом 

10 << m  существует только один корень 

1 0,5.p + =  Если же 2 ,π ≤ α ≤ π  то класси-
ческой особенности поле напряжений не 
имеет.

Пусть параметры системы таковы, что 
условие (16) не выполняется. Тогда, как 
показывает рассмотрение представлений 
(12) – (15), возможны различные случаи 
расположения вещественных корней урав-
нения (10) в интервале (0, 1).

Треугольная область изменения геоме-
трических параметров 

{( , ) :D = α β  0 2 ,< α < π  0 2}≤ β ≤ π − α

линиями нулевого уровня функций (14) и 

(14)

(15)

(16)

Рис. 2. Расположение областей Dk  изменения углов α и β для жесткого (а) и мягкого (б)  
включений, когда  m > 0,5 (а);  –1 < m < 0 (б); представлены следующие функции β(α, m): 

arccos[mcos(0,5α)] (1); 0,5 arccos(–mcosα) (2); π – 0,5α (3); π – 0,5 arccos(–mcosα) (4)

а)

б)
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(15) делится на ряд областей Dj ( j = 1, 2, 3, 
4). На рис. 2 указаны области Dj для жест-
кого и мягкого включений, соответствен-
но. В каждой такой области величины (12) 
и (13) имеют определенные знаки. Анализ 
показывает, что

Δ(0,5) > 0, а Δ(1,0) < 0, если 1( , ) ;Dα β ∈

Δ(0,5) < 0, и Δ(1,0) < 0, если 2( , ) ;Dα β ∈

Δ(0,5) < 0, а Δ(1,0) > 0, если 3( , ) ;Dα β ∈

Δ(0,5) > 0, а Δ(1,0) > 0, если 4( , ) .Dα β ∈

Отсюда вытекает, что для значений угло-
вых параметров в областях D1 и D2 харак-
теристическое уравнение (10) в интервале  
(0, 1) имеет один корень, причем области 
D1 отвечает корень 1 0,5,p + > 0, 5, а области D2 – 
корень 1 0,5.p + < 0, 5. Если же точка ( , ) jDα β ∈  

( j = 3, 4) то уравнение (10) будет иметь уже 
два корня в рассматриваемом интервале. 
При этом для углов, принадлежащих обла-
сти D3, эти корни удовлетворяют неравен-
ствам 

1 20 0,5 1, 0,p p+ +< < < <0,51 20 0,5 1, 0,p p+ +< < < < 1,0,

а для углов из области D4 – неравенствам 

0,5 1 20,5 1, 0.p p+ +< < < 1,0.

Следует заметить, что в случае жестких 
включений область D3

* (см. рис. 2, а) суще-
ствует только при 0,5.m > 0,5. Для мягких вклю-
чений области D1, D4 и D2

* (см. рис. 2, б) при 
1m → −  вырождаются в отрезки прямых.

Зависимость первых корней уравнения 
(10) от жесткости включения приведена на 
рис. 3, а при фиксированном угле раство-
ра клина α и варьировании угла подхода 

Рис. 3. Зависимости корней p уравнения (10) от параметра m при фиксированных  
значениях углов α = π/2 (а) и β = π/4 (б); а – значения угла β: 0 (1), π/4 (2), π/2 (3), 3π/4 (4); 

б – значения угла α: π/4 (5), π/2 (2), π (6) 3π/4 (7); 5π/4 (8)  

а)

б)
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трещины к включению β. Рис. 3, б иллю-
стрирует зависимость корней от параметра 
m при постоянном угле β и изменении угла 
раствора α.

В предельном случае абсолютно твердо-
го включения ( 1)m =  характеристическое 
уравнение приобретает вид

( , , ,1) 4 sin cos[ ( 2)]

cos[ ( 2)] 0.

p p p

p

∆ α β = α π + β − α ×
× π − β − α =

Отсюда вытекает, что при 1m =  рас-
сматриваемое уравнение в точках отрез-
ка прямой  β = α − π  для углов раствора 
включения, удовлетворяющих неравенству 

4 3,π < α < π  будет иметь двукратные кор-
ни. Такая ситуация показана на рис. 3, б 
для 5 4.α = π  При 1m → −  кратных нулей 
функция (9) не имеет.

Направление распространения трещины

В общем случае, когда уравнение (10) 
имеет два корня в интервале (0, 1), из фор-
мул (6) – (9) получаем асимптотику напря-
жений вблизи вершины трещины в виде

1

2

1

(1)0

0 0

1

(2)

0

2
( , ) ( )

 ( ) ,

p

k
zk k

p

k

T r
r H

r r

r
H

r

− +

θ

− +

  λ
τ θ = θ + 
  

 
+ θ  
  

где
( ) ( )

1

( )
2

( ) ( , , ) cos

 ( , , ) sin ;

n n
k k n

n
k n

H h m p

h m p

θ = α β θ +

+ α β θ

( )( , , )

( 1) ( , , , ) / ( , , , )

n
kj

j
kj n n

h m

p m p m

α β =

′= − ϕ α β ∆ α β

( 1,2,3;k =  , 1,2).j n =

Штрих означает производную по пере-
менной p. 

Если же уравнение (10) имеет один ко-
рень в указанном интервале, то асимптоти-
ка при 0r →  определяется только одним 
сингулярным слагаемым (первым членом 
в выражении (17)). Заметим, что показа-
тели сингулярности напряжений 11 p− +  и 

21 p− +  будут достаточно близки друг к дру-
гу (как это отмечалось ранее) только для 
очень жестких включений.

Согласно критерию, предложенному 
в работе [17], трещина продольного сдви-
га будет распространяться в направлении 

*,θ = θ  где напряжения zθτ  имеют макси-
мальную величину. Тогда, предполагая, что 
вязкость разрушения межфазных границ 
превосходит вязкость разрушения материа-
лов матрицы и включения, а асимптотика 
(17) имеет одночленный вид, из формул 
(18) находим значения углов *

kθ  в каждой 
упругой области:

* 1
1 2 1arctg[ ].k k kp−θ = − ϕ ϕ

В частности, для области включения 
имеем выражение

* 1
1 1 1 1

1
1 1 1

arctg { sin[ ( )]sin 2 }

 {sin sin[ ( )]cos 2 } .

p m p p

p m p p

−

−

θ = − π − α β ×

× π − π − α β

Отсюда видно, что *
1 0θ =  при 0m =  и 

0,β =  т. е. в однородном и симметричном 
случаях. Кроме того, если включение име-
ет вид полуплоскости ( ),α = π  то трещина 
также будет распространяться прямолиней-
но при любых значениях параметров β и m, 
что было отмечено в работе [7].

На лучах *
kθ = θ  безразмерные касатель-

ные напряжения имеют вид

1

*
0* 2 2

1 21
00

( , )
( ) .

2 ( )
zk k

k k k k kp

r r
t

T r r
θ

− +

′τ θ ∆
θ = = λ ϕ + ϕ

Если величина угла * ,kθ  вычисляемая по 
формуле (19), выходит за пределы области 
Ωk, то максимальные напряжения в данной 
области имеют место на ее границе. Распо-
ложение наибольшего из трех максимумов 
безразмерных касательных напряжений 
определяет угол отклонения трещины от ее 
первоначального направления.

Зависимость угла отклонения трещины 
θ* от угла подхода трещины к включению 
β для жесткого и мягкого включений при 

2 3α = π  показаны на рис. 4. Приведенные 
данные позволяют заключить, что в случае 
жесткого включения при небольших углах 
асимметрии разрушение будет происходить 
во включении. По мере увеличения угла β 
трещина отклоняется в сторону ближайшей 
к ней границе раздела фаз, а затем, начи-
ная с некоторого значения этого угла, ее 
распространение происходит в области Ω2 

(17)

(18)

(19)
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матрицы. С возрастанием жесткости вклю-
чения растрескивание матрицы начина-
ется при меньших значениях углов β. Для 

2β > α  направление распространения тре-
щины отклоняется от луча 0θ =  в сторону 
включения.

Если 0,m <  то трещина будет подрас-
тать во включении вплоть до углов β, близ-
ких к 2 .π − α  С увеличением параметра β 
угол отклонения трещины от ее первона-
чального направления возрастает почти ли-
нейно, а отклонение происходит в сторону 
оси симметрии включения.

Заключение

Таким образом, результаты данной ра-
боты показывают, что для двухфазного ком-
позита с границей раздела фаз, имеющей 
угловую точку, асимптотика напряжений в 
вершине трещины продольного сдвига мо-
жет содержать, в отличие от случая гладкой 
границы, два сингулярных члена. В зависи-
мости от параметров композиции дальней-
шее распространение трещины может про-
исходить как в материале включения, так и 
в материале матрицы.

Рис. 4. Зависимости угла отклонения трещины θ* от угла β при значении α = 2π/3 
для жестких (1, 2) и мягких (3, 4) включений; значения m: 0,5 (1), 0,8 (2), –0,5 (3), –0,8 (4)
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А.И. Цыган, Д.А. Шалыбков, Д.П. Барсуков, О.А. Гогличидзе 

Физико-технический институт им. А.Ф. Иоффе РАН

АНАЛИЗ ДифференциальноГО вращениЯ  полярных шапок 
нейтронных звезд ДЛЯ СлучаЯ анизотропной проводимости 

вещесТВА ШАПОК

В статье рассматривается дифференциальное вращение жидких полярных 
шапок, вызванное магнитосферными токами, замыкающимися под поверхно-
стью нейтронной звезды. При этом учтена анизотропия проводимости и вяз-
кости вещества полярной шапки, связанная с сильным магнитным полем. По-
казано, что скорость этого вращения очень мала и почти весь электрический 
ток замыкается глубже – в твердой коре.

радиопульсар, нейтронная звезда, магнитная гидродинамика, диффе-
ренциальное вращение, анизотропная проводимость. 

Введение 

Согласно современным представле-
ниям, токовый механизм – это одна из 
основных причин торможения радиопуль-
саров (см., например, работы [1–5]). Рас-
сматривается, как правило, область откры-
тых силовых линий [6] (пульсарная трубка), 
по которой протекает электрический ток j 
[5]. Для того чтобы нейтронная звезда не 
заряжалась по границе открытых и замкну-
тых силовых линий, в противоположном 
направлении течет возвратный ток [2, 7, 8].  
В результате суммарный ток по пульсарной 
трубке оказывается равным нулю [5, 9].  
Возвратный ток (весь или частично) может 
течь и внутри пульсарной трубки – вдоль 
силовых линий магнитного поля, на ко-
торых расположены внешние зазоры [9]. 
Эти токи замыкаются под поверхностью 
нейтронной звезды; при этом направле-
ние части электрического тока оказывается 
перпендикулярным вектору индукции маг-
нитного поля B, что приводит к появлению 
силы Лоренца (1 / ) [ ],c ×j B  действующей 
на вещество нейтронной звезды и тормо-
зящей ее вращение [2]. При поверхностной 
температуре 510surfT >  K поверхностные 

Рис. 1. Схема к постановке задачи:
на поверхности твердой коры (1) z = –L нейтрон-
ной звезды лежит слой жидкости (2) толщиной L  
(область выделена серым тоном), а над ним рас-
положена область магнитосферы (3) (z > 0). Тонкие 
стрелки – силовые линии магнитного поля с ин-
дукцией B0; жирные черные стрелки – электриче-
ские токи j, поступающие из магнитосферы и про-
текающие в нейтронной звезде; Ω – вектор угловой  
скорости вращения твердой коры вокруг оси z  

(направлена против силы тяжести)
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слои нейтронной звезды представляют со-
бой океан глубиной L, равной примерно  
10 – 100 м, ниже которого расположена 
твердая кора [10]. Электрический ток может 
замыкаться как в глубине твердой коры, так 
и в океане (рис. 1). При этом сила Лоренца, 
приложенная к жидкости, приводит к по-
явлению дифференциального вращения. 

В данной статье мы будем рассматри-
вать только случай нерелятивистского ста-
ционарного осесимметричного течения не-
сжимаемой жидкости, пренебрегая всеми 
эффектами общей теории относительности, 
а также поправками порядка 21 / c  [2, 11]. 
При этом мы будем учитывать анизотро-
пию проводимости и вязкости вещества 
жидкого слоя полярных шапок, связанную 
с магнитным полем.

Уравнения магнитной гидродинамики  
несжимаемой жидкости

Рассмотрим тонкий слой жидкости, ле-
жащий на поверхности нейтронной звезды. 
Толщину слоя L будем считать малой по 
сравнению с радиусом нейтронной звезды 

610nsR ≈  см, т. е. nsL R  [10]. Пренебрегая 
в связи с этим кривизной поверхности ней-
тронной звезды, будем считать слой жид-
кости плоским и бесконечным. Введем ци-
линдрическую систему координат ( , , )r zφ  
с осью, направленной вверх (против силы 
тяжести). Жидкий слой занимает область 

0;L z− < <  при z L< −  расположена твер-
дая кора, которая вращается твердотельно, 
с угловой скоростью Ω ,z= Ωe  а при 0z >  
располагается пульсарная магнитосфера, 
заполненная крайне разреженной плазмой. 
Со стороны магнитосферы по магнитным 
силовым линиям пульсарной трубки подво-
дится электрический ток j, который может 
замыкаться как в области жидкого слоя, 
так и в области твердой коры (см. рис. 1). 
Наличие этого тока приводит к возникно-
вению в слое дифференциального враще-
ния жидкости. Будем считать жидкость в 
слое вязкой и хорошо проводящей. И что-
бы найти течение жидкости, воспользуем-
ся уравнениями магнитной гидродинамики 
несжимаемой жидкости [12]:

/ rot ;t c∂ ∂ = −B E

div 0;=B

( )/ ( )

1
[rot ] ;

4 vis

t

P

ρ ∂ ∂ + ⋅ =

= −∇ + × + + ρ
π

v v v v

B B F g

div 0;=v  const,ρ =

где E – вектор напряженности электриче-
ского поля; B – вектор индукции магнит-
ного поля; v – скорость течения жидкости; 
,ρ  P – плотность и давление жидкости; 

vis visF α αβ= σ  ( vis
αβσ  – тензор вязких напряже-

ний); g – ускорение свободного падения  
( ,zg=g e  0g < ).

В силу тонкости слоя будем считать, что 
const.g ≈  В данной работе рассматривают-

ся только установившиеся течения, поэто-
му ограничимся нахождением только ста-
ционарных решений, когда все величины 
не зависят от времени t. Кроме того, чтобы 
упростить задачу, ограничимся соосным 
случаем и будем рассматривать только осе-
симметричные течения, когда все величины 
не зависят от азимутального угла φ . Чтобы 
исключить из уравнения (1) электрическое 
поле E, воспользуемся законом Ома, кото-
рый запишем в следующем виде [13 – 15]:

||

1
[ ]

[ [ ]] ( ) [ ],B B B B H B

c
R R R⊥

+ × =

= × × + ⋅ − ×

E v B

e j e e e j e j

где / ;B B=e B  ||( , , )HR R R⊥  – компоненты 
тензора сопротивления [13]. 

Согласно работе [13], при 12
0 10B ≈  Гс 

для вещества на поверхности нейтронной 
звезды можно грубо оценить отношение 
сопротивлений как

21
~ ~ 10 1;H

H
B scat

R
R

−

⊥

χ =
ω τ



|| 4
|| 2 2

1
~ ~ 10 ,H

B scat

R

R
−

⊥

χ = χ
ω τ



где Bω  – циклотронная частота ионов, scatτ – 
характерное время столкновений. 

Тогда уравнение (1) примет вид
2

||

rot[ ] rot( [ [rot ]
4

( rot ) [ rot ]),

B B

B B H B

c
R

R R

⊥× = × × +
π

+ ⋅ − ×

v B e B e

e e B e B

где было учтено, что (1)

(2)

(3)

(4)

(5)

(6)
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4
rot .

c
π

=B j

Рассмотрим сначала невозмущенное те-
чение, когда к слою не подводится никако-
го электрического тока. Будем считать, что 
в этом случае жидкость вращается твердо-
тельно, с той же угловой скоростью Ω, что 
и кора, и запишем течение в виде

;r φ= Ωv e 0 0 ,zB=B e

где const,Ω =  0 const;=B

0; 0;vis
αβ= σ =j

2 2
0( , ) ( / 2).P P r z gz z= = ρ − + Ω

Пусть теперь к слою подводится элек-
трический ток  ( ) .z zj r=j e

Создаваемое этим током течение будем 
искать в виде

;r φ= Ω + δv e u

0 ;zB= + δB e B

0( , ) .P P r z P= + δ

Величину тока j будем считать малой и 
в дальнейшем будем учитывать только по-
правки, линейные по величинам ,δu  δB  
и .Pδ  Рассмотрим величину .visF  Соглас-
но равенствам (9)), тензор натяжений vis

αβσ  
является величиной 1-го порядка малости. 
Поэтому при его вычислении можно поло-
жить 0 .zB=B e  Будем считать, что тензор 
вязких натяжений vis

αβσ  задается выражени-
ем (4.41) из работы [15] (см. также [16]). 
Тогда с учетом (4) тензор vis

αβσ  принимает 
вид [15, 16]:

0 1

1
3

/
2

( )
2

;

rr
vis zz

rr r

W

W W Wφφ φ

ν − ζ
σ ρ = − +

ν
+ − + ν

0 1

1
3 ;

/
2

( )
2

vis zz

rr r

W

W W W

φφ

φφ φ

ν − ζ
σ ρ = − −

ν
− − − ν

3
1 3/ ( )

2
;r

vis r rr rW W W Wφ
φ φφ φ

ν
σ ρ = ν − − + ν

1
0/

2
;zz

vis zzW
ζ σ ρ = ν + 

 

2 4/ ;rz
vis rz zW Wφσ ρ = ν + ν

2 4/ ,z
vis z rzW Wφ

φσ ρ = ν − ν

где Aν  – коэффициенты кинематической 
сдвиговой вязкости (А = 1–4); 1ζ –  коэф-
фициент второй кинематической объемной 
вязкости (коэффициент первой объемной 
вязкости не вошел в эти формулы ввиду 
условия (4));Wαβ  – тензор «деформаций», 
который с учетом уравнения (4) и  ази-
мутальной симметрии течения принимает 
следующий вид:

2 ;r
rr

u
W

r
∂δ

=
∂

 ;r

u u
W

r r
φ φ

φ

∂δ δ
= −

∂
2

;rW u
rφφ = δ

;zr
rz

uu
W

z r

∂δ∂δ
= +

∂ ∂
 ;z

u
W

z
φ

φ

∂δ
=

∂

2 .z
zz

u
W

z

∂δ
=

∂
Будем для простоты предполагать, что в 

рассматриваемом приближении коэффици-
енты сдвиговой вязкости Aν  (А = 1 – 4), а 
также коэффициент второй объемной вяз-
кости 1ζ  можно считать постоянными, т. е.  
не зависящими от координат. При этом, 
согласно работе [15], при 12

0 10B ≈  Гс от-
ношения вязкостей 0/A Aξ = ν ν  (А = 1 – 4) 
могут быть оценены как 

4
1 2

;
1

~ ~ 10
B scat

−ξ
ω τ

 2
2

1
~ 0 ;~ 1

B scat

−ξ
ω τ

2 1;4ξ ≈ ξ  4 3.2ξ ≈ ξ

Заметим также, что согласно равенствам 
(9) , величина j тоже является величиной 
1-го порядка малости и, соответственно, в 
правой части уравнений (5) и (6) можно по-
ложить ,B z=e e  rot rot( },= δB B  а коэффи-
циенты  ,R⊥  ||,R  HR  вычислять в нулевом 
приближении. Для того чтобы упростить 
задачу, предположим, что в нулевом при-
ближении величины ,R⊥  ||,R  HR  не зависят 
от координат. 

Запишем все уравнения в безразмерном 
виде. Пусть l – характерный пространствен-
ный масштаб. Удобно в качестве l взять ве-
личину, сравнимую с размером полярной 
шапки ;pcR  и стоит отметить, что в этом 

(7)

(11)

(10)

(9)

(8)

(12)

(13)

(14)

(15)

(15)

(16)

(17)
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случае можно ожидать, что 2(10 10) .L l−≈ −  
Далее вместо r, z, L будем использовать 
безразмерные величины, сохранив для них 
те же самые обозначения, т. е.

,r lr→  ,z lz→  .L lL→

Положим

,
l
⊥η

δ =u u  0 ,Bδ =B b

0
2

,P p
l

⊥ρν η
δ =

 
0

4
Bc
l

=
π

j J

и введем обозначения 
2

4
;

c
R⊥ ⊥η =

π
 

2

0

Re ;
lΩ

=
ν

 
2 2
0

0

Ha ,
4
B l

⊥

= ⋅
πρ ν η

где ⊥η  – перпендикулярная компонента 
тензора магнитной диффузии, Re – число 
Рейнольдса, Ha – число Гартмана. 

Для радиопульсара со значениями 
12

0 10B =  Гс, P = 1 c, полагая 4~ 10ρ  г/см3 
[10], 2

0 ~ 10−ν  см2/с [17], 18
|| ~ 10σ ед. СГС 

[18], а также 4,~ 10−χ


 мы можем грубо 
оценить значения чисел Рейнольдса и Гар-
тмана как 11Re 10≈   и 12Ha ~ 10 .

С учетом всего вышеизложенного урав-
нения (6), (2) – (4) могут быть записаны 
как 

22

2 2
( ) ;r r

r H

bu b
L b

z z z
φ∂∂ ∂

− = + + χ
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2 2

2 2
( ) ( );r

H r

u b b
L b L b

z z z
φ φ

φ

∂ ∂  ∂
− = − χ + + χ ∂ ∂ ∂ 



2
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1 1
;z z z
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bu b b
r r

z r r r r r zz
φ∂∂ ∂ ∂   ∂ ∂

− = + − χ   ∂ ∂ ∂ ∂ ∂∂   
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1 1
;z z z
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bu b b
r r

z r r r r r zz
φ∂∂ ∂ ∂   ∂ ∂

− = + − χ   ∂ ∂ ∂ ∂ ∂∂   
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u
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r r z
φ
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r r z

∂∂
= +

∂ ∂

1
0 ( ) ,z
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b
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∂∂
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∂ ∂

где были введены обозначения

1
1

0

;zu
p p

z

∂ ζ
= − ν ∂ 

 
2

2 2

1
( ) .

f f f
L f

r rr r
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= + −
∂∂

При написании уравнения (22) было 
учтено условие несжимаемости жидкости 
(26) . Согласно равенству (27), можно по-
ложить 

,r

a
b

z
φ∂

= −
∂

 
1

( ),zb ra
r r φ

∂
=

∂
и соответственно уравнения (20) и (22) мо-
гут быть записаны в виде

2

2
( ) .r H

a b
L a u

zz
φ φ

φ

∂ ∂
+ = + χ

∂∂
Подставляя полученное выражение в 

уравнение (21), получаем равенство
2

2
2

(1 ) ( ) ( ).H H r

b
L b u u

zz
φ

φ φ

∂ ∂
+ χ + χ = − + χ

∂∂ 

Учтем, что в рассматриваемом случае 
0Eφ =  и поэтому -юφ  компоненту уравне-

ния (5) в линейном приближении можно 
записать в виде

.zr
H r

bbb
u

z r z
φ∂∂  ∂

− = − χ + ∂ ∂ ∂ 
Подставим это выражение в равенство 

(23) и, соответственно, получим:
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Отметим также, что в рассматриваемом 
приближении компоненты электрического  
поля выражаются как

0

2

1
1 ( )

( ) (1 ) ;

r

H r H

cE
lr ra

B r r

b
u u

l l z
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lr rb
B z l r r

φ ⊥
φ

∂ η ∂
= −Ω + χ

∂ ∂

0,Eφ =

а компоненты электрического тока J мож-
но записать в виде
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∂

 
1

( );zJ rb
r r φ

∂
=

∂
2

2
( ) .
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J L a
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φ φ

 ∂
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Будем считать, что величины ,u , ,φb  ,φa  

1p  убывают с ростом r достаточно быстро 
для того, чтобы к ним можно было приме-
нять разложение в интеграл Ганкеля [19]. 
Тогда величины ,ru  ,uφ  ,bφ  aφ  представим 
в виде

10
( , ) ( , ) ( ) ;f r z k f k z J kr dk

+∞
= ∫ 

10
( , ) ( , ) ( ) ,f k z r f r z J kr dk

+∞
= ∫

и их образы будем обозначать знаком верх-
ней тильды: соответственно ,ru  ,uφ  ,bφ

  .aφ

Величины zu  и 1p  запишем в виде

00
( , ) ( , ) ( ) ;f r z k f k z J kr dk
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= ∫ 

00
( , ) ( , ) ( ) ,f k z r f r z J kr dk
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= ∫

а  их образы будем обозначать соответ-
ственно как zu  и 1.p

Подставляя данные разложения в 
уравнения (24) – (26), (29), (30) и (32), 
видим, что в полученных уравнениях пе-
ременные разделяются и их можно запи-
сать в виде 
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∂
−ξ + ξ

∂



  



 





2
2 2

1 2 2

2
2 2

3 4 2

2Re Ha

 ;

r

r
r r

b u
u k u

z z

u
k u k u

z

φ φ
φ

∂ ∂
= − ξ + ξ +

∂ ∂
 ∂

+ ξ − ξ + ∂ 





 



 

2 2
21

2 42 2
2 ;z z

z

uu up
k u k

z zz z
φ  ∂∂ ∂∂

= − ξ + + ξ  ∂ ∂∂ ∂ 


 





0;z
r

u
ku

z

∂
+ =

∂





2
2 2

2
(1 ) ( );H H r

b
k b u u

zz
φ

φ φ

∂ ∂
+ χ − χ = − + χ

∂∂ 





 

2
2

2
.r H

a b
k a u

zz
φ φ

φ

∂ ∂
− = + χ

∂∂





 

Граничные условия 

Рассмотрим сначала область z L< −  и 
граничные условия при .z L= −  Обозна-
чим все величины, относящиеся к области 

,z L< −  знаком   . Согласно условиям за-
дачи, данная область заполнена твердым 
телом, вращающимся с угловой скоро-
стью Ω ,z= Ωe  и соответственно 0δ =u



 при 
.z L< −  Требуя, чтобы при z L= −  скорость 

δu  была непрерывна, получаем:

0,r z L
u

=−
=  0,

z L
uφ =−

=  0.z z L
u

=−
=

Предположим теперь, что при z L< −  
выполняется закон Ома (5) с коэффици-
ентами сопротивления ,R⊥  ,R



 .HR  Введем 
обозначения 

2( / (4 )) ,c R⊥ ⊥η = π ,/R R⊥χ =
 

/ .H HR R⊥χ =  

В дальнейшем для простоты будем счи-
тать, что ,⊥η  ,χ



 Hχ  не зависят от коор-
динат. Тогда для нахождения магнитного 
поля в области z L< −  можно использовать 
уравнения (43) и (44), которые в рассма-
триваемом случае принимают вид

2
2 2

2
(1 ) 0H

b
k b

z
φ

φ

∂
+ χ − χ =

∂ 



 ;

2
2

2
.H

a b
k a

zz
φ φ

φ

∂ ∂
− = χ

∂∂







Их решение можно записать как

(33)

(34)

(35)

(36)

(37)

(38)

(39)

(39)

(40)

(41)

(42)

(43)

(44)

(45)

(46)
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( , ) ( ) ( ; ) z zb k z k e k e
+ −α −α
φ φφ = +  

2 2

( , ) ( ) ( ) 

( ( ) ( ) ),

kz kz

z zH

a k z k e k e

k e k e
k

+ − −
φ φφ

+ −α −α
φ φ

= + +

χ α
+ −

α −

  

 

где введено обозначение
2/ (1 ) .Hkα = χ + χ



Наложим условие 0bφ →  и 0aφ →  при 
0,z →  тогда ( ) 0k

−
φ =  и ( ) 0.k

−
φ =  Потре-

буем, чтобы при z L= −  были непрерывны 
величины B и rE  (в силу (35) непрерыв-
ность 0Eφ =  выполняется автоматически). 

Принимая во внимание, что 
0

0
z L=− ±

=u  
и учитывая соотношения (28) и (33), эти 
условия можно переписать в следующем 
виде:

0 0
,

z L z L
a aφ φ=− + =− −

= 



0 0

;
z L z L

a a

z z
φ φ

=− + =− −

∂ ∂
=

∂ ∂





0 0
,

z L z L
b bφ φ=− + =− −

= 



2 2

0 0

(1 ) (1 ) .H H

z L z L

b b

z z
φ φ

⊥ ⊥

=− + =− −

∂ ∂
η + χ = η + χ

∂ ∂





Подставляя сюда решение (47), (48), по-
лучаем равенства

0

0;

z L

b
kDb

z
φ

φ

=− +

 ∂
 − =
 ∂ 





0
0

,
z L

z L

a
ka Qb

z
φ

φ φ =− +
=− +

∂ 
− = ∂ 







где введены обозначения

2

21

)1(
;H

H

D ⊥

⊥

χ + χη
=

η + χ


2
.

1  

H

H

Q
χ χ

=
χ + + χ





К приведенным здесь выражениям ко-
эффициентов D  и Q  надо относиться 
осторожно. Дело в том, что при их вы-
воде  предполагалось, что на масштабах 
~ 1 / α  проводимость постоянна и можно 
не учитывать сферичности звезды. Однако 
масштаб 1 / α  вполне сравним с 210  радиу-

сов полярной шапки 1 / ,k  т. е. с радиусом 
нейтронной звезды nsR  [2]. Поэтому для 
реальных нейтронных звезд коэффициент 
D  должен весьма заметно отличаться от 
выражения (53). Важно отметить, что, ско-
рее всего, он будет зависеть от k (переходя 
при k → +∞  в выражение (53)). 

Чтобы проиллюстрировать данное 
утверждение, рассмотрим ситуацию, когда 
проводимость в области L z L− − ∆ < < −  
постоянна и описывается с помощью за-
кона Ома (5) с независящими от коорди-
нат коэффициентами ,R⊥  ,R



 ,HR  а при 
z L< − − ∆  проводимость тоже постоянна, 
но коэффициенты равны уже ,'R ⊥  ,'R



 .'HR  
Введем обозначения 2( / (4 ,)) 'c R′

⊥ ⊥η = π  
' ' / ' ,R R ⊥χ =
 

 ' ' / 'H HR R ⊥χ =  и будем 
считать, что 0bφ →  и 0aφ → при .z → −∞  
Тогда

sh( ) ' ch( )
;

ch( ) ' sh( )

D k
D D

D k
∞

∞
∞

α α∆ + α∆
=

α α∆ + α∆

2 2

2 2

2 2

 

ch( ) ' sh( )

'
' ,

H

k

H

D
Q k

k D

e

D k

D k
Q

k

∞

− ∆

∞

∞
∞

 χ α
= α − + 

α −  
α

+ ×
α α∆ + α∆

 α −
× − χ 

α − 
где введены обозначения

2

2

(1 )
,

(1 )
H

H

D
k

⊥
∞

⊥

η + χα
=

η + χ

 2

2

' (1 ' )'
' ;

(1 )
H

H

D
k

⊥
∞

⊥

η + χα
=

η + χ

' '
' ,

'
HQ

k∞

χ α
=

α +  2

'
' .

1 'H
k

χ
α =

+ χ


Отсюда сразу видно, что в общем слу-
чае коэффициенты D  и Q  зависят от k. 
При этом легко заметить, что величины D∞  
и 'D ∞  совпадают с выражением (53) для 
проводимостей AR  и 'AR  соответственно; 
аналогично 'Q ∞  совпадает с выражением 
(54) для проводимости .'AR  В случае если 

~ 1k  и 1,α∆   получаем ' .D D ∞≈  Поэ-
тому при рассмотрении плавной части ре-
шения разумно положить D  равным .'D ∞  
Напротив, при рассмотрении резко меняю-
щихся профилей тока zJ  основной вклад в 
максимальное значение скорости uφ  дают 
области 1.k   При этом вполне допустима 

(47)

(48)

(49)

(50)

(51)

(52)

(53)

(54)

(55)

(56)

(57)
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ситуация, когда 1α∆   и .D D∞≈  Поэтому 
при нахождении максимальных значений 
скорости uf  разумно использовать выраже-
ние (53). Однако следует иметь в виду, что 
в обоих случаях 210 1.D −


Рассмотрим теперь область 0z >  и гра-

ничные условия при 0.z =  Обозначим все 
величины, относящиеся к области 0,z > , 
знаком     . Будем считать, что эта область 
заполнена веществом с очень низкой про-
водимостью поперек магнитного поля и с 
очень высокой проводимостью вдоль него 
[2]. В связи с этим будем считать, что 

R⊥ → +∞  и  0R →


 

(а также  0Hχ → ).

Тогда из уравнения (5) получаем   ,BJ=J e  
и соответственно в линейном приближении 
уравнение (7) можно записать в следующем 
виде:


0,
b
z

φ∂
=

∂
 ( ,

1
) zrb J

r r
φ

∂
=

∂





2

2
( ) 0.

a
L a

z
φ

φ
∂

+ =
∂

Из первого равенства (59) следует, что 
в области 0z >  величина bφ зависит толь-
ко от r. Второе равенство связывает дан-
ную величину с плотностью электрическо-
го тока  const( ).zJ z=  Третье равенство дает 
формулу




 ( , ) ( ) exp( ) ( ) exp( ).a k z k kz k kz
+ −

φ φ φ= + −   

Если потребовать, чтобы  0aφ →  при 
,z → +∞  то  получим, что  ( ) 0k

+

φ =  и, со-
ответственно, 







/ 0.a z kaφ φ∂ ∂ + =

Если поставить условие непрерывности 
магнитной индукции B при 0,z =  то c уче-
том вышеизложенного граничные условия 
при 0z =  можно переписать в виде

0 0

0;
z

a
ka

z
φ

φ

= −

∂ 
+ = ∂ 









0 0
( ) ( ),

z
b k b kφφ = −

=

где функция  ( )b rφ считается заданной и ее 
образ обозначен как  ( ).b kφ  

Касаясь условия непрерывности ком-
понент rE  и ,Eφ  следует отметить, что в 
силу равенства (35) непрерывность Eφ  вы-

полняется автоматически. Условие же не-
прерывности компоненты rE  совместно 
с уравнением (33) фактически служат для 
определения скорости  .uφ

Будем считать, что среда, заполняющая 
область 0,z >  очень разрежена, т. е.  0.ρ →  
В связи с этим потребуем, чтобы  поток ве-
щества внутрь области 0 :z >  отсутствовал:

0 0
0.z z

u
= −

=

Налагаем также условия непрерывно-
сти потоков r- и -φ компонент импульса на 
границе 0.z =  Эти условия можно запи-
сать иначе, если дополнительно учесть, что 
компоненты вектора B на данной границе 
непрерывны, а также положить  0.ρ ≈  Они 
примут следующий вид:

0 0
0;rz

vis z = −
σ =

0 0
0.z

vis z

φ

= −
σ =

Используя выражения (15), (17), а также 
условие (62), получаем, что при 2 0ν ≠  и 

4 0ν ≠  условия (63) можно записать как

0 0

0;r

z

u
z = −

∂
=

∂


0 0

0.
z

u

z
φ

= −

∂
=

∂



Здесь необходимо отметить, что усло-
вие непрерывности z-компоненты импуль-
са было проигнорировано. Дело в том, что 
в это условие входит  отклонение уровня 
жидкости h(r) от поверхности 0z =  (здесь 

( )z h r= – это высота, на которой в точке 
r заканчивается область жидкости и на-
чинается область разреженной плазмы). С 
точностью до членов 1-го порядка данное 
условие имеет следующий вид:

0 0 0
( , ( )) ( ) 0.zz

vis z
P r z h r P

= −
= + δ + σ =

Это равенство показывает, что факти-
чески данное условие не налагает ограни-
чений на течение, но может служить для 
определения функции h(r). 

Следует отметить, что из-за большой 
силы тяжести, а именно 14 15~ 10 10g −  см/с2  
[10], на поверхности нейтронной звезды, 
даже в нулевом приближении, величина 

2( ) 10h r −  см, т. е. ( ) .h r l  Это позволяет 
при вычислениях в первом порядке не учи-
тывать условия (65) и считать, что всюду 
( ) 0.h r ≈  

Подведем итоги данного раздела. На 
нижней границе z L= −  мы будем требо-

(58)

(59)

(60)

(61)

(62)

(63)

(64)

(65)
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вать выполнения условий (45), (51) и (52), 
причем для простоты будем далее считать, 
что коэффициенты D  и Q  не зависят от 
k и задаются выражениями (53), (54). На 
верхней границе z = 0 будем требовать вы-
полнения условий (60) – (62) и (64). При 
этом входящая в условие (61) функция 
 ( )b rφ  считается известной (ее образ обо-
значается как  ( )b kφ ), а величина электри-
ческого тока, падающего из магнитосферы 
на слой, следует выражению 

 

0

1
( ).z

z
J rb

r z
φ

=

∂
=

∂

Решение уравнений 

Рассмотрим течение в области 
0.L z− < <  Поскольку для радиопульсаров 

можно ожидать, что 12Ha ~ 10 1,  то бу-
дем вычислять все величины только в пер-
вом неисчезающем порядке, пренебрегая 
всеми поправками порядка ~ 1 / Ha. При 
этом будем полагать, что либо значение 
числа Рейнольдса Re 1  (невращающаяся 
нейтронная звезда), либо Re ~ Ha  (нор-
мальный радиопульсар). Для того чтобы 
упростить вычисления и избежать пробле-
мы пересечения мод, будем также считать, 
что все величины Aξ  различны (хотя бы с 
точностью примерно 10 %) и ни одна из 
них не обращается в нуль.

Итак, будем искать решение уравнений 
(39) – (44) в виде 

( ) exp( ).f z f z= ⋅ α 

Тогда получаем: 

2 2 2
2 1Ha ( ;)rSu b k uφ φ= α + ξ α − ξ

 

2 2
1 4

2 2 2 2
2 1

Ha

 ( ( ) (1 ) Ha ;)

H

r

Su kp k u b

k k u

φ φ φ− = − ξ − χ α +

+ ξ α + − + ξ −



  



2 2 2
1 4 2(2 ( )) ;zp ku k uφα = ξ α + α − ξ α +  

0 ;r zku u= + α 

( );H rMb u uφ φ= −α + χ

 

2 2( ) ,r Hk a u bφ φα − = + αχ 

 

где введены обозначения 
2 2 2

4 32Re ( ,)S k k= + ξ α + − ξ

2 2 2(1 ) .HM k= + χ α − χ


Соответственно при 0α ≠  и ( ) 0M α ≠  
имеем соотношения

2 2 2

2 2 2 2
2 1

( Ha )

(( ) Ha ) ;
H rS M u

k M uφ

⋅ + χ α =

= ξ α − ξ ⋅ − α





2 2 2 2

2 2 4

( )

;

Ha

( Ha )

H

H r

S M u

M F u

φ−α ⋅ + χ α =

= ⋅ + χ α





;z r

k
u u= −

α
 

2 2

1 4 2 2

( )
2 ;r

k
p ku kuφ

 α +
= ξ + ξ − α 

  

( );H rb u u
Mφ φ

α
= − + χ

 

2 2 2
2 2

1 1
(( ) ),

( ) r Ha k u u
Mkφ φ= ⋅ ⋅ α − χ − α χ

α − 

  

 
× 

× 2 2 2
2 2

1 1
(( ) ),

( ) r Ha k u u
Mkφ φ= ⋅ ⋅ α − χ − α χ

α − 

  

где введено обозначение

2 2 2 2 2 2 2
2 1( ) (3 ) Ha .F k k= ξ α + − + ξ α − α

Отсюда сразу видно, что при 2 2kα =  
мы получаем  ненулевое решение: 0,aφ ≠  а 
остальные величины равны нулю. 

Это решение описывает потенциальное 
магнитное поле, очевидно, удовлетворяю-
щее граничным условиям (45), (51), (52), 
(60) – (62), (64). Поскольку данная мода 
влияет только на полоидальное магнитное 
поле, то при нахождении остальных мод 
(они определяют скорость течения жидко-
сти u ) наличие данной моды необходимо 
учитывать только для того, чтобы удовлет-
ворить граничным условиям (52) и (60). 
Соответственно, пока нас не интересует 
полоидальное магнитное поле, мы можем 
спокойно игнорировать как моды 2 2,kα =  
так и граничные условия (52), (60). Следо-
вательно, полагая 2 2,kα ≠  получаем, что 
уравнение относительно величины α  име-
ет вид

2 2 2 2 2
2 1

2 2 4 2 2

 ( 2Ha ) ( )

 ( Ha ) Ha 0.
H

H

S S M k

M F F

α ⋅ + χ α + ξ α − ξ ×

× ⋅ + χ α − α =

Это уравнение является полиномом 4-й 
степени относительно величины 2α  и соот-

(66)

(67)

(68)

(69)

(70)

(71)

(72)

(73)

(74)

(75)

(76)

(77)

(78)



128

Научно-технические ведомости СПбГПУ. Физико-математические науки № 2(194) 2014

ветственно имеет четыре корня.
Рассмотрим сначала случай 2 2Ha  xα = , 

где ~ 1,x  2 2.kα   
Тогда с точностью до поправок порядка 

1/ Ha  уравнение (78) принимает вид
2 2 2 2
2 4

4 2

( ) (1 ) 

 2( ) 1 0.
H

H

x

x

ξ + ξ + χ +

+ ξ χ − ξ + =
Его решение имеет вид

1,2
2 4

1 1
,

1 H

x
is is

= ⋅
ξ − ξ − χ

где 1s = ±  задает выбор корня уравнения: 

1x  и 2x  соответствуют 1s = +  и 1s = −  со-
ответственно. При этом для данной моды 

.ru isuφ≈   
Введем также обозначения 

2 2
1 1Ha ,xα =  1Re( ) 0;α >   
2 2
2 2Ha ,xα =  2Re( ) 0.α >

Рассмотрим теперь случай 
4

2
2

,
Ha
k

xα =  

где ~ 1,x  2 2.kα   Тогда с точностью до 
поправок ~ 1 / Ha  уравнение (78) прини-
мает вид

2
2 2

2 1 1 2 12
0,

Ha
k

x S
 

− ξ + ξ χ + χ + ξ ξ χ = 
 

  

где введено обозначение 

1 4 22

Re
2 .S

k
= + ξ − ξ

Тогда, соответственно, получаем, что 
2

2
3,4 2 1 12

22
2

2 1 1 2 12

1
2 Ha

1
,

4 Ha

k
x S

k
s S

 
= ξ + ξ χ + χ + 

 

 
+ ξ + ξ χ + χ − ξ ξ χ 

 

 

  

где 1s = ±  опять задает выбор корня уравне-
ния: 3x  и 4x  соответствуют 1s = +  и 1s = −
соответственно.

В случае Re 1 получаем 3 2x ≈ ξ  и 

4 1 .x ≈ ξ χ


 При этом для данных мод 

,ru Puφ≈ 

где 3,4 3,4 1 1 3,4( ) / ( )HP x S x= − ξ χ χ − χ
 

. 
В случае Re 1  имеем 

2 1
3

1 2

;
H

P
S

ξ − ξ χ
≈

χ − χ ξ




 
2

1 1
4 12

2 1

,
Ha

HSk
P

− χ ξ
≈ − ξ χ

ξ − ξ χ



а при Re ~ Ha  получим  

3,4 3,4 1 1( ) / ( ) (1 / Ha).P x S O≈ − ξ χ χ =
 

Введем также обозначения 
2

3 3( / Ha) 0k xα = > ; 

2
4 4( / Ha) 0.k xα = >

Пусть вклад в величину ( )f z  моды A ра-
вен A Af C+ +

  при Aα = α  и A Af C− −
  при ,Aα = −α  

где ,AC +  AC −  – амплитуды соответствующих 
мод, 1 4.A = −

Тогда, пренебрегая модами 2 2,kα =  ко-
торые, как уже отмечалось, влияют только 
на потенциал ,aφ  запишем полное решение 
в области 0L z− < <  в следующем виде:

4
  

1

( ) ( ).A Az z
A A A A

A

f z f C e f C eα −α+ + − −

=

= +∑  

Слагаемые 1,2f +
  будем учитывать только 

вблизи границы 0,z =  а слагаемые 1,2f −
  – 

только вблизи границы .z L= −  Подставим 
решение (83) в граничные условия (45), 
(51), (61), (62), (64).

В результате получаем, что при 
0,L z− < <  с точностью до поправок 

~ 1 / Ha,













1 2

1 2

1 2

2

1 2

2

1 2

( ) ( ) 2
2

1 2

2

1 1 1
(1 ) ( )

2

Re
( ) 2

Ha

1
( ) ;

2 2

z z

r

H

z L z L

z z

i e e
u k b

i
kb D z

L

e e k b

e e L
z L z

α α

φ

φ

−α + −α +
φ

α α

 
= − χ − + α α 

  
+ + χ − −   α α 

− + χ


  
+ − − −   α α  

×

×















1 2
2 2

1 2

1
(1 ) ;

2

z z

H

e e
u b kD k z L

α α

φφ

   
= + χ + χ + − +     α α   



 ×

×



1 2
2 2

1 2

1
(1 ) ;

2

z z

H

e e
u b kD k z L

α α

φφ

   
= + χ + χ + − +     α α   













1 2

2
2

2 2

( ) ( )

1 2

Re
 ( )

Ha

(1 )
2

1 1
;

z

H

z L z L

u k b z z L

i
k b D

z z
e e

L L

φ

φ

−α + −α +

= − χ + −

− + χ ×

    × + − +    α α    




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



1 2( ) ( )

1 2

1 1
1 ,

2
z L z LH Hi ikD

b b e e−α + −α +
φφ

  + χ − χ
= − +   α α  







1 2( ) ( )

1 2

1 1
1 ,

2
z L z LH Hi ikD

b b e e−α + −α +
φφ

  + χ − χ
= − +   α α  



где введено обозначение 

1

2

1
( ) 1 (exp( ( ))

2
exp( ( ))).

z z L

z L

= − −α + +

+ −α +



Давление 1p  с точностью до поправок 
~ 1 / Ha  не зависит от z и выражается как









2 2
1

1 2

2

1 1
Ha (1 )

2

2 Re (1 ) .
2

H

H

i
p b D

L

kL
b D

φ

φ

 
= + χ − − α α 

 − + χ + χ 
 





Что касается полоидального магнитно-
го поля, то с учетом вклада потенциальной 
моды и граничных условий (52), (60), с точ-
ностью до поправок ~ 1 / Ha,  его можно 
записать в виде:













1 2

( )
2

2

1 2

( ) ( )
2 2
1 2

Re
 (2 )

Ha

1 1
 (1 )

2

 ,
2

kz k z L
p p

H

z L z LH H

a C e C e b z L

iD
b

kL

i ikD
b e e

+ − − +
φφ

φ

−α + −α +
φ

= + − χ + −

 
− − + χ + α α 

 χ − χ +
+ + α α 





где амплитуды потенциальной моды pC +  и 

pC −  следуют выражениям









2

1 2

2

1 1
(1 )

4

Re
1 ;

2Ha

p H

iD
C b

kL

b kL
k

+
φ

φ

 
= − + χ + α α 

 + χ + 
 



















2

2

1 2

1 2

Re
1

2 2Ha

1 1
 (1 )

4

 ,
4

p

H

H H

Q b kL
C b

k k

iD
b

kL

i iD
b

φ−
φ

φ

φ

 = − − χ + + 
 

 
+ − + χ − α α 

 χ − χ +
− + α α 



и соответственно при 0Q ≠ можно напи-
сать, что



 ( )

2
.k z LQ

a b e
k

− +
φφ ≈ −

Предположим теперь, что при 0z =  
электрический ток zJ  можно записать как 

 

1 ( ),z surfJ G r= 

где введены обозначения

00
( )  ( ) ( ) ;n

nG r k F k J kr kdk
+∞

= ∫ 

1 10
( )  ( ) ( ) .nF r k F k J kr kdk

+∞
= ∫ 

При этом очевидно, что 

 

0 0
0

 ( ),surf
z

B B F rφ
=

δ =     ( );surfb F kφ =   

( )1 0

1
,G rF

r r
∂

=
∂

 2 0( );G L G= −  

1
2 0( ).

G
F L F

r
∂

= − = −
∂

Тогда учитывая, что в рассматриваемом 
приближении величины 1,α  2α  и D  не за-
висят от k, получаем, что при 0,L z− < <  с 
точностью до поправок ~ 1 / Ha,



1 2

1 2

1 2

2
1 2

2

1 2

( ) ( )
1 2

2
1 2

( )
2

1 1 1
(1 ) ( )

2

Re
 ( ) ( ) 2  

Ha

1
( ) ( );

2 2

z z
r

surf

H

z L z L

z z

u i e e
F r

i
D z

L

e e F r

e e L
z L z F r

α α

−α + −α +

α α

 
= − χ − + α α 

  
+ + χ × − −   α α 

×

×

− + χ


  
+ − − −   α α  













1 2

2
1

2
1 2

(1 ) ( ) ( )

1
( );

2

H

surf

z z

u
D z F r

e e
z L F r

φ

α α

= + χ +

  
+χ + − +   α α  








1

2

32

( )2

1

( )
2

2

Re
( ) ( )

Ha

1
(1 )

2

1
( );

z

surf

z L
H

z L

u
z z L G r

i z
D e

L

z
e G r

L

−α +

−α +

= − χ + −

  − + χ + −  α  
 − +  α  

⋅



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

1

2

( )
0

1

( )
1

2

1
( )

2

1
 ( );

z LH

surf

z LH

b iD
F r e

i
e F r

φ −α +

−α +

 + χ
= − + α

− χ
+ α 







2
20

02
1 2

2
0

12

(1 )
4

1 1 Re
 2 ( )

2 Ha

Re
( ).

4 Ha

surf H

surf

B
p D

i
G r

L

B
LG r

δ = ⋅ ⋅ + χ ×
π

  
× − − −   α α  

− ⋅ ⋅ χ
π 





Подставляя выражение (98) в формулы 
(36), получаем, что в области 0L z− < <  ве-
личина zJ  практически не зависит от z:



1

2

( )
1

1

( )
2 1

2

1
( )

2

1
( ) ( ).

z Lz H

surf

z LH

J iD
G r e

i
e G r G r

−α +

−α +

 + χ
= − + α

− χ
+ ≈α 





1

2

( )
1

1

( )
2 1

2

1
( )

2

1
( ) ( ).

z Lz H

surf

z LH

J iD
G r e

i
e G r G r

−α +

−α +

 + χ
= − + α

− χ
+ ≈α 



Частный случай решения. Рассмотрим 
частный случай, когда функция ( )F k  име-
ет вид

2

2 2

1 12 2 2

max min

1 1 1
( ) ( ) ( )

 ( ) ( ),k

a b
F k J kb J ka

b ab a k

e k k k k−β

 = ⋅ − × −  

× ⋅ θ − ⋅ θ −



где ( )xθ  – функция Хевисайда ( ( ) 1xθ =  
при 0x >  и ( ) 0xθ =  при 0x < ). 

В пределе, когда 0,β →  min 0,k →  

max ,k → +∞  получаем выражение
2 2

1 2 2 2 2

( ) ( )
( ) .

a b b r a r
G r

b a b a
θ − θ − = ⋅ − −  

Соответственно, в области 0 r a< <  
имеем 1( ) 1G r = −  и   ,z surfJ = −  что согласу-

(98)

(99)

(100)

(101)

Рис. 2. Графики функций Fn(r), рассчитанные по формуле (86) для различных значений n (а – г)  
и размера области a (1 – 4). Значения n: 0 (а), 1 (б), 2 (в, г); г – увеличенный фрагмент рис. 2,в.  

Значения а: 0,3 (1); 0,5 (2); 0,7 (3); 0,9 (4). Принято, что  b = 1, β = 10–5, kmin = 10–2, kmax= 103

а) б)

в) г)

F0 F1

F2
F2

0



Астрофизика

131

ется с профилем тока, текущего через вну-
тренний зазор в режиме свободного истече-
ния [20]. Величина этого тока практически 
не зависит ни от радиуса r, ни от размера 
a области, занимаемой внутренним зазором 
(см., например, работы [21–23]). В области 
a r b< <  ток меняет знак, что соответствует 
либо току, текущему через внешний зазор 
[9], либо (при ( )b a a−  ) току, который 

возвращается по границе пульсарная труб-
ка – замкнутые силовые линии [2, 3, 5]. 
Структура магнитосферы с подобным про-
филем тока при условии ( )b a a−   была 
рассмотрена, в частности, в работе [24]. 
Выражение (101) подбиралось так, чтобы в 
пределе, когда 0,β →  полный электриче-
ский ток, текущий через пульсарную труб-
ку, был равен нулю [5, 9]. 

Рис. 3. Графики функций Gn(r), рассчитанные по формуле (86)  
для различных значений n (а – е) и размера области a (1 – 4). Значения n:  

0 (а), 1 (б), 2 (в, г); 3 (д, е); г, е – увеличенные фрагменты рис. 3,в,д.  
Значения а и остальных параметров – те же, что на рис. 2

а) б)

в) г)

д) е)

G0 G1

G2 G2

G3G3

0

0
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Аналогичный профиль плотности тока 
рассматривался для случая кольцевого за-
зора [25 – 27]. В частности, авторами рабо-
ты [25] показано, что для случая соосного 
пульсара, когда Ω 0B , весьма разумным 
выбором является / 0, 74.a b ≈  Однако 
надо иметь в виду, что расположение вну-
треннего, внешнего (и кольцевого) зазоров, 
а также доли сечения пульсарной трубки, 
занимаемые каждым из них, очень сильно 
зависят от общей структуры токов, текущих 
в магнитосфере пульсара [9, 28, 29].

При использовании выражения (101) 
следует иметь в виду, что в рассматривае-
мом пределе при 0β →  интегралы сходят-
ся плохо из-за очень резких скачков плот-
ности  электрического тока zJ  в точках 

,r a=  r b=  и, более того, в данных точ-
ках функции 2( )F r  и 2( )G r  обращаются в 
бесконечность. Множитель 2exp( )k−β  был 
добавлен для улучшения сходимости инте-
гралов и устранения бесконечностей. Вели-
чина 1 / β  примерно соответствует толщи-
не слоя, в котором происходит изменение 
электрического тока при r a=  и r b= . По-
лучившиеся при этом виды функций ( )nF r  
и ( )nG r  для 5,10−β =  3

max ,10k =  2
min 10k −=  

и 1b =  показаны на рис. 2 и 3.

Обсуждение полученных результатов

В данной работе было рассмотрено те-
чение жидкости, возникающее на поверх-
ности полярной шапки радиопульсара вви-
ду необходимости замкнуть электрический 
ток, текущий по пульсарной трубке [2, 5]. 
При этом учитывалась анизотропия прово-
димости и вязкости жидкости, связанная с 
наличием магнитного поля.

В частности, в размерных величинах 
азимутальная скорость течения жидкости 
uφδ  имеет вид



1 2/ /

2
1 2

1

1 1
  

2

,

surf

GJ

z l z l

jc z L
u

P j l

l

l

e e r
F

D z z
F

ll

φ

α α

⊥

 +δ ≈ − ×  σ 
   × + +   α α   

   +    σ    





где 

surfJ  – плотность электрического 
тока при 0z =  и ,r a<  0( ) / (2 ),GJj B= Ω π  

2 /P = π Ω  – период вращения звезды, 
/ ,1 Rσ =

 

 2 2/ ( )HR R R⊥ ⊥ ⊥σ = +  – проводи-
мости вещества параллельно и перпендику-
лярно направлению магнитного поля. 

Стоит отметить, что в рассматриваемом 
пределе, когда Ha 1,  выражение (102) 
почти совпадает с изотропным случаем. И 
в частности, как и в изотропном случае, 
не зависит от значения вязкости  (за ис-
ключением области гартмановских слоев). 
Основное отличие от указанного случая за-
ключается в том, что в первом слагаемом 
выражения (102) вместо коэффициента 
1 / ,σ  где σ  – изотропная проводимость, 
стоит 1 / ,σ



 а во втором вместо /D σ  фор-
мула содержит ./D ⊥σ  При этом необходи-
мо отметить, что, несмотря на справедли-
вость соотношения [13]

2 2 4/ ~ 1 / ( ) ~ 10 1,B scat
−

⊥σ σ ω τ




 для приведенного на рис. 3 профиля элек-
трического тока zJ  вклады обоих слагае-
мых в максимальное значение скорости uφδ  
вполне сравнимы. Это связано с тем, что 
максимальные значения функции 2F , как 
и в изотропном случае, в 21 / ~ 10β  раз 
больше максимальных значений функции 

1.F  Кроме того, анизотропия проводимо-
сти приводит значительному уменьшению 
коэффициента 2~ ~ 1 ,0D −χ



 в отличие от 
изотропного случая, где разумно считать 
(особенно при 1k  ) 1.D ≈  Дополнитель-
но следует учесть, что при анизотропной 
проводимости коэффициент D  оказывает-
ся гораздо чувствительнее к росту проводи-
мости в глубине коры, а это приводит к его 
дополнительному уменьшению. 

Таким образом, скорость течения uφδ  
можно грубо оценить как

2 2
81

~ ~ 3 10
( ) ( )

c b b
u

P b a b a
−

φδ ⋅
σ − β − β


 см/с.

Точно так же, как и в изотропном слу-
чае, столь малая величина скорости вра-
щения жидкости связана с тем обстоятель-
ством, что возникшее дифференциальное 
вращение жидкости почти полностью пре-
дотвращает замыкание электрического тока 
в жидком слое. Это следует и из анализа  

(102)
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выражения (100), согласно которому вели-
чина zj  остается практически неизменной 
во всем жидком слое (сколько-нибудь за-
метное уменьшение электрического тока 

zj  происходит лишь в нижнем гартманов-
ском слое).

Итак, проведенный анализ позволяет 
заключить, что электрический ток проходит 
сквозь возможную значительную толщину 
жидкого слоя, почти не изменяясь, и замы-
кается лишь в твердой коре. Такое же за-
ключение сделано для изотропного случая, 
и это несмотря на тот факт, что указанная 
толщина может быть сравнима с размером 
полярной шапки ~ .L l

Что же касается полоидального течения, 
то оно все еще остается пренебрежимо ма-
лым, хотя теперь главные слагаемые в выра-
жениях для ruδ  и zuδ имеют скорее порядок 

/ Ha,D  в отличие от изотропного случая, 
когда имеется порядок 2Re / Ha .  Другими 
словами, теперь полоидальное течение гене-
рируется главным образом в тонких гартма-
новских слоях, а не вызывается силой Ко-
риолиса в основном объеме жидкости. 

Поправка к полоидальному магнитному 
полю aφδ  значительно стала превосходить 
таковую для изотропного случая и теперь 
имеет порядок ~ ,Q  а не ~ 1 / Ha,  как это 
было в изотропном случае. Иными словами, 
это поле определяется, в основном, холлов-
скими токами, протекающими внутри твер-
дой коры (и нижнем гартмановском слое). 
Однако величина поля aφδ  все равно ока-
зывается сравнимой с поправками поряд-
ка 2

0( ,~ / )l c BΩ  связанными с вращением 
заряженной жидкости [2] (в данной работе 
мы ими пренебрегаем). 

Важно также отметить, что при выво-
де граничного условия (60) мы считали, 
что вся область 0z >  заполнена очень раз-
реженной плазмой, экранирующей про-
дольное электрическое поле, т. е. мы пре-
небрегали наличием внутреннего зазора на 
поверхности нейтронной  звезды. 

И, более того, мы считали, что электри-
ческий ток течет строго вдоль магнитного 
поля .Bj=j e  Это означает, в частности, что 
мы пренебрегаем влиянием (E B× )-дрейфа 
на движение частиц в магнитосфере и не 
учитываем возможность существования  

в магнитосфере холловского тока (мы по-
ложили  0Hχ = ). 

Однако если бы мы учли эти факторы, 
то это в самом крайнем случае привело бы 
к появлению членов порядка /l cΩ  в коэф-
фициенте pC +  и тогда вклад граничного усло-
вия (60) в aφδ  стал бы всего лишь сравним с 
вкладом нижнего граничного условия (52).  

Также стоит отметить, что рассматри-
ваемые граничные условия (60) – (62), (64) 
формально приводят к скачку тангенциаль-
ной составляющей скорости вращения 

r ru uτ φ φ= +u e e  

на границе 0.z =
Необходимо дополнительно отметить, 

что, согласно работе [14],

 2 21 ~ 1 / ( );B scatχ − ω τ


 ,~H B scatχ ω τ

т. е. 1χ ≈


 и 2~ 10 1.Hχ 

Однако данный результат относит-
ся только к плазме, состоящей  из ионов, 
имеющих одинаковое отношение заряда к 
массе. Нам же представляется, что более 
корректно считать, что жидкость на по-
верхности нейтронной звезды состоит из 
различных элементов, а значит,  ионы бу-
дут иметь разное отношение заряда к массе. 
Поэтому в данной работе при проведении 
численных  оценок величин полагалось, 
что [13]

2~ 1 / ( ) ~ 10 1;H B scat
−χ ω τ   

2 2 4~ 1 / ( ) 10 .~B scat H
−χ ω τ χ





Также стоит отметить, что при темпе-
ратуре поверхности нейтронной звезды 

63 10surfT < ⋅  K поверхность океана может 
затвердеть [30]. При этом из-за быстрого 
роста температуры в глубь звезды сам оке-
ан останется жидким [10, 30]. Это явление 
может привести к изменению граничных 
условий (60) – (62), (64), а также к замы-
канию части электрического тока  zj  через 
слой «льда», покрывающего океан.

Заключение

Итак, в результате проведенного ис-
следования дифференциального вращения 
жидких полярных шапок, вызванного маг-
нитосферными токами, показано, что ско-
рость этого вращения очень мала и почти 
весь ток замыкается в глубокой коре.
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ФИЛЬТРАЦИЯ СИГНАЛОВ СО СКАЧКАМИ, ВОЗНИКАЮЩИМИ  
В ДИСКРЕТНОМ ВРЕМЕНИ И С КОНЕЧНЫМ ГОРИЗОНТОМ 

Рассматривается задача фильтрации сигналов со скачками, происходящими 
в случайные моменты времени на фоне белого шума, в дискретном времени 
и с конечным горизонтом. Использованы две модели сигнала – дискретные 
аналоги процесса диффузии со скачками.

ФИЛЬТРАЦИЯ СИГНАЛА, диффузия со скачками, марковская цепь, уравне-
ния Беллмана. ДИСКРЕТНОЕ ВРЕМЯ, КОНЕЧНЫЙ ГОРИЗОНТ.

Введение

Фильтрации сигналов посвящено мно-
жество публикаций, поскольку она  имеет 
широкие технические приложения. Под 
сигналом обычно подразумевается случай-
ный процесс .tX  При этом в большинстве 
работ указанный процесс задается уравне-
нием диффузии:

,t t t tdX dt dW= α + β  0[0, ], 0,∈ =t T X 0[0, ], 0,∈ =t T X
где tW  – стандартное броуновское дви-
жение; αt, βt – случайные коэффициенты 
(предсказуемые либо детерминированные), 
которые удовлетворяют условию Липшица 
по временной переменной t почти всюду. 

Траектории данного процесса при этом 
будут непрерывными. Классические филь-
тры Винера и Калмана также описываются 
этим уравнением, если предположить, что 
его коэффициенты в первом случае – кон-
станты, а во втором – что они детермини-
рованы [1]. В связи с диффузионными про-
цессами фильтр Калмана распространен на 
самый общий случай [2]. 

В современных исследованиях значи-
тельное внимание уделяется процессам со 
скачками (процессы Леви, аддитивные и 
другие), и для ознакомления с состояни-
ем вопроса следует обратить внимание на 
монографии [3, 4]. 

Для описания процесса со скачками це-
лесообразно рассмотреть уравнение  вида

,t t t t t tdX dt dW dCP= α + β + γ

в котором CPt – составной процесс Пуас-
сона,  не зависящий от Wt  (т. е.  от стан-
дартного броуновского движения). При 
этом на любом конечном интервале [0, T] 
число скачков данного процесса конечно. 
Скачки происходят в случайные моменты  
времени 1 2, , ..., ;kτ τ τ  приращения i∆τ  – это 
независимые и одинаково распределенные 
показательные случайные величины с ин-
тенсивностью ,λ  поэтому  дифференциал 
составного процесса Пуассона выражается 
как

0, ;

, ,
i

t
i i

t
dCP

t

≠ τ
= 

ξ = τ
где iξ  – независимые, одинаково распреде-
ленные случайные величины. 

Фильтрация процессов со скачками 
упоминается также в монографии [5]. По 
аналогии с этим упоминанием рассмотрим 
дискретный аналог диффузии со скачками 
для равномерного разбиения интервала с 
шагом h:

( )

( )
1 1 1

1

,
j

hP
j

j j j j j l
l

X h W
λ

− − −
=

∆ = α + β ∆ + γ ξ∑ (1)
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где ( )j
hPλ  – последовательность независимых 

пуассоновских случайных величин с общей 
интенсивностью ;hλ  ( )j

lξ  – последователь-
ность всех прочих независимых случайных 
величин с общим законом распределения; 
приращение jW∆  распределено по нор-
мальному закону (0, ).N h

Для ( ) (0,1)j
l Nξ ∈  уравнение (1) приоб-

ретает более простой вид:
( )

1 1 1( ) ,j
j j j j h jX h h P M− − − λ∆ = α + β + γ

где Mj – независимые стандартные нор-
мальные случайные величины. 

Уравнение (2) является базовым для 
описания процессов,  рассмотренных да-
лее.

Под сигналом мы будем далее понимать 
случайный вектор 1( ) ,n

iX X=  и модели по-
ведения сигнала будем описывать в ко-
нечномерном линейном пространстве .nR   
С сигналом будем связывать естественный 
стохастический базис 

0( ,( ) , ),T
t nF FΩ

где 0 { , },F = σ ∅ Ω  { }.j
jF B R=  

При рассмотрении задачи фильтрации 
предполагается существование пары слу-
чайных векторов (Y, X), стохастически свя-
занных между собой; при этом Y – наблю-
даемый вектор, а X – вектор, подлежащий 
вычислению. 

Возможны две постановки задачи: 
априорная и апостериорная. В первом слу-
чае рассматривается семейство конечно-
мерных условных законов распределения  
Law (X j / Y j ) и последовательность оценок 

jX


 вектора X j  по наблюдаемым векторам 
Y j (верхний индекс обозначает проекцию 
соответствующего вектора на подпростран-
ство R j). В качестве наилучшей считается, 
как правило, оценка, доставляющая ми-
нимум среднеквадратического отклоне-
ния 2( ) ,j jE X X−



 при условии, что оцен-
ка ( ).j jX Y∈ σ



 Известно, что наилучшая в 
среднеквадратическом смысле оценка – это 
условное математическое ожидание: 

( / ).j j jX E X Y=


 

При существовании условной плотно-
сти ( / ),jf x Y  кроме условного матема-
тического ожидания, используется также 

оценка максимального правдоподобия. 
Далее под фильтрацией сигнала будем 

иметь в виду вычисление условного мате-
матического ожидания (3) либо максималь-
но правдоподобной оценки. 

При апостериорной постановке задачи  
вектор Y доступен полностью и вычисля-
ется одна апостериорная оценка сигнала, 
например

( / ).X E X Y=


Общая модель описания  
зашумленных процессов

Предположим, что в уравнении (2) ко-
эффициенты являются константами и, не 
нарушая общности, будем считать, что 

0.jα =  Кроме того, будем считать, что ин-
тенсивность скачков или шаг разбиения на-
столько малы, что вероятностью ( )( 2)j

hP Pλ ≥  
можно пренебречь. Благодаря этим предпо-
ложениям, уравнение (2) приобретает более 
компактный вид: 

( ) ,j j jX h M∆ = β + γδ  

где {0,1}.jδ ∈ {0, 1}.
Со стороны вычислительной практики 

существенно различаются модели, где чис-
ло скачков на интервале ограничено не-
большим значением K и где число скачков 
произвольно. В связи с этим рассматрива-
ются две модификации общей модели с ло-
кальными параметрами 1 2( , , ),Dσ σ  где iσ  – 
положительные константы, D – случайная 
диагональная матрица с положительными 
элементами, причем 

2 2{ , } ( 0).id d d∈ σ σ + >

Если 2,id = σ  то в i-й момент времени 
скачка нет; если же 2 ,id d= σ +  то в i-й 
момент времени скачок есть. В результате 
модель задается системой стохастических 
разностных уравнений:

1 , ;Y X N AX DM= + σ =

при этом векторы N, M независимы и 
распределены по нормальному закону с 
нулевым математическим ожиданием и 
единичной ковариационной матрицей; A – 
матрица дискретного оператора дифферен-
цирования. 

(2)

(3)

(4)



Радиофизика

139

На рис. 1 представлена траектория сиг-
нала с тремя скачками в определенные мо-
менты времени и  соответствующие значе-
ния параметров σ и d.

Модель 1

В данной  модели предполагается, что 
число скачков ограничено небольшим зна-
чением K. Вид случайной матрицы D пол-
ностью определяется поведением K-мерной 
случайной величины 1 2( , , ..., ),Kl l l l=  для 
которой {0, 1, ..., }.il n∈  Если 0,il = , то 

1 2 ... 0;i il l+ += = =  если 0,il ≠  то 1 0il + =  или 

1.i il l +<  Вычисление оценки связано с ре-
шением системы линейных алгебраических 
уравнений (СЛАУ), имеющей матрицу, ко-
торая отличается от матрицы с известным 
сингулярным разложением на матрицу  
ранга K. Поскольку значение K не оказы-
вает существенного влияния на приведен-
ные далее вычислительные процедуры, мы 
остановимся  на случае K = 1 (чтобы не 
загромождать статью выкладками).

Рассмотрим случайную величину 
{0, 1, ..., }l n∈  с законом распределения 

( ) .iP l i p= =  Равенство l = 0 означает, что 
все 2;id = σ  0l j= ≠  означает, что

2

2

, ;

, .i

i j
d

d i j

σ ≠
= 

σ + =
Для модели 1 фильтрация рассматрива-

ется при двух априорных предположениях.

Предположение первое. Закон распре-
деления случайной величины l известен. В 
этом случае формула (3) приобретает вид

0

( / , ) .
n

l
l

X E X Y l p
=

= ∑


Условный закон распределения  
Law (X/Y, l) является нормальным, с мате-
матическим ожиданием

1

2
2 2
1 1

1 1
.l T

lX I A D A Y
−

− 
= + σ σ 



В результате оценка вектора X имеет 
вид

1

.
n

l
l

l

X X p
=

= ∑
 

Оценка (7) является линейной оценкой 
и вместе с удалением шума из сигнала сгла-
живает его резкие изменения, что не всег-
да оправдано, например, при выделении 
границ (edge detection). В отличие от (7),  
оценка 

,jX X=
 

где 
2

2
1

( )
arg min ln

2

l

ll

Y X
j p

 −
= − σ 



относится к нелинейным оценкам. 
Кроме того, оценка (8) позволяет полу-

чить ориентировочное значение  момента 
разладки случайного процесса, если под 

(7)

(5)

(6)

(8)

Рис. 1. Траектория сигнала со скачками в моменты времени  
τ1 = 12 о.е., τ2 = 34 о.е., τ3 = 67 о.е.; значения параметров: σ1 = 0,2, σ2 = 0,1, d = 1,0
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разладкой понимать разрыв траектории. 
Введем обозначения 

2
2
1

1
.T

l lH I A D A−= +
σ

Нетрудно установить связь между ма-
трицами Hl ( 0)lH l ≠  и матрицей 0;H  эта связь 
выражается следующим образом:

0 ,T
l l lH H a a= +

где al  – вектор,   

2 2
2 2

2

( )
l l

d
a Ae

d

σ + σ +
=

σ

( le  – l-й орт); 

матрица 0 2 2
1 2

1 1
.TH I A A= +

σ σ
 

Равенство (8) позволяет выразить оцен-
ки lX



 через оценку 0 :X


10
0 01

0

( , )
.

1 ( , )
l

l l
l l

a X
X X H a

H a a
−

−= −
+



 

Основная вычислительная трудность 
связана с обращением матрицы H0. В рабо-
те [6] представлено спектральное разложе-
ние матрицы 

0 ,TH F F= Λ

где 

2

,
1

2 2
1 2

sin sin ,
1 1

1 2
1 cos .

1

n

i j
i

j

ij ij
f

n n

j
n

=

 π π   =     + +    
π λ = + − +σ σ  

∑
 

Это разложение затем использовалось в 
работе [7]. Тогда обратная матрица имеет 
вид 1 1

0 .TH F F− −= Λ  
Предположение второе. Данное априор-

ное предположение заключается в том, что 
закон распределения случайной величины 
l неизвестен и подлежит оцениванию  (так 
называемый эмпирический байесовский 
подход). Заметим, что указанный подход в 
связи c фильтрацией сигналов применял-
ся также в работе [8]. Если для оценки ис-
пользовать метод максимального правдо-
подобия, то она определяется в результате 
решения задачи минимизации:

min ,
Z L

Z
∈

где L – выпуклая оболочка, натянутая на 
векторы: .lY X−



 
Оценка сигнала имеет вид

*,X Y Z= −


где Z* – решение задачи (11). 
Одновременно с этим находится апри-

орное распределение случайной величины l,  

(10)

(12)

(11)

Рис. 2. Оценка сигнала, выраженного формулой (12);  
использован эмпирический байесовский подход

(9)
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что позволяет решить задачу разладки слу-
чайного процесса. Задача (11) хорошо изу-
чена [9], и для ее решения существуют эф-
фективные алгоритмы.

На рис. 2 представлена оценка сигнала 
(12) по его зашумленной реализации.

Модель 2

Данная модель предполагает возможным 
произвольное число скачков. Рассмотрим 
последовательность бинарных случайных 
величин 1, ..., .nL L  Диагональная матрица 
следует выражению 

2( ) diag( ).iD L Ld= σ +

Условная оценка  имеет вид
1

2
2 2
1 1

1 1
( ) ( ) ,TX L I A D L A Y

−

− 
= + σ σ 



а оценка сигнала –

( ).X EX L=
 

Далее будем считать, что L – однород-
ная марковская последовательность с дву-
мя состояниями и матрицей переходных 
вероятностей 

1
.

1 0

q q
Q

− 
=  

 
Единица во второй строке означает, 

что скачки не следуют один за другим. Это 
ограничение несущественно для вычисле-
ния оценки. Для вычисления по формуле 
(14) используем метод Монте-Карло:

( )

1

1
( ),

N
i

i

X X L
N =

≈ ∑
 

где ( )iL  – сгенерированная марковская по-
следовательность. 

Этот метод фильтрации состоит из двух 
элементов: генерации бинарной однород-
ной марковской последовательности и ре-
шения СЛАУ с трехдиагональной матрицей. 
Каждый из элементов не требует больших 
вычислительных затрат. 

Как и в модели 1, рассмотрим оценку, 
которая получается в результате решения 
задачи:

2 2
1

2 2,
1 1 2

2

1 1

( ) ( )
min

2 2( )

1
ln( ) ln

1
ln ln ,

1

n
i i i i

X L
i i

i i

i i i

Y X X X
Ld

q
Ld L

q

q
L L L

q q

−

=

− −

 − −
+ + σ σ +

−
+ σ + + +


+ + − 

∑

2 2
1

2 2,
1 1 2

2

1 1

( ) ( )
min

2 2( )

1
ln( ) ln

1
ln ln ,

1

n
i i i i

X L
i i

i i

i i i

Y X X X
Ld

q
Ld L

q

q
L L L

q q

−

=

− −

 − −
+ + σ σ +

−
+ σ + + +


+ + − 

∑

причем 0 0 0.X L= =  Решение задачи (16) 
может быть выполнено методом динамиче-
ского программирования. 

Уравнение Беллмана

Для вывода указанного уравнения, свя-
занного с фильтрацией сигнала, рассмо-
трим последовательность функций: 

1 1

2

2,..., ; ,...,
1 1

2
1

22
2

1 1

( )
( , ) min

2

( ) 1
ln( ) ln

2( )

1
ln ln .

1

k n k n

n
i i

k k k X X L L
i

i i
i i

i

i i i

Y X
X L

X X q
Ld L

qLd

q
L L L

q q

+ + =

−

− −

 −
ϕ = + σ

− −
+ + σ + + +

σ +


+ + − 

∑

Уравнение Беллмана имеет следующий 
вид: 

2

1 1 1 2,
1

2
1

22
2

1 1

( )
( , ) min

2

( ) 1
ln( ) ln

2( )

1
ln ln ( , ) ,

1

k k

k k
k k k X L

k k
k k

k

k k k k k k

Y X
X L

X X q
L d L

qL d

q
L L L X L

q q

− − −

−

− −

 −
ϕ = + σ

− −
+ + σ + + +

σ +


+ + + ϕ − 

 

где 1 1 1 1( , ), ( , )k k k k k kX X L L X L− − − −

 

 – аргумен-
ты, на которых достигается минимум. 

Краевое условие выражается как

1 1 1( , ) 0.n n nX L+ + +ϕ =

Непосредственное решение уравнения 
Беллмана, связанное с вычислением после-
довательности функций, требует больших 
вычислительных затрат. Поэтому в каче-
стве альтернативного метода рассмотрим 
спуск по обобщенным координатам (X, L). 
Метод спуска − итерационный, на каждой 
итерации которого решаются две вспомога-
тельные задачи: 

( )min ( , );t

X
F X L

( 1)min ( , ),t

L
F X L+

где F – целевая функция в задаче (16). 

(13)

(14)

(15)

(16)

(17)

(18)
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Вектор ( 1)tX +  вычисляется по формуле 
(13) с использованием вектора ( ).tL  Век-
тор ( 1)tL +  – решение задачи (18), которое 
находится методом динамического про-
граммирования. Последний  применяется 
для оценки (16) при условии, что вектор X 
фиксирован, т. е. ( 1).tX X +=  Итерации про-
должаются до тех пор, пока не выполнится 
равенство ( 1) ( ).t tL L+ =

На рис. 3 представлен результат филь-
трации, выполненной с помощью итераци-
онного алгоритма.

Некоторым обоснованием алгоритма 
является следующее утверждение. 

Утверждение. Итерационный алгоритм 
останавливается за конечное число шагов.

Действительно, по переменной X целе-
вая функция является квадратичной, с по-
ложительно определенной матрицей, диаго-
наль которой зависит от L. Отсюда следует, 
что на каждой итерации происходит умень-
шение целевой функции. Поскольку мно-
жество значений переменной L – конечно, 
то алгоритм останавливается за конечное 
число шагов. 

Двухкритериальная оптимизационная  
задача фильтрации

В связи с описанием и использованием 
модели 2 рассмотрим еще один подход к 
фильтрации сигналов со скачками. Опре-

делим два критерия: критерий близости и 
критерий гладкости. 

Критерий близости выразим в виде 
2

1( ) ( ) ,F X Y X= −
критерий гладкости – 

2( ) ( , ).TF X A AX X=
Таким образом, для получения оценки 

ненаблюдаемого вектора возникает двух-
критериальная оптимизационная задача. 
Целесообразно применить метод обобщен-
ных наименьших квадратов. 

Математическое ожидание первого кри-
терия  

2
1 1( ) ,EF X n= σ

а второго –
2 2

2 2 2

1
1 2

( ) (2 )

 ( ( )( ) , ),n

EF X n d d

Q I Q I Q e e−

= σ + σ + ×

× − −

где e1 = (1, 0), e2 = (1, 0).
В результате для оценки необходимо 

найти
2

2
1

( ) ( , )
min ,

T

X

Y X A AX X
n

 −
+ ξσ 

2 2
2 2

1
1 2

(2 )

 [ ( )( ) , ],n

n d d

Q I Q I Q e e−

ξ = σ + σ + ×

× − −

что приводит к уравнению 

( ) ,TA A I X Y+ θ =

Рис. 3. Результат фильтрации сигнала.  
Оценка выполнена с помощью спуска по обобщенным координатам
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где 
1 2 2 2

1 2 2

1
1 2

[ (2 )

 ( ( )( ) , )].n

n n d d

Q I Q I Q e e

− −

−

θ = σ σ + σ + ×

× − −

Оценка, которую можно при этом по-
лучить, является линейной. Нелинейная 
оценка получается, если использовать пер-
вый критерий в качестве ограничения и ис-
кать минимум по второму критерию:

min( , ),TA AX X

при ограничении 2( ) .Y X a− ≤
В отличие от предыдущего случая, ре-

шение задачи (19) сводится к решению двух 
уравнений:

2( ) ,( ) .TA A I X Y Y X a+ θ = − =; 
2( ) ,( ) .TA A I X Y Y X a+ θ = − =

Используем спектральное представле-
ние матрицы 

( ) .T TA A I U U+ θ = Λ θ

Ортогональная матрица U – та же, что 
и выше, а диагональные элементы матрицы 

( )Λ θ  выражаются как

( ) 2 1 cos .
1j

j
n

π λ θ = θ + − + 
В результате уравнения (20) преобразу-

ются к следующему виду:

(19)

(20)

(21)
2

1 2

1

1
( ) , 1 ,

( )

n
T

j
j j

X U Y Y a−

=

 
= Λ θ − =  λ θ 

∑; 
2

1 2

1

1
( ) , 1 ,

( )

n
T

j
j j

X U Y Y a−

=

 
= Λ θ − =  λ θ 

∑

где .Y UY=  
Данная оценка является нелинейной. 

При варьировании величины a получаются 
как различные оценки ( ),X a



 так и различ-
ные значения критерия 2( ( )).F X a



 Параметр 
a можно связать с математическим ожида-
нием 1( ),EF X  например, с помощью равен-
ства 2

1 .a kn= σ  Константу k можно выбрать 
из условия 2(( ) ) .P Y X a− ≤ ≤ η  

Заключение

Предлагаемые в статье модели, связан-
ные со случайными изменениями диспер-
сии, позволяют адекватно описывать за-
шумленные процессы со скачками, а также 
использовать эффективные вычислитель-
ные методы для фильтрации сигнала как 
с ограниченным, так и с произвольным  
числом скачков. Для решения задачи филь-
трации представлены три типа алгоритмов, 
использующих различные подходы: спек-
тральные разложения,  метод Монте-Карло 
и динамическое программирование.

Работа выполнена при финансовой под-
держке РФФИ, проект № 140100579.
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3. Файл статьи, подаваемый через электронную редакцию, должен содержать только сам текст без названия, списка лите-
ратуры, аннотации и ключевых слов, фамилий и сведений об авторах. Все эти поля заполняются отдельно через электронную 
редакцию.

2.3. Рассмотрение материалов
Предоставленные материалы (п. 2.2) первоначально рассматриваются редакционной коллегией и передаются для рецензи-

рования. После одобрения материалов, согласования различных вопросов с автором (при необходимости) редакционная кол-
легия сообщает автору решение об опубликовании статьи. В случае отказа в публикации статьи редакция направляет автору 
мотивированный отказ.

При отклонении материалов из-за нарушения сроков подачи, требований по оформлению или как не отвечающих тематике 
журнала материалы не публикуются и не возвращаются.

Редакционная коллегия не вступает в дискуссию с авторами отклоненных материалов.
При поступлении в редакцию значительного количества статей их прием в очередной номер может закончиться ДОСРОЧНО.

Более подробную информацию можно получить по телефону редакции:
(812) 294-22-85 с 10.00 до 18.00 – Александра Сергеевна
или по e-mail: physics@spbstu.ru
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