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ГОлОМОРФНыЕ ПО ПАРАМЕТРу ИНТЕГРАлы СИНГуляРНО  
ВОзМуЩЕННыХ уРАВНЕНИй ВТОРОГО ПОРяДКА  

И ПРЕДЕльНыЕ ТЕОРЕМы

на основе гомоморфизмов алгебр голоморфных функций от различного 
числа переменных строятся голоморфные по параметру интегралы сингулярно 
возмущенного уравнения второго порядка. из построенных интегралов следует 
теорема о предельном переходе.

гоМоМорфиЗМ, ПределЬныЙ ПереХод,  ПсевдоголоМорфное  реШение, 
сингУлярно воЗМУщенное Уравнение, коММУТационное сооТноШение.

Введение

основу качественной теории сингуляр-
ных возмущений составляют  предельные 
теоремы. каким бы методом ни  решалась 
сингулярно возмущенная задача, вопрос о 
пределе решения при стремлении параме-
тра к нулю остается одним из главных [1–3]. 
фундаментальной в теории сингулярных 
возмущений является теорема а.н. Тихо-
нова о предельном переходе [1]. Понятие 
псевдоаналитического решения, введенное 
с.а. ломовым в рамках метода регуляри-
зации, автоматически обеспечивает данный 
предельный переход [4]. однако не все син-
гулярно возмущенные задачи имеют такие 
решения. в настоящей статье на основе го-
моморфизмов алгебр голоморфных функ-
ций от различного числа переменных [9] 
строятся голоморфные по параметру инте-
гралы дифференциальных уравнений вто-
рого порядка. из построенных интегралов 
следуют утверждения о предельном пере-
ходе, которые рассматривались ранее (на-
пример, с точки зрения метода верхних и 
нижних решений [7]).

Гомоморфизмы и голоморфные по параметру 
интегралы уравнения второго порядка

рассмотрим уравнение
2

2
= ( , ),

d y
h x y

dx
ε

где h(x, y)  – вещественно-голоморфная в 
прямоугольнике 

= {( , ) : 0 1, 0 }x y x y aΠ ≤ ≤ ≤ ≤

функция. 
напомним, что функция f(x, y) называ-

ется вещественно-голоморфной на компак-
те 2,G R⊂  если существуют положительные 
константы M и C такие, что 

| || | (| | !) ( , ) ,| |= 0,1,2,… .D f MC x y Gα α≤ α ∀ ∈ α
| || | (| | !) ( , ) ,| |= 0,1,2,… .D f MC x y Gα α≤ α ∀ ∈ α

Здесь 
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f

D f
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α
α

α α

∂
α α + α

∂ ∂
далее, пусть функция h(x, y) имеет един-

ственный корень ( ),y x= ϕ  вещественно-
голоморфный на отрезке [0; 1], причем 
кривая ( )y x= ϕ  принадлежит .Π  обозна-
чим через γΠ  множество 

{( , ) :| ( , ) | > 0},x y h x y∈ Π ≥ γ

затем сведем уравнение (1) к системе 

= ,

= ( , )

y v

v h x y

′
 ′ε

и составим уравнение интегралов этой си-
стемы: 

( , ) = 0.
U U U

v h x y
x y v

 ∂ ∂ ∂
ε + + ∂ ∂ ∂ 

Пусть 

= .L v
x y
∂ ∂

+
∂ ∂

Тогда уравнение (3) примет следующий 
вид: 

(1)

(2)

(3)
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( , ) = 0.
U

LU h x y
v

∂
ε +

∂

Будем искать решение уравнения (3) в 
виде ряда по степеням ε : 

0 1( , , , ) = ( , , ) ( , , ) ...U x y v U x y v U x y vε + ε +  .

в соответствии с методом неопределен-
ных коэффициентов, 

0( , ) = ( , );U x y x yψ

1
0( , ) = ;

U
h x y LU

v
∂

−
∂

1
1( , ) = ;

U
h x y LU

v
∂

−
∂

..............................; 

1( , ) = ;m
m

U
h x y LU

v −

∂
−

∂
............................. .

фиксируем 0.γ >  Тогда на множестве 

γΠ  имеем: 

1
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ψ
= ψ − ε +

 ψ
+ε − 

 


−ε ×
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Здесь ( , )x yψ  – произвольная, голо-
морфная на прямоугольнике ,Π  функция; 

0v  – произвольное число. 
докажем сходимость ряда (6) в некото-

рой окрестности точки 0.ε =  для этого нам 
понадобится элементарная лемма, которая 
доказывается методом математической ин-
дукции.

 Лемма 1. Пусть функции g1(t), …, gn(t) 
дифференцируемы n раз в некоторой окрест-
ности точки t0. Тогда, если в выражении 

1 1( ( )( ( )(...( ( )) ) ...)n ng t g t g t− ′ ′ ′

раскрыть скобки по формуле производной 
произведения и заменить ( ),s

rg  на s! (где 
1 , 0 }r n s n≤ ≤ ≤ ≤ ), то полученная сумма 
будет равна (2n – 1)!! .

Применим лемму 1 для оценки 

1 21
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dv dvv v
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  ψ

×       

∫ ∫

∫ ∫
если раскрыть скобки в выражении 

1 1 1
... ( ) ...L L L L

h h h

   ψ   
   

и заменить производную порядка | |α  от 
1/h на | |(| | !),M C α

γ α  а производную того же 
порядка от ψ  на | |(| | !),N C α

γ α  где ,M Nγ γ  и 
C – некоторые положительные константы, 
то полученная сумма будет иметь вид

1 [(2 1)!!]( 1) .m m mM N C m v−
γ γ − +

действительно, оценка производной за-
висит только от ее порядка и не зависит от 
того, по какой переменной и сколько раз 
производилось дифференцирование (лишь 
бы 1 2 | |α + α = α ). в этом смысле можно за-
менить x и y на одну переменную. обозна-
чим ее через t. но тогда оператор L пре-
вратится в оператор ( 1)( / ),L v t= + ∂ ∂  для 
которого уже верна лемма 1. в итоге имеем 
следующее соотношение:
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∫ ∫ ∫

Заметим, что M γ → ∞  при 0,γ →  по-
скольку неограниченно возрастает макси-
мум модуля  1/ h(x, y) на множестве ,γΠ  
когда .γΠ → Π  из оценки (8) следует рав-
номерная сходимость ряда (4) на множе-
стве 

0= { :| | },v v vγδ γΠ Π × − ≤ δ

где δ  – произвольное положительное чис-
ло в некоторой окрестности точки = 0.ε  

итак, интеграл системы (2), опреде-
ляемый формулой (6), представляет со-
бой голоморфную функцию в точке 0.ε =
с другой стороны, формула задает линей-
ное (при каждом ε из некоторой окрест-
ности точки 0ε = ) отображение Aε  ал-

(4)

(5)

(6)

(7)

(8)
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гебры ( )Π  функций двух переменных  
(x, y), голоморфных на прямоугольнике ,Π  
в алгебру ( )γδΠA  функций трех переменных 
( , , ),x y v  голоморфных на множестве .γδΠ  
обозначим через 

(1)( , , , ) = [ ];U x y v A xεε  (2)( , , , ) = [ ]U x y v A yεε

два независимых интеграла cиcтемы (2), 
являющихся образами cоответственно эле-
ментов  x и y алгебры ( )Π  (независимость 
интегралов очевидна). 

Пусть ( , ) ( ),x yψ ∈ Π  тогда в соответ-
ствии с общей теорией систем дифферен-
циальных уравнений, существует диффе-
ренцируемая функция Ψ  двух переменных 
такая, что 

[ ( , )] = ( [ ], [ ]).A x y A x A yε ε εψ Ψ

Полагая в равенстве (9) 0v v=  (см. фор-
мулу (6)), будем иметь

( , ) = ( , ).x y x yψ Ψ

следовательно, равенство (9) примет 
вид коммутационного соотношения (см. 
работу [5]): 

[ ( , )] = ( [ ], [ ]).A x y A x A yε ε εψ ψ

с помощью полученного соотношения 
(10) докажем следующее утверждение.

Утверждение. Aε  – семейство голоморф-
ных в точке 0ε =  (равномерно на γΠ ) гомо-
морфизмов алгебры ( )Π  в алгебру ( ).γδΠA  

действительно, пусть 

( , ), ( , ) ( ).x y x yα β ∈ Π

Тогда 

[ ( , ) ( , )] = [( )( , )] =

( )( [ ], [ )] = ( [ ], [ ])

 ( [ ], [ ]) = [ ( , )] [ ( , )].

A x y x y A x y

A x A y A x A y

A x A y A x y A x y

ε ε

ε ε ε ε

ε ε ε ε

α β αβ

= αβ α ×

× β α β

Утверждение доказано. 

О методе голоморфной регуляризации

рассмотрим более общее уравнение
2

2
= , , , > 0

d y dy
h x y

dxdx
 ε ε 
 

с начальными условиями 

0 0(0, ) , '(0, ) .y y y vε = ε =

Пусть ( )δΠA  – алгебра функций трех 

переменных (x, y, v), голоморфных на мно-
жестве 

0= { :| | }.v v vδΠ Π × − ≤ δ

Теорема 1. Если функция ( , , ) ( )h x y v δ∈ ΠA  
и не обращается на множестве δΠ  в нуль, 
то отображения 

: ( ) ( ),Bε δΠ → Π A

заданные формулой 

1

10

1
2 2 1

2 10 0

1 2
3 3 2

3 20 0 0

1

1

( )( , , ) = ( , )
( , , )

( , , ) ( , , )

( , , ) ( , , )

,
( , , )

v

v v

v v v

v
L dv

B x y v x y
h x y v

vv
L dv dv

L
h x y v h x y v

v vv
L dv dv

L L
h x y v h x y v

dv
h x y v

ε

ϕ
ϕ ϕ −ε +

 
ϕ +ε −  

 
  

ϕ  −ε ×      

× +

∫

∫ ∫

∫ ∫ ∫



образуют голоморфное в точке ε = 0 семей-
ство гомоморфизмов алгебры ( )Π  в алгебру 

( ),δΠA  удовлетворяющих коммутационному 
соотношению 

( )( , , ) = (( )( , , ),

( )( , , )), ( , ) ( ).

B x y v B x x y v

B y x y v x y
ε ε

ε

ϕ ϕ

∀ϕ ∈ Π

При этом ImBε  состоит из интегралов 
системы 

= ;

= ( , , ),

y v

v h x y v

′
 ′ε

голоморфных в точке 0ε =  (равномерно на 

δΠ ), а интегралы, участвующие в правой 
части коммутационного соотношения, явля-
ются независимыми.

доказ а т ельс тво  теоремы 1 про-
водится по схеме метода, изложенного в 
предыдущем разделе, с использованием 
леммы 1.

Замечание. Приведенная теорема 1 по-
зволяет дополнить теорему Пуанкаре о раз-
ложении [8]. действительно, если задана 
задача коши 

0 0'' ( , , ', ); (0, ) , '(0, ) ,y h x y y y y y v= ε ε = ε =

и функция ( , , , )h x y v ε  голоморфна в точке 

(9)

(10)

(11)

(12)

(13)

(14)

(15)

(16)
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0 0(0, , , 0),y v  то решение ( , )y x ε  этой задачи 
голоморфно в точке (0, 0) и наследует, та-
ким образом, голоморфную зависимость от 
ε  правой части уравнения (16). Требовать 
того же самого от решения сингулярно воз-
мущенного уравнения (1), очевидно, нельзя. 
и тем не менее, в соответствии с теоремой 1,  
не сами решения, так интегралы системы 
(15) наследуют голоморфную зависимость 
коэффициентов уравнения от параметра ,ε  
который входит и в уравнение, и в систему 
голоморфным (даже целым) образом. 

Таким образом, впервые в теории 
асимптотического интегрирования дока-
зано существование такой характеристики 
сингулярно возмущенной задачи, которая 
представляет собой  сходящийся в обыч-
ном смысле ряд по степеням малого пара-
метра .ε

изложим схему метода голоморфной 
регуляризации. вначале строятся независи-
мые, голоморфные в точке 0ε = , интегра-
лы 

( )( , , );B x y vεϕ  0( ( ))( , , ),B y y x y vε −

причем 

(0) = 0, '( ) < 0 [0,1].x xϕ ϕ ∀ ∈ [0, 1].

ясно, что соответствующие им первые 
интегралы 

0

( )( , , ) 0;

( ( ))( , , ) = 0,

B x y v

B y y x y v
ε

ε

ϕ =


−
определяют решение ( , )y x ε  задачи коши 
(11),(12).

далее, с помощью формулы (13) первое 
уравнение системы (17) можно представить 
следующим образом: 

1

10

1
2 1

2 10 0

( )
= '( )

( , , )

'
  ... .

( , , ) ( , , )

v

v v

v
dvx

x
h x y v

vv
dv dv

L
h x y v h x y v

ϕ
ϕ −

ε

 
ϕ − ε +  

 

∫

∫ ∫

нетрудно видеть, что если уравнение 

1

10

( )
= '( )

( , , )v

v
dvx

x
h x y v

ϕ
ϕ

ε ∫

имеет решение  

0

( )
= , ,

x
v V x

ϕ 
 ε 

равномерно ограниченное при 0ε → +  на 
отрезке [0, 1] при каждом фиксированном 
y из некоторой окрестности точки y0, то 
для нахождения ( , )y x ε  к уравнению (18) 
(вместе со вторым уравнением системы 
(17)) можно применить теорему о неявной 
функции. именно так возникла концепция 
псевдоголоморфного решения  [5, 10]. 

в качестве примера использования ме-
тода голоморфной регуляризации рассмо-
трим задачу коши 

2 2'' = ( ') , [0, 1 / 2];xyy e y x−ε − ∈  

0(0, ) = , '(0, ) = 0.y y yε ε

Подставим последовательно в равен-
ство (13) вместо ( , )x yϕ  сначала –x, а за-
тем  ( ),y x− α  где ( )xα  – точое решение 
предельной начальной задачи: 

= , (0) = 0,xydy
e y

dx
−

тогда получим систему, аналогичную си-
стеме (17), заменив во втором уравнении  
(y – y0) на ( ),y x− α : 

1
2 2

10

1
12 2

10

( ) 0;

'( )
( ) ( ) = 0.

v

xy

v

xy

dv
x o

e v

x v
y x dv o

e v

−

−


− + ε + ε = −


α − − α + ε + ε −

∫

∫
наконец, пользуясь теоремой о неявной 

функции, найдем решение поставленной 
задачи коши: 

( )

= ( ) ln 1 th ( ), 0.
x xxe

y x o
− α 

α − ε ⋅ + + ε ε → ε 

решение ( )xα  предельной задачи мож-
но построить в виде ряда по степеням 
x, равномерно сходящегося на отрезке  
[0, 1/2]. в частности, 

3
4( ) = ( ).

3
x

x x o xα − +

Заметим, что существование ограничен-
ного при 0ε → +  решения уравнения (17), 
составленного для рассматриваего приме-
ра, следует из свойства асимптотической 
устойчивости точки покоя 0

xyv e−=  так на-

(17)

(18)

(19)
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зываемого присоединенного уравнения:

2 2= ,xydv
e v

ds
− −





равномерно по [0, 1 / 2]x ∈  и [0, ]y ∈ δ  при 
любом 0,δ >  что находится в полном соот-
ветствии с теоремой  Тихонова о предель-
ном переходе [2]. 

в случае уравнения (1), когда 

( , , ) ( , ),h x y v h x y≡

всякая функция 0 , ( ) / ,( )V x xϕ ε  удовлетво-
ряющая уравнению (19), очевидно, будет 
неограниченной при любом способе стрем-
ления ε  к нулю, и в этих условиях можно 
говорить лишь о предельном переходе.

в следующем разделе статьи на примере 
уравнения химической кинетики будет по-
казано, как из голоморфности интегралов 
следует предельный переход. Поведение 
решения этого уравнения при стремлении 
параметра к нулю подробно описано в кни-
ге [7]. однако мы считаем, что указанный 
подход можно  применять и в тех случа-
ях, когда использование метода верхних и 
нижних решений затруднено.

Предельная теорема

рассмотрим интеграл 1( , , , ).U x y v ε  ясно, 
что первый интеграл 1( , , , ) ,U x y v ε = σ  или  в 
развернутом виде 

2
0 0

3
30

( )
=

( , ) 2

( )
 ( , ) ...

3

x

y

v v v v
x h

h x y

v v
h h x y−

 − −′− σ ε + ε +  
−′+ +   

при каждом фиксированном [0,1]σ ∈  опре-
деляет решения системы (2) такие, что 

0( , ) = .v vσ ε
далее будем считать, что решение ( , )y x ε  

уравнения (1) принадлежит классу Vh [0, 1], 
если оно существует на отрезке [0, 1], и вы-
полнены следующие два условия: 

0

1
1. 0, > 0 :

2

(0, ) [ ,1 ] | ( , )| ;

M

x y x M

σ

σ

 ∀σ ∈ ∃ 
 

′∀ε ∈ ε ∀ ∈ σ − σ ε ≤

02. (0, )∀ε ∈ ε  кривая 

{( , ( , )); [0,1]} x y x xεΓ = ε ∈ [0, 1]}

принадлежит П.
если ( , ) [0,1],hy x Vε ∈ [0, 1], то ( , ) ( , )v x y x′ε = ε  

ограничено на отрезке [ , 1 ].σ − σ  Поэтому 
правая часть интеграла (20), которую мы 
обозначим через 1( , , , )W x y v ε  при 0ε →  
также будет стремиться к нулю равномерно 
на множестве γδΠ  при каждых  фиксиро-
ванных значениях 0γ >  и 0,δ >  определя-
емых константой Mσ  из условия 1.

Теорема 2 (о предельном переходе). Если 
( , ) [0,1],hy x Vε ∈ [0, 1], то имеет место предель-

ный переход 

0
( , ) ( ) (0; 1).lim y x x x

ε→
ε = ϕ ∀ ∈

доказ а т ельс тво . Пусть ( , )y x ε  – 
решение уравнения (1) из класса [0,1].hV  
Предположим противное, т. е. что для не-
которого (0,1)x ∈ (0, 1) предел (21) не имеет 
места, и выберем (0, 1 / 2)σ ∈  так, чтобы 

( , 1 ).x ∈ σ − σ  Это означает, что cуществует 
последовательность 0kε →  и констан-
та 1 0γ >  такие, что 1| ) | ,(ky x− ϕ > γ  где 

( , ).k ky y x= ε  но тогда найдется положи-
тельная константа 2,γ  для которой бу-
дет выполнено неравенство 2| ( , )|kh x y > γ
при всех k = 1, 2, …, из которого следует, 
что 

2
( , ) .kx y γ∈ Π  согласно вышеизложен-

ным рассуждениям, 1( , , , ) 0kW x y v ε →  при 
k → ∞  равномерно на множестве 

2
.γ δΠ

с другой стороны,
1( , ( , ), ( , ), ) = ,k k kW x y x v x xε ε ε − σ

поскольку ( , )y x ε  есть решение уравнения 
(1). отсюда следует, что ,x = σ  а это проти-
воречит выбору σ.

Теорема доказана.

Пример краевой задачи

рассмотрим краевую задачу 

( )

2
2 1

2
= ( ( )) ;

(0, ) = (1, ) = 0 , > 0 .

kd y
y x

dx
y y k N

+ε − ϕ

ε ε ∈ ε

разрешимость задачи (22) следует как из 
теоремы об обратной функции в банаховом 
пространстве, так и из принципа Шаудера 
[6]. наложим на функцию ( )xϕ  следующие 
условия:

1. ( )xϕ  вещественно-голоморфна на от-
резке [0, 1]; 

(20)

(21)

(22)
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2. ''( ) < 0 [0,1];x xϕ ∀ ∈
3. (0) 0, (1) 0.ϕ ≥ ϕ ≥
Лемма 2. При выполнении условий 1–3 

решение задачи (22) удовлетворяет неравен-
ству 

00 ( , ) ( ) [0,1] (0, ).y x x x≤ ε ≤ ϕ ∀ ∈ ∀ε ∈ ε[0, 1] 00 ( , ) ( ) [0,1] (0, ).y x x x≤ ε ≤ ϕ ∀ ∈ ∀ε ∈ ε

При этом интегральная кривая = ( , )y y x ε  
является выпуклой на рассматриваемом от-
резке.

доказ а т ельс тво . Пусть это не так. 
Тогда существует дуга lε  кривой ( , ),y y x= ε  
лежащая  выше кривой = ( )y xϕ  и пере-
секающая ее (в силу краевых условий и 
условия 3) в точках T1 и T2 с абсциссами 
x1 и x2 соответственно (x1 < x2). как следу-
ет из уравнения (22), дуга lε является во-
гнутой на отрезке [x1, x2], а значит лежит  
ниже  хорды T1 T2. но, в соответствии с 
условием 2, дуга кривой = ( )y xϕ  с кон-
цами в точках T1  и T2  является выпуклой 
и поэтому лежит  выше хорды T1 T2, а 
это противоречит предположению, что lε  
находится выше кривой = ( ).y xϕ  выпу-
клость кривой = ( , )y y x ε  на отрезке [0,1] 
(при каждом > 0ε ) следует из уравнения 
(22).

следующая лемма имеет тривиальный 
характер и доказывется с помощью про-
стейших геометрических рассуждений.

Лемма 3. Если ( ) 0xψ ≥  и 

"( ) < 0 [0,1],x xψ ∀ ∈  то для любого 
(0, 1 / 2)σ ∈  на отрезке [ , 1 ]σ − σ  выпол-

няется неравенство | '( ) | < / ,x Rψ σ  где 

[0,1]
= max ( ).

x
R x

∈
ψ

доказ а т ельс тво . вернемся к краевой 
задаче (22). из леммы 2 следует, что кривая 

= ( , )y y x ε  является выпуклой, а также на-
ходится ниже кривой = ( )y xϕ  и выше оси 
абсцисс при каждом > 0.ε  следовательно, 

[ ] 10,1
max ( , ) ,
x

y x R
∈

ε ≤  где 
[ ]1 0,1

= max ( ).
x

R x
∈

ϕ  Поэто-

му к ( , )y x ε  можно применить лемму 2: 

1| ( , ) | / [ , 1 ],y x R x′ ε ≤ σ ∀ ∈ σ − σ  

т. е. ( , ) [0,1].hy x Vε ∈ [0, 1]. 
Таким образом, в соответствии с пре-

дельной теоремой, 

0
( , ) = ( ) (0;1).limy x x x

ε→+
ε ϕ ∀ ∈

лемма 3 доказана.
Замечание. Уравнение (22) встречается 

в химической кинетике, и условие принад-
лежности его решения классу Vh [0, 1] явля-
ется естественным.

Заключение

Предложенный в работе подход может 
быть использован в сильно нелинейных, 
сингулярно возмущенных системах диффе-
ренциальных уравнений при исследовании 
предельного перехода. 
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