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ВЕЩЕСТВА ШАПОК

в статье рассматривается дифференциальное вращение жидких полярных 
шапок, вызванное магнитосферными токами, замыкающимися под поверхно-
стью нейтронной звезды. При этом учтена анизотропия проводимости и вяз-
кости вещества полярной шапки, связанная с сильным магнитным полем. По-
казано, что скорость этого вращения очень мала и почти весь электрический 
ток замыкается глубже – в твердой коре.

радиоПУлЬсар, неЙТронная ЗвеЗда, МагниТная гидродинаМика, диффе-
ренциалЬное вращение, аниЗоТроПная ПроводиМосТЬ. 

Введение 

согласно современным представле-
ниям, токовый механизм – это одна из 
основных причин торможения радиопуль-
саров (см., например, работы [1–5]). рас-
сматривается, как правило, область откры-
тых силовых линий [6] (пульсарная трубка), 
по которой протекает электрический ток j 
[5]. для того чтобы нейтронная звезда не 
заряжалась по границе открытых и замкну-
тых силовых линий, в противоположном 
направлении течет возвратный ток [2, 7, 8].  
в результате суммарный ток по пульсарной 
трубке оказывается равным нулю [5, 9].  
возвратный ток (весь или частично) может 
течь и внутри пульсарной трубки – вдоль 
силовых линий магнитного поля, на ко-
торых расположены внешние зазоры [9]. 
Эти токи замыкаются под поверхностью 
нейтронной звезды; при этом направле-
ние части электрического тока оказывается 
перпендикулярным вектору индукции маг-
нитного поля B, что приводит к появлению 
силы лоренца (1 / ) [ ],c ×j B  действующей 
на вещество нейтронной звезды и тормо-
зящей ее вращение [2]. При поверхностной 
температуре 510surfT >  K поверхностные 

рис. 1. схема к постановке задачи:
на поверхности твердой коры (1) z = –L нейтрон-
ной звезды лежит слой жидкости (2) толщиной L  
(область выделена серым тоном), а над ним рас-
положена область магнитосферы (3) (z > 0). Тонкие 
стрелки – силовые линии магнитного поля с ин-
дукцией B0; жирные черные стрелки – электриче-
ские токи j, поступающие из магнитосферы и про-
текающие в нейтронной звезде; Ω – вектор угловой  
скорости вращения твердой коры вокруг оси z  

(направлена против силы тяжести)
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слои нейтронной звезды представляют со-
бой океан глубиной L, равной примерно  
10 – 100 м, ниже которого расположена 
твердая кора [10]. Электрический ток может 
замыкаться как в глубине твердой коры, так 
и в океане (рис. 1). При этом сила лоренца, 
приложенная к жидкости, приводит к по-
явлению дифференциального вращения. 

в данной статье мы будем рассматри-
вать только случай нерелятивистского ста-
ционарного осесимметричного течения не-
сжимаемой жидкости, пренебрегая всеми 
эффектами общей теории относительности, 
а также поправками порядка 21 / c  [2, 11]. 
При этом мы будем учитывать анизотро-
пию проводимости и вязкости вещества 
жидкого слоя полярных шапок, связанную 
с магнитным полем.

Уравнения магнитной гидродинамики  
несжимаемой жидкости

рассмотрим тонкий слой жидкости, ле-
жащий на поверхности нейтронной звезды. 
Толщину слоя L будем считать малой по 
сравнению с радиусом нейтронной звезды 

610nsR ≈  см, т. е. nsL R  [10]. Пренебрегая 
в связи с этим кривизной поверхности ней-
тронной звезды, будем считать слой жид-
кости плоским и бесконечным. введем ци-
линдрическую систему координат ( , , )r zφ  
с осью, направленной вверх (против силы 
тяжести). Жидкий слой занимает область 

0;L z− < <  при z L< −  расположена твер-
дая кора, которая вращается твердотельно, 
с угловой скоростью Ω ,z= Ωe  а при 0z >  
располагается пульсарная магнитосфера, 
заполненная крайне разреженной плазмой. 
со стороны магнитосферы по магнитным 
силовым линиям пульсарной трубки подво-
дится электрический ток j, который может 
замыкаться как в области жидкого слоя, 
так и в области твердой коры (см. рис. 1). 
наличие этого тока приводит к возникно-
вению в слое дифференциального враще-
ния жидкости. Будем считать жидкость в 
слое вязкой и хорошо проводящей. и что-
бы найти течение жидкости, воспользуем-
ся уравнениями магнитной гидродинамики 
несжимаемой жидкости [12]:

/ rot ;t c∂ ∂ = −B E

div 0;=B

( )/ ( )

1
[rot ] ;

4 vis

t

P

ρ ∂ ∂ + ⋅ =

= −∇ + × + + ρ
π

v v v v

B B F g

div 0;=v  const,ρ =

где E – вектор напряженности электриче-
ского поля; B – вектор индукции магнит-
ного поля; v – скорость течения жидкости; 
,ρ  P – плотность и давление жидкости; 

vis visF α αβ= σ  ( vis
αβσ  – тензор вязких напряже-

ний); g – ускорение свободного падения  
( ,zg=g e  0g < ).

в силу тонкости слоя будем считать, что 
const.g ≈  в данной работе рассматривают-

ся только установившиеся течения, поэто-
му ограничимся нахождением только ста-
ционарных решений, когда все величины 
не зависят от времени t. кроме того, чтобы 
упростить задачу, ограничимся соосным 
случаем и будем рассматривать только осе-
симметричные течения, когда все величины 
не зависят от азимутального угла φ . Чтобы 
исключить из уравнения (1) электрическое 
поле E, воспользуемся законом ома, кото-
рый запишем в следующем виде [13 – 15]:

||

1
[ ]

[ [ ]] ( ) [ ],B B B B H B

c
R R R⊥

+ × =

= × × + ⋅ − ×

E v B

e j e e e j e j

где / ;B B=e B  ||( , , )HR R R⊥  – компоненты 
тензора сопротивления [13]. 

согласно работе [13], при 12
0 10B ≈  гс 

для вещества на поверхности нейтронной 
звезды можно грубо оценить отношение 
сопротивлений как

21
~ ~ 10 1;H

H
B scat

R
R

−

⊥

χ =
ω τ



|| 4
|| 2 2

1
~ ~ 10 ,H

B scat

R

R
−

⊥

χ = χ
ω τ



где Bω  – циклотронная частота ионов, scatτ – 
характерное время столкновений. 

Тогда уравнение (1) примет вид
2

||

rot[ ] rot( [ [rot ]
4

( rot ) [ rot ]),

B B

B B H B

c
R

R R

⊥× = × × +
π

+ ⋅ − ×

v B e B e

e e B e B

где было учтено, что (1)

(2)

(3)

(4)

(5)

(6)
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4
rot .

c
π

=B j

рассмотрим сначала невозмущенное те-
чение, когда к слою не подводится никако-
го электрического тока. Будем считать, что 
в этом случае жидкость вращается твердо-
тельно, с той же угловой скоростью Ω, что 
и кора, и запишем течение в виде

;r φ= Ωv e 0 0 ,zB=B e

где const,Ω =  0 const;=B

0; 0;vis
αβ= σ =j

2 2
0( , ) ( / 2).P P r z gz z= = ρ − + Ω

Пусть теперь к слою подводится элек-
трический ток  ( ) .z zj r=j e

создаваемое этим током течение будем 
искать в виде

;r φ= Ω + δv e u

0 ;zB= + δB e B

0( , ) .P P r z P= + δ

величину тока j будем считать малой и 
в дальнейшем будем учитывать только по-
правки, линейные по величинам ,δu  δB  
и .Pδ  рассмотрим величину .visF  соглас-
но равенствам (9)), тензор натяжений vis

αβσ  
является величиной 1-го порядка малости. 
Поэтому при его вычислении можно поло-
жить 0 .zB=B e  Будем считать, что тензор 
вязких натяжений vis

αβσ  задается выражени-
ем (4.41) из работы [15] (см. также [16]). 
Тогда с учетом (4) тензор vis

αβσ  принимает 
вид [15, 16]:

0 1

1
3

/
2
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2

;

rr
vis zz

rr r

W

W W Wφφ φ

ν − ζ
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ν
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1
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( )
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vis zz
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W

W W W

φφ

φφ φ

ν − ζ
σ ρ = − −

ν
− − − ν

3
1 3/ ( )

2
;r

vis r rr rW W W Wφ
φ φφ φ

ν
σ ρ = ν − − + ν

1
0/

2
;zz

vis zzW
ζ σ ρ = ν + 

 

2 4/ ;rz
vis rz zW Wφσ ρ = ν + ν

2 4/ ,z
vis z rzW Wφ

φσ ρ = ν − ν

где Aν  – коэффициенты кинематической 
сдвиговой вязкости (А = 1–4); 1ζ –  коэф-
фициент второй кинематической объемной 
вязкости (коэффициент первой объемной 
вязкости не вошел в эти формулы ввиду 
условия (4));Wαβ  – тензор «деформаций», 
который с учетом уравнения (4) и  ази-
мутальной симметрии течения принимает 
следующий вид:

2 ;r
rr

u
W

r
∂δ

=
∂

 ;r

u u
W

r r
φ φ

φ

∂δ δ
= −

∂
2

;rW u
rφφ = δ

;zr
rz

uu
W

z r

∂δ∂δ
= +

∂ ∂
 ;z

u
W

z
φ

φ

∂δ
=

∂

2 .z
zz

u
W

z

∂δ
=

∂
Будем для простоты предполагать, что в 

рассматриваемом приближении коэффици-
енты сдвиговой вязкости Aν  (А = 1 – 4), а 
также коэффициент второй объемной вяз-
кости 1ζ  можно считать постоянными, т. е.  
не зависящими от координат. При этом, 
согласно работе [15], при 12

0 10B ≈  гс от-
ношения вязкостей 0/A Aξ = ν ν  (А = 1 – 4) 
могут быть оценены как 

4
1 2

;
1

~ ~ 10
B scat

−ξ
ω τ

 2
2

1
~ 0 ;~ 1

B scat

−ξ
ω τ

2 1;4ξ ≈ ξ  4 3.2ξ ≈ ξ

Заметим также, что согласно равенствам 
(9) , величина j тоже является величиной 
1-го порядка малости и, соответственно, в 
правой части уравнений (5) и (6) можно по-
ложить ,B z=e e  rot rot( },= δB B  а коэффи-
циенты  ,R⊥  ||,R  HR  вычислять в нулевом 
приближении. для того чтобы упростить 
задачу, предположим, что в нулевом при-
ближении величины ,R⊥  ||,R  HR  не зависят 
от координат. 

Запишем все уравнения в безразмерном 
виде. Пусть l – характерный пространствен-
ный масштаб. Удобно в качестве l взять ве-
личину, сравнимую с размером полярной 
шапки ;pcR  и стоит отметить, что в этом 

(7)

(11)

(10)

(9)

(8)

(12)

(13)

(14)

(15)

(15)

(16)

(17)
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случае можно ожидать, что 2(10 10) .L l−≈ −  
далее вместо r, z, L будем использовать 
безразмерные величины, сохранив для них 
те же самые обозначения, т. е.

,r lr→  ,z lz→  .L lL→

Положим

,
l
⊥η

δ =u u  0 ,Bδ =B b

0
2

,P p
l

⊥ρν η
δ =

 
0

4
Bc
l

=
π

j J

и введем обозначения 
2

4
;

c
R⊥ ⊥η =

π
 

2

0

Re ;
lΩ

=
ν

 
2 2
0

0

Ha ,
4
B l

⊥

= ⋅
πρ ν η

где ⊥η  – перпендикулярная компонента 
тензора магнитной диффузии, Re – число 
рейнольдса, Ha – число гартмана. 

для радиопульсара со значениями 
12

0 10B =  гс, P = 1 c, полагая 4~ 10ρ  г/см3 
[10], 2

0 ~ 10−ν  см2/с [17], 18
|| ~ 10σ ед. сгс 

[18], а также 4,~ 10−χ


 мы можем грубо 
оценить значения чисел рейнольдса и гар-
тмана как 11Re 10≈   и 12Ha ~ 10 .

с учетом всего вышеизложенного урав-
нения (6), (2) – (4) могут быть записаны 
как 

22
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где были введены обозначения

1
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При написании уравнения (22) было 
учтено условие несжимаемости жидкости 
(26) . согласно равенству (27), можно по-
ложить 

,r

a
b

z
φ∂

= −
∂

 
1

( ),zb ra
r r φ

∂
=

∂
и соответственно уравнения (20) и (22) мо-
гут быть записаны в виде
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Подставляя полученное выражение в 

уравнение (21), получаем равенство
2

2
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∂∂ 

Учтем, что в рассматриваемом случае 
0Eφ =  и поэтому -юφ  компоненту уравне-

ния (5) в линейном приближении можно 
записать в виде

.zr
H r

bbb
u

z r z
φ∂∂  ∂

− = − χ + ∂ ∂ ∂ 
Подставим это выражение в равенство 

(23) и, соответственно, получим:
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отметим также, что в рассматриваемом 
приближении компоненты электрического  
поля выражаются как

0

2

1
1 ( )
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lr ra
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∂ ∂

0,Eφ =

а компоненты электрического тока J мож-
но записать в виде
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 ∂
= − +  ∂ 

Будем считать, что величины ,u , ,φb  ,φa  

1p  убывают с ростом r достаточно быстро 
для того, чтобы к ним можно было приме-
нять разложение в интеграл ганкеля [19]. 
Тогда величины ,ru  ,uφ  ,bφ  aφ  представим 
в виде

10
( , ) ( , ) ( ) ;f r z k f k z J kr dk

+∞
= ∫ 

10
( , ) ( , ) ( ) ,f k z r f r z J kr dk

+∞
= ∫

и их образы будем обозначать знаком верх-
ней тильды: соответственно ,ru  ,uφ  ,bφ

  .aφ

величины zu  и 1p  запишем в виде

00
( , ) ( , ) ( ) ;f r z k f k z J kr dk

+∞
= ∫ 

00
( , ) ( , ) ( ) ,f k z r f r z J kr dk

+∞
= ∫

а  их образы будем обозначать соответ-
ственно как zu  и 1.p

Подставляя данные разложения в 
уравнения (24) – (26), (29), (30) и (32), 
видим, что в полученных уравнениях пе-
ременные разделяются и их можно запи-
сать в виде 
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2 2
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u
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φ φ
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∂ ∂
= − ξ + ξ +

∂ ∂
 ∂

+ ξ − ξ + ∂ 





 
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2 42 2
2 ;z z
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uu up
k u k

z zz z
φ  ∂∂ ∂∂
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u
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z

∂
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∂





2
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2
(1 ) ( );H H r

b
k b u u

zz
φ

φ φ

∂ ∂
+ χ − χ = − + χ

∂∂ 





 

2
2

2
.r H

a b
k a u

zz
φ φ

φ

∂ ∂
− = + χ

∂∂





 

Граничные условия 

рассмотрим сначала область z L< −  и 
граничные условия при .z L= −  обозна-
чим все величины, относящиеся к области 

,z L< −  знаком   . согласно условиям за-
дачи, данная область заполнена твердым 
телом, вращающимся с угловой скоро-
стью Ω ,z= Ωe  и соответственно 0δ =u



 при 
.z L< −  Требуя, чтобы при z L= −  скорость 

δu  была непрерывна, получаем:

0,r z L
u

=−
=  0,

z L
uφ =−

=  0.z z L
u

=−
=

Предположим теперь, что при z L< −  
выполняется закон ома (5) с коэффици-
ентами сопротивления ,R⊥  ,R



 .HR  введем 
обозначения 

2( / (4 )) ,c R⊥ ⊥η = π ,/R R⊥χ =
 

/ .H HR R⊥χ =  

в дальнейшем для простоты будем счи-
тать, что ,⊥η  ,χ



 Hχ  не зависят от коор-
динат. Тогда для нахождения магнитного 
поля в области z L< −  можно использовать 
уравнения (43) и (44), которые в рассма-
триваемом случае принимают вид

2
2 2

2
(1 ) 0H

b
k b

z
φ

φ

∂
+ χ − χ =

∂ 



 ;

2
2

2
.H

a b
k a

zz
φ φ

φ

∂ ∂
− = χ

∂∂







их решение можно записать как

(33)

(34)

(35)

(36)

(37)

(38)

(39)

(39)

(40)

(41)

(42)

(43)

(44)

(45)

(46)
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( , ) ( ) ( ; ) z zb k z k e k e
+ −α −α
φ φφ = +  

2 2

( , ) ( ) ( ) 

( ( ) ( ) ),

kz kz

z zH

a k z k e k e

k e k e
k

+ − −
φ φφ

+ −α −α
φ φ

= + +

χ α
+ −

α −

  

 

где введено обозначение
2/ (1 ) .Hkα = χ + χ



наложим условие 0bφ →  и 0aφ →  при 
0,z →  тогда ( ) 0k

−
φ =  и ( ) 0.k

−
φ =  Потре-

буем, чтобы при z L= −  были непрерывны 
величины B и rE  (в силу (35) непрерыв-
ность 0Eφ =  выполняется автоматически). 

Принимая во внимание, что 
0

0
z L=− ±

=u  
и учитывая соотношения (28) и (33), эти 
условия можно переписать в следующем 
виде:

0 0
,

z L z L
a aφ φ=− + =− −

= 



0 0

;
z L z L

a a

z z
φ φ

=− + =− −
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0 0
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z L z L
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2 2
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(1 ) (1 ) .H H

z L z L

b b

z z
φ φ

⊥ ⊥

=− + =− −

∂ ∂
η + χ = η + χ

∂ ∂





Подставляя сюда решение (47), (48), по-
лучаем равенства

0
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z L

b
kDb

z
φ

φ

=− +

 ∂
 − =
 ∂ 





0
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,
z L
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a
ka Qb

z
φ

φ φ =− +
=− +

∂ 
− = ∂ 
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
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где введены обозначения

2

21

)1(
;H

H

D ⊥

⊥

χ + χη
=

η + χ


2
.

1  

H

H

Q
χ χ

=
χ + + χ





к приведенным здесь выражениям ко-
эффициентов D  и Q  надо относиться 
осторожно. дело в том, что при их вы-
воде  предполагалось, что на масштабах 
~ 1 / α  проводимость постоянна и можно 
не учитывать сферичности звезды. однако 
масштаб 1 / α  вполне сравним с 210  радиу-

сов полярной шапки 1 / ,k  т. е. с радиусом 
нейтронной звезды nsR  [2]. Поэтому для 
реальных нейтронных звезд коэффициент 
D  должен весьма заметно отличаться от 
выражения (53). важно отметить, что, ско-
рее всего, он будет зависеть от k (переходя 
при k → +∞  в выражение (53)). 

Чтобы проиллюстрировать данное 
утверждение, рассмотрим ситуацию, когда 
проводимость в области L z L− − ∆ < < −  
постоянна и описывается с помощью за-
кона ома (5) с независящими от коорди-
нат коэффициентами ,R⊥  ,R



 ,HR  а при 
z L< − − ∆  проводимость тоже постоянна, 
но коэффициенты равны уже ,'R ⊥  ,'R



 .'HR  
введем обозначения 2( / (4 ,)) 'c R′

⊥ ⊥η = π  
' ' / ' ,R R ⊥χ =
 

 ' ' / 'H HR R ⊥χ =  и будем 
считать, что 0bφ →  и 0aφ → при .z → −∞  
Тогда
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χ
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+ χ
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отсюда сразу видно, что в общем слу-
чае коэффициенты D  и Q  зависят от k. 
При этом легко заметить, что величины D∞  
и 'D ∞  совпадают с выражением (53) для 
проводимостей AR  и 'AR  соответственно; 
аналогично 'Q ∞  совпадает с выражением 
(54) для проводимости .'AR  в случае если 

~ 1k  и 1,α∆   получаем ' .D D ∞≈  Поэ-
тому при рассмотрении плавной части ре-
шения разумно положить D  равным .'D ∞  
напротив, при рассмотрении резко меняю-
щихся профилей тока zJ  основной вклад в 
максимальное значение скорости uφ  дают 
области 1.k   При этом вполне допустима 

(47)

(48)

(49)

(50)

(51)

(52)

(53)

(54)

(55)

(56)

(57)
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ситуация, когда 1α∆   и .D D∞≈  Поэтому 
при нахождении максимальных значений 
скорости uf  разумно использовать выраже-
ние (53). однако следует иметь в виду, что 
в обоих случаях 210 1.D −


рассмотрим теперь область 0z >  и гра-

ничные условия при 0.z =  обозначим все 
величины, относящиеся к области 0,z > , 
знаком     . Будем считать, что эта область 
заполнена веществом с очень низкой про-
водимостью поперек магнитного поля и с 
очень высокой проводимостью вдоль него 
[2]. в связи с этим будем считать, что 

R⊥ → +∞  и  0R →


 

(а также  0Hχ → ).

Тогда из уравнения (5) получаем   ,BJ=J e  
и соответственно в линейном приближении 
уравнение (7) можно записать в следующем 
виде:


0,
b
z

φ∂
=

∂
 ( ,

1
) zrb J

r r
φ

∂
=

∂





2

2
( ) 0.

a
L a

z
φ

φ
∂

+ =
∂

из первого равенства (59) следует, что 
в области 0z >  величина bφ зависит толь-
ко от r. второе равенство связывает дан-
ную величину с плотностью электрическо-
го тока  const( ).zJ z=  Третье равенство дает 
формулу




 ( , ) ( ) exp( ) ( ) exp( ).a k z k kz k kz
+ −

φ φ φ= + −   

если потребовать, чтобы  0aφ →  при 
,z → +∞  то  получим, что  ( ) 0k

+

φ =  и, со-
ответственно, 







/ 0.a z kaφ φ∂ ∂ + =

если поставить условие непрерывности 
магнитной индукции B при 0,z =  то c уче-
том вышеизложенного граничные условия 
при 0z =  можно переписать в виде

0 0

0;
z

a
ka

z
φ

φ

= −

∂ 
+ = ∂ 









0 0
( ) ( ),

z
b k b kφφ = −

=

где функция  ( )b rφ считается заданной и ее 
образ обозначен как  ( ).b kφ  

касаясь условия непрерывности ком-
понент rE  и ,Eφ  следует отметить, что в 
силу равенства (35) непрерывность Eφ  вы-

полняется автоматически. Условие же не-
прерывности компоненты rE  совместно 
с уравнением (33) фактически служат для 
определения скорости  .uφ

Будем считать, что среда, заполняющая 
область 0,z >  очень разрежена, т. е.  0.ρ →  
в связи с этим потребуем, чтобы  поток ве-
щества внутрь области 0 :z >  отсутствовал:

0 0
0.z z

u
= −

=

налагаем также условия непрерывно-
сти потоков r- и -φ компонент импульса на 
границе 0.z =  Эти условия можно запи-
сать иначе, если дополнительно учесть, что 
компоненты вектора B на данной границе 
непрерывны, а также положить  0.ρ ≈  они 
примут следующий вид:

0 0
0;rz

vis z = −
σ =

0 0
0.z

vis z

φ

= −
σ =

используя выражения (15), (17), а также 
условие (62), получаем, что при 2 0ν ≠  и 

4 0ν ≠  условия (63) можно записать как

0 0

0;r

z

u
z = −

∂
=

∂


0 0

0.
z

u

z
φ

= −

∂
=

∂



Здесь необходимо отметить, что усло-
вие непрерывности z-компоненты импуль-
са было проигнорировано. дело в том, что 
в это условие входит  отклонение уровня 
жидкости h(r) от поверхности 0z =  (здесь 

( )z h r= – это высота, на которой в точке 
r заканчивается область жидкости и на-
чинается область разреженной плазмы). с 
точностью до членов 1-го порядка данное 
условие имеет следующий вид:

0 0 0
( , ( )) ( ) 0.zz

vis z
P r z h r P

= −
= + δ + σ =

Это равенство показывает, что факти-
чески данное условие не налагает ограни-
чений на течение, но может служить для 
определения функции h(r). 

следует отметить, что из-за большой 
силы тяжести, а именно 14 15~ 10 10g −  см/с2  
[10], на поверхности нейтронной звезды, 
даже в нулевом приближении, величина 

2( ) 10h r −  см, т. е. ( ) .h r l  Это позволяет 
при вычислениях в первом порядке не учи-
тывать условия (65) и считать, что всюду 
( ) 0.h r ≈  

Подведем итоги данного раздела. на 
нижней границе z L= −  мы будем требо-

(58)

(59)

(60)

(61)

(62)

(63)

(64)

(65)
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вать выполнения условий (45), (51) и (52), 
причем для простоты будем далее считать, 
что коэффициенты D  и Q  не зависят от 
k и задаются выражениями (53), (54). на 
верхней границе z = 0 будем требовать вы-
полнения условий (60) – (62) и (64). При 
этом входящая в условие (61) функция 
 ( )b rφ  считается известной (ее образ обо-
значается как  ( )b kφ ), а величина электри-
ческого тока, падающего из магнитосферы 
на слой, следует выражению 

 

0

1
( ).z

z
J rb

r z
φ

=

∂
=

∂

Решение уравнений 

рассмотрим течение в области 
0.L z− < <  Поскольку для радиопульсаров 

можно ожидать, что 12Ha ~ 10 1,  то бу-
дем вычислять все величины только в пер-
вом неисчезающем порядке, пренебрегая 
всеми поправками порядка ~ 1 / Ha. При 
этом будем полагать, что либо значение 
числа рейнольдса Re 1  (невращающаяся 
нейтронная звезда), либо Re ~ Ha  (нор-
мальный радиопульсар). для того чтобы 
упростить вычисления и избежать пробле-
мы пересечения мод, будем также считать, 
что все величины Aξ  различны (хотя бы с 
точностью примерно 10 %) и ни одна из 
них не обращается в нуль.

итак, будем искать решение уравнений 
(39) – (44) в виде 

( ) exp( ).f z f z= ⋅ α 

Тогда получаем: 

2 2 2
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где введены обозначения 
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  

( );H rb u u
Mφ φ

α
= − + χ

 

2 2 2
2 2

1 1
(( ) ),

( ) r Ha k u u
Mkφ φ= ⋅ ⋅ α − χ − α χ

α − 

  

 
× 

× 2 2 2
2 2

1 1
(( ) ),

( ) r Ha k u u
Mkφ φ= ⋅ ⋅ α − χ − α χ

α − 

  

где введено обозначение

2 2 2 2 2 2 2
2 1( ) (3 ) Ha .F k k= ξ α + − + ξ α − α

отсюда сразу видно, что при 2 2kα =  
мы получаем  ненулевое решение: 0,aφ ≠  а 
остальные величины равны нулю. 

Это решение описывает потенциальное 
магнитное поле, очевидно, удовлетворяю-
щее граничным условиям (45), (51), (52), 
(60) – (62), (64). Поскольку данная мода 
влияет только на полоидальное магнитное 
поле, то при нахождении остальных мод 
(они определяют скорость течения жидко-
сти u ) наличие данной моды необходимо 
учитывать только для того, чтобы удовлет-
ворить граничным условиям (52) и (60). 
соответственно, пока нас не интересует 
полоидальное магнитное поле, мы можем 
спокойно игнорировать как моды 2 2,kα =  
так и граничные условия (52), (60). следо-
вательно, полагая 2 2,kα ≠  получаем, что 
уравнение относительно величины α  име-
ет вид

2 2 2 2 2
2 1

2 2 4 2 2

 ( 2Ha ) ( )

 ( Ha ) Ha 0.
H

H

S S M k

M F F

α ⋅ + χ α + ξ α − ξ ×

× ⋅ + χ α − α =

Это уравнение является полиномом 4-й 
степени относительно величины 2α  и соот-

(66)

(67)

(68)

(69)

(70)

(71)

(72)

(73)

(74)

(75)

(76)

(77)

(78)
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ветственно имеет четыре корня.
рассмотрим сначала случай 2 2Ha  xα = , 

где ~ 1,x  2 2.kα   
Тогда с точностью до поправок порядка 

1/ Ha  уравнение (78) принимает вид
2 2 2 2
2 4

4 2

( ) (1 ) 

 2( ) 1 0.
H

H

x

x

ξ + ξ + χ +

+ ξ χ − ξ + =
его решение имеет вид

1,2
2 4

1 1
,

1 H

x
is is

= ⋅
ξ − ξ − χ

где 1s = ±  задает выбор корня уравнения: 

1x  и 2x  соответствуют 1s = +  и 1s = −  со-
ответственно. При этом для данной моды 

.ru isuφ≈   
введем также обозначения 

2 2
1 1Ha ,xα =  1Re( ) 0;α >   
2 2
2 2Ha ,xα =  2Re( ) 0.α >

рассмотрим теперь случай 
4

2
2

,
Ha
k

xα =  

где ~ 1,x  2 2.kα   Тогда с точностью до 
поправок ~ 1 / Ha  уравнение (78) прини-
мает вид

2
2 2

2 1 1 2 12
0,

Ha
k

x S
 

− ξ + ξ χ + χ + ξ ξ χ = 
 

  

где введено обозначение 

1 4 22

Re
2 .S

k
= + ξ − ξ

Тогда, соответственно, получаем, что 
2

2
3,4 2 1 12

22
2

2 1 1 2 12

1
2 Ha

1
,

4 Ha

k
x S

k
s S

 
= ξ + ξ χ + χ + 

 

 
+ ξ + ξ χ + χ − ξ ξ χ 

 

 

  

где 1s = ±  опять задает выбор корня уравне-
ния: 3x  и 4x  соответствуют 1s = +  и 1s = −
соответственно.

в случае Re 1 получаем 3 2x ≈ ξ  и 

4 1 .x ≈ ξ χ


 При этом для данных мод 

,ru Puφ≈ 

где 3,4 3,4 1 1 3,4( ) / ( )HP x S x= − ξ χ χ − χ
 

. 
в случае Re 1  имеем 

2 1
3

1 2

;
H

P
S

ξ − ξ χ
≈

χ − χ ξ




 
2

1 1
4 12

2 1

,
Ha

HSk
P

− χ ξ
≈ − ξ χ

ξ − ξ χ



а при Re ~ Ha  получим  

3,4 3,4 1 1( ) / ( ) (1 / Ha).P x S O≈ − ξ χ χ =
 

введем также обозначения 
2

3 3( / Ha) 0k xα = > ; 

2
4 4( / Ha) 0.k xα = >

Пусть вклад в величину ( )f z  моды A ра-
вен A Af C+ +

  при Aα = α  и A Af C− −
  при ,Aα = −α  

где ,AC +  AC −  – амплитуды соответствующих 
мод, 1 4.A = −

Тогда, пренебрегая модами 2 2,kα =  ко-
торые, как уже отмечалось, влияют только 
на потенциал ,aφ  запишем полное решение 
в области 0L z− < <  в следующем виде:

4
  

1

( ) ( ).A Az z
A A A A

A

f z f C e f C eα −α+ + − −

=

= +∑  

слагаемые 1,2f +
  будем учитывать только 

вблизи границы 0,z =  а слагаемые 1,2f −
  – 

только вблизи границы .z L= −  Подставим 
решение (83) в граничные условия (45), 
(51), (61), (62), (64).

в результате получаем, что при 
0,L z− < <  с точностью до поправок 

~ 1 / Ha,













1 2

1 2

1 2

2

1 2

2

1 2

( ) ( ) 2
2

1 2

2

1 1 1
(1 ) ( )

2

Re
( ) 2

Ha

1
( ) ;

2 2

z z

r

H

z L z L

z z

i e e
u k b

i
kb D z

L

e e k b

e e L
z L z

α α

φ

φ

−α + −α +
φ

α α

 
= − χ − + α α 

  
+ + χ − −   α α 

− + χ


  
+ − − −   α α  

×

×















1 2
2 2

1 2

1
(1 ) ;

2

z z

H

e e
u b kD k z L

α α

φφ

   
= + χ + χ + − +     α α   



 ×

×



1 2
2 2

1 2

1
(1 ) ;

2

z z

H

e e
u b kD k z L

α α

φφ

   
= + χ + χ + − +     α α   













1 2

2
2

2 2

( ) ( )

1 2

Re
 ( )

Ha

(1 )
2

1 1
;

z

H

z L z L

u k b z z L

i
k b D

z z
e e

L L

φ

φ

−α + −α +

= − χ + −

− + χ ×

    × + − +    α α    




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(80)

(81)

(82)

(83)

(84)

(85)
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



1 2( ) ( )

1 2

1 1
1 ,

2
z L z LH Hi ikD

b b e e−α + −α +
φφ

  + χ − χ
= − +   α α  







1 2( ) ( )

1 2

1 1
1 ,

2
z L z LH Hi ikD

b b e e−α + −α +
φφ

  + χ − χ
= − +   α α  



где введено обозначение 

1

2

1
( ) 1 (exp( ( ))

2
exp( ( ))).

z z L

z L

= − −α + +

+ −α +



давление 1p  с точностью до поправок 
~ 1 / Ha  не зависит от z и выражается как









2 2
1

1 2

2

1 1
Ha (1 )

2

2 Re (1 ) .
2

H

H

i
p b D

L

kL
b D

φ

φ

 
= + χ − − α α 

 − + χ + χ 
 





Что касается полоидального магнитно-
го поля, то с учетом вклада потенциальной 
моды и граничных условий (52), (60), с точ-
ностью до поправок ~ 1 / Ha,  его можно 
записать в виде:













1 2

( )
2

2

1 2

( ) ( )
2 2
1 2

Re
 (2 )

Ha

1 1
 (1 )

2

 ,
2

kz k z L
p p

H

z L z LH H

a C e C e b z L

iD
b

kL

i ikD
b e e

+ − − +
φφ

φ

−α + −α +
φ

= + − χ + −

 
− − + χ + α α 

 χ − χ +
+ + α α 





где амплитуды потенциальной моды pC +  и 

pC −  следуют выражениям









2

1 2

2

1 1
(1 )

4

Re
1 ;

2Ha

p H

iD
C b

kL

b kL
k

+
φ

φ

 
= − + χ + α α 

 + χ + 
 



















2

2

1 2

1 2

Re
1

2 2Ha

1 1
 (1 )

4

 ,
4

p

H

H H

Q b kL
C b

k k

iD
b

kL

i iD
b

φ−
φ

φ

φ

 = − − χ + + 
 

 
+ − + χ − α α 

 χ − χ +
− + α α 



и соответственно при 0Q ≠ можно напи-
сать, что



 ( )

2
.k z LQ

a b e
k

− +
φφ ≈ −

Предположим теперь, что при 0z =  
электрический ток zJ  можно записать как 

 

1 ( ),z surfJ G r= 

где введены обозначения

00
( )  ( ) ( ) ;n

nG r k F k J kr kdk
+∞

= ∫ 

1 10
( )  ( ) ( ) .nF r k F k J kr kdk

+∞
= ∫ 

При этом очевидно, что 

 

0 0
0

 ( ),surf
z

B B F rφ
=

δ =     ( );surfb F kφ =   

( )1 0

1
,G rF

r r
∂

=
∂

 2 0( );G L G= −  

1
2 0( ).

G
F L F

r
∂

= − = −
∂

Тогда учитывая, что в рассматриваемом 
приближении величины 1,α  2α  и D  не за-
висят от k, получаем, что при 0,L z− < <  с 
точностью до поправок ~ 1 / Ha,



1 2

1 2

1 2

2
1 2

2

1 2

( ) ( )
1 2

2
1 2
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2

1 1 1
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2
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  
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×

×

− + χ


  
+ − − −   α α  
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
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1
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surf
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b iD
F r e

i
e F r

φ −α +
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



2
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02
1 2

2
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4

1 1 Re
 2 ( )

2 Ha
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( ).
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surf H

surf

B
p D

i
G r

L

B
LG r

δ = ⋅ ⋅ + χ ×
π

  
× − − −   α α  

− ⋅ ⋅ χ
π 





Подставляя выражение (98) в формулы 
(36), получаем, что в области 0L z− < <  ве-
личина zJ  практически не зависит от z:



1

2

( )
1

1

( )
2 1

2

1
( )

2

1
( ) ( ).

z Lz H

surf

z LH

J iD
G r e

i
e G r G r

−α +

−α +

 + χ
= − + α

− χ
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



1

2

( )
1

1

( )
2 1

2

1
( )

2

1
( ) ( ).

z Lz H

surf

z LH

J iD
G r e

i
e G r G r

−α +

−α +

 + χ
= − + α

− χ
+ ≈α 



Частный случай решения. рассмотрим 
частный случай, когда функция ( )F k  име-
ет вид

2

2 2

1 12 2 2

max min

1 1 1
( ) ( ) ( )

 ( ) ( ),k

a b
F k J kb J ka

b ab a k

e k k k k−β

 = ⋅ − × −  

× ⋅ θ − ⋅ θ −



где ( )xθ  – функция Хевисайда ( ( ) 1xθ =  
при 0x >  и ( ) 0xθ =  при 0x < ). 

в пределе, когда 0,β →  min 0,k →  

max ,k → +∞  получаем выражение
2 2

1 2 2 2 2

( ) ( )
( ) .

a b b r a r
G r

b a b a
θ − θ − = ⋅ − −  

соответственно, в области 0 r a< <  
имеем 1( ) 1G r = −  и   ,z surfJ = −  что согласу-

(98)

(99)

(100)

(101)

рис. 2. графики функций Fn(r), рассчитанные по формуле (86) для различных значений n (а – г)  
и размера области a (1 – 4). Значения n: 0 (а), 1 (б), 2 (в, г); г – увеличенный фрагмент рис. 2,в.  

Значения а: 0,3 (1); 0,5 (2); 0,7 (3); 0,9 (4). Принято, что  b = 1, β = 10–5, kmin = 10–2, kmax= 103

а) б)

в) г)

F0 F1

F2
F2

0
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ется с профилем тока, текущего через вну-
тренний зазор в режиме свободного истече-
ния [20]. величина этого тока практически 
не зависит ни от радиуса r, ни от размера 
a области, занимаемой внутренним зазором 
(см., например, работы [21–23]). в области 
a r b< <  ток меняет знак, что соответствует 
либо току, текущему через внешний зазор 
[9], либо (при ( )b a a−  ) току, который 

возвращается по границе пульсарная труб-
ка – замкнутые силовые линии [2, 3, 5]. 
структура магнитосферы с подобным про-
филем тока при условии ( )b a a−   была 
рассмотрена, в частности, в работе [24]. 
выражение (101) подбиралось так, чтобы в 
пределе, когда 0,β →  полный электриче-
ский ток, текущий через пульсарную труб-
ку, был равен нулю [5, 9]. 

рис. 3. графики функций Gn(r), рассчитанные по формуле (86)  
для различных значений n (а – е) и размера области a (1 – 4). Значения n:  

0 (а), 1 (б), 2 (в, г); 3 (д, е); г, е – увеличенные фрагменты рис. 3,в,д.  
Значения а и остальных параметров – те же, что на рис. 2

а) б)

в) г)

д) е)

G0 G1

G2 G2

G3G3

0

0
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аналогичный профиль плотности тока 
рассматривался для случая кольцевого за-
зора [25 – 27]. в частности, авторами рабо-
ты [25] показано, что для случая соосного 
пульсара, когда Ω 0B , весьма разумным 
выбором является / 0, 74.a b ≈  однако 
надо иметь в виду, что расположение вну-
треннего, внешнего (и кольцевого) зазоров, 
а также доли сечения пульсарной трубки, 
занимаемые каждым из них, очень сильно 
зависят от общей структуры токов, текущих 
в магнитосфере пульсара [9, 28, 29].

При использовании выражения (101) 
следует иметь в виду, что в рассматривае-
мом пределе при 0β →  интегралы сходят-
ся плохо из-за очень резких скачков плот-
ности  электрического тока zJ  в точках 

,r a=  r b=  и, более того, в данных точ-
ках функции 2( )F r  и 2( )G r  обращаются в 
бесконечность. Множитель 2exp( )k−β  был 
добавлен для улучшения сходимости инте-
гралов и устранения бесконечностей. вели-
чина 1 / β  примерно соответствует толщи-
не слоя, в котором происходит изменение 
электрического тока при r a=  и r b= . По-
лучившиеся при этом виды функций ( )nF r  
и ( )nG r  для 5,10−β =  3

max ,10k =  2
min 10k −=  

и 1b =  показаны на рис. 2 и 3.

Обсуждение полученных результатов

в данной работе было рассмотрено те-
чение жидкости, возникающее на поверх-
ности полярной шапки радиопульсара вви-
ду необходимости замкнуть электрический 
ток, текущий по пульсарной трубке [2, 5]. 
При этом учитывалась анизотропия прово-
димости и вязкости жидкости, связанная с 
наличием магнитного поля.

в частности, в размерных величинах 
азимутальная скорость течения жидкости 
uφδ  имеет вид



1 2/ /

2
1 2

1

1 1
  

2

,

surf

GJ

z l z l

jc z L
u

P j l

l

l

e e r
F

D z z
F

ll

φ

α α

⊥

 +δ ≈ − ×  σ 
   × + +   α α   

   +    σ    





где 

surfJ  – плотность электрического 
тока при 0z =  и ,r a<  0( ) / (2 ),GJj B= Ω π  

2 /P = π Ω  – период вращения звезды, 
/ ,1 Rσ =

 

 2 2/ ( )HR R R⊥ ⊥ ⊥σ = +  – проводи-
мости вещества параллельно и перпендику-
лярно направлению магнитного поля. 

стоит отметить, что в рассматриваемом 
пределе, когда Ha 1,  выражение (102) 
почти совпадает с изотропным случаем. и 
в частности, как и в изотропном случае, 
не зависит от значения вязкости  (за ис-
ключением области гартмановских слоев). 
основное отличие от указанного случая за-
ключается в том, что в первом слагаемом 
выражения (102) вместо коэффициента 
1 / ,σ  где σ  – изотропная проводимость, 
стоит 1 / ,σ



 а во втором вместо /D σ  фор-
мула содержит ./D ⊥σ  При этом необходи-
мо отметить, что, несмотря на справедли-
вость соотношения [13]

2 2 4/ ~ 1 / ( ) ~ 10 1,B scat
−

⊥σ σ ω τ




 для приведенного на рис. 3 профиля элек-
трического тока zJ  вклады обоих слагае-
мых в максимальное значение скорости uφδ  
вполне сравнимы. Это связано с тем, что 
максимальные значения функции 2F , как 
и в изотропном случае, в 21 / ~ 10β  раз 
больше максимальных значений функции 

1.F  кроме того, анизотропия проводимо-
сти приводит значительному уменьшению 
коэффициента 2~ ~ 1 ,0D −χ



 в отличие от 
изотропного случая, где разумно считать 
(особенно при 1k  ) 1.D ≈  дополнитель-
но следует учесть, что при анизотропной 
проводимости коэффициент D  оказывает-
ся гораздо чувствительнее к росту проводи-
мости в глубине коры, а это приводит к его 
дополнительному уменьшению. 

Таким образом, скорость течения uφδ  
можно грубо оценить как

2 2
81

~ ~ 3 10
( ) ( )

c b b
u

P b a b a
−

φδ ⋅
σ − β − β


 см/с.

Точно так же, как и в изотропном слу-
чае, столь малая величина скорости вра-
щения жидкости связана с тем обстоятель-
ством, что возникшее дифференциальное 
вращение жидкости почти полностью пре-
дотвращает замыкание электрического тока 
в жидком слое. Это следует и из анализа  

(102)
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выражения (100), согласно которому вели-
чина zj  остается практически неизменной 
во всем жидком слое (сколько-нибудь за-
метное уменьшение электрического тока 

zj  происходит лишь в нижнем гартманов-
ском слое).

итак, проведенный анализ позволяет 
заключить, что электрический ток проходит 
сквозь возможную значительную толщину 
жидкого слоя, почти не изменяясь, и замы-
кается лишь в твердой коре. Такое же за-
ключение сделано для изотропного случая, 
и это несмотря на тот факт, что указанная 
толщина может быть сравнима с размером 
полярной шапки ~ .L l

Что же касается полоидального течения, 
то оно все еще остается пренебрежимо ма-
лым, хотя теперь главные слагаемые в выра-
жениях для ruδ  и zuδ имеют скорее порядок 

/ Ha,D  в отличие от изотропного случая, 
когда имеется порядок 2Re / Ha .  другими 
словами, теперь полоидальное течение гене-
рируется главным образом в тонких гартма-
новских слоях, а не вызывается силой ко-
риолиса в основном объеме жидкости. 

Поправка к полоидальному магнитному 
полю aφδ  значительно стала превосходить 
таковую для изотропного случая и теперь 
имеет порядок ~ ,Q  а не ~ 1 / Ha,  как это 
было в изотропном случае. иными словами, 
это поле определяется, в основном, холлов-
скими токами, протекающими внутри твер-
дой коры (и нижнем гартмановском слое). 
однако величина поля aφδ  все равно ока-
зывается сравнимой с поправками поряд-
ка 2

0( ,~ / )l c BΩ  связанными с вращением 
заряженной жидкости [2] (в данной работе 
мы ими пренебрегаем). 

важно также отметить, что при выво-
де граничного условия (60) мы считали, 
что вся область 0z >  заполнена очень раз-
реженной плазмой, экранирующей про-
дольное электрическое поле, т. е. мы пре-
небрегали наличием внутреннего зазора на 
поверхности нейтронной  звезды. 

и, более того, мы считали, что электри-
ческий ток течет строго вдоль магнитного 
поля .Bj=j e  Это означает, в частности, что 
мы пренебрегаем влиянием (E B× )-дрейфа 
на движение частиц в магнитосфере и не 
учитываем возможность существования  

в магнитосфере холловского тока (мы по-
ложили  0Hχ = ). 

однако если бы мы учли эти факторы, 
то это в самом крайнем случае привело бы 
к появлению членов порядка /l cΩ  в коэф-
фициенте pC +  и тогда вклад граничного усло-
вия (60) в aφδ  стал бы всего лишь сравним с 
вкладом нижнего граничного условия (52).  

Также стоит отметить, что рассматри-
ваемые граничные условия (60) – (62), (64) 
формально приводят к скачку тангенциаль-
ной составляющей скорости вращения 

r ru uτ φ φ= +u e e  

на границе 0.z =
необходимо дополнительно отметить, 

что, согласно работе [14],

 2 21 ~ 1 / ( );B scatχ − ω τ


 ,~H B scatχ ω τ

т. е. 1χ ≈


 и 2~ 10 1.Hχ 

однако данный результат относит-
ся только к плазме, состоящей  из ионов, 
имеющих одинаковое отношение заряда к 
массе. нам же представляется, что более 
корректно считать, что жидкость на по-
верхности нейтронной звезды состоит из 
различных элементов, а значит,  ионы бу-
дут иметь разное отношение заряда к массе. 
Поэтому в данной работе при проведении 
численных  оценок величин полагалось, 
что [13]

2~ 1 / ( ) ~ 10 1;H B scat
−χ ω τ   

2 2 4~ 1 / ( ) 10 .~B scat H
−χ ω τ χ





Также стоит отметить, что при темпе-
ратуре поверхности нейтронной звезды 

63 10surfT < ⋅  K поверхность океана может 
затвердеть [30]. При этом из-за быстрого 
роста температуры в глубь звезды сам оке-
ан останется жидким [10, 30]. Это явление 
может привести к изменению граничных 
условий (60) – (62), (64), а также к замы-
канию части электрического тока  zj  через 
слой «льда», покрывающего океан.

Заключение

итак, в результате проведенного ис-
следования дифференциального вращения 
жидких полярных шапок, вызванного маг-
нитосферными токами, показано, что ско-
рость этого вращения очень мала и почти 
весь ток замыкается в глубокой коре.
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