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Аннотация. В работе приводятся численный метод и алгоритм решения задач динамики 

вязкоупругих тонкостенных элементов конструкций переменной толщины.  
Уравнения движения относительно прогибов описываются интегро-дифференциальными 

уравнениями (ИДУ) в частных производных. При помощи метода Бубнова – Галеркина, 
основанного на многочленной аппроксимации прогибов, задача сводится к исследованию системы 
обыкновенных ИДУ, где независимой переменной является время. Система ИДУ решается 
предложенным численным методом, на основе которого описан алгоритм численного решения и 
создана программа на алгоритмическом языке Delphi. Исследование нелинейных колебаний 
тонкостенных элементов конструкции с учетом переменной толщины в геометрической 
нелинейной постановке позволило выявить ряд механических эффектов.  

В зависимости от физико-механических и геометрических параметров рассмотренных 
вязкоупругих тонкостенных элементов конструкций даны рекомендации по использованию 
жесткости системы. 
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Введение 
В прикладных задачах механики деформируемых систем приходится встречаться с 

процессами, при описании которых необходимо оперировать имеющими разрывы величинами, 
различными по своему физико-механическому содержанию. В последнее время стало появляться 
все больше работ, посвященных результатам исследований критического состояния, колебаний и 
напряженно-деформированного состояния (НДС) конструкций с физико-механическими 
особенностями разрывного типа, т. е. конструкций cо ступенчато-переменной толщиной,  
с армированиями, неоднородностями структуры, местными включениями в виде сосредоточенных 
масс и отверстий, либо пониженной жесткости в виде ребра с учетом изотропных и анизотропных 
свойств материала [1–7].  

Наряду с этим уделяется большое внимание исследованию динамического поведения и 
НДС различных двухмерных и трехмерных кусочно-неоднородных систем с учетом 
геометрической нелинейности, линейных и нелинейных вязкоупругих свойств материалов [8–11]. 
При этом исследования НДС тонкостенных конструкций с учетом таких особенностей 
недостаточно освещены в литературе.  

На сегодняшний день в известных публикациях рассматриваются следующие аспекты 
проблемы.  

В работе [4] применяется вариационно-параметрический метод в нелинейной теории 
оболочек ступенчато-переменной толщины. 

В [5] рассматриваются теоретические предпосылки, методы решения задач устойчивости и 
исследования свободных и вынужденных колебаний для пластин и оболочек. При этом 
выделяются ребристые оболочки и оболочки ступенчато-переменной толщины, для которых 
приведены результаты исследования устойчивости и свободных нелинейных колебаний. 

В работах [12, 13] разработаны математические модели нелинейных динамических задач о 
колебаниях и устойчивости ортотропных вязкоупругих систем с переменной толщиной.  

В статье [14] предлагается эффективная численная методика исследования собственных 
частот и форм колебаний пологих прямоугольных в плане оболочек переменной толщины.  
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В работе [15] произведен нелинейный расчет и оптимизация пологих оболочек переменной 
толщины. Сопоставляются результаты оптимального расчета с наибольшими значениями объема 
и критических нагрузок при заданном объеме оболочек и высоте подъема арки. 

В [16] описывается асимптотическое решение смешанных краевых задач двухслойных 
анизотропных пластин переменной толщины. 

Из приведенного обзора видно, что вопросы учета неупругих и неоднородных свойств 
материала при динамическом расчете конструкций остаются недостаточно освещенными в 
научной литературе и требуют дальнейшего изучения. 

Поэтому исследования динамического поведения и НДС элементов конструкций 
летательных аппаратов, судов, различных сооружений с учетом больших деформаций, 
нелинейных вязкоупругих свойств материала и реальных особенностей конструкций, т. е. 
переменности толщины, структурной неоднородности с включениями, ребрами жесткости и 
выемками являются актуальными задачами механики тонкостенных конструкций [12, 13, 17]. 

В отличие от ранее опубликованных работ [12, 18], в данной разработан единый 
вычислительный алгоритм, который позволяет исследовать нелинейные одномерные и 
двумерные задачи динамики вязкоупругих систем переменной толщины, приведены общие 
принципы реализации разработанного алгоритма численного решения задач на компьютере. 
Исследования нелинейных колебаний тонкостенных элементов конструкций переменной толщины 
в геометрической нелинейной постановке позволили выявить ряд механических эффектов. 

Математическая модель, метод и алгоритм задачи 
Рассмотрим вязкоупругую ортотропную цилиндрическую панель со сторонами a  и b , 

радиусом кривизны R , переменной толщины ( )xhh =  (рис. 1). Пусть панель нагружена 
поперечной нагрузкой q . 

 
Рисунок 1. Вязкоупругая цилиндрическая панель переменной толщины 

При принятых предположениях математическая модель задачи относительно перемещений 
wvu ,,  по направлениям zyx ,, описывается системой интегро-дифференциальных уравнений в 

частных производных [13]. 

После того, как составлена математическая модель изучаемого процесса, необходимо 
разработать алгоритм исследования этой модели, т. е. выбрать метод или последовательность 
методов для решения полученных уравнений, описывающих работу исследуемого процесса, и 
наметить действия для получения всех характеристик исследуемого процесса.  
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Решение системы нелинейных интегро-дифференциальных уравнений в частных 
производных при различных граничных условиях и при наличии слабосингулярных ядер 
наследственности представляет собой значительные математические трудности. Здесь для 
построения дискретной модели рассматриваемой задачи используется метод Бубнова – 
Галеркина. 

Представим функции ( )tyxu ,, , ( )tyxv ,, , ( )tyxw ,,  в виде разложения по функциям 

( )yxnm ,φ , ( )yxnm ,ϕ , ( )yxnm ,ψ , которые удовлетворяют соответствующим граничным условиям 
задачи 
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где ( )tuu nmnm = , ( ),tvv nmnm =  ( )tww nmnm =  – неизвестные функции времени; ( ),, yxnmφ  

( ),, yxnmϕ  ( )yxnm ,ψ , ;,...,2,1 Nn = Mm ,...,2,1=  – координатные функции, удовлетворяющие 
заданным граничным условиям задачи. 

Подставляя (1) в уравнение движения и выполняя процедуру Бубнова – Галеркина для 
определения неизвестных ( )tunm , ( )tvnm , ( )twnm , получим систему нелинейных обыкновенных 
ИДУ. 

Следующим этапом после определения оптимального типа математической модели и 
приведения ее к виду, удобному для моделирования на ЭВМ, является собственно ее 
компьютерная реализация. Этот этап является определяющим для всего процесса 
моделирования и для него характерны такие задачи, как выбор или создание эффективных 
численных методов и алгоритмов, обеспечение быстродействия и устойчивости вычислительных 
процедур, оптимальный выбор вычислительной среды моделирования, эффективная 
программная реализация используемых алгоритмов, контроль и оценка точности моделирования. 

При компьютерном моделировании динамических систем, описываемых интегро-
дифференциальными уравнениями Вольтерра, могут быть использованы различные численные 
методы и методы непосредственного моделирования [16, 19–21]. 

В работе [20] предложен эффективный подход к численному решению систем линейных и 
нелинейных ИДУ со слабосингулярными ядрами наследственности, который основан на 
совместном рациональном использовании различных аналитических преобразований, 
позволяющих свести исходные системы к системе интегральных уравнений с регулярными ядрами 
и устойчивого численного интегрирования, обеспечивающего получение решения задач с высокой 
степенью точности. Этот метод был распространен на системы интегро-дифференциальных 
уравнений, не разрешенных относительно старших производных [12]. При этом в расчетах 
использовались слабосингулярные ядра Колтунова – Ржаницына [22]: 

( ) ( )1000  1 <<>>⋅=Γ −− αβαβ ,  ,  A,tAet t . (2) 

Известно, что многие динамические задачи для вязкоупругих систем типа стержней, пластин 
и оболочек после применения методов Бубнова – Галеркина (конечных элементов, конечных 
разностей и т. п.) сводятся к решению уравнений следующего вида:  
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где unm = unm(t), vnm = vnm(t), wnm = wnm(t) – неизвестные функции времени; 

nmnmnmnmnmnm ZYX 111 ,,,,, ψϕφ  – непрерывные функции в области изменения аргументов; ,klnma  

,klnmb  ,klnmc  ,2
klnmλ  ,2

klnmχ  klnm
2ω  – заданные постоянные числа. 

Матричный вид системы (3): 
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Систему (4) перепишем в виде: 
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где  
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Матрицы и векторы, присутствующие как элементы матриц и векторов, здесь имеют 
следующий вид: 
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Аналогичным образом записываются выражения для матриц и векторов 2 и 3-го уравнения 
системы (4). 

Далее к системе (3), описывающей нелинейные задачи динамики  вязкоупругих систем с 
переменной жесткостью, применен численный метод, изложенный выше. Следующим этапом 
численного метода является регуляризация системы нелинейных ИДУ (5) с сингулярными ядрами. 
С помощью замены переменных  

ατ
1

zt =− , αtz ≤≤0  (0<α<1) 

интеграл при ядре Колтунова – Ржаницына с особенностью следующего вида 

τττβτ α dwttA
t

)())(exp()(
0

1 −−−∫ −  

принимает вид 

dzztwzА t

)()exp(
11

0

ααβ
α

α
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Заметим, что после замены переменных подынтегральная функция относительно z 
становится регулярной. Полагая затем t = ti, ti = i∆t, i=1,2,… (∆t = const – шаг интерполяции) и 
заменяя интегралы некоторыми квадратурными формулами (в частности по формуле трапеции), 
имеем 
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На основе этого метода описан алгоритм численного решения системы (4). Числовые 
значения искомой функции unm = unm(t), vnm = vnm(t), wnm = wnm(t) при ti = i∆t, i = 1, 2,… (∆t = const) 
находятся из рекуррентных формул: 
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интерполяционной формулы: 
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Благодаря предложенному подходу в алгоритме для численного решения задачи в формуле 
(7) множитель ji tt −+1  при j = i + 1 принимает нулевое значение, т. е. последнее слагаемое суммы 

равно нулю. Поэтому суммирование осуществляется от нуля до i ( ij ,0= ). 

Таким образом, согласно численному методу, относительно неизвестных получим систему 
линейных алгебраических уравнений. Для решения системы используется модифицированный 
метод Жордана. Погрешность численного метода совпадает с погрешностью использованных 
квадратурных формул и имеет тот же порядок малости относительно шага интерполяции. 

Расчет нелинейных колебаний вязкоупругих цилиндрических панелей 
переменной толщины 

Пусть панель шарнирно оперта по контуру. Граничные условия будут иметь вид: 0
1
0 =

=
=

x
xw , 

0
1
0 =

=
=

x
xv , 0

1
0 =

=
=

x
xxN , 0

1
0 =

=
=

x
xxM , 0

1
0 =

=
=

y
yw , 0

1
0 =

=
=

y
yu , 0

1
0 =

=
=

y
yyN , 0

1
0 =

=
=

y
yyM . Здесь 

yx NN ,  и xyN
 

– усилия, отнесенные к единице длины сечения панели; yx MM ,  и xyM
 

– 
изгибающие и крутящий моменты. 

Тогда в разложении метода Бубнова – Галеркина (1) аппроксимирующие функции 
перемещений, удовлетворяющие заданным граничным условиям, соответственно принимаются в 
виде:  

( ) ymxпyxnm ππφ sincos, = , ( ) ymxпyxnm ππϕ cossin, = ; 

( ) ymxпyxnm ππψ sinsin, = . 

При расчетах выбираются следующие параметры: 

• механические: 

1E =36.8 ГПа, 2E =26.8 ГПа, 12G =5.0 ГПа, 1µ =0.077, 2µ =0.105; 
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• геометрические: 

5.0== ba  м, 008.00 =ah , безразмерные величины кривизны 0
10

2
==

Rh
ak x , 

20
20

2
==

Rh
bk y ; 

• реологические: 

 ,, αβA  для стеклопластиков КАСТ-В 0° (α = 0.1; β = 0.001; A = 0.0099), КАСТ-В 90°  

(α = 0.1; β = 0.00166; A = 0.0104) и КАСТ-В 45° (α = 0.1; β = 0.00166; A = 0.0208); 

• закон изменения толщины: 

( ) ( )xhxh ∗−= α10 , где 10 ≤≤ x , ∗α  – параметр, характеризующий интенсивность 

изменения толщины, ( ) consthh == 00  – толщина панели, соответствующая 0* =α . 

Отметим, что начальным моментом колебательного процесса является статическое 
равновесное состояние панели под нагрузкой q . В этом состоянии панель представляет собой 

изогнутую поверхность ( )yxw ,,0 , поэтому для нахождения nmw0  решается соответствующая 
упругая нелинейная статическая задача. Найденные прогибы панели будут служить начальным 
приближением для решения соответствующей вязкоупругой нелинейной динамической задачи. 

На рисунке 2 приведены результаты линейной (кривая 1) и нелинейной (кривая 2) задач о 
колебаниях вязкоупругой цилиндрической панели с учетом неоднородных и вязкоупругих свойств 
материала. Здесь для наглядности полученных результатов временной интервал разбит на три 
части. 

 
Рисунок 2. Зависимость прогиба от времени 

Согласно графику область устойчивого решения нелинейных задач полностью включается в 
область устойчивого решения линейных задач. 

Аналогичные результаты наблюдаются и при исследовании влияния геометрической 
нелинейности на изменение момента xM  (рис. 3). 
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Исследовано влияние неоднородности материала на процесс колебания панели. В качестве 
одного из параметров, определяющих степень неоднородности (анизотропности) материала, был 

выбран параметр 
2

1
E

E=∆  (кривая 1 соответствует случаю когда 1=∆ ; кривая 2 – 5.1=∆  и 

кривая 3 – 2=∆ ). Результаты вычислений приведены на рисунке 4. 

 

Рисунок 3. Зависимость момента xM  от времени 

 

Рисунок 4. Зависимость прогиба от времени при ∆ = 1 (1); 1.5(2); 2(3) 

Этот же результат приводится и в виде рисунка 5 при непрерывном изменении временного 
интервала. Как показывают исследования, увеличение параметра ∆  приводит к увеличению 
амплитуды колебаний. 

Помимо прогибов и перемещений представляет интерес исследование моментов, 
напряжений и перерезывающих сил. Анализ полученных результатов показывает, что изменение 
толщины вдоль одной из сторон приводит к несимметричному изменению во времени 
перемещения u , момента xM , напряжения xσ . 
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Рисунок 5. Зависимость прогиба от времени при ∆ = 1 (1); 1.5(2); 2(3) 

Далее проведено сравнение форм изменений прогиба w , перемещения u , момента xM , 

напряжения xσ  и перерезывающей силы xQ  вдоль стороны a при различных значениях 

параметра ∆ . 

Анализ полученных результатов показывает, что с уменьшением жесткости панели вдоль 
стороны a  увеличивается напряжение, а момент (рис. 6) и перерезывающая сила уменьшаются. 
Также анализ полученных результатов показывает, что ортотропия изменяет фазу колебаний. 

Аналогичные эффекты получены и при исследовании перемещения v , моментов yM ,  

yM x , напряжений yσ , xyσ , xизг,σ , yизг,σ , xyизг,σ , перерезывающих сил yQ . 

 

Рисунок 6. Сравнение форм изменений момента xM  при  

1t = 50: ∆ = 1 (1); 1.5(2); 2(3) 

2t = 250: ∆ = 1 (4); 1.5(5); 2(6) 

Исследовано НДС неоднородной вязкоупругой панели при различных материалах. 
Результаты вычислений приведены на рисунке 7. Здесь кривая 1 соответствует случаю, когда 
материал панели упругий, а кривые 2 и 3 – когда материал панели вязкоупругий, при этом в 
качестве вязкоупругого материала выбран стеклопластик КАСТ-В с направлением волокон 
соответственно 0° (α = 0.1; β = 0.001; A = 0.0099) и 45°(α = 0.1; β = 0.00166; A = 0.0208). 
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Рисунок 7. Зависимость прогиба от времени при различных материалах: 

упругий (1); КАСТ-В 0° (2);КАСТ-В 45° (3)  

Как и ожидалось, учет вязкоупругих свойств материала панели приводит к затуханию 
колебательного процесса, при этом, хотя решения упругой и вязкоупругой задач в начальный 
период времени мало отличаются друг от друга, с течением времени вязкоупругие свойства 
оказывают существенное влияние.  

Аналогичные результаты наблюдаются и при исследовании перемещения u , момента xM  
и напряжения xσ  (рис. 8). 

 

Рисунок 8. Зависимость напряжения xσ  от времени при различных материалах: 
упругий (1); КАСТ-В 0° (2);КАСТ-В 45° (3) 

Исследовано влияние изменения толщины панели на ее НДС. На рисунке 9 приведена 

зависимость прогиба от времени при различных значениях параметра ∗α . Напомним, что ∗α  – 
параметр, характеризующий интенсивность изменения толщины.  
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Рисунок 9. Зависимость прогиба от времени при *α = 0 (1); 0.3(2); 0.5 (3) 

Анализ полученных результатов показывает, что при этом законе изменения толщины 

увеличение параметра ∗α  приводит к увеличению амплитуды колебаний и сдвигу фаз вправо. 

Аналогичные результаты наблюдаются и при исследовании моментов, напряжений и 
перерезывающих сил. 

Выводы 
На основе метода Бубнова – Галеркина в сочетании с численным методом, предложенным в 

работе, разработан единый вычислительный алгоритм, который позволяет исследовать 
нелинейные одномерные и двумерные задачи динамики вязкоупругих систем переменной 
толщины. Даны общие принципы реализации разработанного алгоритма численного решения 
задачи на компьютере. Исследование нелинейных колебаний тонкостенных элементов 
конструкции переменной толщины в геометрической нелинейной постановке позволил выявить 
ряд механических эффектов, в частности: 

• изменение толщины, при одинаковом объеме элементов тонкостенных конструкций, 
приводит к уменьшению максимальных значений прогибов; 

• изменение толщины рассматриваемого элемента приводит к перераспределению 
изгибных и цепных напряжений; 

• учет вязких свойств материала приводит к уменьшению амплитуды и частоты колебаний 
на 20–40 %. 

Во всех рассмотренных задачах численно исследована сходимость метода Бубнова – 
Галеркина. Для каждого случая найдено число полуволн, необходимое для получения решения 
достаточной точности. В зависимости от физико-механических и геометрических параметров,  
а также начальных и граничных условий рассмотренных вязкоупругих тонкостенных элементов 
конструкций даны рекомендации по использованию жесткости системы. 
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Abstract 
The paper presents a numerical method and algorithm for solving tasks in dynamics of viscoelastic 

thin-walled elements in structures of variable thickness.  

The equations of motion concerning deflections are described by partial integro-differential 
equations (PIDE). Using Bubnov-Galerkin’s method, based on the polynomial approximation of 
deflections, the task is limited to the study of the system of ordinary IDEs, where the independent variable 
is time. The solution to the system of IDEs is obtained by the offered numerical method, which results into 
the algorithm of the numerical solution and the program in the Delphi algorithmic language. The study of 
nonlinear vibrations of thin-walled elements in structures, allowing for variable thickness in the 
geometrical nonlinear statement, has enabled revealing a number of mechanical effects.  

Depending on physico-mechanical and geometrical parameters of the considered viscoelastic thin-
walled elements in structures, the authors reccommend how to use the rigidity of the system. 
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