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ISSUES OF CALCULATING DYNAMIC PROCESSES 

IN THE HYDRAULIC SERVO POWER DRIVE WITH LONG PIPELINES

Рассмотрены вопросы нелинейного математического моделирования динамических процессов 
в позиционном следящем гидравлическом приводе с длинными соединительными трубопрово-
дами. Предложен метод численного расчета динамики привода при описании в распределенных 
параметрах нестационарного движения рабочей жидкости в трубопроводах с учетом перестрой-
ки профиля скоростей по сечению потока. Решение общей математической модели динамики 
гидропривода выполнена с использованием численного метода Эйлера и метода характеристик. 
Адекватность и универсальность математической модели гидравлического следящего привода 
и метода расчета его динамических процессов подтверждены экспериментальными исследова-
ниями.

ГИДРАВЛИЧЕСКИЙ СЛЕДЯЩИЙ ПРИВОД; МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ; ДИНАМИЧЕСКИЕ ПРО-
ЦЕСЫ; РАСЧЕТ.

This paper considers issues of non-linear mathematical simulation of dynamic processes in the posi-

tional hydraulic servo power drive with long connecting pipelines. The study proposes a method for 

numerical calculation of the dynamics of the power drive when describing non-movement of the working 

fl uid in pipelines with distributed settings, allowing for the restructuring of the speed profi le in the fl ow 

section. The general mathematical model of the power drive is obtained by using the Euler numerical 

method and the method of characteristics. The mathematical model for the servo power drive and the 

design method behind its dynamic processes, their adequacy and effi  ciency have been validated through 

the experimental research.

HYDRAULIC SERVO POWER DRIVE; MATHEMATICAL MODEL; DYNAMIC PROCESSES; CALCULATION.

Гидравлические следящие приводы с длин-
ными соединительными трубопроводами (ги-
дроканалы) достаточно широко применяются 
в различных машинах и оборудовании. Такие 
приводы работают в неустановившемся режи-
ме, и происходящие в трубопроводах нестаци-
онарные процессы оказывают значительное 
влияние на их динамику. Пренебрежение этими 
процессами приводит к значительным расхож-
дениям результатов расчетов и экспериментов. 
Математическое моделирование и расчет ди-
намики привода с длинными трубопроводами 
остается актуальной проблемой, связанной 

в основном с выбором модели нестационарно-
го движения жидкости в канале, совместного 
ее решения с другими дифференциальными 
и алгебраическими уравнениями, обеспечени-
ем адекватности общей модели реальным про-
цессам. Отсутствуют универсальные и достаточ-
ные рекомендации по выбору математической 
модели гидроканала. Наиболее простыми явля-
ются модели c сосредоточенными параметрами 
[1], содержащие обыкновенные дифференци-
альные уравнения, решение которых совместно 
с другими уравнениями модели всего гидропри-
вода не имеет сложностей. Однако и в такой 
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модели канала возникают затруднения, связан-
ные с выбором варианта расположения сжима-
емого объема жидкости. Более сложны, но обе-
спечивают получение лучших по точности 
расчетных результатов модели с распределенны-
ми параметрами, реализуемые на основе диффе-
ренциальных уравнений в частных производных 
[2–5]. Моделирование и расчет существенно 
усложняется, если объектом исследований явля-
ется гидроследящий привод, в чей замкнутый 
контур включены длинные гидроканалы, на гра-
ницах которых имеются переменные граничные 
условия. Разработка методики расчета таких ги-
дроприводов остается актуальной задачей.

Объект исследования и математическая модель

Цель нашего исследования — разработка 
полной нелинейной математической модели 
электрогидравлического следящего привода 
(ЭГСП) с длинными гидроканалами и методики 
расчета его динамики.

Объектом исследования является позици-
онный следящий гидропривод, расчетная схема 
которого приведена на рис. 1. Здесь 1 — двух-

каскадный электрогидравлический усилитель 
мощности с внутренней силовой обратной свя-
зью по положению золотника (ЭГУ) [7]; 2 — 
блок суммирования входного сигнала (напря-
жения) U0 и сигнала обратной связи (ОС) ocU ; 
3 — электронный усилитель ОС; 4 — датчик 
перемещения поршня; 5 — позиционная на-
грузка; 6 — двухштоковый гидроцилиндр; 7 — 
переливной клапан; 8 — емкость; 9 и 10 — тру-
бопроводы длиной ℓ1  и ℓ2 ; 11 и 12 — местные 
гидравлические сопротивления, обусловленные 
входом трубопровода в цилиндр; I — ток на 
входе электромеханического преобразователя 
(ЭМП).

К гидравлическим следящим системам раз-
личных машин, в частности испытательным 
машинам, предъявляются достаточно высокие 
требования по обеспечению необходимых фа-
зо-частотных и амплитудно-частотных харак-
теристик, на которые влияют существенно не-
линейные факторы, присущие реальному 
гидроприводу.

Для описания математической модели 
ЭГСП, считая трубопроводы 9 и 10 короткими, 
вводим следующие безразмерные переменные:
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где Рб, Qб, Xб, tб, Fб, Aб, Iб, Uб — базовые величи-
ны соответственно давления, расхода, переме-
щения, времени, площади, ограничения пере-
мещения, тока и напряжения. С учетом (1) 
математическая модель ЭГСП включает следу-
ющие безразмерные уравнения: 1) дифферен-
циальное уравнение движения заслонки с уче-
том жесткости торсиона ЭМП и иглы ОС, 
вязкого демпфирования и гидродинамических 
сил, а также ограничений перемещения:

 = − − −
ττ

2
1 1

10 0 11 31 12

d x dx
k i k k x

dd
 ( )T1 T2 c ;41 51 тk p p k− − − z

 1 .y op0x Π≤ −x   (2)

Здесь ki — безразмерные коэффициенты, учиты-
вающие конструктивные параметры и механи-
ческие свойства деформирующихся элементов 
(торсион ЭМП, игла ОС) и определяющиеся 
выражениями

Рис. 1 Расчетная схема ЭГСП с двухштоковым 
гидроцилиндром
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где 0x  — безразмерное максимальное переме-
щение заслонки; М — приведенная к оси сопел 
суммарная масса заслонки, якоря и торсиона; 
КЭМП — коэффициент усиления ЭМП; Gсд — 
модуль сдвига материала торсиона; ℓ  — рассто-
яние от оси сопел до оси торсиона; ocℓ  — рас-
стояние от оси золотника до оси торсиона; ℓст , 
′стI – длина и осевой момент инерции иглы ОС; 

Iст — полярный момент инерции сечения тор-
сиона; ′ℓт – расстояние от точки приложения 
вектора электромагнитной силы G до оси тор-
сиона; ℓт – длина деформированной части тор-
сиона; Ест — модуль упругости материала иглы 
ОС; Н* — коэффициент вязкого демпфирования; 
Fс — эффективная площадь заслонки; χ — по-
правочный коэффициент.

Прогиб иглы ОС в оси золотника стz , рав-
ный сумме прогибов, вызванных поворотом за-
слонки относительно оси торсиона и перемеще-
нием золотника х2:

 151 2cт = +z k x .  (3)

2. Дифференциальное уравнение движения 
золотника ЭГУ с учетом сухого и вязкого трения, 
гидродинамических сил и упоров [6]:
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Здесь 2a  — максимальное перемещение золот-
ника; c52 521 тk k= z  — безразмерная сила, возни-
кающая при прогибе иглы обратной связи; 

=521 152
2

M
k k

M
; М2 — приведенная масса золот-

ника; 2g – безразмерная гидродинамическая 
сила с учетом четырех дроссельных окон [8]:
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ϕi  — безразмерная площадь дроссельного окна; 

hi — открытие дроссельного окна; p
p

2бX

δ
δ =  — 

безразмерный радиальный зазор на золотнике; 
ki — безразмерные коэффициенты, определяе-
мые выражениями
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Здесь *
2Н  — коэффициент вязкого демпфиро-

вания; трG  — сила сухого трения; F2 — площадь 

торца золотника; pδ  — радиальный зазор на зо-

лотнике. В выражении (5) ∆p — перепад давле-
ний на соответствующем дроссельном окне зо-
лотника; βci  — угол истечения струи жидкости 
из окна.

3. Уравнения баланса расходов в торцевых 
полостях золотника (см. рис.1) с учетом пере-
менности их объемов, приведенного модуля 
упругости ( )=пр iЕ f p  и ограничений по кави-

тации:
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начальный объем полости; Tiq  — расходы в тор-
цевые полости, которые определяются выраже-
ниями



Научно-технические ведомости Cанкт-Петербургского государственного политехнического университета. 3(202)’ 2014

212

 ( )T1 y T1 y T11 signq p p p p





= σ β − − −




 
( ) ( )

( )
T1 c T1 c




−α − − 
− 

−α
+ 

λ 

1

2
1

2

1 sign
;

1
1

x p p p p

x

  (8)

 ( )T2 y T2 y T21 signq p p p p





= σ β − − −




 
( ) ( )

( )
T2 c T2 c




+ α − − 
− 

+α
+ 

λ 

1

2
1

2

1
,

1
1

x p p sign p p

x

 (9)

где σ = б 0
1

у б

P Q

P Q
; 1

0

бX

X
α = ; 

µ
β =
µ π

др др

0 0 0

F

d X
; 

µ
λ =

µ
с с

0 04

d

X
; 

уP  — давление управления; рс — безразмерное 

давление слива; µдр, µc — коэффициенты рас-
хода постоянного дросселя и собственно сопла 
ЭГУ; µ0 — базовый коэффициент расхода; дрF  — 

площадь сечения постоянного дросселя ЭГУ; 

0 0 c 0 y
2

Q d X P= µ π
ρ

; dc — диаметр сопла; Х0 — на-

чальный зазор между срезом сопла и заслонкой 
ЭГУ.

Расходы рабочей жидкости через открытые 
дроссельные окна ( )≥ 0ih  золотника ЭГУ опи-
сывается уравнением

 signi i i iq p p= ϕ ∆ ∆ ,  (10)

где
 = −δ1 2 1h x ;    = − −δ2 2 2h x ;    = − −δ3 2 3h x ;

 = −δ4 2 4h x ; (11)
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d32 — диаметр золотника; δi  — безразмерное 
перекрытие дроссельного окна.

Уравнение (10) справедливо для турбулент-
ного течения через дроссельное окно.

При больших перекрытиях окна ( )< − δp10ih  

справедливо уравнение Пуазейля. Тогда расход 
через дроссельную щель описывается безраз-
мерным уравнением
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вязкость и плотность рабочей жидкости.
При малых перекрытиях дроссельного окна 

− δ ≤ <р( 10 0)ih  расход вычисляется по экспо-
ненте, проведенной через точки qα и q0. Тогда 
для произвольной точки в указанном диапазоне
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где αiq  — определяется по (12), а 0iq  — по (10) 
при = 0ih . Отметим, что уравнения (12) и (13) 
описывают перетечки жидкости по радиальным 
зазорам золотника.

4. Дифференциальное уравнение движения 
поршня с учетом сухого и вязкого трения, дей-
ствующей нагрузки, ограничения перемещения, 
условия схода поршня с упора:
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где 3а  — максимальное безразмерное переме-
щение поршня при начальном среднем его по-

ложении; =
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; прС  — жесткость пружи-

ны (нагрузки); М3 — приведенная масса поршня; 
значения остальных безразмерных коэффици-
ентов 3ik  определяются выражениями (6).
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5. Уравнения балансов расходов для управ-
ляемых полостей гидроцилиндра с учетом из-
менения их объемов, приведенного модуля 
упругости рабочей жидкости в зависимости от 
изменения давления:
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коэффициенты 73, 74k  и 83,84k  определяется со-

ответствующими выражениями для системы (7).
6. Уравнение давления питания с учетом ха-

рактеристик насосной установки и давления Рок 
настройки переливного клапана:
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где qн = const — подача насоса; qк — расход через 
переливной клапан,
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91,k  92k  и 93k  безразмерные коэффициенты, 
значения которых получены экспериментально.

7. Дифференциальное уравнение, описыва-
ющее динамику электронного усилителя 2 как 
апериодическое звено с постоянной времени 
Ту = 1 мс исходя из экспериментальных резуль-
татов и при ограничении по максимальному 
току I0:

 ( )= − −
τ
0

у 3 oc 3 у1 0
di

k u k x k i
d

; ≤0 maxi i ;  (19)

где = у б б
у

б у

K U t
k

I T
 — коэффициент усиления элек-

тронного блока 2; Ку и Ту — коэффициент пере-
дачи и постоянная времени блока 2; maxi – безраз-
мерное максимальное значение управляющего 

тока; = oc 3
oc

б

K X
k

U
 — безразмерный коэффици-

ент обратной связи; Кос — коэффициент пере-

дачи обратной связи; = б
у1

у

t
k

T
.

Таким образом, нелинейная математическая 
модель ЭГСП (без учета нестационарного дви-
жения жидкости в соединительных трубопрово-
дах) состоит из уравнений (2), (4), (7), (10), 
(11) — (15), (17) — (19).

При описании нестационарных процессов 
в трубопроводах предполагается, что жидкость 
в них — слабосжимаемая, поток — ламинарный, 
изотермический и осесимметричный. С учетом 
этого движение рабочей жидкости в цилиндри-
ческом канале описано следующей системой 
безразмерных уравнений [3, 5]:

 
∂ ∂υ
− =
∂τ ∂
p

x
;      

∂ ∂υ
− = +ψυ+ ε
∂ ∂τ

p

x
,  (20)

где

 ( )
τψ ∂υ

ε = τ− τ τ
∂τ∫

*
1 1

102
W d .  (21)

Весовая функция *W  может быть с доста-
точной точностью аппроксимирована суммой 
трех экспонент [9]:

 ( ) τ τ = − ψ 
 

∑
3

*
к к

к=1

exp
8

W m n   (22)

при m1 = 40; m2 = 8,1; m3 = 1; n1 = 8000; n2 = 200; 
n3 = 26,3. Отметим, что выражение (21) описы-
вает потери, связанные с перестройкой профи-
ля скоростей в потоке. В уравнениях (20)–(22) 
приняты следующие безразмерные параметры:

=
ℓ

X
x  — координата по оси канала;

ν
ψ =

ℓ

2
к

8

Cr
 — сопротивление канала;

υ =
б

V

V
 — осевая скорость;

=
ρ б

P
p

CV
 — давление;

τ =
ℓ

Ct
 — время            (23)

где Vб = 0,5 м/с — базовая скорость; rк — радиус 
канала; С = 1200 м/с — скорость звука в жидко-
сти; ρ  = 850 кг/м3 — плотность жидкости; ν  = 
= 0,1см2/с = const [5] — вязкость жидкости.

Методика расчетных исследований

Итак, полная математическая модель ЭГСП 
с учетом динамических процессов в длинных 
соединительных каналах состоит из уравнений 
(2), (4), (7), (10), (11–15), (17–19), (20–22). 
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Отметим, что в этом случае в уравнениях (15) 
(см. рис. 1)
 K=1 1p p ; K=2 2p p ; K− =1 3 1q q q ; K− =2 4 2q q q .

Особенностью численного решения этих 
систем является необходимость сопряжения мо-
дели длинного гидроканала в распределенных 
параметрах с моделью ЭГУ и других элементов 
ЭГСП с учетом действия механизма внешней 
обратной связи, различного вида граничных 
условий и различных методов приведения урав-
нений к безразмерному виду.

Решение системы уравнений, описывающих 
непосредственно ЭГУ и цилиндр, выполнено 
численным методом Эйлера. Численное реше-
ние системы гиперболических уравнений (20) 
выполнено методом характеристик. В соответ-
ствии с этим методом в плоскости ( )τ,x  строит-
ся сетка характеристик = ± τ0x x  — рис. 2 (здесь 
х — безразмерная координата по длине гидро-
канала; τ  — безразмерное время)

С учетом справедливости выражения 
= ± τdx d  и переходя к конечным разностям, по-

лучаем конечно-разностные соотношения на 
характеристиках:
 p x x∆ ± ∆υ+ ψυ∆ = −ε∆ ,  (24)

где знак «+» соответствует прямой характери-
стике, а знак «–» — обратной.

Параметры потока ( )υ,р во внутренних точ-
ках канала определяются совместным решением 
прямой и обратной характеристик по (24). Для 
вычисления граничных условий на выходе из 
каждого трубопровода совместно решалось ко-
нечно-разностное соотношение для прямой ха-
рактеристики

 +υ =, 1i j

   − + − − −= − + υ −ψυ ∆ −ε ∆* *
1, , 1 1, 1, 1,i j i j i j i j i jp p x x   (25)

и дифференциальное уравнение сжимаемости 
жидкости (15) в соответствующей полости гидро-
цилиндра. Данные уравнения с учетом различных 
методов приведения к безразмерному виду пред-
ставляют конечно-разностные выражения, соот-
ветствующие численному методу Эйлера:

 * * * 3
1 , 1 1 , 1 1 1, 1к к к ;j j QN j

dx
p p k k

d
+

 = + ∆τ υ −  τ

 * * * 3
2 , 1 2 , 2 2 2, 2к к к ;j j QN j

dx
p p k k

d
+

 = + ∆τ υ +  τ
  (26)

где 83
1

1

б
к

б

k Q
k

F V
= ; 84

2
2

б
к

б

k Q
k

F V
= ;

( ) ( )
1 163

1 2
73 3

б

б б
1QN

P Fk
k

k x C t Q
=

+ ρ

ℓ
;

( ) ( )
2 264

2 2
74 3

б

б б
1QN

P Fk
k

k x C t Q
=

− ρ

ℓ
; ,2υ1  — средняя осе-

вая скорость в конце канала; 1,2F  — площадь 

сечения гидроканала; б,Q  б,t  бP  — базовые ве-
личины для описывающей ЭГУ системы урав-
нений.  С учетом (23)

  
τ

τ =
ℓ

* бt C
; * б

к
б

pP
p

CV
=
ρ

 —  (27)

безразмерное время и давление.  

Отметим, что при пренебрежении перемен-
ностью модуля упругости жидкости от давления 
(Епр = const) выражение для определения коэф-
фициента QNk  приобретает упрощенный вид:

 = к

т

;
i

QNi
i

W
k

W

где кiW  — объем гидроканала; = +т 3 эфi iW W X F  — 

текущий объем рабочей полости гидроцилиндра; 

iW  — начальный объем полости; i — номер ка-
нала полости.

Определение граничных условий на входе 
в каждый трубопровод выполнялось совместным 
решением расходных уравнений (10)–(13) и ко-
нечно-разностного соотношения по (24) для об-
ратной характеристики:

 + + + + +− −υ + υ −ψυ ∆ =* *
, 1 1, , 1 1, 1,i j i j i j i j i jp p x

 += ε ∆1,i j x .  (28)

Рис. 2. Фрагмент сетки характеристик 
(i — номер узла на длине гидроканала;

 j — номер временного слоя)

x

i, j + 1

i + 1, j i, ji – 1, j 

x ∆x

∆
τ

τ
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Рис. 3. Переходной процесс в ЭГСП при Спр = 0,34 кН/мм:
(         ,           — расчет; �,� — эксперимент)

Рис. 4. Переходной процесс в ЭГСП с ЭГУ типа УЭГ.С-200:
1 — расчет; 2 — эксперимент

Х3, мм

Р, МПа

Р1

Р2

t, мс

Р, МПа

t, мс

1

2
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При этом безразмерная средняя скорость 
жидкости в начале трубопровода определялась 
из очевидных выражений

 ( )υ = −1 1 3fk q q ;     ( )υ = −2 2 4fk q q ;  (29)

где =
ρ

б
2

к б
f

Q
k

r V
.

Нелинейный характер расходных уравне-
ний, а также различный вид аппроксимирую-
щих зависимостей для разных режимов работы 
ЭГСП не позволяют получить аналитическое 
решение системы, что вызывает необходимость 
применять приближенные итерационные ме-
тоды. Как показали исследования, использова-
ние метода итераций вызвало неоправданно 
большое количество расчетных приближений, 
необходимых для обеспечения сходимости про-
цесса в определенных точках τi  с заданной точ-
ностью. Поэтому для решения системы урав-
нений, определяющих граничные условия на 
входе в гидроканал, был применен метод по-
ловинного деления, сходимость которого за-
ранее обусловлена, а количество расчетных 
приближений заранее предсказуемо для зада-
ваемой точности расчетов.

Расчет динамики жидкости в каждом гидро-
канале привода проведен с учетом местного 
сопротивления в конце трубопровода, обуслов-
ленного его соединением с рабочей полостью 
гидроцилиндра. Таким образом, давление в по-
лости гидроцилиндра определилось по выра-
жению

 + +
υ

= − υ
2

* * б
к, 1 , 1 м

ж

sign
2

n
j n j

V
p p k

C
,  (30)

где *
np  и υn  — давление и средняя скорость 

жидкости в конце трубопровода (перед мест-
ным сопротивлением); мk  — коэффициент 
Вейсбаха, значение которого можно принять 
постоянным [10].

Необходимо отметить, что для подстановки 
численных значений текущего времени и давле-
ний в уравнения математической модели ЭГУ 
выполнялась обратное преобразовании параме-
тров по (27). Также отметим, что при решении 
общей модели ЭГСП с длинными трубопрово-
дами интервал разбиения гидроканала связан 
с шагом Н численных расчетов и определяется 
соотношением

 ∆ τ = ∆ =
ℓ

б .
t C

x H

Рис. 5. Переходный процесс в ЭГСП 
при  ∆U3 = 2,52 В:
а — ℓ  = 4м; rк = 2,5 мм; б — ℓ  = 0,9 м; 
rк = 5 мм; 1 — расчет; 2 — эксперимент
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Основные результаты исследования

Для оценки адекватности и универсально-
сти математической модели и методики ра-
счета динамики ЭГСП проведен комплекс ра-
счетных и экспериментальных исследований 
различных вариантов построения привода 
(с короткими и длинными трубопроводами; при 
различных типоразмерах ЭГУ). Варьировались 
величина управляющего сигнала, параметры 
рабочих полостей цилиндра и гидроканалов.

Так на рис. 3 приведены результаты расчета 
и эксперимента ЭГСП на базе УЭГ.С-40 с ко-
роткими трубопроводами (без учета динамики 
жидкости в них) и позиционной нагрузкой 
Спр = 0,34 кН/мм при начальных объемах рабо-
чих полостей Wi = 60 см3.

На рис. 4 показаны результаты изменения 
давления в напорной полости гидроцилиндра 
или при заторможенном поршне (Х3 = 0), ЭГУ 
большего типоразмера (ЭГУ.С-200) и объемом 
рабочей полости цилиндра W2 = 3000 см3.

На рис. 5 приведены результаты расчетов 
и экспериментов привода с учетом нестационар-

ности потока жидкости в трубопроводах раз-
личной длины и проходных сеченой при Х3 = 0.

Анализ полученных расчетных и экспери-
ментальных результатов исследований динами-
ки привода с учетом нестационарности потока 
жидкости в трубопроводах показывает их до-
статочно хорошее качественное и количествен-
ное совпадение не только по выходному пара-
метру, но по внутренним параметрам (давление 
в полостях цилиндра и начале трубопровода). 
Это позволяет сделать вывод об адекватности 
математической модели и методики расчета, 
а результаты, полученные при расчете гидропри-
вода другого типоразмера, подтверждают их уни-
версальность. Необходимо также отметить, что 
пренебрежение с целью упрощения модели ги-
дроканала гидравлическими потерями, связан-
ными с перестройкой профиля скоростей в по-
токе, приводит к существенным отклонениям 
расчетных результатов от экспериментальных. 
Таким образом, учет перестройки профиля ско-
ростей для получения более точных результатов 
расчета представляется необходимым.
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