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Конечно-элементное моделирование деформирования 
костной ткани на СУБМИКРОСКОПИЧЕСКОМ уровне

Методами прямого конечно-элементного моделирования и гомогенизации 
проведен анализ влияния вариации морфологических характеристик (разори­
ентация и форма кристаллитов, размеры и ориентация перемычек, степень 
минерализации) на механические свойства элементарного представительного 
объема костной ткани на уровне коллагеновых фибрилл (наноуровень). В рас­
четах используется морфологическая модель кости, учитывающая минеральные 
связи между объединениями кристаллов гидроксиапатита. Проведено сравне­
ние полученных результатов с данными экспериментов.

Костная ткань, элементарный представительный объем, гомогениза­
ция, граничное условие периодичности, разориентация конгломератов, 
межкристаллитная перемычка, упругость, вязкоупругость, метод конеч­
ных элементов.

Введение

Костная ткань представляет собой ие­
рархически структурированный материал 
с механическими свойствами, зависящими 
от морфологических параметров каждого 
уровня организации. На наноуровне кость 
может рассматриваться как композит с ква­
зипериодической структурой, состоящий из 
кристаллов гидроксиапатита, включенных в 
волокна органического матрикса. Подобная 
композиция, сочетающая гидроксиапатит с 
большими значениями модуля упругости 
и коллаген с высокой вязкостью разруше­
ния, обеспечивает повышенную жесткость, 
прочность и трещиностойкость кости при 
сравнительно небольшой массе. 

Целью данной работы является ана­
лиз влияния наноструктурных параметров 
костной ткани на ее упругие и прочност­
ные свойства. Данные исследования акту­
альны при создании искусственных косте­
замещающих материалов.

Под влиянием различных факторов, та­
ких как оперативное вмешательство, хро­

ническая болезнь, естественное старение 
организма и т. п., в течение жизни чело­
века происходят изменения структуры его 
костной ткани, что, несомненно, влияет на 
ее прочностные свойства. Одним из основ­
ных среди указанных изменений является 
разупорядоченность минеральных струк­
тур, поэтому оценка ее влияния на механи­
ческие свойства костного матрикса – это 
одна из важнейших задач, позволяющих 
понять механизмы развития разнообразных 
патологических процессов в человеческом 
скелете.

Морфологическая модель костного матрикса

При проведении вычислительных экспе­
риментов для формирования элементарного 
представительного объема (ЭПО) костной 
ткани на наноуровне использовалась модель 
структуры костного матрикса, предложен­
ная в работах [1, 2]. Согласно этой модели, 
минералы располагаются в основном веще­
стве вне и внутри фибрилл (рис. 1). Объе­
динения кристаллитов в межфибриллярных 
пространствах, прилегающие к коллагено­



21

Математическое моделирование физических процессов

вым фибриллам, формируют манжетки и 
контактируют с внутрифибриллярными 
объединениями. На отдалении от коллаге­
новых фибрилл кристаллиты образуют кон­
гломераты, в которых они ориентированы 
в одном направлении. По отношению друг 
к другу эти конгломераты расположены 
под разными углами. Внутрифибрилляр­
ные объединения кристаллитов образуют 
ряд параллельных, спирально закручен­
ных пластов, которые ориентированы под 
углами 8–25° к осям фибрилл. Отдельные 
объединения минералов связывают сосед­
ние пласты, обеспечивая непрерывность 
минерального компонента фибрилл по­
сле удаления органической составляющей 
[3]. Наличие минеральных связей между 
элементами минерального матрикса под­
тверждено электронно-микроскопически; 
проведен также детальный анализ влияния 
минеральной связи между объединениями 
кристаллитов на механические свойства 
костного матрикса [3].

Из приведенных выше морфологиче­
ских характеристик костного матрикса 
можно выделить две основополагающие: 
пространственную упорядоченность мине­
ралов по их продольным осям относительно 
продольной оси фибрилл и наличие между 
ними минеральных связей, формирующих 
единый минеральный массив в каждой ко­
сти.

Элементарный представительный объем  
нанокомпозита кости

Влияние морфологических характери­
стик (разориентация и форма кристаллитов, 
размеры и ориентация перемычек, степень 
минерализации) на механические свойства 
элементарного представительного объема 
костной ткани анализировалось на уров­
не коллагеновых фибрилл (наноуровень). 
В конечно-элементных (КЭ) расчетах ис­
пользовались различные варианты двумер­
ных и трехмерных ЭПО костной ткани, 
содержащих априори всю статистическую 
информацию относительно распределения 
и морфологии неоднородностей материала 
на рассматриваемом уровне. При формиро­
вании структуры ЭПО предполагалось, что 
минеральные конгломераты (объединения 
кристаллитов) расположены в шахматном 
порядке и погружены в органический ма­
трикс.

На наноуровне костная ткань представ­
ляет собой неидеальную периодическую 
структуру, поэтому возможно введение раз­
личных ЭПО с различной степенью упро­
щения реальной ситуации. Возможность 
введения ЭПО может быть реализована для 
материала со статически однородным рас­
пределением характеристик при учете сепа­
рабельности масштабов неоднородностей. 
В расчетах нами использовались трехком­
понентные модели костной ткани, учиты­

Рис. 1 [2]. Схема распределения минеральных элементов в костном матриксе:  
1 – коллагеновые фибриллы; 2 – кристаллические объединения на удалении от коллагеновых  

фибрилл; 3 – фибриллярная минеральная манжетка; 4 – кристаллические объединения коллагеновой 
фибриллы; 5 – молекулы коллагена; 6 – пласты кристаллов (их копланарные объединения)
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вающие наличие связи между кристаллами 
гидроксиапатита в виде твердотельных пе­
ремычек (рис. 2).

При решении задачи в двумерной по­
становке элементарный представительный 
объем кости (ячейка квазипериодичности) 
представлен центральным конгломератом и 
четырьмя фрагментами соседних минера­
лов (четверть площади каждого) с четырьмя 
перемычками между ними и центральным 
минералом. Изучены модели с различным 
уровнем минерализации, изменяющимся от 

60 до 90 % (см. рис. 2). Изменение минера­
лизации моделировалось пропорциональ­
ным изменением размеров конгломератов 
при сохранении габаритов ЭПО (фиксация 
местоположений центров конгломератов). 
Наряду с базовым вариантом рассматрива­
лись также и другие альтернативные сцена­
рии роста минерализации, связанные с не­
пропорциональным изменением размеров 
конгломератов.

Рассматривались также альтернативные 
варианты ЭПО (рис. 3), которые включали 

Рис. 2. КЭ-модели элементарного представительного объема наноструктурных элементов 
костной ткани с различным уровнем минерализации, %: 60 (а), 70 (б), 80 (в), 90 (г)

Рис. 3. КЭ-модели элементарного представительного объема наноструктурных элементов 
костной ткани с различным числом конгломератов (k) и перемычек (n):  

а – модель П 0,5 × 0,5 (k = 0,5, n = 1, 304 КЭ); б – П 1 × 1 (k = 2, n = 4, 1216 КЭ);  
в – П 2 × 2 (k = 8, n = 16, 4864 КЭ); г – П 4 × 4 (k = 32, n = 64, 19456 КЭ);  

д – П 8 × 8 (k = 128, n = 256, 77824 КЭ)

а) б) в) г)

а) б) в) г) д)
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несколько ячеек периодичности, для того 
чтобы затем учесть возможные взаимные 
разориентации конгломератов и перемы­
чек, нерегулярное распределение местопо­
ложений центров и размеров. Увеличение 
числа конгломератов в ЭПО расширяет 
возможности учета нерегулярности микро­
структуры костной ткани, а также позволя­
ет дать более точный прогноз эффективных 
механических свойств, поскольку влияние 
внешних границ становится менее замет­
ным.

Краевые задачи теории упруго­
сти для определения напряженно-
деформированного состояния ЭПО ре­
шались методом конечных элементов. 
Последний основан на уравнении вирту­
альных работ, которое при консервативном 
внешнем воздействии приводит к мини­
мизации потенциальной энергии системы. 
Введенные модели реализованы в КЭ про­
граммном комплексе PANTOCRATOR [4]; 
он позволяет автоматически генерировать 
дискретные модели ЭПО произвольной гео-
метрии, получать решения краевых задач 
теории упругости, определять эффектив­
ные упругие модули, исследовать процессы 
разрушения ЭПО, анализировать распре­
деления полей напряжений и деформаций 
для фрагмента морфологической структуры 
матрикса в наномасштабе.

Минерализация элементарного пред­
ставительного объема определяется отно­
шением плотностей компонент и геоме­
трическими параметрами конгломератов и 
перемычек:

1
,

2( )( )
1 1 c

h

m
a l b g

ab ld

=
ρ+ + + − + ρ 

где a, b – ширина и высота конгломерата;  
l, d – ширина и высота перемычки; g – вер­
тикальный зазор между конгломератами;  
ρc , ρh – плотности коллагена и гидрокси-
апатита соответственно. 

В расчетах при задании различных уров­
ней минерализации размеры конгломерата 
(объединения кристаллитов) варьировались 
в диапазонах: ширина a = 200 – 500  нм, 
высота b = 1800 – 3000  нм. Важно отме­
тить, что указанные габариты минералов 
соответствуют размерам калькосферитов, 
описанных А. Бойдом (Boyde) [5 – 6] в 
формирующихся участках кости. У взросло­
го человека в минерализующемся костном 
матриксе расстояния между фибриллами 
не превышают 20 – 30 нм, поэтому морфо­
логический субстрат минерала включает в 
себя фрагменты минерализованных колла­
геновых фибрилл (их диаметр равен 50 – 80 
нм, длина – до 2000 нм) с окружающими 
их «манжетками», единичные матриксные 
везикулы (диаметр составляет 30 – 200 нм) 
и разнонаправленные плотные группы кри­
сталлов, связывающие манжетки соседних 
фибрилл.

В расчетах принималось, что механи­
ческие свойства отдельных компонент мо­
дели соответствуют изотропным материа­
лам. Расчетные значения упругих модулей 
(табл.  1) выбирались как средние ариф­
метические экспериментальных величин, 
приведенных в работах [7 – 10].

Применимость методов механики сплошных 
сред для описания деформирования  

нанокомпозита костной ткани

Формулировка адекватных моделей, 
которые бы позволяли описывать физико-
механические свойства объектов, имею­

(1)

Таблица  1

Значения упругих модулей и плотностей отдельных компонент ЭПО, использованных в КЭ-расчетах

Параметр Обозначение
Единица

измерения
Значение

Гидроксиапатит Коллаген Перемычка
Модуль Юнга E ГПа 90 0,9 90
Коэффициент 
Пуассона

ν – 0,20 0,49 0,20

Плотность ρ кг/м3 3160 1500 3160
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щих наноразмерный масштабный уровень, 
приводит к необходимости проверять со­
ответствие основных механических ха­
рактеристик наноразмерного объекта его 
характеристикам, полученным из макро­
скопических экспериментов.

В работе [11] показано, что соответ­
ствие механических характеристик нано­
размерных объектов данным, полученным 
из макроскопических экспериментов, до­
стигается лишь при количестве атомарных 
слоев не менее десяти; только тогда разни­
ца между микро- и макрохарактеристиками 
не превышает 11%.

В статье [11] подчеркивается, что при­
менение механики сплошных сред допусти­
мо лишь при учете масштабных эффектов, 
которые существенны при числе атомар­
ных слоев, исчисляющихся единицами; 
для десятков же слоев масштабный фактор 
оказывает только некоторое влияние, и оно 
становится пренебрежимо малым для сотен 
таких слоев.

Таким образом, для дальнейшего ис­
следования свойств ЭПО нанокомпозита 
костной ткани необходимо определить по­
рядок масштабных эффектов. Минималь­
ный характерный размер элементов ЭПО 
составляет 30  нм – это ширина мине­
ральной связи. Далее приведены размеры 
атомарных слоев основных веществ ЭПО  
[12, 13]. 

Вещество
Размер атомарного 

слоя, Å
Кристалл  
гидроксиапатита

a = 9,41,  
c = 6,88

Молекула коллагена Ø = 15

Таким образом, ширина минеральной 
связи, которая является наименьшим раз­
мером в рассматриваемых ЭПО, содержит в 
себе как минимум 30 атомарных слоев, что, 
согласно работе [11], позволяет пренебречь 
масштабными факторами. Однако необхо­
димо учитывать, что ширина зазора между 
конгломератами не должна быть меньше 
15 Å ·10 = 150 Å = 15 нм, что накладывает 
дополнительные, но несущественные огра­
ничения на исследуемый диапазон измене­
ния минерализации.

Определение эффективных упругих свойств 
на основе КЭ-расчетов

Эффективные свойства костной ткани 
на субмикроскопическом уровне прини­
мались соответствующими ортотропному 
упругому материалу, для которого закон 
Гука можно записать в следующем виде:

ε̄ ,⋅ ⋅4= Ce sσ̄,
где ε̄ – тензор деформаций, σ̄ – тензор на­
пряжений, 4C  – тензор упругих податли­
востей 4-го ранга; двумя точками обозначе­
на операция свертки (двойного скалярного 
умножения), которая в индексной форме 
имеет вид 

.ij ijkl lk= Cε σ

Черта над обозначениями введенных 
тензоров означает соответствие гомогенно­
му (осредненному) материалу. Характери­
стики отдельных компонент гетерогенного 
материала будут обозначаться без верхней 
черты. Для ортотропного материала тензо­
ру 4C  в собственных осях анизотропии со­
ответствует симметричная матрица упругих 
податливостей   C  следующей структуры:
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C

где ,iE  ,ijν  ijG  – модули Юнга, коэффициен­
ты Пуассона и модули сдвига ( , 1,2,3).i j =  

В силу симметрии матрицы   C  выпол­
няются равенства

12 21

1 2

,=
E E

ν ν
 13 31

1 3

,=
E E

ν ν
 23 32

2 3

.=
E E

ν ν

Упругие модули определяются при од­

(2)

(3)
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ноосном напряженном состоянии на осно­
ве соотношений

,ii
i

ii

E =
σ
ε

 .jj
ij

ii

=
ε

ν −
ε

При произвольном напряженном со­
стоянии упругие модули можно найти на 
основе решения системы алгебраических 
уравнений.

При решении задачи в двумерной по­
становке (плоское деформированное со­
стояние) достаточно найти четыре упругие 
константы: 1 2 12 12, , , .E E Gν  Ряд упругих мо­
дулей в направлении оси 3 (ортогональна 
рассматриваемой плоскости) можно оце­
нить без потери точности по правилу сме­
сей. Разносопротивляемость костной ткани 
при растяжении и сжатии не учитывалась в 
рамках данной модели.

Для определения эффективных упругих 
свойств ЭПО нанокомпозита костной тка­
ни решалась серия краевых задач с различ­
ными граничными условиями. Верхнюю и 
нижнюю границы упругих модулей обыч­
но получают с использованием граничных 
условий для вектора перемещений и век­
тора напряжений соответственно. В дан­
ном исследовании использовалось три типа 
граничных условий, которые сравнивались 
между собой по точности при решении за­
дач определения упругих модулей. Указан­
ные условия допускают следующие матема­
тические формулировки.

Кинематические граничные условия:
* .

uS
= ⋅u reε̄** .

uS
= ⋅u re

Статические граничные условия:
*,

Sσ
⋅ = ⋅n ns sσ *,

Sσ
⋅ = ⋅n ns sσ̄*,

Условия периодичности:

1 2

*
1 2( ).

u uS S
= + ⋅ −u u r reε̄*

1 2

*
1 2( ).

u uS S
= + ⋅ −u u r re

Здесь u – вектор перемещений; r – радиус-
вектор; ε̄* – заданный постоянный симме­
тричный тензор, соответствующий различ­
ным деформируемым состояниям (осевые 
растяжения/сжатия и сдвиги); σ̄* –  задан­
ный постоянный симметричный тензор, 
соответствующий различным напряжен­
ным состояниям (осевые растяжения/сжа­
тия и сдвиги). 

Условие периодичности (6) может быть 
переписано в виде

* ,
uS

= ⋅ +u r weε̄** ,
uS

= ⋅ +u r we

где флуктуации w  являются периодиче­
скими, т. е. принимающими одинаковые 
значения на противоположных сторонах 
ЭПО. 

В этом случае вектор напряжений ⋅n sσ 
принимает противоположные значения на 
противоположных сторонах ЭПО. Гранич­
ные условия (4) – (6) удовлетворяют усло­
вию макрооднородности Хилла 

σ ·· ε = σ̄ ·· ε̄,

что обеспечивает существование и един­
ственность соответствующих краевых задач, 
а также равенство энергий при деформиро­
вании гомогенизированного и гетерогенно­
го материалов ЭПО.

Для определения компонент матрицы 
эффективных упругих податливостей   C  
(3) использовались осредненные по пред­
ставительному объему значения тензоров 
деформаций и напряжений, полученных в 
КЭ-решении: 

ε̄
ЭПО ЭПОЭПО ЭПО

1 1
, .

V V

dV dV
V V

= =∫ ∫e e s sε dV, σ̄
ЭПО ЭПОЭПО ЭПО

1 1
, .

V V

dV dV
V V

= =∫ ∫e e s sσ dV.

Краевые задачи решались в предполо­
жении реализации плоского деформиро­
ванного состояния. Для определения двух 
модулей упругости 1E  и 2E  достаточно 
получить КЭ-решение двух краевых задач 
при задании граничных условий, обеспечи­
вающих растяжение (или сжатие) только в 
вертикальном и только в горизонтальном 
направлениях. 

Оценка точности решений

Для оценки точности численных ре­
шений был проведен анализ практической 
сходимости значений эффективных моду­
лей упругости ЭПО при увеличении числа 
КЭ и ячеек периодичности. Достаточный 
уровень дискретизации модели выбирался 
из условия точности 1%. Были получены 
значения верхней и нижней границ моду­
лей, соответствующие случаям задания в 
качестве граничных условий перемещений 
(4) и напряжений (5) (рис. 4). Установлено, 

(4)

(5)

(6)

(7)
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что если задавать условия периодичности 
(6), то удовлетворительная (статистически 
существенная) точность, т. е. достаточная 
близость к асимптотическому (предельно­
му) значению, достигается уже при исполь­
зовании ЭПО, включающих одну ячейку 
периодичности (КЭ-модель П 1 × 1). Если 
же ставить граничные условия для переме­
щений и напряжений, то сходимость до­
стигается только при использовании ЭПО, 
включающих 16 ячеек периодичности  
(П 4 × 4). Данный вывод подтверждается 
также анализом зависимости экстремаль­
ных значений напряжений в ЭПО.

Поскольку при использовании условий 
периодичности (6) обеспечивается хоро­
шая точность для ЭПО с одной ячейкой 
периодичности (это позволяет существен­
но сократить вычислительные затраты по 
сравнению с альтернативными вариантами 
граничных условий (4) и (5)), в дальнейших 
расчетах будут использоваться только усло­
вия периодичности.

Таким образом, корректно выбранные 
тип граничных условий и число ячеек пе­
риодичности, достаточное для обеспечения 
заданной точности, а также обоснованный 
выбор числа КЭ, обеспечивают проведе­
ние информативных вычислительных экс­
периментов с виртуальным варьированием 

параметров модели. Результаты таких экс­
периментов позволяют выявить основные 
закономерности влияния микроструктуры 
костной ткани на поведение эффективных 
упругих модулей и на характеристики на­
пряженного состояния. 

Анализ напряженно-деформированного  
состояния ЭПО при различных видах  

нагружения

Наличие в ЭПО гетерогенной микро­
структуры приводит к реализации не­
однородного многоосного напряженного 
состояния. Для сравнения уровней напря­
женного состояния для различных моделей 
и условий нагружения используется экви­
валентная величина – интенсивность на­
пряжений по Мизесу:

2 2

2 2 2 2 1/2

{(1 / 2)[( ) ( )

( ) ] 3[ ]} .

i xx yy yy zz

zz xx xy yz zx

σ = σ − σ + σ − σ +

+ σ − σ + τ + τ + τ

Она представляет собой эвклидову нор­
му в пространстве компонент девиатора 
тензора напряжений.

Анализ распределения полей интенсив­
ности напряжений по Мизесу σi при рас­
тяжении ЭПО в вертикальном (рис. 5, а, б) 
и в горизонтальном (рис. 5, в, г) направле­
ниях показал, что в условиях вертикальной 

Рис. 4. Зависимости эффективных значений модулей упругости в вертикальном (а)  
и в горизонтальном (б) направлениях от количества ячеек периодичности в ЭПО при различных 
граничных условиях. Каждое значение количества ячеек соответствует определенной КЭ-модели:  

П 0,25 × 0,25 (I), П 1 × 1 (II), П 2 × 2 (III), П 3 × 3 (IV), П 4 × 4 (V), П 5 × 5 (VI), П 8 × 8 (VII).  
Граничные условия: по формуле (4) – кривая 1; (5) – 3; (6) – 2 

а) б)

(8)
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нагрузки в  морфологической модельной 
структуре (она описана выше) возника­
ют две области экстремальных значений 
(рис. 5, а). Первая область локализуется в 
угловых точках минералов, вторая – в ме­
стах их соединения с перемычками. При 
этом напряжения в минеральных объемах 
значительно выше, чем в органическом ма­
триксе (рис. 5, а, г), а деформации – нао­
борот, значительно ниже (рис. 5, б, г).

Перемычка оказывается наиболее на­
груженным элементом ЭПО и при верти­
кальной (см. рис. 5, а), и при горизонталь­
ной (см. рис.  5, в) нагрузках, а вот углы 
минеральной составляющей – только при 
вертикальном воздействии (см. рис. 5, а, б). 
Перемычка при вертикальной нагрузке ра­

ботает на срез (рис. 5, д), с реализацией на­
пряженного состояния, близкого к изгибу, а 
при горизонтальной – на растяжение/сжа­
тие (рис. 5, е). Таким образом, и при гори­
зонтальной, и при вертикальной нагрузках 
наибольший риск разрушения возникает в 
зонах соединения перемычки с минераль­
ной компонентой, однако в первом случае 
он оказывается выше.

Влияние различных факторов  
на механические свойства ЭПО  

костной ткани 

Наличие перемычек. Результаты КЭ-
расчетов для модели с перемычками срав­
нивались с аналогичными результатами, 
полученными при отсутствии перемычек 

Рис. 5. Распределения интенсивностей напряжений σi (а, в) и деформаций εi (б, г) по Мизесу  
в центральном фрагменте ЭПО (1/4 часть) при различных направлениях воздействия нагрузки: 

вертикальном (а, б, д) и горизонтальном (в, г, е).  
На графиках д, е дополнительно представлено деформированное состояние перемычки с полями  

интенсивности напряжений

а) б) в) г)

д) е)

min

max
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(прочие условия одинаковы). Установлено, 
что наличие перемычек при растяжении 
в горизонтальном направлении повышает 
уровень экстремальных напряжений (от­
носительная интенсивность напряжений 

/i iσ σ ) на 52 %. При этом уровень ин­
тенсивности напряжений в угловой точке 
минеральной составляющей снижается на  
19 %.

При растяжении в вертикальном на­
правлении наличие перемычек снижает 
уровень экстремальных напряжений (ин­
тенсивность напряжений), возникающих в 
угловой точке минеральной компоненты, 
на 4 %.

Перемычки увеличивают модуль упру­
гости 1E  (горизонтальное направление) 
на 17 % (табл. 2) и модуль упругости 2E  
(вертикальное направление) на 10 %. Сле­
дует отметить, что наблюдаемое увеличение 
жесткости вызвано изменением структуры 
(топологии) ЭПО, вносимым появлением 
перемычек, а не повышением минерализа­
ции, влияние которой на упругие модули 
на два порядка меньше.

Таким образом, наличие перемычек 
влияет на характер деформирования колла­
гена в примыкающих к ним областях, на 
распределение интенсивности напряжений 
в минеральной составляющей в окрест­
ности места ее соединения и на значения 
эффективных упругих модулей. Как и сле­
довало ожидать, существование перемычек 
в костной ткани человека увеличивает ее 
жесткость независимо от направления дей­
ствующих нагрузок. 

Углы наклона минеральной составляю-
щей. Чтобы оценить влияние углов разори­
ентации минеральной компоненты в ЭПО 
на ее напряженно-деформированное со­
стояние и эффективные упругие свойства, 
нами проведены КЭ-расчеты с тремя раз­
личными значениями указанного угла: 0о, 4о 
и 8о. Результаты проведенных вычислитель­
ных экспериментов показали, что отклоне­
ние единичного конгломерата от вертикали 
фактически не оказывает влияния на зна­
чения эффективных упругих модулей 1 2,E E  
(отличия составляют менее 1 %), но такое 
отклонение влияет на уровень максималь­
ной интенсивности напряжений (рис. 6).

Таблица  2

Сравнение расчетных значений эффективных упругих модулей  
для ЭПО с перемычками и без перемычек

Элементарный
представительный 

объем (ЭПО)

Модуль упругости, ГПа 

2E 1E

С перемычками 18,28 15,71

Без перемычек 16,63 13,32

Различие ЭПО 1,65 (9,9%) 2,39 (17,9%)

Обозначения : 1,E  2E  – модули упругости в горизонтальном и 
вертикальном направлениях нагрузки, соответственно.

Рис. 6. Зависимости максимальной  
интенсивности напряжений от угла поворота 
центрального конгломерата в фрагменте ЭПО 

при различных направлениях нагружения:  
по горизонтали (1) и по вертикали (2)

max( / )i iσ σ
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Полученные результаты позволяют 
заключить, что разупорядоченность ми­
нералов по продольным осям приводит 
к росту напряжений в костном матриксе 
при одной той же нагрузке. Следователь­
но, разупорядоченность снижает проч­
ностные свойства костного матрикса на 
наноуровне его организации, а значит, 
вызывает ухудшение этих свойств кост­
ных структур в целом.

Угол наклона перемычек. Чтобы оце­
нить влияние угла наклона перемычек на 
напряженно-деформированное состояние и 
эффективные упругие свойства ЭПО, нами 
была проведена серия КЭ-расчетов с раз­
личными углами отклонения от горизон­
тального уровня: на –45˚, –30˚, –15˚, +15˚, 
+30˚ и +45˚. Результаты расчетов показали, 
что максимальное отклонение 2E  от значе­
ния при горизонтальном положении пере­
мычки не превышает 23 %, а такое же от­
клонение 1E  не превышает 13 % (рис. 7). 
Установлено также, что поворот перемычек 
сказывается на степени максимальной ин­
тенсивности напряжений.

Согласно полученным результатам рас­
чета, поворот перемычек в ЭПО при одних 
условиях нагружения увеличивает уровень 
экстремальных напряжений в ней, а при 
других – уменьшает. Так, при отклонении 
перемычки на 15˚ в направлении против 

часовой стрелки растяжение в горизонталь­
ном направлении характеризуется сниже­
нием максимальной относительной интен­
сивности напряжений на 2%, при 30˚ – на 
12 %, при 45˚ – на 47 %, соответственно, 
по сравнению с идеализированным вари­
антом (без поворота). Этот эффект вызван 
тем, что при растяжении в горизонтальном 
направлении ЭПО сжимается в вертикаль­
ном, и поэтому соседние конгломераты 
смещаются по вертикали друг относительно 
друга; это приводит к повороту соединяю­
щей их перемычки и возникновению в ней 
дополнительных усилий. В зависимости от 
направления начального отклонения пере­
мычки от горизонтали вертикальные сме­
щения конгломератов могут создать в них 
как дополнительное сжимающее напряже­
ние (для перемычек, у которых поворот под 
нагрузкой компенсирует начальный пово­
рот), так и дополнительное растягивающее 
напряжение (для перемычек, у которых по­
ворот под нагрузкой увеличивает начальное 
отклонение). Появление дополнительных 
напряжений может как компенсировать, 
так и усиливать первоначальное напряже­
ние, возникшее от растяжения в горизон­
тальном направлении. Данный сценарий 
реализуется и при нагружении в вертикаль­
ном направлении, для которого отклонение 
перемычки на 15˚ в направлении против 
часовой стрелки приводит к увеличению 
максимальной относительной интенсивно­
сти напряжений на 65 %, при 30о – на 80 %, 
при 45о – на 47 %, по сравнению с идеали­
зированным вариантом (без поворота).

Таким образом, полученные данные 
позволяют утверждать, что существуют 
неоптимальные направления минеральных 
связей по отношению к трендовым направ­
лениям механических нагрузок. В резуль­
тате повышается риск их разрушения, что 
можно рассматривать как начальный этап 
формирования усталостных повреждений. 

Минерализация костной ткани. Чтобы 
оценить влияние минерализации ЭПО на 
его напряженно-деформированное состоя­
ние и эффективные упругие свойства, нами 
проведены КЭ-расчеты с различной минера­
лизацией костной ткани (%): 25, 30, 45, 50, 
60, 70, 80, 90 и 95. Результаты проведенных 

Рис. 7. Зависимости эффективных упругих 
модулей ЭПО нанокомпозита костной ткани 
от угла поворота перемычек; 1, 2 – величины 

1 1/E E угол 0˚  и 2 2/E E угол 0˚   соответственно
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вычислительных экспериментов показали, 
что изменение минерализации существенно 
влияет на эффективные модули (рис.  8) и 
на осредненную по объему интенсивность 
напряжений в ЭПО и в его составляющих. 
Так, при изменении минерализации с 60 до 
70 %, 2E  (в вертикальном направлении) из­

меняется на 55,7 %, а 1E  (в горизонтальном 
направлении) – на 47,7 %. Осредненная же 
по всему объему интенсивность напряже­
ния, при том же изменении минерализации, 
возрастает в ЭПО на 54 %.

Степень вытянутости конгломератов. 
Важным морфологическим параметром 
является соотношение ширины и высоты 
конгломератов. Чтобы выяснить влияние 
указанного параметра на величины эффек­
тивных упругих модулей, была поставлена 
серия вычислительных экспериментов с 
пропорцией b/a, меняющейся в пределах 
от 5 до 10. КЭ-модели для отношений b/a, 
равных 5, 7 и 9, представлены на рис.  9. 
Установлено, что свойства ЭПО костной 
ткани чрезвычайно сильно зависят от сте­
пени вытянутости конгломератов. Так, при 
увеличении отношения b/a от 5 до 10 ве­
личина 2E  возрастает почти в три раза,  
а 1E  – в полтора (рис. 10).

Вязкие свойства органического матрик-
са. Для анализа влияния вязких свойств 
органического матрикса рассматривалась 
ползучесть ЭПО в течение одного часа при 
напряжении 10 МПа (12-кратная весовая 
перегрузка). Результаты расчетов показали, 
что вязкие эффекты крайне незначительны 
(рис. 11). Так, интенсивность деформаций 
ползучести, осредненная по ЭПО, не пре­

Рис. 8. Зависимости эффективных упругих мо­
дулей ЭПО нанокомпозита костной ткани  

от степени его минерализации.  
1, 2 – 1,E  2E  соответственно (данные получены 

методом КЭ-гомогенизации); 3, 4 – аналитические 
оценки Фойгта и Рейса (осредненные жесткости  

и податливости компонент соответственно)

Рис. 9. КЭ-модели ЭПО, полученные при разных отношениях b/a:   
5 (а), 7 (б); 9 (в); a, b – ширина и высота конгломерата соответственно

а) б) в)
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восходит 0,00014 %. Также видно, что на­
личие перемычек практически не оказыва­
ет влияния на осредненную интенсивность 
деформаций ползучести.

Сравнение результатов расчетов  
с экспериментальными данными

В целях верификации предложенной 
модели было проведено сравнение расчет­
ных значений упругих модулей с экспери­
ментальными данными. В результате такого 
сравнения получено их хорошее соответ­
ствие (табл. 3). Расчетная модель ЭПО, ко­

торая учитывает наличие перемычек, пред­
лагает более точный прогноз.

Заключение

В работе предложена и исследована 
трехфазная модель костной ткани на суб­
микроскопическом уровне, учитывающая 
наличие связи между кристаллами гидрок­
сиапатита в виде твердотельных перемы­
чек.

Методом конечно-элементной го­
могенизации определены эффективные 
упругие модули элементарного предста­

Рис. 10. Зависимости эффективных упругих 
модулей ЭПО в горизонтальном (1)  

и вертикальном (2) направлениях от степени 
вытянутости конгломератов; 1, 2 – 1,E  2E   

соответственно

Рис. 11. Зависимости осредненной по ЭПО 
интенсивности деформаций ползучести  

от времени для случаев наличия (1)  
и отсутствия (2) перемычек

Таблица  3

Сравнение расчетных значений эффективных упругих модулей ЭПО костной ткани  
с экспериментальными данными

КЭ-модель ЭПО либо эксперимент
Модуль упругости, ГПа 

2E  1E
Модель с перемычками, m = 0,7 18,3 15,7

Модель без перемычек, m = 0,694 16,6 13,3

Эксперимент Bonfield W. [14] 18,5 9,5

Эксперимент Ashman R.B. [15] 20,0 13,5

Эксперимент Turner C.H. [16] 20,6 16,5

Обозначение : m – степень минерализации костной ткани.
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вительного объема нанокомпозита кост­
ной ткани в предположении ортотропии 
результирующих свойств. Сравнение ре­
зультатов расчетов с экспериментальны­
ми данными показало их хорошее соот­
ветствие.

Проведены многовариантные вычис­
лительные эксперименты с варьировани­
ем минерализации костной ткани. Вы­
полнен анализ влияния минерализации 
ЭПО на напряженное состояние пред­
ставительного объема и его эффективные 
модули.
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Semenov A.S., Grishchenko A.I., Melnikov B.E. Finite element modeling of 
bone deformation at the SUBMICROSCOPIC scale.

By means of the direct finite element simulation and homogenization the analysis of variation influence 
in the morphological characteristics (hydroxyapatite crystals disorientation, sizes and orientation of mineral 
bridges, mineralization) on mechanical properties of the representative volume element of bone at the 
nanoscale (at the collagen fibrils level) is carried out. The morphological model of bone with an account of 
the mineral bridges between the associations of the hydroxyapatite crystals is used in the computations. The 
purpose of the paper is to analyze the influence of the nanostructure parameters of bone on its elastic and 
strength properties. Such studies are important for the creation of artificial bone-substitute materials. The 
analysis of the stress-strain state of the RVE of bone tissue has been performed in order to determine the 
location of the most critical points and deformation mechanisms of bridges. The most loaded elements are 
the corners of conglomerates and corners of bridges. Taking account of the bridges leads to the decrease of 
the von Mises stresses in the corner of the conglomerate and to the increase of the effective elastic moduli in 
the vertical and horizontal directions. The effects of orientation of conglomerates and bridges on the stress 
state of the representative volume were analyzed. The influence of the bone mineralization on the effective 
elastic moduli and stress state were investigated. The comparison of obtained results with experimental data 
was performed and discussed.

Bone tissue, representative volume element, homogenization, boundary condition of 
periodicity, misalignment of conglomerates, intercrystalline bridge, elasticity, viscoelasti-
city, finite element method.
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