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ФАНОВЫЕ МОДЕЛИ эЛЕКТРИЧЕСКОГО ПОЛЯ  
НУКЛОНОВ И эЛЕКТРОНОВ

В статье строятся модели, описывающие потенциал распределенных элек
трических зарядов с помощью вырождающихся уравнений с частными про
изводными. Доказано, что потенциал облака электрона в атоме водорода в 
основном состоянии и сам атом водорода могут быть описаны такими уравне
ниями. Представленное описание освобождает от необходимости использовать 
понятие точечного заряда; ответственность за свойства среды возлагается на 
коэффициенты уравнений (обращаются в бесконечность), а также на выбор 
решения из определенного класса функций.
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НыМИ ПРОИЗВОДНыМИ,  КОЛЛОИДНыЙ РАСТВОР, СУПРАХИМИЯ.

Введение

Современные задачи нанотехнологии, 
биомедицины, прогнозирования свойств 
новых материалов требуют расчета ло
кальных электромагнитных полей в осо
бых неоднородных средах, содержащих, в 
частности, наночастицы, квантовые точки, 
кластеры молекул. Во многих случаях при
менение квантовой механики для расчета 
локальных полей в таких средах оказыва
ется невозможным ввиду огромного объема 
вычислений. В связи с этим задача постро
ения новых физикоматематических моде
лей подобных сред и физических явлений в 
таких объектах весьма актуальна. 

Необходимо отметить, что в настоящей 
статье не рассматриваются какиелибо но
вации квантовой механики. Предметом ис
следования является лишь электростатиче
ское поле с точки зрения разрабатываемой 
фановой теории.  

В работе [1] нами был рассмотрен при
мер использования вырождающихся урав
нений с частными производными для опи

сания электрического поля протона. При 
этом было показано, что одно и то же яв
ление можно адекватно описать различны
ми моделями. В частности, потенциал поля 
внутри протона можно сопоставить с по
тенциалом поля некоторого «фана» (назва
ние произведено от слова «фантом» (phan
tom); подробности описаны в работе [1]). 

Естественно, для развития теории фанов 
было бы желательно найти и другие при
меры частиц и их совокупностей, электро
статические поля которых описываются с 
помощью фановой теории. Однако чтобы 
быть ближе к известным распределениям 
электростатических полей реальных частиц, 
нами были рассмотрены распределения 
электростатических полей как облака элек
трона атома водорода, так и самого атома 
водорода, находящегося в основном состо
янии. Это позволило проиллюстрировать 
использование теории фанов для описания 
электростатических полей рассмотренных 
частиц, включающих и одноименные, и 
противоположные по знаку заряды.  
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Понятие «фана» было введено в работе 
[2], а затем использовано в работах [3 – 5] 
как объекта, потенциал u которого удовлет
воряет уравнению 

1 2div( grad ) (1 ) (0)u q qε = − β δ

при условии, что в окрестности нуля функ
ция u и коэффициент ε ведут себя следую
щим образом:

0 1~ ;r q r −β
→ε

12
0~ ,

4r

q
u r cβ−

→ +
π

где q1, q2, β, c – постоянные; δ – дельта
функция; константа β = βр = 3 для прото
на.  

Такое определение рассматривало еди
ничный фан, у которого фановая проница
емость ε имела особенность только в одной 
точке. Затем это определение было расши
рено на систему точечных зарядов на осно
ве использования уравнения  

1

1
div grad 4 ( 1) ( ),

i i i
i ii

u r
r β

  ±
+ ε = π β − δ     

∑ ∑

где ri обращаются в нуль в точках располо
жения заряда; ε1 – некоторая гладкая функ
ция; поведение потенциала фана u в каждой 
точке ri согласовывается с особенностями ε, 
в соответствии с формулами (2) и (3).

цель данной статьи – показать, что при 
распределении зарядов на поверхностях 
фановая проницаемость может иметь осо
бенности и на этих поверхностях. 

Основные определения

Под «фаном» будем понимать объект, 
который описывает электрические или гра
витационные поля. Его свойства должны 
определяться уравнениями типа Максвелла 
или Шредингера с коэффициентами, при
нимающими произвольные значения, в том 
числе нулевые или обращающиеся в беско
нечность в некоторых точках или поверх
ностях в пространстве. 

Вполне вероятно, что в процессе раз
вития фановой теории и ее применения в 
различных областях это определение будет 
претерпевать видоизменения.

Коэффициент ε, используемый в зада
чах, решения которых описывают электри
ческие поля, будем называть «электрической 
фановой проницаемостью». Поскольку вы
рождающиеся уравнения могут аналогично 
описывать и гравитационные поля, позво
ляя плотности пространства иметь особен
ности, коэффициент ε в соответствующих 
задачах мы будем рассматривать как «гра
витационную фановую проницаемость». 

Разумеется, не следует формально вос
принимать вышеприведенные понятия как 
изменение классических представлений о 
диэлектрической и магнитной проницае
мости, о плотности материи или восприни
мать их как новые требования к прежним 
фундаментальным основам теории электро
магнитного поля. «Фановые проницаемо
сти» ε – это коэффициенты в уравнениях 
типа (1), позволяющие строить новые мо
дели сред и объектов, которым во многих 
задачах можно придать определенный фи
зический смысл. 

Например, в центральносимметричных 
случаях, в области, где отсутствуют особен
ности коэффициента ε, уравнение (1) ста
новится однородным и имеет вид

2
2

1
( ) 0.r rr u

r
ε =

Отсюда следует, что

2
,

r

c
r u

ε =

где c  – постоянная.

Преимущества и недостатки  
фановых моделей

Формула (6) позволяет определять ε 
экспериментально, для чего необходимо 
измерять силу, действующую на пробный 
заряд, так как сила связана с градиентом 
потенциала, который в этом случае выра
жается через ur. 

Использование в фановых моделях вы
рождающихся уравнений типа (5) позволяет 
отказаться в некоторых задачах от решения 
уравнения Пуассона. Для этого необходи
мо допустить, что коэффициенты вырож
денных уравнений, представляющие такие 
параметры среды, как электрическая и/или 

(1)

(2)

(3)

(4)

(5)

(6)
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(7)

(8)

(9)

магнитная фановая проницаемость, а так
же фановая плотность материи могут обра
щаться в нуль или бесконечность. 

Однако в фановых моделях отсутствует 
свойство суперпозиции. Это означает, что 
если два заряда созданы с помощью фа
новых проницаемостей ε1 и ε2, то при этом 
вовсе не подразумевается, что сумма их по
тенциалов будет обеспечиваться сложением 
величин ε1 и ε2. 

Действительно, пусть потенциал u1 в 
стационарном центральносимметричном 
случае удовлетворяет уравнению

2
1 12

1
( ) 0,r rr u

r
ε =

где ε1 имеет особенность в точке r = 0. 
Пусть аналогично потенциал u2  удовлет

воряет уравнению

2
2 22

1
( ) 0,r rr u

r
ε =

где ε2 также имеет особенность в точке r = 0. 
Найдем фановую проницаемость ε3, при 

которой создается суммарный потенциал 
u3, равный 

u3 = u1 + u2 .

Для этого необходимо, чтобы выполня
лось равенство 

2
3 32

1
( ) (0),r rr u

r
ε = δ

или

2
3 1 22

1
( ( )) (0).r r rr u u

r
ε + = δ

Из уравнений  (7) и (8) следует, что

1
1 2

1

;r

c
u

r
=

ε
 2

2 2
2

.r

c
u

r
=

ε

В силу равенства (9) получим следую
щее соотношение:

1 2
32

1 2

1
(0).

r

c c
r

  
ε + = δ   ε ε  

Тогда выражение для величины ε3 при
нимает такой окончательный вид:

2 1 2
3

1 2 2 1

(0) .r dr
c c

ε ε
ε = δ

ε + ε∫
Здесь интересно отметить, что величина 

ε3 вне точки  r = 0 может быть представлена  
в виде

1 2
3

1 2 2 1

.
c c

ε ε
ε =

ε + ε
Полученное выражение, несомненно, 

напоминает формулу 

1 2

1 1 2 2

* ,
y y

ε ε
ε =

ε + ε
которую обычно используют для вычисле
ния эффективной диэлектрической про
ницаемости последовательно соединенных 
диэлектриков с диэлектрическими прони
цаемостями ε1, ε2 и долями объемного со
держания (объемные концентрации) перво
го и второго компонента y1, y2 в плоском 
конденсаторе.

Следует отметить, что все аналитиче
ские результаты в этой работе получены 
для центральносимметричного случая. 
При расчетах электростатических полей в 
расчетных областях более сложной формы 
необходимо применять численные методы. 
Так, в работе [1] был приведен пример, по
казывающий, что задача численного расче
та полей в наносредах неустойчива и что 
для подобных сред необходимо применять 
только блочные численноаналитические 
методы (BNAM) [5]. Указанные методы 
основаны на значительном использовании 
аналитических приемов, обладают повы
шенной точностью и позволяют численно 
решать краевые задачи в средах, где потен
циал резко меняется как по величине, так 
и по форме. 

Следует отметить, что фаны обладают 
значительной гибкостью за счет возможно
сти выбора различных порядков обращения 
в бесконечность коэффициентов как в точ
ках, так и на поверхностях, а также воз
можностью почти произвольного выбора 
значений функции ε в местах, где нет осо
бенностей. Это позволяет моделировать та
кие сложные среды, как биологические, как 
растворы, как материалы с наночастицами. 
Особую пользу эти модели могут принести 
в супрахимии, где известно пространствен
ное расположение зарядов и необходимо 
найти их силовое взаимодействие с учетом 
перекрытия электронных оболочек.
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Фановая модель облака электронов

Для построения фана, соответствую
щего облаку электрона в атоме водорода 
в основном состоянии, рассмотрим плот
ность распределения электронов в атоме 
водорода, которая представляется функци
ей D = 4πr 2|Ψ|2 (рис. 1),  а также потенциал 
u в облаке, который удовлетворяет уравне
нию

2 /

0

4
,r beq

u r e−π ⋅
∆ = −

ε
где qе – заряд электрона. 

Найдем значение εe, при котором по
тенциал u удовлетворяет уравнению

1 2div( grad ) (1 ) (0).e u q qε = − β δ

В силу центральной симметрии уравне
ние (10) можно записать в виде

2 2 /
2

0

41
( ) ,r be

r r

q
r u r e

r
−π ⋅

= −
ε

откуда следует, что
2

3 2

0

2 3 / 1
2

4
( 6

18 24 ) ,

e

r b

b q
u r br

r

c
b r b e c

r
−

π
= − + +

ε

+ + + +

где с1, с2 – постоянные.
Выберем значения с1 и с2 такими, чтобы 

потенциал в начале координат был конеч

ным. Для этого воспользуемся разложени
ем

2 3
/

2 3
1 ... .

2 6
r b r r r

e
b b b

− = − + − +

Тогда  для потенциала u получим сле
дующее представление:

5 4

0

3 4 1
2

1
( 96 24

 4 2 ....) .

eq
u b b

r

c
br r c

r

π
= − ⋅ + +

ε

+ + + + +

Если положить, что постоянные с1 и с2  

следуют выражениям
5

1
0

96
;eb q

c
π

=
ε

4

2 3
0

24
,eb q

c c
π

= − +
ε

где с3
 – произвольная константа, то полу

чим для потенциала u представление (11) и 
его значение в начале координат (12):

2
3 2 2 3 /

0

5 4
1 1

3
0 0

4
( 6 18 24 )

96 241
,

r be

e e

b q
u r br b r b e

r

a b q a b q
c

r

−π
= − + + + +

ε

π π
+ − +

ε ε

3 4
3

0

(4 2 ...) .eq
u br r c

π
= + + +

ε
Отметим, что в силу выражения (12) по

Рис. 1. График функции плотности электронного облака в атоме водорода;  
a0 – радиус первой боровской орбиты

(10)

(11)

(12)



143

Теоретическая физика

тенциал ur в начале координат имеет нуль 
второго порядка. Вне начала координат 
уравнение (1) однородно и из него следует, 
что

4
2e

r

c
r u

ε =

и, следовательно, εe будет иметь особен
ность четвертого порядка. 

Таким образом, для потенциала u и εe 
выполнены условия (2), (3) при β = 4, а сам 
потенциал удовлетворяет уравнению (1). 
При этом εe определяется по формуле (13), 
а ur – по следующей формуле:

5
/ 3 2 2 3 4 1

0 0

964 1
4 12 24 24 .r be

r

q a bb
u e r br b r b b

r r
−   ππ

= − + + + + −   ε ε  
5

/ 3 2 2 3 4 1

0 0

964 1
4 12 24 24 .r be

r

q a bb
u e r br b r b b

r r
−   ππ

= − + + + + −   ε ε  
 

Можно заключить, что облако электро
нов в атоме водорода, в основном своем со
стоянии, также является фаном и для его 
описания может быть использована фано
вая математическая модель.

Фановая модель системы зарядов различных 
знаков в точках и на поверхностях

В моделях, использующих фаны, нет 
понятия точечного заряда, а наличие заряда 
обуславливается присутствием особенно
стей определенного порядка у функции ε в 

вырождающемся уравнении. Способ нахо
дить величину ε при наличии особенностей 
в точках, мы уже показали на предыдущих 
примерах. 

Рассмотрим теперь методику нахожде
ния величины ε для случая, когда ее осо
бенности находятся как в точке, так и на 
поверхности. Для этого рассмотрим потен
циал,  удовлетворяющий уравнению

2 /
1

0

4
( ) .r beq

u r r r e−π
∆ = − −

ε

В правой части этого уравнения стоит 
функция, изменяющая знак при переходе 
через значение r = r1, то есть заряд имеет 
положительное значение при r < r1 и отри
цательное при r > r1. Такое распределение 
имеет место, например в нейтроне (рис. 2) 
или в атоме водорода.

Найдем εn такое, чтобы оно имело осо
бенности различного знака  в начале ко
ординат и на сфере при r = r1. При этом 
особенности у εn должны быть такого типа, 
чтобы оператор 

div( grad ),nε •

вычисленный от потенциала u, выбрасывал 
δфункции, сосредоточенные в начале ко
ординат и на сфере r = r1.

В силу центральной симметрии можно 
записать:

(14)

Рис. 2. Радиальные распределения плотности зарядов в протоне (1) и нейтроне (2);  
ρ(r) – функция плотности заряда

(13)
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2 4 /
1

0

4
( ) ( ) ,r be

r r

q
r u r r r e−π

= − −
ε

откуда следует, что 

2 4 / 2
1 2

0

4
( ) .r be

r

q c
u r r r r e dr

r
− −π  = − − − ε  ∫

Для исследования поведения ur в начале 
координат, заменим под интегралом функ
цию e –r/b ее разложением в ряд Маклоре
на:

4 / 8 71
1 2 2

6 51
1

2 4 6 5
1 1

1 1
( )

36 6

11
( 4 )

6 6

 ( 5 ) 120 24 ... .

r b r
r r r e dr r r

bb b

r
r b r r

b

b r b r b r b
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 + − + − + + 
 

+ − + + − +

∫

Тогда справедливо выражение  

6
51

2 2
0

4 31
1

6 5
2 2 1 2

1 2 2

4 1
36 6

11
( 4 )

6 6

120 24
 ( 5 ) .

e
r

q rr
u r

bb b

r
r b r r

b

b r b c
b r b r

r r

π  = − − + − +  ε  
 + − + − + + 
 

−
+ − + + − 



Если положить 
6 5

2 1120 24 ,c b r b= −

то имеем: 
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Таким образом, потенциал ur имеет нуль 
второго порядка в начале координат, а для 
потенциала u будет характерно поведение 
вида (3) при β = 4. 

Действительно, в точке начала коорди
нат  имеем:

2
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~ ;
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e

r

b r b q
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π − +
− +

ε

2
21

0
0

4 ( 5 )
~ .e

r r

b r b q
u r→
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−

ε
Теперь рассмотрим уравнение

div( grad ) 0n uε =

вне начала координат и вне точки r = r1. 
Найдем также функцию εn, при которой 
функция u удовлетворяет уравнению (16). 

В силу центральной симметрии из урав
нения (16) следует, что

4
2n

r

c
r u

ε =

и, следовательно, в силу выражения (15) 
функция εn будет иметь особенность чет
вертого порядка в начале координат. Дей
ствительно,

4 0
0 2 4

1

1
| .

4 ( 5 )n r

c
b r b r→

ε
ε = − ⋅

π − +
 

Таким образом, величины ε и u будут 
удовлетворять условиям (2), (3) при β = 4, 
и, следовательно, будут давать вклад в пра
вую часть уравнения, равный

44 (0).cπ ⋅ δ  

Рассмотрим теперь вклад в правую 
часть уравнения, определяемый поведени
ем функции u при r = r1. Поскольку уравне
ние (16) однородно, выберем εn следующим 
образом:

4
12

4
12

, ,

, .

r
n

r

c
r r

r u

c
r r

r u

 <
ε = 
− >


Это естественно, так как εn отражает 
свойства пространства, обеспечивающие 
величину заряда, а условия склейки опре
деляются на основе физической постанов
ки задачи. 

Воспользуемся определением оператора 
Лапласа в терминах пространств Соболева 
и обобщенных функций. Тогда, если φ  – 
финитная функция на промежутке [0, ∞], 
то имеем:

(15)

(16)

(17)
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Ввиду того, что функция u удовлетворя
ет уравнению (16), третий и шестой инте
гралы представления I1 будут равны нулю. 
В этом случае
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В силу финитности функции φ  выраже

ние принимает вид

1 2
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n r r rI r u r u −ε
+ε= π ε φ − ε φ

С учетом (17) можем записать I1 как
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Налагаем условие, согласно которому

1
0 .r ru = =

Поскольку нуль в точке r1 у функции u 
будет более высокого порядка, чем у функ
ции ur , справедливо равенство

1
0 .r r

r

u
u = =

Следовательно, переходя к пределу при 
ε2 → 0, получим:

1 4 18 ( ).I c r= − π ⋅ φ

Таким образом, интеграл I1 выбросил 
значение φ  в точке r1, а это значит, что 
оператор будет выражаться как

1 4 1( ) 8 ( ) .n r ru c r=∇ ε ∇ = π ⋅ δ

Учитывая приведенные выше выкладки, 
получим следующее равенство:

4 4 1div( grad ) 4 (0) 8 ( ).n u c c r+ −ε = π δ − π δ

Заключение

Сравнение результатов, полученных в 
данной статье, с представленными ранее 
и основанными на формуле (4), показыва
ет, что в итоге проведенного исследования 
появляются новые возможности использо
вания фановой модели. Так, можно допол
нительно строить фановые модели облаков 
зарядов, расположенных в различных обла
стях сред и объектов:

в сферическом слое;
в шаре с одним знаком заряда и с окру

жающим его сферическим слоем зарядов 
противоположного знака.

Во втором случае необходимо задавать 
особенности  функции ε как в центре шара, 
так и на его поверхности. 

Кроме того, важно отметить, что «элек
трическая фановая проницаемость» ε может 
быть функцией, зависящей от времени. В 
предлагаемой статье зависимость ε от вре
мени не рассматривалась, однако авторами 
уже получена фановая модель квантовой 
точки, излучающей на частоте, зависящей 
от размеров квантовой точки и от материа
ла, в котором она создана. Результаты рас
четов совпадают с известными эксперимен
тальными данными. Все это подтверждает 
необходимость дальнейшего расширения 
понятия фана.

Следует повториться, что при более слож
ных расчетных областях необходимо при
менять блочные численноаналитические 
методы (BNAM), использующие в значи
тельной степени аналитические выкладки 
и позволяющие численноаналитически 
решать краевые задачи в наносредах.
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