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Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû

Äèññåðòàöèÿ ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ îäíîãî èç ñîâðåìåííûõ ïîäõîäîâ ê àïîñòåðèîð�

íîé îöåíêå òî÷íîñòè ïðèáëèæ¼ííûõ ðåøåíèé è àäàïòàöèè ðàñ÷¼òíûõ ñåòîê. Â ðàáîòå ðàñ�

ñìàòðèâàþòñÿ òðè êëàññà ýëëèïòè÷åñêèõ êðàåâûõ çàäà÷: ñòàöèîíàðíàÿ çàäà÷à äèôôóçèè,

ðåàêöèè-äèôôóçèè è çàäà÷à ëèíåéíîé óïðóãîñòè. Ðåàëèçîâàíû ñîîòâåòñòâóþùèå àäàïòèâ�

íûå àëãîðèòìû íà áàçå âû÷èñëåíèÿ ôóíêöèîíàëüíûõ ìàæîðàíò ïîãðåøíîñòè ïðèáëèæ¼í�

íûõ ðåøåíèé, ïîëó÷àåìûõ ñòàíäàðòíûì ìåòîäîì êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ. Ïîìèìî ÷èñëåííîãî

àíàëèçà, òàêæå ïðåäñòàâëåíî òåîðåòè÷åñêîå îáîñíîâàíèå âû÷èñëèòåëüíûõ ñâîéñòâ ìàæîðàíò

äëÿ çàäà÷è ðåàêöèè-äèôôóçèè è ëèíåéíîé óïðóãîñòè.

Àêòóàëüíîñòü èññëåäîâàíèÿ. Îäíîé èç âàæíûõ ïðîáëåì â îáëàñòè ïðèêëàäíîé ìà�

òåìàòèêè ÿâëÿåòñÿ ïðîáëåìà êîíòðîëÿ òî÷íîñòè ïðèáëèæ¼ííûõ ðåøåíèé êðàåâûõ çàäà÷ ðàç�

ëè÷íûõ òèïîâ. Åãî íåîáõîäèìîñòü âîçíèêëà ñ ðàçâèòèåì ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ äèôôå�

ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ, êîãäà ïîÿâèëàñü ïîòðåáíîñòü â ÿâíî âû÷èñ�

ëÿåìîé ãàðàíòèðîâàííîé âåðõíåé îöåíêå íîðìû ïîãðåøíîñòè (îøèáêè). Ïîìèìî ãëîáàëüíîé

îöåíêè, ïîëåçíî òàêæå èìåòü ïðåäñòàâëåíèå î ëîêàëüíîì ðàñïðåäåëåíèè ïîãðåøíîñòè ïî

èññëåäóåìîé îáëàñòè äëÿ ýôôåêòèâíîé ðåàëèçàöèè àëãîðèòìîâ àäàïòàöèè ðàñ÷¼òíîé ñåòêè.

Òåîðèÿ àïîñòåðèîðíîãî êîíòðîëÿ îøèáîê àêòèâíî ðàçâèâàåòñÿ ñ êîíöà 70õ ãîäîâ XX âå�

êà. Ðàáîòàìè, ëåæàùèìè â îñíîâå ðàññìàòðèâàåìîé òåîðèè, ïðèíÿòî ñ÷èòàòü ðàáîòû I. Babu�ska

è W.C. Rheinboldt, õîòÿ õîðîøî èçâåñòíû è áîëåå ðàííèå ïóáëèêàöèè, â êîòîðûõ ðàññìàò�

ðèâàþòñÿ áëèçêèå ïðîáëåìû, íàïðèìåð, ðàáîòû W. Prager, J.L. Synge è âàðèàöèîííûé ïîä�

õîä Ñ.Ã. Ìèõëèíà. Ñ 80õ ãîäîâ XX âåêà íà÷èíàþò òàêæå ðàçâèâàòüñÿ ìåòîäû ïîñòðîåíèÿ

àäàïòèâíûõ àëãîðèòìîâ, îñíîâàííûå íà àïîñòåðèîðíîì àíàëèçå ëîêàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ

ïîãðåøíîñòè. Ñðåäè ïåðâûõ ðàáîò ìîæíî âûäåëèòü ðàáîòû I. Babu�ska è W.C. Rheinboldt,

O.C. Zienkiewicz è J.Z. Zhu, E. Rank è O.C. Zienkiewicz, W.G. Szymczak è I. Babu�ska, R. Verf�urth,

M. Ainsworth è ñîàâòîðîâ. Òàêèì îáðàçîì, ïîäõîäû ê ñîçäàíèþ ìåòîäîâ àïîñòåðèîðíîãî êîí�

òðîëÿ òî÷íîñòè èçó÷àþòñÿ óæå áîëåå òðèäöàòè ëåò. Ê íàñòîÿùåìó ìîìåíòó ÷èñëî ïóáëèêàöèé

ïî äàííîé òåìàòèêå èñ÷èñëÿåòñÿ ñîòíÿìè è ïðîäîëæàåò óâåëè÷èâàòüñÿ. Áîëüøèíñòâî ðàáîò

ðàçâèâàþò è äîïîëíÿþò óæå ñôîðìèðîâàâøèåñÿ ïîäõîäû, îðèåíòèðîâàííûå èñêëþ÷èòåëüíî

íà àíàëèç ãàëåðêèíñêèõ àïïðîêñèìàöèé. Äîñòàòî÷íî ïîëíûå îáçîðû ïî òåìàòèêå èññëåäîâà�

íèÿ ìîæíî íàéòè, íàïðèìåð, â ìîíîãðàôèÿõ R. Verf�urth (1996); M. Ainsworth è J.T. Oden

(2000); P. Neittaanm�aki è S. Repin (2004); P. Ladev�eze è J.P. Pelle (2005); S. Repin (2008);

W. Bangerth è R. Rannacher (2003), I. Babu�ska è T. Strouboulis (2001), R. Verf�urth (2013),

O. Mali, P. Neittaanm�aki è S. Repin (2014).
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Íà÷èíàÿ ñî âòîðîé ïîëîâèíû 90-õ ãîäîâ XX âåêà, Ñ.È. Ðåïèíûì è êîëëåãàìè ðàçðàáàòû�

âàåòñÿ ôóíäàìåíòàëüíûé ïîäõîä ê ïîñòðîåíèþ àïîñòåðèîðíûõ îöåíîê ïîãðåøíîñòè, ðàçâèâà�

þùèé ðàáîòû Ñ.Ã. Ìèõëèíà. Ïåðâûå îöåíêè áûëè ïîëó÷åíû â ðàáîòå S. Repin è L.S. Xanthis

(1996) ñ ïîìîùüþ âàðèàöèîííûõ ìåòîäîâ è ýëåìåíòîâ òåîðèè äâîéñòâåííîñòè, ïîýòîìó èçíà�

÷àëüíî ýòîò ïîäõîä íàçûâàëñÿ ¾ìåòîäîì äâîéñòâåííûõ ìàæîðàíò¿. Â áîëåå ïîçäíèõ ðàáîòàõ

ðåçóëüòàòû áûëè ïîëó÷åíû ñ ïîìîùüþ èíòåãðàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé, à ïîäõîä ñòàë íàçû�

âàòüñÿ ¾ôóíêöèîíàëüíûì¿, ïîñêîëüêó ïîçâîëÿåò êîíòðîëèðîâàòü ëþáîå ïðèáëèæ¼ííîå ðåøå�

íèå èç ñîîòâåòñòâóþùåãî ôóíêöèîíàëüíîãî êëàññà è ïðèâëåêàåò îáùèå ìåòîäû, ðàáîòàþùèå

íà óðîâíå ôóíêöèîíàëüíûõ ïðîñòðàíñòâ, à íå òîëüêî èõ äèñêðåòíûõ àíàëîãîâ. Ïîäðîáíî îí

îïèñàí â óêàçàííûõ ðàíåå ìîíîãðàôèÿõ Ñ.È. Ðåïèíà è êîëëåã.

Äèññåðòàöèîííàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ ôóíêöèîíàëüíûõ àïîñòåðèîðíûõ îöå�

íîê ïîãðåøíîñòè. Ýòè îöåíêè îòëè÷àþòñÿ óíèâåðñàëüíîñòüþ � îíè íå íàêëàäûâàþò äîïîë�

íèòåëüíûõ îãðàíè÷åíèé íà ãëàäêîñòü è äðóãèå ñâîéñòâà ïðèáëèæ¼ííîãî ðåøåíèÿ è íå ñî�

äåðæàò êîíñòàíò, çàâèñÿùèõ îò ðàñ÷¼òíîé ñåòêè, êîòîðûå íåîáõîäèìî ïåðåñ÷èòûâàòü ïðè å¼

àäàïòàöèè. Îöåíêè ÿâëÿþòñÿ íàä¼æíûìè â ñàìîì øèðîêîì ïîíèìàíèè òåðìèíà, ïîñêîëüêó

ñîõðàíÿþò ñâîè òåîðåòè÷åñêèå ñâîéñòâà ïðè ïðàêòè÷åñêîé ðåàëèçàöèè è ïîçâîëÿþò êîíòðî�

ëèðîâàòü ïîãðåøíîñòè ðàçëè÷íîé ïðèðîäû, â òîì ÷èñëå, ñâÿçàííûå ñ îøèáêàìè ðåàëèçàöèè

÷èñëåííûõ àëãîðèòìîâ, ÷òî îñîáåííî âàæíî ïðè ðàáîòå â êîììåð÷åñêèõ ïðîãðàììíûõ ïðî�

äóêòàõ ñ çàêðûòûì êîäîì. Ñòàíäàðòíûå ïîäõîäû òåîðèè àïîñòåðèîðíîãî êîíòðîëÿ òî÷íîñòè

íå îáëàäàþò òàêèìè âîçìîæíîñòÿìè.

Öåëüþ ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ïðîâåäåíèå èññëåäîâàíèÿ âû÷èñëèòåëüíûõ ñâîéñòâ è àñïåêòîâ

ïðàêòè÷åñêîãî ïðèìåíåíèÿ ôóíêöèîíàëüíûõ àïîñòåðèîðíûõ îöåíîê äëÿ ðàçëè÷íûõ ýëëèï�

òè÷åñêèõ çàäà÷, ðàññìàòðèâàåìûõ â îáîáù¼ííîé ïîñòàíîâêå. Ðàáîòà ñóùåñòâåííî äîïîëíÿåò

è ðàñøèðÿåò äðóãèå ïîäîáíûå èññëåäîâàíèÿ, âñòðå÷àþùèåñÿ â ëèòåðàòóðå. Â íåé ïîñòàâëåíû

è ðåøåíû ñëåäóþùèå çàäà÷è:

1. Ïðåäñòàâëåíî òåîðåòè÷åñêîå îáîñíîâàíèå âû÷èñëèòåëüíûõ ñâîéñòâ ôóíêöèîíàëüíûõ

ìàæîðàíò äëÿ ñòàöèîíàðíîé çàäà÷è ðåàêöèè-äèôôóçèè, ïëîñêîé è ïðîñòðàíñòâåííîé

çàäà÷è ëèíåéíîé òåîðèè óïðóãîñòè.

2. Â ïðîãðàììíîì êîìïëåêñå MATLAB ðåàëèçîâàíû àäàïòèâíûå àëãîðèòìû, îñíîâàííûå

íà ôóíêöèîíàëüíûõ àïîñòåðèîðíûõ îöåíêàõ äëÿ ñòàöèîíàðíîé çàäà÷è äèôôóçèè, çà�

äà÷è ðåàêöèè-äèôôóçèè è ïëîñêîé çàäà÷è ëèíåéíîé òåîðèè óïðóãîñòè.

3. ×èñëåííûì ýêñïåðèìåíòîì îáîñíîâàíà ìåòîäèêà ðåàëèçàöèè � âûáîð àïïðîêñèìàöèé

ñâîáîäíûõ ïåðåìåííûõ è ñïîñîá âû÷èñëåíèÿ ìàæîðàíò.
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4. Ïîäòâåðæäåíà ýôôåêòèâíîñòü àäàïòèâíûõ àëãîðèòìîâ íà ñåðèè êðàåâûõ çàäà÷, âêëþ�

÷àþùèõ çàäà÷è ñ ðàçðûâàìè ïåðâîãî ðîäà â êîýôôèöèåíòàõ óðàâíåíèÿ, à òàêæå çàäà÷è

ñ ãåîìåòðè÷åñêèìè îñîáåííîñòÿìè (âõîäÿùèå óãëû, îòâåðñòèÿ).

Ìåòîäîëîãè÷åñêàÿ è òåîðåòè÷åñêàÿ îñíîâà èññëåäîâàíèÿ, äîñòîâåðíîñòü ïîëó�

÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ. Äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèé î âû÷èñëèòåëüíûõ ñâîéñòâàõ èññëåäóå�

ìûõ ìàæîðàíò îñíîâàíî íà ñòðîãèõ ìåòîäàõ ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà, ìàòåìàòè÷åñêîé ôè�

çèêè è òåîðèè äâîéñòâåííîñòè âàðèàöèîííîãî èñ÷èñëåíèÿ, à òàêæå èñïîëüçîâàíèè èçâåñòíûõ

íåðàâåíñòâ. Ïðè ÷èñëåííîé ðåàëèçàöèè ïðèâëåêàåòñÿ õîðîøî èçó÷åííûé êîíå÷íûé ýëåìåíò

íà îñíîâå êóñî÷íî-ëèíåéíîé àïïðîêñèìàöèè, à òàêæå êîíå÷íûé ýëåìåíò Ðàâüÿðà-Òîìà íóëå�

âîãî ïîðÿäêà. Ðàñ÷¼òíûå ïðîöåäóðû ðåàëèçîâàíû ñ ïðèâëå÷åíèåì MATLAB PDE Toolbox.

Äëÿ êîíòðîëÿ ïîãðåøíîñòè ïðîèçâîäèìûõ âû÷èñëåíèé èñïîëüçóþòñÿ çàäà÷è ñ èçâåñòíûì

òî÷íûì ðåøåíèåì, ñðàâíåíèå ñ ðàíåå îïóáëèêîâàííûìè áëèçêèìè ïî òåìàòèêå ðåçóëüòàòàìè

äðóãèõ àâòîðîâ, à òàêæå ñðàâíåíèå ìåæäó ñîáîé ðàçëè÷íûõ ïîäõîäîâ â ðàìêàõ îäíîé çàäà÷è.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà èññëåäîâàíèÿ. Â ðàáîòå âïåðâûå äîêàçàíû óòâåðæäåíèÿ î âû÷èñ�

ëèòåëüíûõ ñâîéñòâàõ ôóíêöèîíàëüíûõ ìàæîðàíò è îñíîâàííûõ íà íèõ èíäèêàòîðîâ ïîãðåø�

íîñòè äëÿ ñòàöèîíàðíîé çàäà÷è ðåàêöèè-äèôôóçèè è çàäà÷è ëèíåéíîé óïðóãîñòè. Ïðåäëîæå�

íà íîâàÿ ìåòîäèêà âû÷èñëåíèÿ îöåíîê è âïåðâûå ðåàëèçîâàíû ñîîòâåòñòâóþùèå àäàïòèâíûå

àëãîðèòìû. Ñ ïîìîùüþ ñåðèè ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ îáîñíîâàí âûáîð èñïîëüçóåìûõ àï�

ïðîêñèìàöèé, à òàêæå àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ ìàæîðàíò ïîãðåøíîñòè.

Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü ðàáîòû. Ðàçðàáîòàííûå â äèññåðòàöèè

ìåòîäû ïîçâîëÿþò ÿâíî êîíòðîëèðîâàòü òî÷íîñòü ïðèáëèæ¼ííûõ ðåøåíèé ðÿäà ïðàêòè÷åñêè

âàæíûõ êðàåâûõ çàäà÷. Ïðîâåä¼ííûå òåîðåòè÷åñêèå è ÷èñëåííûå èññëåäîâàíèÿ ïîäòâåðæäà�

þò ýôôåêòèâíîñòü ïðåäëàãàåìîãî ïîäõîäà è åãî ïðåèìóùåñòâà ïî ñðàâíåíèþ ñ äðóãèìè èç�

âåñòíûìè ìåòîäàìè àïîñòåðèîðíîãî êîíòðîëÿ òî÷íîñòè. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ìîãóò áûòü

ïîëåçíû â ÂÓÇàõ è ÍÈÈ Ñàíêò-Ïåòåðáóðãà, íàéäÿ ñâî¼ ïðèìåíåíèå â ó÷åáíîì ïðîöåññå è

èíæåíåðíûõ ðàñ÷¼òàõ, à òàêæå ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû â íàó÷íûõ èññëåäîâàíèÿõ, ïðîâî�

äÿùèõñÿ â ÑÏáÏÓ è ÏÎÌÈ èì. Â.À. Ñòåêëîâà ÐÀÍ.

Ïîëîæåíèÿ, âûíîñèìûå íà çàùèòó:

1. Íîâàÿ ìåòîäèêà ðåàëèçàöèè ôóíêöèîíàëüíîãî ïîäõîäà ê àïîñòåðèîðíîìó êîíòðîëþ òî÷�

íîñòè ïðè àäàïòèâíîì ðåøåíèè ýëëèïòè÷åñêèõ êðàåâûõ çàäà÷: ñòàöèîíàðíîé çàäà÷è

äèôôóçèè, çàäà÷è ðåàêöèè-äèôôóçèè è çàäà÷è î ïëîñêîé äåôîðìàöèè, îñíîâàííàÿ íà

ïðèâëå÷åíèè àïïðîêñèìàöèè Ðàâüÿðà-Òîìà íà òðèàíãóëÿöèÿõ.

2. Àíàëèç ðåçóëüòàòîâ ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ è âûâîä î òîì, ÷òî âûáðàííàÿ ìåòîäè�

3



êà ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü àäàïòèâíûå ñåòêè ëó÷øåãî êà÷åñòâà è ñîõðàíèòü âûñîêóþ ýô�

ôåêòèâíîñòü íàä¼æíîãî êîíòðîëÿ ýíåðãåòè÷åñêîé íîðìû ïîãðåøíîñòè, ïî ñðàâíåíèþ ñ

ôóíêöèîíàëüíûì ïîäõîäîì, îñíîâàííûì íà èñïîëüçîâàíèè ñòàíäàðòíîé äëÿ ìåòîäà êî�

íå÷íûõ ýëåìåíòîâ íåïðåðûâíîé êóñî÷íî-ëèíåéíîé àïïðîêñèìàöèè, êîòîðàÿ äîñòàòî÷íî

ïîäðîáíî èññëåäîâàëàñü â ðàáîòàõ äðóãèõ àâòîðîâ.

3. Ñåðèÿ äîêàçàííûõ óòâåðæäåíèé (òåîðåì) î âû÷èñëèòåëüíûõ ñâîéñòâàõ ìàæîðàíò äëÿ

çàäà÷ ðåàêöèè-äèôôóçèè è ëèíåéíîé óïðóãîñòè, îáåñïå÷èâàþùàÿ òåîðåòè÷åñêîå îáîñíî�

âàíèå âûñîêîãî êà÷åñòâà ÷èñëåííûõ ðåçóëüòàòîâ ðàáîòû ñîîòâåòñòâóþùèõ àäàïòèâíûõ

àëãîðèòìîâ.

Àïðîáàöèÿ ðàáîòû. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè áûëè ïðåäñòàâëåíû íà ñëåäó�

þùèõ êîíôåðåíöèÿõ: ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè ¾4th Workshop on Advanced Numerical

Methods for Partial Di�erential Equation Analysis¿ ÌÌÈ èì. Ë. Ýéëåðà (Ñàíêò-Ïåòåðáóðã,

2011ã.); êîíôåðåíöèè ¾XL Íåäåëÿ Íàóêè ÑÏáÃÏÓ¿ (Ñàíêò-Ïåòåðáóðã, 2011ã.); ìåæäóíàðîä�

íîé êîíôåðåíöèè ¾The 17th European Conference on Mathematics for Industry¿ (Ëóíä, Øâå�

öèÿ, 2012ã.); êîíôåðåíöèè ¾Ñòóäåíòû è ìîëîäûå ó÷åíûå - èííîâàöèîííîé Ðîññèè¿ (Ñàíêò�

Ïåòåðáóðã, 2013ã.); 7-îì Âñåðîññèéñêîì ôîðóìå ¾Íàóêà è èííîâàöèè â òåõíè÷åñêèõ óíèâåð�

ñèòåòàõ¿ (Ñàíêò-Ïåòåðáóðã, 2013ã.).

Áëàãîäàðíîñòè.Ïðåäñòàâëåííûå ðåçóëüòàòû ïîëó÷åíû ïðè ÷àñòè÷íîé ïîääåðæêå ãðàí�

òîâ ÐÔÔÈ � 11-01-00531-à è � 14-01-31273-ìîë à, ïðè ïîääåðæêå Ïðàâèòåëüñòâà Ñàíêò�

Ïåòåðáóðãà (êîíêóðñû 2012 è 2013 ãîäîâ äëÿ ñòóäåíòîâ è àñïèðàíòîâ) è â ðàìêàõ ãîñóäàð�

ñòâåííîãî çàäàíèÿ Ìèíèñòåðñòâà îáðàçîâàíèÿ è íàóêè Ðîññèéñêîé Ôåäåðàöèè â 2013 ãîäó, à

òàêæå ïðè ïîääåðæêå ñòèïåíäèè Ïðàâèòåëüñòâà Ðîññèéñêîé Ôåäåðàöèè íà 2013-2014 ó÷. ãîä.

Ïóáëèêàöèè. Ïî òåìå äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíî 7 ðàáîò (èç íèõ 3 ðàáîòû â æóðíàëàõ

Ïåðå÷íÿ ÂÀÊ).

Ñòðóêòóðà è îáúåì äèññåðòàöèè. Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, òð¼õ ãëàâ, çà�

êëþ÷åíèÿ è ñïèñêà ëèòåðàòóðû. Îáúåì ðàáîòû ñîñòàâëÿåò 132 ñòðàíèöû. Â òåêñòå ñîäåðæèò�

ñÿ 39 ðèñóíêîâ, 18 òàáëèö. Ñïèñîê ëèòåðàòóðû âêëþ÷àåò 97 íàèìåíîâàíèé.

Ñîäåðæàíèå ðàáîòû

Âî ââåäåíèè ïðåäñòàâëåí îáçîð ëèòåðàòóðû ïî àïîñòåðèîðíûì ìåòîäàì êîíòðîëÿ òî÷�

íîñòè, îáîñíîâàí âûáîð òåìû èññëåäîâàíèÿ, åãî àêòóàëüíîñòü è íàó÷íàÿ íîâèçíà. Èçëîæåíî

êðàòêîå ñîäåðæàíèå äèññåðòàöèè è å¼ ñòðóêòóðà.
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Ïåðâàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà ðàçâèòèþ ìåòîäèê ÷èñëåííîé ðåàëèçàöèè ôóíêöèîíàëüíîé

ìàæîðàíòû äëÿ çàäà÷è äèôôóçèè. Äëÿ óïðîùåíèÿ òåîðèÿ èçëîæåíà íà ïðèìåðå çàäà÷è Äè�

ðèõëå äëÿ óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà −△u = f â Ω;

u = 0 íà ∂Ω,
(1)

ãäå Ω� îãðàíè÷åííàÿ ñâÿçíàÿ îáëàñòü â R2 ñ ãðàíèöåé ∂Ω, íåïðåðûâíîé ïî Ëèïøèöó, f ∈

L2(Ω). Ðàññìàòðèâàåòñÿ îáîáù¼ííàÿ ïîñòàíîâêà: íàéòè ýëåìåíò u ∈ V0, óäîâëåòâîðÿþùèé

ñîîòíîøåíèþ ∫
Ω

∇u · ∇w dx =

∫
Ω

fw dx, ∀w ∈ V0, (2)

ãäå V0 = W̊
1

2(Ω)�ïîäïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé èç ïðîñòðàíñòâà Ñîáîëåâà W1
2(Ω), îáðàùàþùèõ�

ñÿ â íîëü íà ãðàíèöå îáëàñòè.

Â ïåðâîì ïàðàãðàôå ïðèâîäèòñÿ âàðèàöèîííûé ïîäõîä Ñ.È. Ðåïèíà ê ïîëó÷åíèþ àïîñòå�

ðèîðíûõ îöåíîê. Â í¼ì èñïîëüçóåòñÿ âàðèàöèîííàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è (2) è äâîéñòâåííàÿ ê

íåé, à òàêæå îðòîãîíàëüíîå ðàçëîæåíèå Ãåëüìãîëüöà. Èòîãîâàÿ îöåíêà âûãëÿäèò ñëåäóþùèì

îáðàçîì

∥∇(u− v)∥ 6 MIP (v, y) := ∥∇v − y∥+ CFΩ∥ div y + f∥, (3)

ãäå ∥...∥ îáîçíà÷àåò ñòàíäàðòíûå íîðìû â ñîîòâåòñòâóþùèõ L2�ïðîñòðàíñòâàõ, v ∈ V0 �

íåêîòîðîå ïðèáëèæ¼ííîå ðåøåíèå, à CFΩ � ïîñòîÿííàÿ èç íåðàâåíñòâà Ôðèäðèõñà. Â îöåíêå

ïðèñóòñòâóåò ñâîáîäíàÿ ïåðåìåííàÿ y ∈ H(Ω, div) :=
{
q ∈ L2(Ω,R2)

∣∣ div q ∈ L2(Ω)
}
. Ñ

ïîìîùüþ íåðàâåíñòâà Êîøè ýòó îöåíêó ìîæíî çàïèñàòü â áîëåå óäîáíîé äëÿ âû÷èñëåíèé

ôîðìå ñ ïðîèçâîëüíîé êîíñòàíòîé β > 0

∥∇(u− v)∥2 6 M2
IIP (v, y, β) := (1 + β)∥∇v − y∥2 +

(
1 +

1

β

)
C2

FΩ∥ div y + f∥2. (4)

Ñëàãàåìûå â ìàæîðàíòàõ MIP (v, y) è M2
IIP (v, β, y) ñâÿçàíû ñ íåâÿçêàìè óðàâíåíèé p =

∇u è div p + f = 0, êîòîðûå ôîðìèðóþò èñõîäíóþ ñèñòåìó ñîîòíîøåíèé, ëåæàùèõ â îñíîâå

(1). Åñëè â ïðàâîé ÷àñòè îöåíêè (3) ïîëîæèòü y = p, òî áóäåò äîñòèãíóòî ðàâåíñòâî. Îöåíêà

(4) ïðåâðàùàåòñÿ â ðàâåíñòâî ïðè y = p è β → 0. Òàêèì îáðàçîì, îáå ìàæîðàíòû òî÷íû è

äëÿ ýôôåêòèâíîé îöåíêè ïîãðåøíîñòè íåîáõîäèìî ïîñòðîèòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ýëåìåíòîâ

y, ñõîäÿùóþñÿ ê p â ïðîñòðàíñòâå H(Ω, div).

Âî âòîðîì ïàðàãðàôå ïðèâîäèòñÿ âûâîä àíàëîãè÷íûõ îöåíîê íà îñíîâå èíòåãðàëüíûõ

ïðåîáðàçîâàíèé îáîáùåííîé ïîñòàíîâêè çàäà÷è áåç ïðèâëå÷åíèÿ òåîðèè äâîéñòâåííîñòè.

Â òðåòüåì ïàðàãðàôå ñîáðàíû äîêàçàííûå â ðàáîòàõ Ì.Å. Ôðîëîâà, Ï. Íåéòòààíìÿêè,

è Ñ.È. Ðåïèíà, à òàêæå Ñ.È. Ðåïèíà, Ñ. Ñàóòåðà è À. Ñìîëÿíñêîãî è â ìîíîãðàôèè Ñ.È. Ðå�
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ïèíà óòâåðæäåíèÿ î âû÷èñëèòåëüíûõ ñâîéñòâàõ ìàæîðàíò (3) è (4), è îñíîâàííîãî íà íèõ

èíäèêàòîðà ëîêàëüíûõ îøèáîê.

Â ÷åòâåðòîì ïàðàãðàôå îáñóæäàåòñÿ ìàæîðàíòà äëÿ çàäà÷è äèôôóçèè ñî ñìåøàííûìè

êðàåâûìè óñëîâèÿìè 
− div(A∇u) = f â Ω;

u = u0 íà Γ1;

n · A∇u = F íà Γ2,

(5)

ãäå f ∈ L2(Ω), u0 ∈ W1
2(Ω), F ∈ L2(Γ2), à çà n îáîçíà÷åíà åäèíè÷íàÿ íîðìàëü ê ãðàíèöå

îáëàñòè ∂Ω, êîòîðàÿ ñîñòîèò èç äâóõ íåïåðåñåêàþùèõñÿ ÷àñòåé Γ1 ̸= {∅} è Γ2. Ìàòðèöà

A = {aij}2i,j=1 � ñèììåòðè÷íàÿ, å¼ êîýôôèöèåíòû ìîãóò òåðïåòü ðàçðûâ ïåðâîãî ðîäà â

îáëàñòè Ω. Ïðåäïîëàãàåòñÿ òàêæå ÷òî ñóùåñòâóþò ïîëîæèòåëüíûå ïîñòîÿííûå c1 è c2, òàêèå

÷òî

c21|η|2 6 Aη · η 6 c22|η|2, ∀η ∈ R2. (6)

Ìàæîðàíòà ïîãðåøíîñòè äëÿ ýòîé çàäà÷è âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

|||u− v|||2 6 M2
IIDF (v, y, β) :=

:= (1 + β)|||A∇v − y|||2∗ +
(
1 +

1

β

)
C2

(
∥f + div y∥2 + ∥F − y · n∥2Γ2

)
,

(7)

ãäå |||u−v|||2 =
∫
Ω

A∇(u−v) ·∇(u−v) dx, |||y|||2∗ =
∫
Ω

A−1y ·y dx, à ∥...∥Γ2 � íîðìà, âû÷èñëåííàÿ

ïî ÷àñòè ãðàíèöû Γ2. Êîíñòàíòà C â ìàæîðàíòå âêëþ÷àåò â ñåáÿ êîíñòàíòó èç íåðàâåíñòâà

Ôðèäðèõñà è êîíñòàíòó èç íåðàâåíñòâà ñëåäà. Â êà÷åñòâå èíäèêàòîðà ïîãðåøíîñòè èñïîëü�

çóþòñÿ ëîêàëüíûå âêëàäû â ïåðâîå ñëàãàåìîå ìàæîðàíòû íà êàæäîì ýëåìåíòå

ηT =

∫
T

(A∇v − y) · (∇v − A−1y) dx

1/2

. (8)

Òàêèì îáðàçîì, ïåðâàÿ ÷àñòü ãëàâû ñîäåðæèò èçâåñòíûå ðåçóëüòàòû, íåîáõîäèìûå äëÿ ïîë�

íîòû ïðåäñòàâëåíèÿ ìàòåðèàëà.

Ïÿòûé ïàðàãðàô ïîëíîñòüþ ïîñâÿùåí âû÷èñëèòåëüíîìó ýêñïåðèìåíòó. Âñå èçëîæåííûå

â í¼ì ðåçóëüòàòû è èõ àíàëèç ÿâëÿþòñÿ íîâûìè. Äëÿ ñðàâíåíèÿ ñ êëàññè÷åñêèìè ïîäõîäà�

ìè ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðèáëèæ¼ííîå ðåøåíèå v, ïîëó÷åííîå ñòàíäàðòíûì ìåòîäîì êîíå÷íûõ

ýëåìåíòîâ, êîòîðîå îáîçíà÷àåòñÿ uh, ãäå h � õàðàêòåðíûé ðàçìåð ðàñ÷¼òíîé ñåòêè. Ïîìèìî

ãëîáàëüíîé îöåíêè ýíåðãåòè÷åñêîé íîðìû ïîãðåøíîñòè, ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à àäàïòàöèè

ñåòêè ñ ïîìîùüþ èíäèêàòîðà (8). Ïðîâåäåíî ñðàâíåíèå êàðòèíû åãî ëîêàëüíîãî ðàñïðåäå�

ëåíèÿ ñ èñòèííûì ðàñïðåäåëåíèåì ïîãðåøíîñòè äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà èçâåñòíî òî÷íîå ðåøåíèå
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çàäà÷è. Åñëè òî÷íîå ðåøåíèå íåèçâåñòíî, âìåñòî íåãî èñïîëüçîâàëàñü àïïðîêñèìàöèÿ, ïî�

ëó÷åííàÿ íà áîëåå ìåëêîé ñåòêå uref = uh/4. Ïîäîáíàÿ ïðàêòèêà ÿâëÿåòñÿ îáùåïðèíÿòîé.

Â ëèòåðàòóðå òàêîå ðåøåíèå íàçûâàåòñÿ ¾reference solution¿, äàëåå áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ

òåðìèí ¾ýòàëîííîå¿. Ñîîòâåòñòâóþùèé ¾ýòàëîííûé¿ èíäèêàòîð ïîãðåøíîñòè îáîçíà÷åí çà

ηrefT =

(∫
T

A∇ẽ · ∇ẽ dx

)1/2

, ãäå ẽ = uref − uh. Ýòàëîííîå ðåøåíèå èñïîëüçóåòñÿ òàêæå ïðè

âû÷èñëåíèè èíäåêñà ýôôåêòèâíîñòè îöåíîê è îòíîñèòåëüíîé ïîãðåøíîñòè

Ieff =
M(uh, ...)

|||uref − uh|||
, e% =

|||uref − uh|||
|||uref |||

× 100%,

ãäå M(uh, ...) � îáùåå îáîçíà÷åíèå ìàæîðàíòû. Àäàïòèâíûå àëãîðèòìû ðåàëèçîâàíû â ïðî�

ãðàììíîì êîìïëåêñå MATLAB, â êîòîðîì òàêæå èìååòñÿ âñòðîåííûé ñòàíäàðòíûé èíäèêà�

òîð, îñíîâàííûé íà ÿâíîì ìåòîäå íåâÿçîê. Ïîìèìî íåãî, ïðîâîäèëîñü ñðàâíåíèå ñ äðóãèì

êëàññè÷åñêèì èíäèêàòîðîì, îñíîâàííûì íà ñãëàæèâàíèè ãðàäèåíòà ïðèáëèæ¼ííîãî ðåøå�

íèÿ.

Â ïàðàãðàôå òàêæå îáñóæäàåòñÿ âûáîð àïïðîêñèìàöèè ñâîáîäíîé ïåðåìåííîé y â (7)

è (8). Ïîêàçàíî, ÷òî èñïîëüçîâàíèå ñòàíäàðòíûõ êóñî÷íî-ëèíåéíûõ àïïðîêñèìàöèé ìåòîäà

êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ ìîæåò ïðèâîäèòü ê íåæåëàòåëüíîìó ñãóùåíèþ ñåòêè â ñëó÷àå íàëè÷èÿ

ðàçðûâà ïåðâîãî ðîäà â êîýôôèöèåíòàõ óðàâíåíèÿ. Ýòîò ýôôåêò ñâÿçàí ñ íåâîçìîæíîñòüþ

îáåñïå÷èòü ðàçðûâ êàñàòåëüíîé ñîñòàâëÿþùåé âåêòîðà y ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç ìåæýëåìåíòíóþ

ãðàíèöó. Äëÿ ïðåîäîëåíèÿ ýòîé ïðîáëåìû èñïîëüçîâàíà ñìåøàííàÿ àïïðîêñèìàöèÿ Ðàâüÿðà�

Òîìà íóëåâîãî ïîðÿäêà. Ïðèâåä¼ì îäèí õàðàêòåðíûé ïðèìåð � çàäà÷ó ñ óñëîâèåì Äèðèõëå

è ðàçðûâîì â êîýôôèöèåíòå ìàòðèöû: a11 = 1 â ïîäîáëàñòÿõ I è III, a11 = 2 â ïîäîáëàñòÿõ

II è IV, a12 = a21 = 0, a22 = 1, ïðàâàÿ ÷àñòü ïîñòîÿííà è ðàâíà åäèíèöå âî âñåé îáëàñòè Ω,

êîòîðàÿ ïðèâåäåíà íà ðèñóíêå 1 (à).

Èíäèêàòîð ηT ñ êëàññè÷åñêèìè íåïðåðûâíûìè àïïðîêñèìàöèÿìè îáîçíà÷åí ηconT , à ñ àï�

ïðîêñèìàöèåé Ðàâüÿðà-Òîìà ηRT
T . Â òàáëèöå 1 ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû äëÿ íåêîòîðûõ øàãîâ

àäàïòàöèè ñåòêè è äëÿ ñëó÷àÿ ðàâíîìåðíîãî å¼ èçìåëü÷åíèÿ, çà N îáîçíà÷åíî êîëè÷åñòâî óç�

ëîâ ñåòêè, íà ðèñóíêå 1 (á�ã) ïðåäñòàâëåíû óçëû ðàñ÷¼òíûõ ñåòîê, ïîëó÷èâøèåñÿ â ðåçóëüòàòå

ðàáîòû àäàïòèâíûõ àëãîðèòìîâ, ñîîòâåòñòâóþùèå ïîñëåäíèì ñòðîêàì â òàáëèöå. Ñòðóêòó�

ðà ñåòêè äëÿ ηconT çíà÷èòåëüíî îòëè÷àåòñÿ îò ýòàëîííîé � â íåé èìåþòñÿ çîíû èçáûòî÷íîãî

ñãóùåíèÿ óçëîâ íà âíóòðåííåé ãðàíèöå ïîäîáëàñòåé, êîòîðûå èñ÷åçàþò ïðè èñïîëüçîâàíèè

àïïðîêñèìàöèè Ðàâüÿðà-Òîìà.

Ðåçóëüòàòû ïåðâîé ãëàâû äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíû â [1] è [4] â ñîàâòîðñòâå ñ Ì.Å. Ôðî�

ëîâûì, ãäå àâòîðó ïîëíîñòüþ ïðèíàäëåæèò ðåàëèçàöèÿ è, ñîâìåñòíî, àíàëèç ðåçóëüòàòîâ, à

òàêæå â ðàáîòå [2].
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Òàáëèöà 1. Ïðèìåð 1. Ñðàâíåíèå øàãîâ àäàïòàöèè ñåòêè

ηrefT ηconT ηRT
T ð/ì ðàçáèåíèå

N e% N e% Ieff N e% Ieff N e%

289 10.32 289 10.32 1.22 289 10.32 1.30 289 10.32

383 7.46 383 7.50 1.36 401 7.43 1.40 1089 5.36

577 6.29 537 6.64 1.28 577 6.74 1.28 4225 2.73

867 4.86 793 5.46 1.34 897 5.07 1.35 16641 1.38

4803 2.03 3541 2.61 1.36 5179 2.11 1.33

5001 2.18

Ðèñ. 1. Ïðèìåð 1. Ãåîìåòðèÿ îáëàñòè (à) è ôèíàëüíûå àäàïòèâíûå ñåòêè äëÿ èíäèêàòîðîâ (á) ηrefT ,

(â) ηconT è (ã) ηRT
T

Âòîðàÿ ãëàâà äèññåðòàöèè ïîñâÿùåíà ôóíêöèîíàëüíûì àïîñòåðèîðíûì îöåíêàì äëÿ

çàäà÷è ðåàêöèè-äèôôóçèè − div(A∇u) + ρ2u = f â Ω;

u = u0 íà ∂Ω,
(9)

ãäå ρ(x) > 0 � êîýôôèöèåíò ðåàêöèè. Îáîáùåííîå ðåøåíèå u ∈ V = u0 + V0 îïðåäåëÿåòñÿ

ñîîòíîøåíèåì ∫
Ω

(A∇u · ∇w + ρ2uw) dx =

∫
Ω

fw dx, ∀w ∈ V0. (10)
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Êîíòðîëèðóåìàÿ íîðìà ïîãðåøíîñòè èìååò âèä |[u− v]| := (|||u− v|||2 + ∥ρ(u− v)∥2)1/2.

Â ïåðâîì ïàðàãðàôå ïðèâîäÿòñÿ òðè òèïà ìàæîðàíò ïîãðåøíîñòè, êîòîðûå òåîðåòè÷åñêè

ïðèìåíèìû äëÿ ðàçëè÷íûõ äèàïàçîíîâ çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòà ðåàêöèè ρ. Äëÿ íàèáîëåå

óíèâåðñàëüíîé èç íèõ, ïîëó÷åííîé â ðàáîòå Ñ.È. Ðåïèíà è Ñ. Ñàóòåðà, à èìåííî

|[u− v]|2 6 M2
RD(v, y, β) := (1 + β)|||A∇v − y|||2∗ +

∫
Ω

C2(1 + β)

C2ρ2(1 + β) + β
r2Ω(v, y) dx, (11)

ãäå rΩ(v, y) = f − ρ2v + div y âî âòîðîì ïàðàãðàôå äîêàçàíû âû÷èñëèòåëüíûå ñâîéñòâà â

ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî äëÿ êîýôôèöèåíòà ðåàêöèè ñïðàâåäëèâà äâóñòîðîííÿÿ îöåíêà 0 < ρ1 6
ρ(x) 6 ρ2, ∀x ∈ Ω.

Òàê êàê äëÿ ëþáîãî v ∈ V è β > 0 ìàæîðàíòà M2
RD(v, y, β) � âûïóêëûé, íåïðåðûâíûé è

êîýðöèòèâíûé ôóíêöèîíàë, ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò ýëåìåíò yβ, çàâèñÿùèé îò ïðèáëèæ¼í�

íîãî ðåøåíèÿ v è ïàðàìåòðà β, òàêîé ÷òî M2
RD(v, yβ, β) = inf

y∈Y
M2

RD(v, y, β), ãäå Y = H(Ω, div).

Òåîðåìà 1. Åñëè yβ ìèíèìèçèðóåò ìàæîðàíòó M2
RD(v, y, β) íà Y ïðè ôèêñèðîâàííûõ v ∈

V è β > 0, òî ñóùåñòâóåò ýëåìåíò w̄ ∈ V0 òàêîé, ÷òî yβ = A∇(w̄ + u0).

Òåîðåìà 2. Â óñëîâèÿõ Òåîðåìû 1 ñïðàâåäëèâû îöåíêè: |||yβ−p|||∗ 6 Cβ, ∥ div(yβ−p)∥ 6 Cβ,

ãäå p = A∇u, à C � íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà.

Òàêèì îáðàçîì, ïðè β → 0 ïîñëåäîâàòåëüíîñòü yβ ñòðåìèòñÿ ê p â Y . Ðàññìîòðèì òåïåðü

èíäèêàòîð ïîãðåøíîñòè, îñíîâàííûé íà ìàæîðàíòå (11). Çà ε(x) îáîçíà÷èì ïîäûíòåãðàëüíîå

âûðàæåíèå íîðìû îøèáêè ε(x) = A∇(u(x)−v(x))·∇(u(x)−v(x))+ρ2(u(x)−v(x))2. Ìàæîðàíòó

(11) ìîæíî ðàçáèòü íà äâà ñëàãàåìûõ M2
RD(v, yβ, β) = m2

RDi +m2
RDr, ãäå

m2
RDi = |||A∇v − yβ|||2∗ +

∫
Ω

1

ρ2
r2Ω(v, yβ) dx,

m2
RDr = β

|||A∇v − yβ|||2∗ −
∫
Ω

1

ρ2(C2ρ2(1 + β) + β)
r2Ω(v, yβ) dx

 .

Ïî Òåîðåìå 2 m2
RDi → |[u − v]|2, m2

RDr → 0 ïðè β → 0, ïîýòîìó â êà÷åñòâå èíäèêàòîðà

ïîãðåøíîñòè ìîæíî èñïîëüçîâàòü ïåðâîå ñëàãàåìîå. Îáîçíà÷èì çà µ åãî ïîäûíòåãðàëüíîå

âûðàæåíèå

µ(x) = A−1(A∇v(x)− yβ(x)) · (A∇v(x)− yβ(x)) +
1

ρ2
(div yβ(x) + f(x)− ρ2(x)v(x))2.

Äëÿ çàäàííûõ µ è ε è ëþáîãî ïîëîæèòåëüíîãî δ îïðåäåëèì ìíîæåñòâî

Ωδ =
{
x ∈ Ω

∣∣ |µ(x)− ε(x)| > δ
}
.
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Òåîðåìà 3. Ìåðà Ëåáåãà ìíîæåñòâà Ωδ ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè β → 0.

Ïðè ðåàëèçàöèè âû÷èñëåíèÿ àïîñòåðèîðíîé îöåíêè íåîáõîäèìà äèñêðåòèçàöèÿ ñîîòâåò�

ñòâóþùåé çàäà÷è, êîòîðàÿ ñòðîèòñÿ íà îñíîâå êîíå÷íîìåðíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ ãèëüáåðòîâà

ïðîñòðàíñòâà H(Ω, div). Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.

Òåîðåìà 4. Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîíå÷íîìåðíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ {Yk}∞k=1 ïðåäåëüíî

ïëîòíà â Y , òî

lim
k→∞

inf
yk∈Yk
β>0

M2
RD(v, yk, β) = |[u− v]|2.

Òåîðåìà 5. Ïóñòü äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïàð (βk, yk), ìèíèìèçèðóþùèõ M2
RD(v, y, β) íà

R+ × Yk, èìååò ìåñòî ñõîäèìîñòü βk −−−→
k→∞

0. Òîãäà

yk ⇀ A∇u â Y ïðè k → ∞ (ñëàáàÿ ñõîäèìîñòü).

Âòðåòüåì ïàðàãðàôå ïðåäñòàâëåíû ÷èñëåííûå ðåçóëüòàòû ðàáîòû àäàïòèâíûõ àëãîðèò�

ìîâ, â òîì ÷èñëå äëÿ îäíîé çàäà÷è ñ èçâåñòíûì òî÷íûì ðåøåíèåì è äëÿ çàäà÷ ñ ðàçðûâàìè

â êîýôôèöèåíòàõ óðàâíåíèÿ. Èññëåäîâàíà çàâèñèìîñòü ýôôåêòèâíîñòè òð¼õ ðàçëè÷íûõ ìà�

æîðàíò ïîãðåøíîñòè îò âåëè÷èíû êîýôôèöèåíòà ðåàêöèè. Ðàññìîòðèì ïðèìåð ñ ðàçðûâîì â

êîýôôèöèåíòå ìàòðèöû: a11 = a22 = 1 â ïîäîáëàñòÿõ I è IV, a11 = a22 = 10 â ïîäîáëàñòÿõ II è

III, a12 = a21 = 0, ρ2 = 1, f = 1, u0 = 0. Îáëàñòü Ω èçîáðàæåíà íà ðèñóíêå 2 (à). Â òàáëèöå 2

ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ðàñ÷¼òîâ, íà ðèñóíêàõ 2 (á�ã) � àäàïòèâíûå ñåòêè, ñîîòâåòñòâóþ�

ùèå ïîñëåäíåé ñòðîêå òàáëèöû, àíàëèç êîòîðûõ ïîäòâåðæäàåò âûâîäû, ñäåëàííûå â ïåðâîé

ãëàâå.

Ðåçóëüòàòû âòîðîé ãëàâû äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíû â [3], [5] è [6]. Òåîðåòè÷åñêèå è ïðè�

êëàäíûå ðåçóëüòàòû [3] è [5] ïîëó÷åíû ëè÷íî àâòîðîì, à â [6] àâòîðó ïðèíàäëåæèò ðåàëèçàöèÿ

âû÷èñëåíèé.

Òàáëèöà 2. Ïðèìåð 2. Ñðàâíåíèå øàãîâ àäàïòàöèè ñåòêè

ηrefT ηconT ηRT
T

N e% N e% Ieff N e% Ieff

308 15.78 308 15.78 1.62 308 15.78 1.46

1071 7.79 1175 8.34 1.59 1189 7.82 1.41

1966 5.67 2337 6.01 1.56 2373 5.53 1.42

8783 2.66 14055 2.69 1.59 11745 2.51 1.42

11736 2.31 19534 2.30 1.52 15880 2.16 1.42
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Ðèñ. 2. Ïðèìåð 2. Ãåîìåòðèÿ îáëàñòè (à) è ôèíàëüíûå àäàïòèâíûå ñåòêè äëÿ èíäèêàòîðîâ (á) ηrefT ,

(â) ηconT è (ã) ηRT
T

Òðåòüÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà îöåíêàì äëÿ çàäà÷ ëèíåéíîé òåîðèè óïðóãîñòè. Ïîñòàíîâêà

âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì: ïóñòü óïðóãîå òåëî çàíèìàåò îáëàñòü Ω ∈ R3, åãî ãðàíèöà

Γ ñîñòîèò èç äâóõ íåïåðåñåêàþùèõñÿ ÷àñòåé Γ1 ̸= {∅} è Γ2. Íóæíî íàéòè òåíçîðíûå ïîëÿ

íàïðÿæåíèé σ è äåôîðìàöèé ε, à òàêæå âåêòîðíîå ïîëå ïåðåìåùåíèé u, óäîâëåòâîðÿþùèå

óðàâíåíèÿì 

σ = L ε(u) â Ω;

Div σ + f = 0 â Ω;

u = u0 íà Γ1;

σn = F íà Γ2,

(12)

ãäå ε(u) = 1
2

(
∇u+ (∇u)T

)
, f ∈ L2(Ω,R3) � ïëîòíîñòü îáúåìíûõ ñèë, è F ∈ L2(Γ2,R3) �

çàäàííûå íà ÷àñòè ãðàíèöû Γ2 ïîâåðõíîñòíûå ñèëû, u0 ∈ W1
2(Ω,R3) � çàäàííûå íà ÷àñòè

ãðàíèöû Γ1 ïåðåìåùåíèÿ, Lijkm � òåíçîð óïðóãèõ êîíñòàíò. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ñóùåñòâóþò

ïîëîæèòåëüíûå ïîñòîÿííûå l1 è l2, òàêèå ÷òî

l21| ε |2 6 L ε : ε 6 l22| ε |2 ∀ ε ∈ M3×3
sym,

ãäå M3×3
sym � ïðîñòðàíñòâî ñèììåòðè÷íûõ òåíçîðîâ âòîðîãî ðàíãà ðàçìåðíîñòè 3 (ïðîñòðàí�

ñòâî ïðîèçâîëüíûõ òåíçîðîâ äàëåå îáîçíà÷àåòñÿ M3×3). Òàêæå, ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî êîìïî�
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íåíòû òåíçîðà îãðàíè÷åíû è óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì ñèììåòðèè

Lijkm = Ljikm = Lkmij, Lijkm ∈ L∞(Ω) i, j, k,m = 1, 3.

Ýíåðãåòè÷åñêàÿ íîðìà ïîãðåøíîñòè äëÿ çàäà÷è (12) âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

|||u− v||| =

∫
Ω

L ε(u− v) : ε(u− v) dx

1/2

.

Â ïåðâîì ïàðàãðàôå ïðèâîäÿòñÿ äâå ôóíêöèîíàëüíûå àïîñòåðèîðíûå îöåíêè äëÿ ïî�

ñòàíîâêè ¾â ïåðåìåùåíèÿõ¿. Ïåðâàÿ èç íèõ áûëà ïîëó÷åíà â ðàáîòå À.Â. Ìóçàëåâñêîãî è

Ñ.È. Ðåïèíà ñ ïîìîùüþ âàðèàöèîííîãî ïîäõîäà, à çàòåì â ìîíîãðàôèè Ñ.È. Ðåïèíà ñ ïîìî�

ùüþ èíòåãðàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé, è èìååò âèä

|||u− v|||2 6 M2
LE(v, τ, β) :=

:= (1 + β) |||τ − L ε(v)|||2∗ +
(
1 +

1

β

)
C2

(
∥Div τ + f∥2 + ∥F − τn∥2Γ2

)
,

(13)

ãäå
1

C2
= min

w∈V0

|||w|||2∫
Ω

|w|2 dx+
∫
Γ2

|w|2 ds
,

v ∈ u0 + V0, V0 = {w ∈ W1
2(Ω,R3) | w = 0 íà Γ1}. Òåíçîð τ ∈ H(Ω,Γ2,Div), âõîäÿùèé â ìà�

æîðàíòó, äîëæåí óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèþ ñèììåòðèè, β � ïðîèçâîëüíàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ êîí�

ñòàíòà. Ââåä¼ì îáîçíà÷åíèÿ: Σ(Ω) := L2(Ω,M3×3), Σs(Ω) := L2(Ω,M3×3
sym). Òîãäà ïðîñòðàíñòâî

H(Ω,Γ2,Div) îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

H(Ω,Γ2,Div) =
{
τ ∈ Σ(Ω) | Div τ ∈ L2(Ω,R3), τn ∈ L2(Γ2,R3)

}
.

Îöåíêà (13) ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì îöåíêè (7). Ïåðâîå ñëàãàåìîå M2
LE âûðàæàåò ïîãðåøíîñòü,

âîçíèêàþùóþ èç-çà íåòî÷íîãî ñîîòâåòñòâèÿ ïîëåé îïðåäåëÿþùåìó ñîîòíîøåíèþ σ = L ε(u)

(çàêîí Ãóêà), âòîðîå ïðåäñòàâëÿåò íåâÿçêó â óðàâíåíèè ðàâíîâåñèÿ Div σ + f = 0, à òðåòüå

� íåâÿçêó â ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ σn = F .

Âû÷èñëåíèå ìàæîðàíòû MLE òðåáóåò ïîñòðîåíèÿ ñèììåòðè÷íîãî òåíçîðà τ . Óñëîâèþ

ñèììåòðèè ìîæíî óäîâëåòâîðèòü, åñëè äëÿ àïïðîêñèìàöèè ñâîáîäíîãî òåíçîðà èñïîëüçóþòñÿ

ñòàíäàðòíûå êîíå÷íûå ýëåìåíòû ñî ñòåïåíÿìè ñâîáîäû â óçëàõ. Êàê ïîêàçûâàþò ðåçóëüòàòû

ðàáîò À.Â. Ìóçàëåâñêîãî è Ñ.È. Ðåïèíà, à òàêæå Ì.Å. Ôðîëîâà, òàêèå àïïðîêñèìàöèè íå âñå�

ãäà ïîçâîëÿþò ïîëó÷èòü êà÷åñòâåííûå îöåíêè ïîãðåøíîñòè è íå îáåñïå÷èâàþò ñòàáèëüíîãî

ïîâåäåíèÿ èíäåêñà ýôôåêòèâíîñòè â ïðîöåññå èçìåëü÷åíèÿ ñåòîê. Ïîýòîìó, â ðàáîòå Ñ.È. Ðå�

ïèíà áûëà ïðåäëîæåíà äðóãàÿ ìàæîðàíòà, íå òðåáóþùàÿ ñèììåòðèè ñâîáîäíîãî òåíçîðà è
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ïîçâîëÿþùàÿ èñïîëüçîâàòü ñìåøàííûå àïïðîêñèìàöèè, à èìåííî

|||u− v|||2 6 M̂2
LE(v, τ̂ , β1, β2) := (1 + β1)|||τ̂sm − L ε(v)|||2∗+

+

(
1 +

1

β1

)
(1 + β2)C

2
(
∥Div τ̂ + f∥2 + ∥τ̂n− F∥2Γ2

)
+

+

(
1 +

1

β1

)(
1 +

1

β2

)(
CΩΓ1

l1

)2

∥τ̂sk∥2,

(14)

ãäå β1 > 0 è β2 > 0 � ñâîáîäíûå ïàðàìåòðû, τ̂sm è τ̂sk � ñèììåòðè÷íàÿ è êîñîñèììåòðè÷�

íàÿ ÷àñòè òåíçîðà τ̂ , à CΩΓ1 � êîíñòàíòà â íåðàâåíñòâå Êîðíà. Çàìåòèì, ÷òî îöåíêà (14)

ñîâïàäàåò ñ (13), åñëè òåíçîð τ̂ ñèììåòðè÷åí. Äîïîëíèòåëüíîå ñëàãàåìîå â (14), ñîäåðæàùåå

êîñîñèììåòðè÷íóþ ÷àñòü òåíçîðà, èãðàåò ðîëü ¾øòðàôà¿.

Âî âòîðîì ïàðàãðàôå ïðèâîäÿòñÿ äîêàçàòåëüñòâà âû÷èñëèòåëüíûõ ñâîéñòâ ìàæîðàíò

(13) è (14).

Òåîðåìà 6. Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîíå÷íîìåðíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ {Θi
s}

∞
i=1 ïðåäåëüíî

ïëîòíà â Θs = H(Ω,Γ2,Div)
∩
Σs(Ω), òî

lim
i→∞

inf
τi∈Θi

s
β>0

M2
LE(v, τi, β) = |||u− v|||2.

Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîíå÷íîìåðíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ {Θi}∞i=1 ïðåäåëüíî ïëîòíà â

Θ = H(Ω,Γ2,Div), òî

lim
i→∞

inf
τ̂i∈Θi

β1>0, β2>0

M̂2
LE(v, τ̂i, β1, β2) = |||u− v|||2.

Òåîðåìà 7. Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïàð (τi, βi), ìèíèìèçèðóþùèõ M2
LE(v, τ, β) íà Θi

s×

R+, òàêîâà, ÷òî βi −−−→
i→∞

0, òîãäà τi −→ σ â Θs ïðè i → ∞.

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå âåðíî è äëÿ ìàæîðàíòû M̂2
LE(v, τ̂ , β1, β2).

Äàëåå ïðåäñòàâëåíî îáîñíîâàíèå âûáîðà èíäèêàòîðà ïîãðåøíîñòè. Îáîçíà÷èì çà θ(x)

ïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå ýíåðãåòè÷åñêîé íîðìû îøèáêè

θ(x) = L ε (u(x)− v(x)) : ε (u(x)− v(x)) .

Ìàæîðàíòó MLE ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ñóììû äâóõ ñëàãàåìûõ

M2
LE(v, τ, β) = (1 + β)m2

LE1 +

(
1 +

1

β

)
m2

LE2,

ãäå

m2
LE1 = |||τ − L ε(v)|||2∗, m2

LE2 = C2
(
∥Div τ + f∥2 + ∥F − τn∥2Γ2

)
.
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Ìàæîðàíòó M̂LE òàêæå ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

M̂2
LE(v, τ̂ , β1, β2) = (1 + β1) m̂

2
LE1 +

(
1 +

1

β1

)
m̂2

LE2,

ãäå

m̂2
LE1 = |||τ̂sm − L ε(v)|||2∗,

m̂2
LE2 = (1 + β2)C

2
(
∥Div τ̂ + f∥2 + ∥τ̂n− F∥2Γ2

)
+

(
1 +

1

β2

)(
CΩΓ1

l1

)2

∥τ̂sk∥2.

Â ïðåäïîëîæåíèÿõ Òåîðåìû 7

m2
LE1 −−−→

i→∞
|||u− v|||2, m2

LE2 −−−→
i→∞

0,

m̂2
LE1 −−−→

i→∞
|||u− v|||2, m̂2

LE2 −−−→
i→∞

0.

Ïîýòîìó â êà÷åñòâå èíäèêàòîðà ïîãðåøíîñòè, êàê â ñëó÷àå ñèììåòðè÷íîãî òåíçîðà τ , òàê è

ïðè îòñóòñòâèè îãðàíè÷åíèÿ ñèììåòðèè, ìîæíî èñïîëüçîâàòü òîëüêî ïåðâîå ñëàãàåìîå ìà�

æîðàíò. Îáîçíà÷èì ïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå (íà ïðèìåðå âòîðîé îöåíêè)

µ(x) = (L−1τ̂sm − ε(v)) : (τ̂sm − L ε(v)), äëÿ τ̂ ∈ Σ(Ω).

Ïî àíàëîãèè ñ ðàññìîòðåííûìè ðàíåå çàäà÷àìè, âåðíî óòâåðæäåíèå î òîì, ÷òî ëîêàëüíûé

èíäèêàòîð µ âîñïðîèçâîäèò ïîãðåøíîñòü θ.

Äëÿ ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ áûëà âûáðàíà çàäà÷à î ïëîñêîé äåôîðìàöèè â ñëó÷àå îä�

íîðîäíûõ èçîòðîïíûõ ìàòåðèàëîâ. Ïðåîáðàçîâàíèå ìàæîðàíò ñ ó÷¼òîì ýòèõ ïðåäïîëîæåíèé

ïðèâîäèòñÿ â òðåòüåì ïàðàãðàôå.

Â ÷åòâåðòîì ïàðàãðàôå îáñóæäàþòñÿ äâà ñïîñîáà àïïðîêñèìàöèè äëÿ ñâîáîäíîãî òåí�

çîðà, ïðèñóòñòâóþùåãî â îöåíêàõ. Äëÿ ìàæîðàíòû (13) èñïîëüçîâàíû êëàññè÷åñêèå êóñî÷íî�

ëèíåéíûå àïïðîêñèìàöèè äëÿ êàæäîé êîìïîíåíòû òåíçîðà, ïîçâîëÿþùèå ÿâíî ó÷èòûâàòü

åãî ñèììåòðè÷íîñòü. Äëÿ îöåíêè (14), â êîòîðîé íà òåíçîð íå íàêëàäûâàåòñÿ îãðàíè÷åíèÿ,

áûëè âûáðàíû àïïðîêñèìàöèè Ðàâüÿðà-Òîìà íóëåâîãî ïîðÿäêà.

Â ïÿòîì ïàðàãðàôå ïðåäñòàâëåíû ïðèìåðû ðàáîòû àäàïòèâíûõ àëãîðèòìîâ. Ðàññìîò�

ðèì îäèí èç íèõ � òåëî ñîñòîèò èç òð¼õ ðàçëè÷íûõ ìàòåðèàëîâ, åãî ãåîìåòðèÿ ïðåäñòàâëåíà

íà ðèñóíêå 3 (à). Âñÿ îáëàñòü çàêðåïëåíà ïî ãðàíèöå, îáúåìíàÿ ñèëà f =
(
0 −106

)T

Í/ì3.

Ìîäóëü Þíãà äëÿ ïåðâîãî ìàòåðèàëà EI = 70 · 109Ïà, êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà νI = 0.34, äëÿ

âòîðîãî ìàòåðèàëà EII = 210 · 109Ïà, νII = 0.28, äëÿ òðåòüåãî ìàòåðèàëà EIII = 110 · 109Ïà,

νIII = 0.35. Â òàáëèöå 3 ïðèâåäåíû çíà÷åíèÿ ìàæîðàíò è èíäåêñîâ ýôôåêòèâíîñòè äëÿ

íåñêîëüêèõ ñåòîê. Èíäåêñ ýôôåêòèâíîñòè äëÿ ìàæîðàíòûMLE ðàñò¼ò ñ èçìåëü÷åíèåì ñåòêè,

÷òî ñîãëàñóåòñÿ ñ ðåçóëüòàòàìè, ïîëó÷åííûìè ðàíåå Ì.Å. Ôðîëîâûì äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
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âëîæåííûõ ÷åòûð¼õóãîëüíûõ ñåòîê. Óçëû ôèíàëüíûõ ñåòîê, ïîëó÷èâøèõñÿ ïîñëå àäàïòàöèè

ïðèâåäåíû íà ðèñóíêå 3 (á�ã). Èíäèêàòîð ñ íåïðåðûâíûìè àïïðîêñèìàöèÿìè äà¼ò íåæåëà�

òåëüíîå ñãóùåíèå óçëîâ íà ãðàíèöå ðàçðûâà êîýôôèöèåíòîâ, êîòîðîå îòñóòñòâóåò ïðè èñ�

ïîëüçîâàíèè àïïðîêñèìàöèé Ðàâüÿðà-Òîìà.

Ðåçóëüòàòû òðåòüåé ãëàâû äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíû â ðàáîòå àâòîðà [7].

Òàáëèöà 3. Ïðèìåð 3. Ñðàâíåíèå øàãîâ àäàïòàöèè ñåòêè

ηrefT ηconT ηRT
T

N e% N e% Ieff N e% Ieff

155 21.26 155 21.26 1.83 155 21.26 2.00

1672 5.38 2812 5.34 2.96 1904 5.18 2.18

7113 2.55 17849 2.40 3.79 8891 2.37 2.20

Ðèñ. 3. Ïðèìåð 3. Ãåîìåòðèÿ îáëàñòè (à) è ôèíàëüíûå àäàïòèâíûå ñåòêè äëÿ èíäèêàòîðîâ (á) ηrefT ,

(â) ηconT è (ã) ηRT
T

Çàêëþ÷åíèå. Â äèññåðòàöèè ïðåäñòàâëåíî èññëåäîâàíèå ôóíêöèîíàëüíîãî ïîäõîäà ê

àïîñòåðèîðíîìó êîíòðîëþ òî÷íîñòè ïðèáëèæ¼ííûõ ðåøåíèé ýëëèïòè÷åñêèõ çàäà÷. Äîêàçàí

ðÿä âàæíûõ óòâåðæäåíèé î âû÷èñëèòåëüíûõ ñâîéñòâàõ ìàæîðàíò ïîãðåøíîñòè è îñíîâàííûõ

íà íèõ ëîêàëüíûõ èíäèêàòîðîâ. Çíà÷èòåëüíàÿ ÷àñòü ðàáîòû ïîñâÿùåíà âû÷èñëèòåëüíîìó

ýêñïåðèìåíòó è àíàëèçó ïðèìåíèìîñòè ôóíêöèîíàëüíîãî ïîäõîäà ê ïîñòðîåíèþ àäàïòèâíûõ

àëãîðèòìîâ.

Ïî ðåçóëüòàòàì ïðîâåä¼ííûõ èññëåäîâàíèé äëÿ äâóìåðíûõ çàäà÷ ìîæíî çàêëþ÷èòü,
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÷òî ôóíêöèîíàëüíûé ïîäõîä ïîçâîëÿåò ýôôåêòèâíî îöåíèòü ýíåðãåòè÷åñêóþ íîðìó ïîãðåø�

íîñòè ïðèáëèæ¼ííûõ ðåøåíèé, ïîëó÷åííûõ ìåòîäîì êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ, à òàêæå ïîñòðîèòü

àäàïòèâíûå ðàñ÷¼òíûå ñåòêè äîñòàòî÷íî âûñîêîãî êà÷åñòâà ñ ïðèâëå÷åíèåì àïïðîêñèìàöèé,

õàðàêòåðíûõ äëÿ ñìåøàííûõ ìåòîäîâ.
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