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Ââåäåíèå

Ñîâðåìåííóþ èíæåíåðíóþ ïðàêòèêó íåâîçìîæíî ïðåäñòàâèòü áåç ñïåöè�

àëèçèðîâàííûõ ïðîãðàììíûõ êîìïëåêñîâ, ïðåäíàçíà÷åííûõ äëÿ âû÷èñëåíèÿ

ïðèáëèæ¼ííûõ ðåøåíèé ðàçëè÷íûõ êðàåâûõ çàäà÷. Ïîëó÷åííûå äàííûå èñïîëü�

çóþòñÿ äëÿ ïðåäñêàçàíèÿ ôèçè÷åñêèõ ÿâëåíèé, ðàçðàáîòêè è êîíñòðóèðîâàíèÿ

èçäåëèé, äëÿ ïîñëåäóþùåãî ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé. Íàïðèìåð, â ìåõàíèêå ýòî ìî�

æåò áûòü îöåíêà ãåîìåòðè÷åñêèõ èëè ôèçè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ êîíñòðóêöèè, àíà�

ëèç íàä¼æíîñòè, ïðî÷íîñòè è ôóíêöèîíàëüíûõ ñâîéñòâ. Ñîâðåìåííîå ðàçâèòèå

âû÷èñëèòåëüíûõ ìîùíîñòåé ïîçâîëÿåò ìîäåëèðîâàòü âñ¼ áîëåå ñëîæíûå ÿâëå�

íèÿ. Ïðè ýòîì, èñïîëüçîâàíèå ãðóáûõ è óòî÷í¼ííûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé

ìîæåò ïðèâîäèòü ê ðàçëè÷íûì ðåøåíèÿì îäíîé è òîé æå çàäà÷è. Äëÿ îáîñíîâà�

íèÿ âûáîðà ìîäåëè ïðèíÿòî èñïîëüçîâàòü ôèçè÷åñêèé ýêñïåðèìåíò. Â ñâÿçè ñ

ýòèì âîçíèêàåò âîïðîñ: íàñêîëüêî áëèçêî ïðèáëèæ¼ííîå ðåøåíèå ê òî÷íîìó ðå�

øåíèþ â ðàìêàõ âûáðàííîé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè. Ïîÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìîñòü

â ãàðàíòèðîâàííûõ îöåíêàõ ïîãðåøíîñòè âû÷èñëÿåìûõ ðåøåíèé, áåç êîòîðûõ

íåêîððåêòíî ñðàâíèâàòü ðåçóëüòàò ýêñïåðèìåíòà è ïðèáëèæ¼ííîå ðåøåíèå.

Áîëüøèíñòâî ñîâðåìåííûõ èíæåíåðíûõ ïðîãðàììíûõ êîìïëåêñîâ ðåàëè�

çóþò ìåòîä êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ, êîòîðûé îñíîâàí íà äèñêðåòèçàöèè çàäà÷è

ïóò¼ì ðàçáèåíèÿ ðàñ÷¼òíîé îáëàñòè íà ìíîãîóãîëüíèêè, íà êàæäîì èç êîòîðûõ

ðåøåíèå àïïðîêñèìèðóåòñÿ ôóíêöèåé çàäàííîãî âèäà (ñì., íàïðèìåð, Ñüÿðëå

[1], Çåíêåâè÷ è Ìîðãàí [2], Ìàð÷óê [3], Øàéäóðîâ [4], Axelsson è Barker [5],

Brenner è Scott [6] è äð.). Äëÿ îáîñíîâàíèÿ âûáîðà òîãî èëè èíîãî ñïîñîáà àï�

ïðîêñèìàöèè èñïîëüçóþòñÿ àïðèîðíûå îöåíêè ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè, êîòîðûå

õîðîøî ðàçâèòû òåîðåòè÷åñêè è ÷èñëåííî èññëåäîâàíû äëÿ ðàçëè÷íûõ òèïîâ

êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ (ñì., íàïðèìåð, Ìèõëèí [7], Ñüÿðëå [1], Larson è Bengzon

[8]). Â àïðèîðíóþ îöåíêó âõîäèò íîðìà íåèçâåñòíîãî òî÷íîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è è

õàðàêòåðíûé ðàçìåð ðàñ÷¼òíîé ñåòêè. Òàêæå ïðè âûâîäå ýòèõ îöåíîê èñïîëüçó�

þòñÿ äîïîëíèòåëüíûå ïðåäïîëîæåíèÿ î ïîâûøåííîé ãëàäêîñòè ðåøåíèÿ è ðå�
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ãóëÿðíîñòè êîíå÷íîýëåìåíòíîãî ðàçáèåíèÿ. Â ñâÿçè ñ ýòèì, àïðèîðíûå îöåíêè

íå ìîãóò èñïîëüçîâàòüñÿ â ïîëíîé ìåðå äëÿ àíàëèçà ïîãðåøíîñòè êîíêðåòíîãî

ïðèáëèæ¼ííîãî ðåøåíèÿ äëÿ êîíêðåòíîé çàäà÷è.

Ïîÿâëåíèå îñíîâíûõ ãðóïï ïîäõîäîâ ê àïîñòåðèîðíîìó êîíòðîëþ òî÷íîñòè

ñâÿçàíî ñ ïîÿâëåíèåì ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ óðàâíå�

íèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ, à òàêæå ñ íà÷àëîì èíòåíñèâíîé ðåàëèçàöèè ýòèõ

ìåòîäîâ íà ÝÂÌ. Ðàáîòàìè, äàâøèìè ñóùåñòâåííûé òîë÷îê ðàçâèòèþ ðàññìàò�

ðèâàåìîé òåîðèè, ïðèíÿòî ñ÷èòàòü ðàáîòû Babu�ska è Rheinboldt [9],[10], õîòÿ

õîðîøî èçâåñòíû è áîëåå ðàííèå ïóáëèêàöèè, â êîòîðûõ ðàññìàòðèâàþòñÿ áëèç�

êèå ïðîáëåìû, íàïðèìåð, ðàáîòû Prager è Synge [11], Ìèõëèí [7] è Synge [12].

Ñ ñåðåäèíû 80õ ãîäîâ XX âåêà íà÷èíàþò òàêæå ðàçâèâàòüñÿ îñíîâàííûå íà

àïîñòåðèîðíûõ îöåíêàõ àäàïòèâíûå àëãîðèòìû, íàïðàâëåííûå íà óìåíüøåíèå

ðàçìåðíîñòè äèñêðåòíîé çàäà÷è, íåîáõîäèìîé äëÿ äîñòèæåíèÿ æåëàåìîãî óðîâ�

íÿ ïîãðåøíîñòè, ÷òî ïîçâîëÿåò ñîêðàòèòü êàê âðåìÿ ðàñ÷¼òà, òàê è çàäåéñòâî�

âàííûå äëÿ íåãî àïïàðàòíûå ðåñóðñû. Äëÿ àäàïòàöèè ðàñ÷¼òíîé ñåòêè âàæíî

çíàòü ïðèìåðíîå ëîêàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå îøèáêè âíóòðè ðàñ÷¼òíîé îáëàñòè �

òàê íàçûâàåìûé èíäèêàòîð ïîãðåøíîñòè, â êà÷åñòâå êîòîðîãî ìîãóò âûñòóïàòü

ëîêàëüíûå âêëàäû â àïîñòåðèîðíóþ îöåíêó íà êàæäîì ýëåìåíòå ðàçáèåíèÿ.

Ñðåäè ïåðâûõ ðàáîò, ïîñâÿùåííûõ àäàïòàöèè ðàñ÷¼òíîé ñåòêè, ìîæíî âûäå�

ëèòü ðàáîòû Babu�ska è Rheinboldt [9], Zienkiewicz è Zhu [13], Rank è Zienkiewicz

[14], Szymczak è Babu�ska [15], Ainsworth et al. [16].

Îñíîâíàÿ èäåÿ àäàïòèâíîãî àëãîðèòìà ñîñòîèò â ñëåäóþùåì: ïðè íàëè÷èè

÷èñëîâîé õàðàêòåðèñòèêè âåëè÷èíû îøèáêè íà êàæäîì ýëåìåíòå (èíäèêàòîðà

ïîãðåøíîñòè), íà÷èíàÿ ñ äîñòàòî÷íî ãðóáîé ñåòêè ïðîèçâîäèòñÿ îòáîð ýëåìåí�

òîâ äëÿ ïîñëåäóþùåãî èõ ðàçáèåíèÿ. Êðèòåðèè îòáîðà ìîãóò áûòü ðàçëè÷íûìè,

îäèí èç íàèáîëåå øèðîêî èñïîëüçóåìûõ � ýòî èçìåëü÷åíèå òåõ ýëåìåíòîâ, äëÿ

êîòîðûõ âåëè÷èíà èíäèêàòîðà ïðåâîñõîäèò åãî ñðåäíåå çíà÷åíèå ïî îáëàñòè.

Êðèòåðèåì îñòàíîâêè ïðîöåññà àäàïòàöèè ìîæåò ñëóæèòü äîñòèæåíèå æåëà�

åìîãî êîëè÷åñòâà ðàñ÷¼òíûõ óçëîâ èëè ýëåìåíòîâ. Ïðè íàëè÷èè ãëîáàëüíîé
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àïîñòåðèîðíîé îöåíêè, â êà÷åñòâå êðèòåðèÿ âûáèðàåòñÿ äîñòèæåíèå æåëàåìîãî

óðîâíÿ ïîãðåøíîñòè.

Òàêèì îáðàçîì, îñíîâíîé çàäà÷åé ýôôåêòèâíîãî êîíòðîëÿ òî÷íîñòè ÿâëÿ�

åòñÿ ïîñòðîåíèå èíäèêàòîðà ïîãðåøíîñòè, à òàêæå âû÷èñëåíèå ãàðàíòèðîâàí�

íîé àïîñòåðèîðíîé âåðõíåé îöåíêè íåêîòîðîé íîðìû ïîãðåøíîñòè, çàâèñÿùåé

îò ðàññìàòðèâàåìîãî êëàññà çàäà÷. Ôîðìàëüíî, òàêàÿ îöåíêà âûãëÿäèò êàê íåðà�

âåíñòâî âèäà

|||u− uh||| 6M(uh, D),

ãäå u � òî÷íîå ðåøåíèå çàäà÷è, uh � ïðèáëèæ¼ííîå ðåøåíèå, ïîëó÷åííîå ìå�

òîäîì êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ íà ñåòêå ñ õàðàêòåðíûì ðàçìåðîì h, M � âåðõíÿÿ

îöåíêà (ìàæîðàíòà), à D � äàííûå çàäà÷è (êîýôôèöèåíòû óðàâíåíèÿ, ïðàâàÿ

÷àñòü è ïð.). Â êà÷åñòâå õàðàêòåðèñòèêè êà÷åñòâà îöåíêè èñïîëüçóåòñÿ èíäåêñ

ýôôåêòèâíîñòè

Ieff =
M(uh, D)

|||u− uh|||
,

ïðåäñòàâëÿþùèé ñîáîé îòíîøåíèå îöåíèâàþùåé âåëè÷èíû ê îöåíèâàåìîé. Â

òåðìèíàõ èíäåêñà ýôôåêòèâíîñòè ãàðàíòèðîâàííîé ÿâëÿåòñÿ îöåíêà, äëÿ êîòî�

ðîé ýòîò èíäåêñ âñåãäà áîëüøå ëèáî ðàâåí åäèíèöå. Åù¼ îäíî âàæíîå ñâîéñòâî

îöåíêè � å¼ òî÷íîñòü, îòðàæàþùàÿ òîò ôàêò, ÷òî ïðè ïðàâèëüíîì âûáîðå

ñâîáîäíûõ ïåðåìåííûõ, âõîäÿùèõ â îöåíêó, òåîðåòè÷åñêè äîñòèæèì èíäåêñ ýô�

ôåêòèâíîñòè ðàâíûé åäèíèöå. Ïîä âû÷èñëèìîñòüþ îöåíêè ïîíèìàåòñÿ íàëè�

÷èå â íåé òîëüêî èçâåñòíûõ âåëè÷èí, à òàêæå îòñóòñòâèå êîíñòàíò, çàâèñÿùèõ

îò ðàñ÷¼òíîé ñåòêè, êîòîðûå îáû÷íî ïðèñóòñòâóþò â àñèìïòîòè÷åñêèõ îöåíêàõ.

Ïîäõîäû ê ñîçäàíèþ ìåòîäîâ àïîñòåðèîðíîãî êîíòðîëÿ òî÷íîñòè èçó÷àþò�

ñÿ óæå áîëåå òðèäöàòè ëåò. Ê íàñòîÿùåìó ìîìåíòó ÷èñëî ïóáëèêàöèé ïî äàí�

íîé òåìàòèêå èñ÷èñëÿåòñÿ ñîòíÿìè è ïðîäîëæàåò óâåëè÷èâàòüñÿ. Áîëüøèíñòâî

ðàáîò ðàçâèâàþò è äîïîëíÿþò óæå ñôîðìèðîâàâøèåñÿ ïîäõîäû. Äîñòàòî÷íî

ïîëíûå îáçîðû ïî òåìàòèêå èññëåäîâàíèÿ ìîæíî íàéòè, íàïðèìåð, â ìîíîãðà�

ôèÿõ Verf�urth [17], Ainsworth è Oden [18], Neittaanm�aki è Repin [19], Ladev�eze è
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Pelle [20], Repin [21], Mali, Neittaanm�aki è Repin [22] è ðÿäà äðóãèõ. Îïèñàíèå

ìåòîäîâ, ïðèâåä¼ííîå íèæå, îïèðàåòñÿ íà ïåðå÷èñëåííûå ðàáîòû, à òàêæå íà

äèññåðòàöèþ Ôðîëîâà [23].

Îäèí èç ïåðâûõ ìåòîäîâ àïîñòåðèîðíîãî êîíòðîëÿ òî÷íîñòè áûë ïðåäëî�

æåí â 40õ ãîäàõ XX âåêà â ðàáîòå Prager è Synge [11]. Â îñíîâå ýòîãî ìåòîäà,

íàçûâàåìîãî ìåòîäîì ãèïåðîêðóæíîñòåé, ëåæàëè ãåîìåòðè÷åñêèå ïîñòðîåíèÿ,

êîòîðûå ìîæíî ôîðìàëèçîâàòü ïðè ïîìîùè îðòîãîíàëüíîãî ðàçëîæåíèÿ Ãåëüì�

ãîëüöà. Äëÿ ïðîñòðàíñòâà ñóììèðóåìûõ ñ êâàäðàòîì â ñìûñëå èíòåãðàëà Ëåáå�

ãà âåêòîðíûõ ôóíêöèé L2(Ω,R2) îíî âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

∀q ∈ L2(Ω,R2) ∃ψ ∈ V0 è q0 ∈ Q0 : q = q0 +∇ψ è div q0 = 0,

ãäå V0 = W̊
1

2(Ω) � ïîäïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé èç ïðîñòðàíñòâà Ñîáîëåâà W1
2(Ω),

îáðàùàþùèõñÿ â íîëü íà ãðàíèöå îáëàñòè â ñìûñëå îïåðàòîðà ñëåäà. Ìíîæåñòâî

Q0 îïðåäåëÿåòñÿ êàê

Q0 :=
{
η ∈ H(Ω, div)

∣∣ ∫
Ω

η · ∇w dx = 0, ∀w ∈ V0

}
,

ãäå

H(Ω, div) =
{
q ∈ L2(Ω,R2)

∣∣ div q ∈ L2(Ω)
}
.

Ïðîñòðàíñòâî H(Ω, div) ÿâëÿåòñÿ ãèëüáåðòîâûì ñ íîðìîé

∥q∥Hdiv =
(
∥q∥2 + ∥ div q∥2

)1/2
,

ïîðîæä¼ííîé ñîîòâåòñòâóþùèì ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì. Óñëîâèå îðòîãîíàëü�

íîñòè èìååò âèä ∫
Ω

q0 · ∇w dx = 0, ∀w ∈ V0.

Ðàññìîòðèì ìîäåëüíóþ çàäà÷ó−△u = f â Ω,

u = 0 íà ∂Ω,
(1)
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ãäå Ω� îãðàíè÷åííàÿ ñâÿçíàÿ îáëàñòü â R2 ñ ãðàíèöåé ∂Ω, íåïðåðûâíîé ïî

Ëèïøèöó, f ∈ L2(Ω). Çà u ∈ V0 îáîçíà÷èì îáîáùåííîå ðåøåíèå çàäà÷è (1),

êîòîðîå ïî îïðåäåëåíèþ óäîâëåòâîðÿåò èíòåãðàëüíîìó ñîîòíîøåíèþ∫
Ω

∇u · ∇w dx =

∫
Ω

fw dx, ∀w ∈ V0,

à çà uh îáîçíà÷èì ïðèáëèæ¼ííîå ðåøåíèå, ïîëó÷åííîå íà êîíå÷íîýëåìåíòíîé

ñåòêå Th ñ õàðàêòåðíûì ðàçìåðîì ýëåìåíòà h. Äëÿ çàäà÷è (1) îöåíèâàåìàÿ ýíåð�

ãåòè÷åñêàÿ íîðìà ïîãðåøíîñòè îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

|||u− uh||| := ∥∇(u− uh)∥,

ãäå â ïðàâîé ÷àñòè ñòîèò ñòàíäàðòíàÿ íîðìà â ïðîñòðàíñòâå L2(Ω,R2). Îöåíêà,

ïîëó÷åííàÿ ïî ìåòîäó ãèïåðîêðóæíîñòåé, èìååò âèä

∥∇(u− uh)∥2 6 ∥∇uh − q∥2, ∀q ∈ Qf ,

ãäå

Qf :=
{
η ∈ H(Ω, div)

∣∣ ∫
Ω

η · ∇w dx =

∫
Ω

fw dx, ∀w ∈ V0

}
.

Àíàëîãè÷íàÿ àïîñòåðèîðíàÿ îöåíêà äëÿ áîëåå øèðîêîãî êëàññà çàäà÷ áû�

ëà ïîëó÷åíà ïîçäíåå Ìèõëèíûì â ðàáîòå [7] ñ ïîìîùüþ âàðèàöèîííîãî ìåòîäà.

Çàòðóäíåíèå â ïðàêòè÷åñêîé ðåàëèçàöèè âû÷èñëåíèÿ òàêîé îöåíêè ñîñòîèò â

íåîáõîäèìîñòè ìèíèìèçèðîâàòü íîðìó ∥∇uh − q∥2 ïî ìíîæåñòâó ôóíêöèé ñïå�

öèàëüíîãî âèäà, ïîñòðîåíèå êîòîðûõ â îáùåì ñëó÷àå ÿâëÿåòñÿ íåòðèâèàëüíîé

çàäà÷åé.

Äðóãîé ïîäõîä, ïîëó÷èâøèé â äàëüíåéøåì øèðîêîå ðàñïðîñòðàíåíèå, íî�

ñèò íàçâàíèå ¾ÿâíûé ìåòîä íåâÿçîê¿ (explicit residual method). Âïåðâûå îí áûë

ïðåäëîæåí â ñòàòüå Babu�ska è Rheinboldt [10] è ïîäðîáíî îïèñàí, íàïðèìåð,

â ìîíîãðàôèè Verf�urth [17]. Ïðè òåîðåòè÷åñêîì îáîñíîâàíèè ìåòîäà ñóùåñòâåí�

íóþ ðîëü èãðàåò îïåðàòîð èíòåðïîëèðîâàíèÿ Êëåìàíà äëÿ êîíå÷íîýëåìåíòíîãî
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ðàçáèåíèÿ îáëàñòè, äåéñòâóþùèé èç ýíåðãåòè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà â ñîîòâåò�

ñòâóþùåå êîíå÷íîìåðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî. Ñàì îïåðàòîð è îöåíêè åãî àïïðîê�

ñèìàöèîííûõ ñâîéñòâ îïèñàíû â ðàáîòå Clement [24]. Îöåíêà äëÿ çàäà÷è (1),

ïîëó÷åííàÿ ñ ïîìîùüþ ÿâíîãî ìåòîäà íåâÿçîê, èìååò âèä

∥∇(u− uh)∥ 6
(∑

T∈Th

C̃1Th
2
T∥f +△uh∥2T

)1/2

+

(∑
E∈εh

C̃2EhE∥j(∇uh · nE)∥2E

)1/2

,

ãäå Th � ñîâîêóïíîñòü âñåõ êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ ðàçáèåíèÿ îáëàñòè Ω, εh �

îáúåäèíåíèå âñåõ ãðàíåé, íå ëåæàùèõ íà ãðàíèöå îáëàñòè, hT � õàðàêòåðíûé

ðàçìåð ýëåìåíòà T , nE � íîðìàëü ê ðåáðó E, hE � åãî äëèíà, íîðìû ∥f+△uh∥T
è ∥j(∇uh ·nE)∥E � ñòàíäàðòíûå íîðìû â ïðîñòðàíñòâå L2, âû÷èñëåííûå ïî ýëå�

ìåíòó T è ðåáðó E, ñîîòâåòñòâåííî, C̃1T è C̃2E � íåêîòîðûå êîíñòàíòû, çàâèñÿ�

ùèå îò ãåîìåòðèè ýëåìåíòà, à j(∇uh · nE) � ñêà÷îê íîðìàëüíîé ñîñòàâëÿþùåé

âåêòîðà ∇uh ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç ìåæýëåìåíòíóþ ãðàíèöó. Ïîñëåäíèé îïðåäåëÿ�

åòñÿ êàê ðàçíîñòü

j(∇uh · nE) = (∇uh|T+
−∇uh|T−) · nE,

ãäå T+ è T− � äâà ñìåæíûõ ýëåìåíòà, èìåþùèõ îáùóþ ãðàíü E, à íîðìàëü nE

íàïðàâëåíà îò ýëåìåíòà T− ê T+.

ßâíûé ìåòîä íåâÿçîê ïðèìåíèì òîëüêî äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà uh� ãàëåðêèí�

ñêàÿ àïïðîêñèìàöèÿ òî÷íîãî ðåøåíèÿ, ïðèíàäëåæàùàÿ êîíå÷íîìåðíîìó ïîä�

ïðîñòðàíñòâó Vh ⊂ V0, òî åñòü∫
Ω

∇uh · ∇wh dx =

∫
Ω

fwh dx, ∀wh ∈ V0h.

Íàáîðû êîíñòàíò
{
C̃1T

}
è
{
C̃2E

}
, âõîäÿùèå â îöåíêó, çàâèñÿò îò ëîêàëüíîé

êîíôèãóðàöèè ðàñ÷¼òíîé ñåòêè è, ñòðîãî ãîâîðÿ, òðåáóþò ïåðåñ÷¼òà ïðè å¼ èç�

ìåíåíèè. Ïðè ÷èñëåííîé ðåàëèçàöèè êîíñòàíòû îöåíèâàþòñÿ ñâåðõó, íî ýòî ìî�

æåò ïðèâåñòè ê ñèëüíî çàâûøåííîé îöåíêå íîðìû ïîãðåøíîñòè (ñì., íàïðèìåð,
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Carstensen è Funken [25]). Â ñâÿçè ñ ýòèì, íà ïðàêòèêå äàííóþ îöåíêó èñïîëü�

çóþò â êà÷åñòâå èíäèêàòîðà ïîãðåøíîñòè, âû÷èñëÿÿ íà êàæäîì ýëåìåíòå ëî�

êàëüíûå âêëàäû âñåãî âûðàæåíèÿ èëè òîëüêî âòîðîãî ñëàãàåìîãî, ñîäåðæàùåãî

ñêà÷êè, ïðè ôèêñèðîâàííîì íàáîðå êîíñòàíò.

Òàê êàê äëÿ âû÷èñëåíèÿ îöåíêè ÿâíûì ìåòîäîì íåâÿçîê íå òðåáóåòñÿ ðå�

øåíèÿ äîïîëíèòåëüíûõ çàäà÷, ìåòîä ïîëó÷èë øèðîêîå ðàñïðîñòðàíåíèå è ðàç�

âèâàåòñÿ ìíîãèìè àâòîðàìè. Íàïðèìåð, ýòîìó ìåòîäó ïîñâÿùåíà ñåðèÿ ñòàòåé

Eriksson è Johnson. Â ðàáîòå [26] ðàññìàòðèâàåòñÿ îöåíêà äëÿ ðåøåíèÿ, ïîëó÷åí�

íîãî ðàçðûâíûì ìåòîäîì Ãàëåðêèíà. Â ñòàòüå Johnson è Hansbo [27] ïîëó÷åíû

îöåíêè ÿâíûì ìåòîäîì íåâÿçîê äëÿ çàäà÷è ëèíåéíîé òåîðèè óïðóãîñòè, íåëè�

íåéíîé çàäà÷è ñ ó÷¼òîì ïëàñòè÷íîñòè, äëÿ ãèïåðáîëè÷åñêèõ çàäà÷, èìåþòñÿ

ïðèìåðû ÷èñëåííîé ðåàëèçàöèè îöåíîê. Â ðàáîòå [28] îöåíêè âûâîäÿòñÿ äëÿ

ìîäèôèöèðîâàííîãî ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ, ñïåöèàëüíî àäàïòèðîâàííîãî

ïîä ýëëèïòè÷åñêèå çàäà÷è, à â [29] è [30] äëÿ ïîëó÷åíèÿ îöåíîê ïðèìåíÿåòñÿ

òåîðèÿ äâîéñòâåííîñòè. ßâíîìó ìåòîäó íåâÿçîê ïîñâÿùåíû òàêæå ñëåäóþùèå

ðàáîòû: Stewart è Hughes [31], Carstensen è Verf�urth [32], ãëàâà 2 â ìîíîãðàôèè

Ainsworth è Oden [18], Carstensen, Orlando è Valdman [33], Ainsworth è Rankin

[34] è äð. Ìíîãèå ïðèìåðû ðåàëèçàöèè ÿâíîãî ìåòîäà íåâÿçîê ïîêàçàëè, ÷òî îí

ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü èíäèêàòîð ïîãðåøíîñòè äëÿ àäàïòàöèè ðàñ÷¼òíûõ ñåòîê,

íî åñëè îöåíèâàòü ñ åãî ïîìîùüþ ãëîáàëüíóþ íîðìó ïîãðåøíîñòè, ìîæåò âîç�

íèêíóòü ïåðåîöåíêà íà ïîðÿäîê èëè íåñêîëüêî äàæå äëÿ ìîäåëüíîé çàäà÷è, î

÷¼ì ãîâîðèëîñü ðàíåå.

Åù¼ îäíà ìîäèôèêàöèÿ ìåòîäà íåâÿçîê � ýòî ¾íåÿâíûé ìåòîä íåâÿçîê¿

(implicit residual method), ïðåäëîæåííûé Bank è Weiser â ðàáîòå [35]. Ðàçëè÷íûå

âàðèàíòû äàííîãî ìåòîäà òàêæå îïèñàíû â ìîíîãðàôèÿõ Verf�urth [17], Babu�ska

è Strouboulis [36] è öèòèðóåìîé òàì ëèòåðàòóðå. Ðàññìîòðèì îñíîâíóþ èäåþ

ýòîãî ìåòîäà íà ìîäåëüíîé çàäà÷å (1).

Ïðèáëèæ¼ííîå ðåøåíèå, ïîëó÷åííîå ìåòîäîì êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ, êàê ïðà�

âèëî, óäîâëåòâîðÿåò èñõîäíîìó óðàâíåíèþ ëèøü ïðèáëèæ¼ííî, â ñâÿçè ñ ÷åì
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âîçíèêàåò íåâÿçêà R, îïðåäåëÿåìàÿ ñîîòíîøåíèåì

△uh + f = R â Ω. (2)

Âû÷èòàÿ èç èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ âûðàæåíèå (2), ïîëó÷àåì êðàåâóþ çàäà÷ó äëÿ

íàõîæäåíèÿ îøèáêè e = u− uh−△e = R â Ω,

e = 0 íà ∂Ω,
(3)

ñ÷èòàÿ ÷òî ïðèáëèæ¼ííîå ðåøåíèå òî÷íî óäîâëåòâîðÿåò çàäàííîìó ãðàíè÷íî�

ìó óñëîâèþ òèïà Äèðèõëå. Íà ïðàêòèêå çàäà÷à (3) íå ðåøàåòñÿ, âìåñòî ýòîãî

îíà ðàçäåëÿåòñÿ íà áîëåå ïðîñòûå ëîêàëüíûå ïîäçàäà÷è, ðàññìàòðèâàåìûå íà

îòäåëüíûõ ýëåìåíòàõ. Ïðè ýòîì èñïîëüçóþòñÿ àïïðîêñèìàöèè áîëåå âûñîêîãî

ïîðÿäêà, ÷åì äëÿ íàõîæäåíèÿ èñõîäíîãî ïðèáëèæ¼ííîãî ðåøåíèÿ. Ýòîò ïîäõîä

ÿâëÿåòñÿ áîëåå òðóäî¼ìêèì ïî ñðàâíåíèþ ñ ÿâíûì ìåòîäîì íåâÿçîê, íî îí íå

òðåáóåò ïðèâëå÷åíèÿ äîïîëíèòåëüíûõ êîíñòàíò. Òàêæå, â íåêîòîðûõ âàðèàíòàõ

ëîêàëüíûå ïîäçàäà÷è âêëþ÷àþò ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ òèïà Íåéìàíà. Ïðè ýòîì

ïðèâëåêàþòñÿ äîïîëíèòåëüíûå ôóíêöèè ôîðìû íà ýëåìåíòå è íàêëàäûâàåòñÿ

óñëîâèå ¾óðàâíîâåøåííîñòè íåâÿçîê¿ (equilibrated residual method), ÷òîáû îáåñ�

ïå÷èòü åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ.

Àïîñòåðèîðíûå îöåíêè Bank è Weiser [35], îñíîâàííûå íà íåÿâíîì ìåòî�

äå íåâÿçîê, áûëè èññëåäîâàíû Dur�an è Rodr��guez [37]. Â ñâîåé ðàáîòå àâòîðû

ïîêàçàëè, ÷òî ïðåäëîæåííàÿ ðàíåå îöåíêà àñèìïòîòè÷åñêè òî÷íà ëèøü íà ¾ïà�

ðàëëåëüíûõ¿ êîíå÷íîýëåìåíòíûõ ñåòêàõ (äâà ñîñåäíèõ òðåóãîëüíûõ ýëåìåíòà

ñîñòàâëÿþò ïàðàëëåëîãðàìì, â ëèòåðàòóðå òàêèå ñåòêè åù¼ íàçûâàþò ïåðèîäè�

÷åñêèìè). Àñèìïòîòè÷åñêàÿ òî÷íîñòü íåñêîëüêî ñëàáåå, ÷åì ñâîéñòâî òî÷íîñòè,

ïîñêîëüêó ïîäðàçóìåâàåò ñòðåìëåíèå èíäåêñà ýôôåêòèâíîñòè ê åäèíèöå òîëüêî

ïðè h→ 0. Â ðàáîòå Babu�ska et al. [38] ðàññìàòðèâàþòñÿ ðàçíûå âàðèàíòû óðàâ�

íîâåøèâàíèÿ íåâÿçîê, ïîêàçàíà çàâèñèìîñòü èíäåêñà ýôôåêòèâíîñòè îöåíêè îò

ñòðóêòóðû ñåòêè äëÿ ïëîñêîé çàäà÷è ëèíåéíîé òåîðèè óïðóãîñòè. Àäàïòàöèÿ
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ðàñ÷¼òíîé ñåòêè èññëåäîâàëàñü äëÿ ðàçëè÷íûõ ýëëèïòè÷åñêèõ çàäà÷, íàïðèìåð,

â ðàáîòå Carstensen è Funken [25], ãäå íàáëþäàëñÿ ðîñò èíäåêñà ýôôåêòèâíîñòè

ñ èçìåëü÷åíèåì ñåòêè, â ðàáîòå D��ez, Par�es è Huerta [39], â ÷àñòíîñòè, áûëà

ðåàëèçîâàíà îäíà èç îöåíîê [35], â ðàáîòå El Sheikh, Smith è Chidiac [40] è â

ðàáîòå Achchab et al. [41]. Òàêæå íåÿâíûé ìåòîä íåâÿçîê ïîäðîáíî ðàññìîò�

ðåí â ìîíîãðàôèè [18]. Îòìåòèì, ÷òî îñíîâíûì íåäîñòàòêîì ìåòîäà ÿâëÿåòñÿ

òî, ÷òî àïîñòåðèîðíàÿ îöåíêà ïîãðåøíîñòè ÿâëÿåòñÿ ãàðàíòèðîâàííîé âåðõíåé

îöåíêîé, òî åñòü ìàæîðàíòîé, òîëüêî ïðè óñëîâèè, ÷òî ëîêàëüíûå ïîäçàäà÷è

ñîäåðæàò óñëîâèå òèïà Íåéìàíà è ðåøàþòñÿ òî÷íî, ÷òî òðóäíî âûïîëíèìî ïðè

÷èñëåííîé ðåàëèçàöèè.

Åù¼ îäèí ìåòîä àïîñòåðèîðíîãî êîíòðîëÿ òî÷íîñòè îñíîâàí íà ñãëàæèâà�

íèè (òàêæå ìîæíî âñòðåòèòü òåðìèíû ¾âîññòàíîâëåíèå¿, ¾îñðåäíåíèå¿, ¾ïîñò�

îáðàáîòêà¿) ãðàäèåíòà ïðèáëèæ¼ííîãî ðåøåíèÿ, êîòîðûé ïðè ðåøåíèè ñòàí�

äàðòíûì ìåòîäîì êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ íå îáëàäàåò íåîáõîäèìîé ãëàäêîñòüþ.

Èäåÿ ìåòîäà ñîñòîèò â ñëåäóþùåì: ãðàäèåíò óæå ïîëó÷åííîãî ïðèáëèæ¼ííîãî

ðåøåíèÿ ñãëàæèâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ íåêîòîðîãî îïåðàòîðà, êîòîðûé ïðèáëèæàåò

åãî ê ãðàäèåíòó òî÷íîãî ðåøåíèÿ. Òîãäà â êà÷åñòâå èíäèêàòîðà îøèáêè ìîæíî

èñïîëüçîâàòü ðàçíîñòü ãðàäèåíòà ïðèáëèæ¼ííîãî ðåøåíèÿ äî è ïîñëå ïîñò-îáðà�

áîòêè.

Äåéñòâèòåëüíî, ïðåäïîëîæèì, ÷òî èìååòñÿ îïåðàòîð G, äëÿ êîòîðîãî ñïðà�

âåäëèâà îöåíêà

∥∇u−G∇uh∥ 6 δ∥∇u−∇uh∥,

ãäå δ < 1. Òîãäà

∥∇uh −∇u∥ 6 ∥G∇uh −∇uh∥+ δ∥∇uh −∇u∥,

à òàêæå

∥G∇uh −∇uh∥ 6 ∥∇uh −∇u∥+ δ∥∇uh −∇u∥.
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Èç ýòèõ äâóõ ñîîòíîøåíèé ïîëó÷àåì äâóñòîðîííþþ îöåíêó

(1− δ)∥∇uh −∇u∥ 6 ∥G∇uh −∇uh∥ 6 (1 + δ)∥∇uh −∇u∥.

Åñëè δ ≪ 1, òî

∥∇uh −∇u∥ ≃ ∥G∇uh −∇uh∥,

è ëåãêî âû÷èñëÿåìàÿ íîðìà ∥∇uh−G∇uh∥ ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà äëÿ îöåí�

êè ïîãðåøíîñòè, à òàêæå äëÿ èíäèêàöèè å¼ ëîêàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ.

Îäèí èç ñàìûõ ïðîñòûõ ñïîñîáîâ ñãëàæèâàíèÿ ãðàäèåíòà � âû÷èñëåíèå

åãî çíà÷åíèÿ â óçëàõ ñåòêè êàê ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ ïî ñîñåäíèì ýëåìåíòàì ñ âå�

ñàìè. Ýòîò ïîäõîä ïîëó÷èë ðàñïðîñòðàíåíèå â èíæåíåðíîé ïðàêòèêå. Îäíîé èç

ïåðâûõ ðàáîò, â êîòîðîé îí èñïîëüçîâàëñÿ, áûëà ðàáîòà K�r���zek è Neittaanm�aki

[42]. Àâòîðû ïîêàçàëè, ÷òî îñðåäí¼ííûé ãðàäèåíò G∇uh íà ðàâíîìåðíîé ¾ïà�

ðàëëåëüíîé¿ êîíå÷íîýëåìåíòíîé ñåòêå ïðè íàëè÷èè ïîâûøåííîé ãëàäêîñòè òî÷�

íîãî ðåøåíèÿ u ∈ W3
2(Ω) èìååò ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè íà ïîðÿäîê âûøå, ÷åì

èñõîäíûé êóñî÷íî-ïîñòîÿííûé, òî åñòü âìåñòî èçâåñòíîé àñèìïòîòèêè

∥∇u−∇uh∥ = O(h),

èìååì

∥∇u−G∇uh∥ 6 Ch2∥u∥3,Ω.

Òîãäà ïðè ìàëûõ h íîðìà ∥∇uh−G∇uh∥ áëèçêà ê ýíåðãåòè÷åñêîé íîðìå îøèá�

êè. Ýòîò ýôôåêò íîñèò íàçâàíèå ¾ñóïåðñõîäèìîñòè¿ (superconvergence). Â ðà�

áîòàõ K�r���zek è Neittaanm�aki [42] è [43] ïðèâîäÿòñÿ ÷èñëåííûå ïðèìåðû èññëå�

äîâàíèÿ çàäà÷ ñ èçâåñòíûì òî÷íûì ðåøåíèåì, ïîäòâåðæäàþùèå íàëè÷èå ýòîãî

ýôôåêòà.

Òåðìèíîì ¾ñóïåðñõîäèìîñòü¿ â ëèòåðàòóðå òàêæå ïðèíÿòî íàçûâàòü óâå�

ëè÷åíèå ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè ïðèáëèæ¼ííîãî ðåøåíèÿ. Íàïðèìåð, â ðàáîòå Îãà�

íåñÿíà è Ðóõîâöà [44] ïîêàçàíà ñóïåðñõîäèìîñòü ïðè íàëè÷èè ïîâûøåííîé ãëàä�

êîñòè òî÷íîãî ðåøåíèÿ è ðåãóëÿðíîñòè ðàñ÷¼òíîé ñåòêè. Â ðàáîòàõ Zlamal [45]
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(÷åòûð¼õóãîëüíûå ýëåìåíòû) è [46] (òðåóãîëüíûå ýëåìåíòû) äîêàçàíà ñóïåðñ�

õîäèìîñòü äëÿ ñåðåíäèïíûõ (serendipity) êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ ïðè âû÷èñëåíèè

èíòåãðàëîâ ïî òî÷êàì Ãàóññà. Ïðè ýòîì íàêëàäûâàåòñÿ æ¼ñòêîå îãðàíè÷åíèå íà

ðåãóëÿðíîñòü ñåòêè. Â ðàáîòå [46] ïðèâåäåí ïðèìåð îòñóòñòâèÿ ñóïåðñõîäèìîñòè

ïðè íàðóøåíèè äàííîãî óñëîâèÿ. Â ñòàòüå K�r���zek è Neittaanm�aki [47] ïðèâåä¼í

îáçîð ñòàòåé ïî ñóïåðñõîäèìîñòè äëÿ ðàçëè÷íûõ óðàâíåíèé, ðåøàåìûõ ìåòî�

äîì êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ ñ èíòåãðèðîâàíèåì ïî òî÷êàì Ãàóññà, ßêîáè, Ëîáàòòî

è ò.ï., à òàêæå óïîìèíàåòñÿ ñóïåðñõîäèìîñòü ñãëàæåííîãî ãðàäèåíòà âî âñåé

îáëàñòè (ãëîáàëüíàÿ ñóïåðñõîäèìîñòü) èëè â ïîäîáëàñòÿõ (ëîêàëüíàÿ ñóïåðñõî�

äèìîñòü). Â ðàáîòå Levine [48] ïîêàçàíà ñóïåðñõîäèìîñòü ãðàäèåíòà ïðèáëèæ¼í�

íîãî ðåøåíèÿ, âîññòàíîâëåííîãî ïî ñåðåäèíàì ðåá¼ð äëÿ ñòàíäàðòíûõ òðåóãîëü�

íûõ ýëåìåíòîâ, ïðèâåäåíû ïðèìåðû ãëîáàëüíîé è ëîêàëüíîé ñóïåðñõîäèìîñòè.

Ýôôåêò ñóïåðñõîäèìîñòè äëÿ ðàçëè÷íûõ çàäà÷ òàêæå ïîäðîáíî èññëåäîâàí â

ìîíîãðàôèè Wahlbin [49].

Íåñìîòðÿ íà î÷åâèäíîå äîñòîèíñòâî � ïðîñòîòó ðåàëèçàöèè, ìåòîä îöåíêè

ïîãðåøíîñòè ñ ïîìîùüþ ñãëàæåííîãî ãðàäèåíòà èìååò ðÿä íåäîñòàòêîâ. Âî-ïåð�

âûõ, òî÷íîå ðåøåíèå äàëåêî íå âñåãäà èìååò ïîâûøåííóþ ãëàäêîñòü, íàïðèìåð,

äàæå äëÿ ïðîñòûõ ýëëèïòè÷åñêèõ êðàåâûõ çàäà÷ â ñëó÷àå, êîãäà îáëàñòü èìå�

åò íåãëàäêèå ãðàíèöû. Âî-âòîðûõ, äàííûé ïîäõîä, êàê è ìåòîä íåâÿçîê, ìîæåò

ñòðîãî îáîñíîâàííî ïðèìåíÿòüñÿ òîëüêî ê àïïðîêñèìàöèÿì ñïåöèàëüíîãî âè�

äà. Òåì íå ìåíåå, â ëèòåðàòóðå îïèñàíî ìíîãî ïðèìåðîâ, êîãäà ìåòîäû äàííîé

ãðóïïû ïîçâîëÿþò ïîëó÷èòü êà÷åñòâåííóþ èíäèêàöèþ ïîãðåøíîñòè äàæå â òåõ

ñëó÷àÿõ, êîãäà äëÿ åãî ïðèìåíåíèÿ íåò ìàòåìàòè÷åñêîãî îáîñíîâàíèÿ. Ïðåä�

ïðèíèìàëèñü òàêæå ïîïûòêè îáîñíîâàòü ïðèìåíèìîñòü ìåòîäà, ñíèìàÿ ÷àñòü

îãðàíè÷åíèé íà ñâîéñòâà ðåøåíèÿ è ñåòêè. Íàïðèìåð, Wheeler è Whiteman [50]

ïîêàçàëè íàëè÷èå ëîêàëüíîé ñóïåðñõîäèìîñòè âíóòðè îáëàñòè, âäàëè îò âîç�

ìîæíûõ ñèíãóëÿðíîñòåé íà ãðàíèöå. Â ðàáîòå Du è Yan [51] ðàññìîòðåíî ïðè�

ìåíåíèå ìåòîäà íà íåîäíîðîäíîé ñåòêå ïðè îòñóòñòâèè îãðàíè÷åíèÿ íà ïîâû�

øåííóþ ãëàäêîñòü òî÷íîãî ðåøåíèÿ.
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Ïåðâûì èíäèêàòîðîì ïîãðåøíîñòè, îñíîâàííûì íà ñãëàæèâàíèè ãðàäèåí�

òà, áûë èíäèêàòîð, ïðåäëîæåííûé â ðàáîòàõ Zienkiewicz è Zhu [13], Rank è

Zienkiewicz [52]. Äëÿ äâóìåðíîãî ñëó÷àÿ îí èìååò âèä

ηZZ
T = ∥∇uh −G∇uh∥T , (4)

ãäå G∇uh � êóñî÷íî-ëèíåéíîå íåïðåðûâíîå âåêòîðíîå ïîëå, çíà÷åíèå êîòîðîãî

â óçëå X îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

(G∇uh)X =
∑
T∈ΩX

|T |
|ΩX |

(∇uh)T , (5)

à ΩX � ñîâîêóïíîñòü ýëåìåíòîâ, ñîäåðæàùèõ óçåë ñåòêè X (ñì., íàïðèìåð,

Verf�urth [17]). Òàêîé èíäèêàòîð ïðîñò â âû÷èñëåíèè, óíèâåðñàëåí îòíîñèòåëüíî

áëèçêèõ êëàññîâ çàäà÷ è ëåãêî àäàïòèðóåòñÿ ïîä ðàçëè÷íûå òèïû êîíå÷íûõ ýëå�

ìåíòîâ. Â ðàáîòå [13] òàêæå ïîêàçàíà ýêâèâàëåíòíîñòü ïðåäëîæåííîãî ïîäõîäà

è îöåíêè ÿâíûì ìåòîäîì íåâÿçîê. Îäíàêî, ïðèâåäåíû ÷èñëåííûå ïðèìåðû, ïîä�

òâåðæäàþùèå, ÷òî îöåíêà îøèáêè ñ ïîìîùüþ íîðìû ∥∇uh−G∇uh∥ íå ÿâëÿåò�

ñÿ ãàðàíòèðîâàííîé. Ïðîäîëæåíèåì èññëåäîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ ðàáîòà Zienkiewicz

è Zhu [53], â êîòîðîé ðàññìàòðèâàåòñÿ ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè íîðìû îøèáêè íà

ðàçëè÷íûõ çàäà÷àõ ïðè ðàâíîìåðíîì ðàçáèåíèè ñåòêè è ïðè å¼ àäàïòàöèè. Òàê�

æå, ÷èñëåííûå ïðèìåðû èñïîëüçîâàíèÿ ZZ�èíäèêàòîðà ìîæíî íàéòè â ñòàòüå

Ainsworth et al. [16].

Ìåòîä íàõîæäåíèÿ ãðàäèåíòà â âèäå ïîëèíîìà ïî çíà÷åíèÿì â òî÷êàõ

ñóïåðñõîäèìîñòè ñîñåäíèõ ýëåìåíòîâ ïîëó÷èë íàçâàíèå SPR (superconvergence

patch recovery). Ðÿä ðàáîò áûë ïîñâÿùåí åãî ìîäèôèêàöèÿì è òåîðåòè÷åñêîìó

îáîñíîâàíèþ. Òàê, íàïðèìåð, â ðàáîòàõ Zienkiewicz è Zhu [54] è [55] ïðåäëàãà�

åòñÿ âîññòàíîâëåíèå ãðàäèåíòà â âèäå ïîëèíîìà íà ñîâîêóïíîñòè ñîñåäíèõ ýëå�

ìåíòîâ ìåòîäîì íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ ïî òî÷êàì Ãàóññà. Îáíàðóæåí ñëó÷àé

óëüòðàñõîäèìîñòè (ïîâûøåíèå ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè íà 2 ïîðÿäêà), íî òåîðåòè�

÷åñêîãî îáîñíîâàíèÿ ýòîãî ýôôåêòà ïîëó÷åíî íå áûëî. Ïðèâåäåíû ÷èñëåííûå

ïðèìåðû îöåíêè ïîãðåøíîñòè è àäàïòàöèè ñåòêè äëÿ ðàçëè÷íûõ íåñòàíäàðò�
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íûõ êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ. Â [56] àâòîðû ðåêîìåíäóþò èñïîëüçîâàòü òåõíîëîãèþ

âîññòàíîâëåíèÿ ãðàäèåíòà íà ãðàíèöàõ ïîäîáëàñòåé, â îñîáåííîñòè ïðè íàëè�

÷èè ðàçðûâîâ â êîýôôèöèåíòàõ (íàïðèìåð, ñòûêîâêà ðàçëè÷íûõ ìàòåðèàëîâ â

çàäà÷àõ ëèíåéíîé òåîðèè óïðóãîñòè). Ïðèìåðû àäàïòàöèè ñåòîê äëÿ øåñòè ìî�

äèôèêàöèé ìåòîäà SPR ïðèâåäåíû â ðàáîòå Kvamsdal è Okstad [57]. Ìåòîä SPR

áûë òàêæå àäàïòèðîâàí R�odenas et al. [58], [59], [60] äëÿ çàäà÷ ëèíåéíîé òåîðèè

óïðóãîñòè ñ ìîäåëèðîâàíèåì òðåùèí ñïåöèàëüíûìè êîíå÷íûìè ýëåìåíòàìè.

Åù¼ îäèí êëàññè÷åñêèé ïîäõîä ê àïîñòåðèîðíîìó êîíòðîëþ òî÷íîñòè �

ýòî èåðàðõè÷åñêèå îöåíêè. Âïåðâûå ïîäîáíàÿ èäåÿ áûëà ïðåäëîæåíà Ðóíãå äëÿ

îöåíêè òî÷íîñòè ïðèáëèæ¼ííûõ ðåøåíèé îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ

óðàâíåíèé. Îöåíêà áûëà îñíîâàíà íà ñðàâíåíèè ïðèáëèæ¼ííûõ ðåøåíèé, âû÷èñ�

ëåííûõ íà ¾ãðóáîé¿ è ¾ìåëêîé¿ ñåòêå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ðåøåíèå uh ïîëó÷åíî

íà ñåòêå Th, à ðåøåíèå uhref
íà áîëåå ìåëêîé ñåòêå Thref

. Â êà÷åñòâå èíäèêàòîðà

îøèáêè ïðåäëàãàëîñü èñïîëüçîâàòü âåëè÷èíó

ηR(x) = uh(x)− uhref
(x).

Çàìåòèì, ÷òî ïðè ïåðåõîäå îò ñåòêè Th ê áîëåå ìåëêîé ñåòêå Thref
, íîâûå óçëû

ìîãóò íå îòðàæàòü èñòèííîå ëîêàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ïîãðåøíîñòè. Òîãäà ðå�

øåíèÿ uh è uhref
áóäóò áëèçêè äðóã ê äðóãó, íî íå ê òî÷íîìó ðåøåíèþ çàäà÷è

u, ïîýòîìó äàííóþ îöåíêó ñëîæíî ñ÷èòàòü íàä¼æíîé.

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ èåðàðõè÷åñêèõ èíäèêàòîðîâ ïîãðåøíîñòè èñïîëüçóåòñÿ

âñïîìîãàòåëüíàÿ çàäà÷à íà êîíå÷íîýëåìåíòíîì ïîäïðîñòðàíñòâå, áîëåå øèðî�

êîì, ÷åì Vh. Ýòî ïîäïðîñòðàíñòâî Vhref
ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî ïóòåì èçìåëü÷å�

íèÿ èñõîäíîé ñåòêè � òàê íàçûâàåìûé h-ìåòîä, èëè çà ñ÷¼ò èñïîëüçîâàíèÿ êî�

íå÷íûõ ýëåìåíòîâ áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà � p-ìåòîä. Òàêæå, â êà÷åñòâå ïðèáëè�

æ¼ííûõ ðåøåíèé ðàññìàòðèâàþòñÿ òîëüêî ãàëåðêèíñêèå àïïðîêñèìàöèè. Ïðè�

âåä¼ì îñíîâíóþ èäåþ èåðàðõè÷åñêîãî ìåòîäà íà ìîäåëüíîé çàäà÷å (1), ñëåäóÿ

Mali, Neittaanm�aki è Repin [22].
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Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïîäïðîñòðàíñòâî Vhref
ñòðîèòñÿ â âèäå ïðÿìîé ñóììû

Vhref
= Vh

⊕
Wh,

ãäå Wh � íåêîòîðîå ïîäïðîñòðàíñòâî V0, ïðè÷¼ì

dimVhref
> dimVh.

Ðàññìîòðèì îöåíèâàåìóþ íîðìó îøèáêè∫
Ω

|∇(u− uh)|2 dx =

∫
Ω

|∇(u− uhref
)|2 dx+

∫
Ω

|∇(uh − uhref
)|2 dx+

+ 2

∫
Ω

∇(u− uhref
) · ∇(uhref

− uh) dx.
(6)

Òàê êàê u � îáîáù¼ííîå ðåøåíèå çàäà÷è, à uh è uhref
� ãàëåðêèíñêèå àïïðîê�

ñèìàöèè, óäîâëåòâîðÿþùèå ïî îïðåäåëåíèþ ñîîòíîøåíèÿì∫
Ω

∇uh · ∇wh dx =

∫
Ω

fwh dx ∀wh ∈ Vh,

∫
Ω

∇uhref
· ∇whref

dx =

∫
Ω

fwhref
dx ∀whref

∈ Vhref
,

à òàêæå Vh ⊂ Vhref
, òðåòüå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè (6) îáðàùàåòñÿ â íîëü.

Äåéñòâèòåëüíî,∫
Ω

∇(u− uhref
) · ∇(uhref

− uh) dx =

∫
Ω

f(uhref
− uh) dx−

∫
Ω

fuhref
dx+

∫
Ω

fuh dx = 0.

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî

∥∇(u− uh)∥2 = ∥∇(u− uhref
)∥2 + ∥∇(uh − uhref

)∥2. (7)

Äàëåå ââîäèòñÿ òàê íàçûâàåìîå ¾ïðåäïîëîæåíèå î íàñûùåíèè¿ (saturation

assumption): ñóùåñòâóåò òàêàÿ êîíñòàíòà λ ∈ (0; 1) ÷òî

∥∇(u− uhref
)∥ 6 λ∥∇(u− uh)∥. (8)
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Ýòî íåðàâåíñòâî îçíà÷àåò, ÷òî â ñìûñëå ýíåðãåòè÷åñêîé íîðìû ïðèáëèæ¼ííîå

ðåøåíèå uhref
ãàðàíòèðîâàííî îêàçûâàåòñÿ áëèæå ê òî÷íîìó ðåøåíèþ u, ÷åì

uh. Èñïîëüçóÿ (7) è (8), ïîëó÷àåì îöåíêó

(1− λ2)∥∇(u− uh)∥2 = ∥∇(uh − uhref
)∥2 6 ∥∇(u− uh)∥2.

Íà ïðàêòèêå íàõîæäåíèå ïðèáëèæ¼ííîãî ðåøåíèÿ uhref
ìîæåò ïîòðåáîâàòü

áîëüøå âû÷èñëèòåëüíûõ ðåñóðñîâ, ÷åì ðåøåíèå îñíîâíîé çàäà÷è, ïîýòîìó áóäåì

èñêàòü åãî â âèäå

uhref
= uh + w̃h,

ãäå w̃h ∈ Wh äîëæåí óäîâëåòâîðÿòü ñîîòíîøåíèþ∫
Ω

∇w̃h · ∇wh dx =

∫
Ω

fwh dx−
∫
Ω

∇uh · ∇wh dx ∀wh ∈ Wh. (9)

Â [22] ïîêàçàíî, ÷òî ýòà çàäà÷à ýêâèâàëåíòíà çàäà÷å íà ïîèñê ýëåìåíòà w̃h ∈ Wh,

ìèíèìèçèðóþùåãî ôóíêöèîíàë

inf
wh∈Wh

∫
Ω

|∇(u− (uh + wh))|2 dx.

Òàêæå èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

∥∇(u− uh)∥2 6 C(λ)∥∇w̃h∥2,

ãäå êîíñòàíòà C(λ) íå çàâèñèò îò h. Òàêèì îáðàçîì, ðåøèâ çàäà÷ó (9), ìîæíî

èñïîëüçîâàòü íîðìó ∥∇w̃h∥ â êà÷åñòâå èíäèêàòîðà ïîãðåøíîñòè.

Ïîìèìî [22], îïèñàíèå èåðàðõè÷åñêèõ ìåòîäîâ ïðåäñòàâëåíî â ìîíîãðàôèè

[17]. Òàì æå òåîðåòè÷åñêè îáîñíîâàí âûáîð ïîäïðîñòðàíñòâà Wh äëÿ h è p âåð�

ñèè ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ. Â ñòàòüå D�or�er è Nochetto [61] äîêàçàíî, ÷òî

ïðè ïåðåõîäå îò êóñî÷íî-ëèíåéíûõ àïïðîêñèìàöèé â Vh ê êóñî÷íî-êâàäðàòè÷�

íûì è íàëè÷èè íåçíà÷èòåëüíûõ îñöèëëÿöèé â ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ, âûïîë�

íÿåòñÿ ïðåäïîëîæåíèå î íàñûùåíèè, è ñïðàâåäëèâà èåðàðõè÷åñêàÿ àïîñòåðèîð�

íàÿ îöåíêà.
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Íåñìîòðÿ íà ñóùåñòâåííîå ðàçâèòèå ðàçëè÷íûõ ïîäõîäîâ ê àïîñòåðèîð�

íîìó êîíòðîëþ òî÷íîñòè, íè îäèí èç øèðîêî ðàñïðîñòðàí¼ííûõ ìåòîäîâ íå

óäîâëåòâîðÿåò îäíîâðåìåííî òð¼ì äîñòàòî÷íî ðàçóìíûì òðåáîâàíèÿì, ïðåäú�

ÿâëÿåìûì ê îöåíêå: ãàðàíòèðîâàííîñòü, âû÷èñëèìîñòü, óíèâåðñàëüíîñòü (âîç�

ìîæíîñòü ïðèìåíåíèÿ ê ëþáîìó êîíôîðìíîìó ïðèáëèæ¼ííîìó ðåøåíèþ, îò�

ñóòñòâèå èçáûòî÷íûõ îãðàíè÷åíèé íà ãëàäêîñòü òî÷íîãî ðåøåíèÿ èëè äàííûå

çàäà÷è, à òàêæå íà ðåãóëÿðíîñòü ðàñ÷¼òíîé ñåòêè).

Íà÷èíàÿ ñî âòîðîé ïîëîâèíû 90õ ãîäîâ XX âåêà, ðàçðàáàòûâàåòñÿ ôóí�

äàìåíòàëüíûé ïîäõîä ê ïîñòðîåíèþ àïîñòåðèîðíûõ îöåíîê ïîãðåøíîñòè, îá�

ëàäàþùèé âñåìè ïåðå÷èñëåííûìè âûøå äîñòîèíñòâàìè. Ïåðâûå îöåíêè áûëè

ïîëó÷åíû ñ ïîìîùüþ âàðèàöèîííûõ ìåòîäîâ è ýëåìåíòîâ òåîðèè äâîéñòâåííî�

ñòè (Repin è Xanthis [62] è Repin [63], [64], [65]), ïîýòîìó èçíà÷àëüíî ýòîò ïîäõîä

íàçûâàëñÿ ¾ìåòîäîì äâîéñòâåííûõ ìàæîðàíò¿. Â áîëåå ïîçäíèõ ðàáîòàõ òå æå

îöåíêè áûëè ïîëó÷åíû ñ ïîìîùüþ èíòåãðàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé, à ïîäõîä ñòàë

íàçûâàòüñÿ ¾ôóíêöèîíàëüíûì¿. Ïîäðîáíî îí îïèñàí â óïîìÿíóòûõ ðàíåå ìî�

íîãðàôèÿõ [19], [21] è [22]. Ïîäõîä èìååò íåêîòîðóþ îáùíîñòü ñ ïðåäëîæåííûì

Ìèõëèíûì â [7], à òàêæå ñ èçâåñòíûì èíæåíåðíûì ïîäõîäîì îöåíêè ÷åðåç îïðå�

äåëÿþùèå ñîîòíîøåíèÿ, ãäå íåðàâåíñòâà òèïà îöåíêè Ïðàãåðà-Ñèíæà-Ìèõëèíà

èñïîëüçóþòñÿ ñ ïîëÿìè, òî÷íî óäîâëåòâîðÿþùèìè óðàâíåíèþ ðàâíîâåñèÿ (ñì.,

íàïðèìåð, Ladev�eze è Pelle [20], Boisse et al. [66], Gallimard [67], Pled et al. [68],

Êîðíååâ [69] è öèòèðóåìóþ òàì ëèòåðàòóðó).

Â ôóíêöèîíàëüíûõ ìàæîðàíòàõ âîçíèêàåò îäíà èëè íåñêîëüêî ñâîáîäíûõ

ïåðåìåííûõ, ïðàâèëüíûé âûáîð êîòîðûõ ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü òî÷íóþ ãàðàíòè�

ðîâàííóþ âåðõíþþ îöåíêó ïîãðåøíîñòè. Ôóíêöèîíàëüíûé ïîäõîä íå íàêëàäû�

âàåò æ¼ñòêèõ îãðàíè÷åíèé (íàïðèìåð, óäîâëåòâîðåíèå óðàâíåíèÿì ðàâíîâåñèÿ)

íà ñâîáîäíóþ ïåðåìåííóþ. Îöåíêà ïîãðåøíîñòè ÿâëÿåòñÿ óíèâåðñàëüíîé � îíà

ïðèìåíèìà ê ïðîèçâîëüíîìó ïðèáëèæ¼ííîìó ðåøåíèþ èç ñîîòâåòñòâóþùåãî çà�

äà÷å ýíåðãåòè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà è îñòàåòñÿ ñïðàâåäëèâîé âíå çàâèñèìîñòè

îò ïîäõîäà, êîòîðûé ïðèìåíÿëñÿ ïðè âû÷èñëåíèè àïïðîêñèìàöèè, òàêèì îáðà�
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çîì, ïîçâîëÿÿ ó÷èòûâàòü âñå èñòî÷íèêè ïîãðåøíîñòè â ïðèáëèæ¼ííîì ðåøåíèè.

Êðîìå òîãî, îöåíêà ñîäåðæèò òîëüêî ïîñòîÿííûå, íå çàâèñÿùèå îò êîíôèãóðà�

öèè ðàñ÷¼òíîé ñåòêè. Ïîìèìî ãëîáàëüíîãî îöåíèâàíèÿ ïîãðåøíîñòè, ôóíêöè�

îíàëüíóþ ìàæîðàíòó ìîæíî èñïîëüçîâàòü â êà÷åñòâå èíäèêàòîðà ëîêàëüíîãî

ðàñïðåäåëåíèÿ îøèáêè, ðàññìàòðèâàÿ âêëàäû â íå¼ íà êàæäîì ýëåìåíòå.

Öåëüþ äàííîé äèññåðòàöèè ÿâëÿåòñÿ ïðîâåäåíèå èññëåäîâàíèÿ âû÷èñëè�

òåëüíûõ ñâîéñòâ è àñïåêòîâ ïðàêòè÷åñêîãî ïðèìåíåíèÿ èçâåñòíûõ ôóíêöèî�

íàëüíûõ àïîñòåðèîðíûõ îöåíîê äëÿ ðàçëè÷íûõ ýëëèïòè÷åñêèõ çàäà÷, ðàññìàò�

ðèâàåìûõ â îáîáù¼ííîé ïîñòàíîâêå. Ðàáîòà ñóùåñòâåííî äîïîëíÿåò è ðàñøè�

ðÿåò äðóãèå ïîäîáíûå èññëåäîâàíèÿ, âñòðå÷àþùèåñÿ â ëèòåðàòóðå, äåëàÿ óïîð

íà àíàëèçå àäàïòèâíûõ àëãîðèòìîâ ñ íàä¼æíûì êîíòðîëåì òî÷íîñòè ïðèáëè�

æ¼ííûõ ðåøåíèé, ðåàëèçîâàííûõ íà áàçå ñìåøàííûõ àïïðîêñèìàöèé ìåòîäà

êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ. Ïîäðîáíûé îáçîð ýòèõ èññëåäîâàíèé ïðèâåä¼í â îñíîâíîé

÷àñòè äèññåðòàöèè. Ïîä íàä¼æíîñòüþ îöåíîê â ñàìîì øèðîêîì ñìûñëå ïîíèìà�

åòñÿ èõ óíèâåðñàëüíîñòü è ãàðàíòèðîâàííîñòü.

Â äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå ïîñòàâëåíû è ðåøåíû ñëåäóþùèå çàäà÷è:

1. Ïðåäñòàâëåíî òåîðåòè÷åñêîå îáîñíîâàíèå âû÷èñëèòåëüíûõ ñâîéñòâ ôóíê�

öèîíàëüíûõ ìàæîðàíò äëÿ ñòàöèîíàðíîé çàäà÷è ðåàêöèè-äèôôóçèè è çà�

äà÷ ëèíåéíîé òåîðèè óïðóãîñòè.

2. Â ïðîãðàììíîì êîìïëåêñå MATLAB ðåàëèçîâàíû àäàïòèâíûå àëãîðèò�

ìû, îñíîâàííûå íà ôóíêöèîíàëüíûõ àïîñòåðèîðíûõ îöåíêàõ äëÿ ñòàöè�

îíàðíîé çàäà÷è äèôôóçèè, çàäà÷è ðåàêöèè-äèôôóçèè è ïëîñêèõ çàäà÷

ëèíåéíîé òåîðèè óïðóãîñòè.

3. ×èñëåííûì ýêñïåðèìåíòîì îáîñíîâàíà ìåòîäèêà ðåàëèçàöèè � âûáîð àï�

ïðîêñèìàöèé ñâîáîäíûõ ïåðåìåííûõ è ñïîñîá âû÷èñëåíèÿ ìàæîðàíò.

4. Ïîäòâåðæäåíà ýôôåêòèâíîñòü àäàïòèâíûõ àëãîðèòìîâ íà ñåðèè êðàåâûõ

çàäà÷, âêëþ÷àþùèõ çàäà÷è ñ ðàçðûâàìè ïåðâîãî ðîäà â êîýôôèöèåíòàõ
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óðàâíåíèÿ, à òàêæå çàäà÷è ñ ãåîìåòðè÷åñêèìè îñîáåííîñòÿìè (âõîäÿùèå

óãëû, îòâåðñòèÿ).

Îòìåòèì, ÷òî äîêàçàòåëüñòâà óòâåðæäåíèé î âû÷èñëèòåëüíûõ ñâîéñòâàõ

èññëåäóåìûõ ìàæîðàíò îñíîâàíû íà ìåòîäàõ ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà è âàðè�

àöèîííîãî èñ÷èñëåíèÿ. Ïðè ÷èñëåííîé ðåàëèçàöèè ïðèâëåêàåòñÿ ñòàíäàðòíûé

ìåòîä êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ ñ êóñî÷íî-ëèíåéíûìè àïïðîêñèìàöèÿìè, à òàêæå

êîíå÷íûé ýëåìåíò Ðàâüÿðà-Òîìà íóëåâîãî ïîðÿäêà. Ðàñ÷¼òíûå ïðîöåäóðû ðåà�

ëèçîâàíû â ïðîãðàììíîì êîìïëåêñå MATLAB ñ ïðèâëå÷åíèåì MATLAB PDE

Toolbox. Äëÿ êîíòðîëÿ ïîãðåøíîñòè ïðîèçâîäèìûõ âû÷èñëåíèé èñïîëüçóþòñÿ

çàäà÷è ñ èçâåñòíûì òî÷íûì ðåøåíèåì, ñðàâíåíèå ñ ðàíåå îïóáëèêîâàííûìè

áëèçêèìè ïî òåìàòèêå ðåçóëüòàòàìè äðóãèõ àâòîðîâ, à òàêæå ñðàâíåíèå ìåæäó

ñîáîé ðàçëè÷íûõ ïîäõîäîâ â ðàìêàõ îäíîé çàäà÷è. Ïðîâåä¼ííûå òåîðåòè÷åñêèå

è ÷èñëåííûå èññëåäîâàíèÿ ïîäòâåðæäàþò ýôôåêòèâíîñòü ïðåäëàãàåìîãî ïîäõî�

äà.

Îñòàíîâèìñÿ íà êðàòêîì ñîäåðæàíèè ðàáîòû. Â ïåðâîé ãëàâå îïèñàíû

èçâåñòíûå ñïîñîáû ïîëó÷åíèÿ ôóíêöèîíàëüíîé àïîñòåðèîðíîé îöåíêè äëÿ óðàâ�

íåíèÿ Ïóàññîíà, à òàêæå îáîñíîâàíèå âû÷èñëèòåëüíûõ ñâîéñòâ ýòîé îöåíêè,

ïðåäñòàâëåííîå â ëèòåðàòóðå. Ðàññìîòðåíà òàêæå áîëåå îáùàÿ îöåíêà äëÿ çà�

äà÷è äèôôóçèè. Ïîäðîáíî îáñóæäàþòñÿ âîïðîñû î âûáîðå àïïðîêñèìàöèé ñâî�

áîäíîé ïåðåìåííîé, ïðèñóòñòâóþùåé â ìàæîðàíòàõ, à òàêæå î ñïîñîáàõ âû�

÷èñëåíèÿ îöåíîê. Ðåàëèçîâàí íîâûé ïîäõîä ê âû÷èñëåíèþ ôóíêöèîíàëüíûõ

ìàæîðàíò. Ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ, âêëþ÷àþùèå

çàäà÷è ñ ðàçðûâàìè â êîýôôèöèåíòàõ óðàâíåíèÿ è ïðàâîé ÷àñòè. Óïîð äåëàåòñÿ

íà àíàëèç ðàáîòû àäàïòèâíûõ àëãîðèòìîâ è ñðàâíåíèå íåñêîëüêèõ ïîäõîäîâ.

Âòîðàÿ ãëàâà äèññåðòàöèè ïîñâÿùåíà ôóíêöèîíàëüíûì àïîñòåðèîðíûì

îöåíêàì äëÿ ñòàöèîíàðíîé çàäà÷è ðåàêöèè-äèôôóçèè. Â íåé îáñóæäàþòñÿ òðè

òèïà ìàæîðàíò, ïîëó÷åíî òåîðåòè÷åñêîå îáîñíîâàíèå âû÷èñëèòåëüíûõ ñâîéñòâ

íàèáîëåå óíèâåðñàëüíîé îöåíêè è èíäèêàòîðà ïîãðåøíîñòè, îñíîâàííîãî íà íåé.
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Èññëåäîâàíà çàâèñèìîñòü èíäåêñà ýôôåêòèâíîñòè àïîñòåðèîðíûõ îöåíîê îò âå�

ëè÷èíû êîýôôèöèåíòà ðåàêöèè. Ïðåäñòàâëåíû ïðèìåðû ðàáîòû ñîîòâåòñòâóþ�

ùèõ àäàïòèâíûõ àëãîðèòìîâ ñ íåïðåðûâíîé è ñìåøàííîé àïïðîêñèìàöèåé.

Â òðåòüåé ãëàâå äèññåðòàöèè ðàññìàòðèâàþòñÿ äâå ôóíêöèîíàëüíûå îöåí�

êè äëÿ çàäà÷è ëèíåéíîé óïðóãîñòè (îáùèå äëÿ ïðîñòðàíñòâåííîãî è ïëîñêèõ

ñëó÷àåâ). Ïðèâîäÿòñÿ äîêàçàòåëüñòâà èõ âû÷èñëèòåëüíûõ ñâîéñòâ. Ðàññìîòðåí

âîïðîñ îá îñîáåííîñòÿõ ïðàêòè÷åñêîé ðåàëèçàöèè îöåíîê ïðèìåíèòåëüíî ê ïëîñ�

êèì çàäà÷àì. Ïðèâîäÿòñÿ ïðèìåðû ðàáîòû àäàïòèâíûõ àëãîðèòìîâ, ïîäòâåð�

æäàþùèå ýôôåêòèâíîñòü èññëåäóåìîãî ïîäõîäà. Âûâîäû èç ïðîäåëàííîé ðàáî�

òû ïðåäñòàâëåíû â çàêëþ÷åíèè.

Ïîëîæåíèÿ, âûíîñèìûå íà çàùèòó:

1. Â ïðîãðàììíîì êîìïëåêñå MATLAB âïåðâûå ðåàëèçîâàí ôóíêöèîíàëü�

íûé ïîäõîä ê àïîñòåðèîðíîìó êîíòðîëþ òî÷íîñòè ïðè àäàïòèâíîì ðåøå�

íèè ýëëèïòè÷åñêèõ êðàåâûõ çàäà÷: ñòàöèîíàðíîé çàäà÷è äèôôóçèè, çà�

äà÷è ðåàêöèè-äèôôóçèè è çàäà÷è î ïëîñêîé äåôîðìàöèè, îñíîâàííûé íà

ïðèâëå÷åíèè àïïðîêñèìàöèè Ðàâüÿðà-Òîìà íà òðèàíãóëÿöèÿõ;

2. Íà áàçå âû÷èñëèòåëüíîãî ýêñïåðèìåíòà äëÿ âñåõ òðåõ êëàññîâ çàäà÷ ïðî�

âåäåí ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç ïðåäëîæåííîãî ïîäõîäà ñ ôóíêöèîíàëüíûì

ïîäõîäîì, îñíîâàííûì íà èñïîëüçîâàíèè ñòàíäàðòíîé äëÿ ìåòîäà êîíå÷�

íûõ ýëåìåíòîâ íåïðåðûâíîé êóñî÷íî-ëèíåéíîé àïïðîêñèìàöèè, êîòîðàÿ

äîñòàòî÷íî ïîäðîáíî èññëåäîâàëàñü â ðàáîòàõ äðóãèõ àâòîðîâ. Ïîêàçàíî,

÷òî êîíå÷íûé ýëåìåíò äëÿ ñìåøàííûõ ìåòîäîâ îáëàäàåò ðÿäîì äîñòî�

èíñòâ ïðè ðåàëèçàöèè àïîñòåðèîðíîãî êîíòðîëÿ è àäàïòèâíûõ àëãîðèò�

ìîâ, ïîçâîëÿÿ ïîëó÷èòü àäàïòèâíûå ñåòêè ëó÷øåãî êà÷åñòâà è ñîõðàíèòü

âûñîêóþ ýôôåêòèâíîñòü íàä¼æíîãî êîíòðîëÿ ýíåðãåòè÷åñêîé íîðìû ïî�

ãðåøíîñòè;

3. Ñôîðìóëèðîâàíà è äîêàçàíà ñåðèÿ óòâåðæäåíèé î âû÷èñëèòåëüíûõ ñâîé�

ñòâàõ ìàæîðàíò äëÿ çàäà÷ ðåàêöèè-äèôôóçèè è ëèíåéíîé óïðóãîñòè, êî�
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òîðàÿ îáåñïå÷èâàåò òåîðåòè÷åñêîå îáîñíîâàíèå âûñîêîãî êà÷åñòâà ÷èñëåí�

íûõ ðåçóëüòàòîâ ðàáîòû ñîîòâåòñòâóþùèõ àäàïòèâíûõ àëãîðèòìîâ.

Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, òðåõ ãëàâ, çàêëþ÷åíèÿ è ñïèñêà ëèòåðà�

òóðû. Îáúåì ðàáîòû ñîñòàâëÿåò 132 ñòðàíèöû. Â òåêñòå ñîäåðæèòñÿ 39 ðèñóí�

êîâ, 18 òàáëèö. Ñïèñîê ëèòåðàòóðû âêëþ÷àåò 97 íàèìåíîâàíèé.
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Ãëàâà 1

Ôóíêöèîíàëüíûå àïîñòåðèîðíûå îöåíêè äëÿ

çàäà÷è Ïóàññîíà è çàäà÷è äèôôóçèè è èõ

ðåàëèçàöèÿ

Â ïåðâîé ÷àñòè ãëàâû ïðåäñòàâëåíû äâà ñïîñîáà ïîëó÷åíèÿ àïîñòåðèîðíîé

îöåíêè äëÿ çàäà÷è Ïóàññîíà, îïèñàííûå â ìîíîãðàôèè [21]: ñ ïîìîùüþ ïðèâëå�

÷åíèÿ òåîðèè äâîéñòâåííîñòè âàðèàöèîííîãî èñ÷èñëåíèÿ è ñ ïîìîùüþ ïðåîáðà�

çîâàíèÿ èíòåãðàëüíûõ ñîîòíîøåíèé. Òàêæå ïðèâîäÿòñÿ îñíîâíûå âû÷èñëèòåëü�

íûå ñâîéñòâà ôóíêöèîíàëüíîé ìàæîðàíòû è îñíîâàííîãî íà íåé èíäèêàòîðà

ïîãðåøíîñòè, ðàññìîòðåííûå â ðàáîòàõ Repin [21], Frolov, Neittaanm�aki è Repin

[70] è Repin, Sauter è Smolanski [71]. Ðàññìàòðèâàåòñÿ îáîáùåíèå îöåíêè äëÿ

çàäà÷è äèôôóçèè èç ðàáîòû Repin [64].

Âòîðàÿ ÷àñòü ãëàâû ïîëíîñòüþ ïîñâÿùåíà âû÷èñëèòåëüíîìó ýêñïåðèìåí�

òó. Îáñóæäàåòñÿ âûáîð àïïðîêñèìàöèè ñâîáîäíîé ïåðåìåííîé â ìàæîðàíòàõ,

ïðåäñòàâëåíû ïðèìåðû ðàáîòû àäàïòèâíûõ àëãîðèòìîâ, â òîì ÷èñëå, ñîäåðæà�

ùèå ñðàâíåíèå ñ ðåçóëüòàòàìè, ïîëó÷åííûìè ñ ïîìîùüþ íàèáîëåå ðàñïðîñòðà�

í¼ííûõ ñòàíäàðòíûõ ïîäõîäîâ. Ïðåäëîæåíî èñïîëüçîâàíèå ñìåøàííîé àïïðîê�

ñèìàöèè Ðàâüÿðà-Òîìà íóëåâîãî ïîðÿäêà è ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû, óêàçûâà�

þùèå íà ýôôåêòèâíîñòü òàêîãî ïîäõîäà.

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå Ïóàññîíà ñ ãðàíè÷íûì óñëîâèåì òèïà Äèðèõëå, êî�

òîðîå èìååò âèä (1) è ñîîòâåòñòâóþùóþ çàäà÷ó îá àïîñòåðèîðíîì êîíòðîëå ýíåð�

ãåòè÷åñêîé íîðìû ïîãðåøíîñòè |||u − v||| äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ïðèáëèæ¼ííîãî

ðåøåíèÿ v ∈ V0. Ôóíêöèîíàëüíàÿ ìàæîðàíòà äëÿ äàííîé çàäà÷è âïåðâûå áûëà

ïîëó÷åíà â ðàáîòå Repin [63] ñ ïîìîùüþ âàðèàöèîííîãî ïîäõîäà, îñíîâàííîãî

íà òåîðèè äâîéñòâåííîñòè. Ïîçäíåå, ýòà æå îöåíêà áûëà ïîëó÷åíà ñ ïîìîùüþ

èíòåãðàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé â [72]. Îïèñàíèå îáîèõ ïîäõîäîâ ïðèâåäåíî â ìî�
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íîãðàôèè [21].

1.1. Âàðèàöèîííûé ïîäõîä ê ïîñòðîåíèþ àïîñòåðèîðíûõ

îöåíîê

Âàðèàöèîííàÿ ïîñòàíîâêà ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è âûãëÿäèò ñëåäóþùèì

îáðàçîì:

Çàäà÷à P : íàéòè ýëåìåíò u ∈ V0 òàêîé ÷òî J(u) = inf
v∈V0

J(v), (1.1)

ãäå

J(v) =

∫
Ω

(
1

2
|∇v|2 − fv

)
dx.

Èç èçâåñòíûõ ðåçóëüòàòîâ (ñì., íàïðèìåð, Ëàäûæåíñêàÿ [73]) ñëåäóåò, ÷òî ðå�

øåíèå äàííîé çàäà÷è ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî. Â ñèëó ïîòî÷å÷íîãî âûïîëíÿ�

þùåãîñÿ äëÿ ïî÷òè âñåõ x ∈ Ω ñîîòíîøåíèÿ

sup
ξ∈R2

(
∇v(x) · ξ − 1

2
|ξ|2
)

=
1

2
|∇v(x)|2,

ìîæíî çàïèñàòü

J(v) = sup
y∈L2(Ω,R2)

L(v, y),

ãäå

L(v, y) =
∫
Ω

(
∇v · y − 1

2
|y|2 − fv

)
dx

� ëàãðàíæèàí çàäà÷è. Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à P è äâîéñòâåííàÿ ê íåé çàäà÷à

P∗ çàïèñûâàþòñÿ â ôîðìå

(P) inf
v∈V0

sup
y∈L2(Ω,R2)

L(v, y) (1.2)

(P∗) sup
y∈L2(Ω,R2)

inf
v∈V0

L(v, y). (1.3)
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Çàìåòèì, ÷òî

inf
v∈V0

L(v, y) = inf
v∈V0

∫
Ω

(
∇v · y − 1

2
|y|2 − fv

)
dx =

= −1

2
∥y∥2 + inf

v∈V0

∫
Ω

(∇v · y − fv) dx =


−1

2
∥y∥2 åñëè y ∈ Qf ;

−∞ åñëè y ̸∈ Qf ,

ãäå ìíîæåñòâî Qf îïðåäåëåíî âî ââåäåíèè. Òàêèì îáðàçîì, äâîéñòâåííóþ çàäà�

÷ó (1.3) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

Çàäà÷à P∗ : íàéòè ýëåìåíò p ∈ Qf òàêîé ÷òî I∗(p) = sup
y∈Qf

I∗(y), (1.4)

ãäå

I∗(y) = −1

2
∥y∥2.

Ìîæíî ïîêàçàòü (ñì., íàïðèìåð, Ýêåëàíä è Òåìàì [74]), ÷òî I∗(p) = J(u), ãäå

u è p � ðåøåíèÿ çàäà÷ P è P∗, ñîîòâåòñòâåííî, ïðè÷¼ì p = ∇u. Íåòðóäíî

óáåäèòüñÿ, ÷òî
1

2
∥∇(v − u)∥2 = J(v)− J(u), ∀v ∈ V0, (1.5)

èç ÷åãî ïîëó÷àåòñÿ íåðàâåíñòâî

1

2
∥∇(v − u)∥2 = J(v)− I∗(p) 6 J(v)− I∗(q) =

1

2
∥∇v − q∥2, ∀q ∈ Qf ,

à ñëåäîâàòåëüíî ñïðàâåäëèâà îöåíêà Ïðàãåðà-Ñèíæà-Ìèõëèíà

∥∇(v − u)∥ 6 ∥∇v − q∥, ∀q ∈ Qf . (1.6)

Äàëåå íåðàâåíñòâî ïðåîáðàçóåòñÿ òàê, ÷òîáû îñëàáèòü îãðàíè÷åíèå íà ñâîáîä�

íóþ ïåðåìåííóþ. Äëÿ ýòîãî ââîäèòñÿ íîâàÿ ñâîáîäíàÿ ïåðåìåííàÿ y ∈ L2(Ω,R2).

Òîãäà ïî íåðàâåíñòâó òðåóãîëüíèêà èìååì

∥∇(v − u)∥ 6 ∥∇v − y∥+ ∥y − q∥.

Âîçâîäÿ îáå ÷àñòè â êâàäðàò è ïðèìåíÿÿ àëãåáðàè÷åñêîå íåðàâåíñòâî Êîøè ñî

ñâîáîäíûì ïàðàìåòðîì

2|ab| 6 βa2 +
1

β
b2, ∀β > 0,
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ïîëó÷àåì

∥∇(v − u)∥2 6 (1 + β)∥∇v − y∥2 + (1 +
1

β
)∥y − q∥2. (1.7)

Äàëåå èñïîëüçóåòñÿ îðòîãîíàëüíîå ðàçëîæåíèå Ãåëüìãîëüöà

∀y ∈ L2(Ω,R2) ∃w0 ∈ V0 è q0 ∈ Q0 : y = q0 +∇w0, (1.8)

÷òîáû îöåíèòü ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå (1.7). Ñíà÷àëà ïðåäïîëîæèì, ÷òî f ≡ 0 è

q = q0. Èç (1.8) èìååì

∥y − q0∥2 = ∥∇w0∥2.

Ðàññìîòðèì íîðìó ýëåìåíòà div y, ýêâèâàëåíòíóþ ñòàíäàðòíîé íîðìå â ïðî�

ñòðàíñòâå W−1
2 (Ω):

| div y|−1 = sup
w∈V0
w ̸=0

−
∫
Ω

y · ∇w dx

∥∇w∥
>

∫
Ω

y · ∇w0 dx

∥∇w0∥
.

Èç ðàçëîæåíèÿ (1.8) èìååì∫
Ω

y · ∇w0 dx =

∫
Ω

(q0 +∇w0) · ∇w0 dx = ∥∇w0∥2.

Ñëåäîâàòåëüíî,

∥y − q0∥ = ∥∇w0∥ 6 | div y|−1, ∀y ∈ L2(Ω,R2).

Òåïåðü ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà f ̸≡ 0. Ýëåìåíò q äîëæåí ïðèíàäëåæàòü ìíî�

æåñòâó Qf . Òàê êàê (y − ∇u) ∈ L2(Ω,R2), òî ìîæíî ïðèìåíèòü ðàçëîæåíèå

Ãåëüìãîëüöà

y −∇u = q0 +∇w0.

Ýëåìåíò q = q0+∇u ïðèíàäëåæèò Qf , ïîñêîëüêó u óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ∫
Ω

∇u · ∇w dx =

∫
Ω

fw dx, ∀w ∈ V0.

Îòñþäà ïîëó÷àåì îöåíêó

∥y − q∥ = ∥∇w0∥ 6 | div(y −∇u)|−1 = | div y + f |−1,
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èç êîòîðîé ïîëó÷àåòñÿ ïåðâàÿ ôîðìà ìàæîðàíòû äëÿ çàäà÷è (1), à èìåííî

∥∇(u− v)∥2 6 (1 + β)∥∇v − y∥2 + (1 +
1

β
)| div y + f |2−1. (1.9)

Ïðè âûâîäå îöåíêè (1.9) íå íàêëàäûâàëîñü íèêàêèõ äîïîëíèòåëüíûõ îãðàíè�

÷åíèé íà ñâîáîäíóþ ïåðåìåííóþ y. Ïóñòü y ∈ Y := H(Ω, div), òîãäà âåðíî

ñîîòíîøåíèå

−
∫
Ω

y · ∇w dx =

∫
Ω

div yw dx, ∀w ∈ V0. (1.10)

Âîñïîëüçîâàâøèñü íåðàâåíñòâîì Ôðèäðèõñà

∥w∥ 6 CFΩ∥∇w∥, ∀w ∈ V0,

ïðèõîäèì ê îöåíêå

| div y + f |−1 = sup
w∈V0
w ̸=0

∫
Ω

(div y + f)w dx

∥∇w∥
6 CFΩ∥ div y + f∥.

Â ðåçóëüòàòå, èìååì ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî:

∥∇(u− v)∥2 6M 2
IIP (v, y, β), (1.11)

ãäå ìàæîðàíòà ïîãðåøíîñòè

M 2
IIP (v, y, β) := (1 + β)∥∇v − y∥2 + (1 +

1

β
)C2

FΩ∥ div y + f∥2, (1.12)

∀y ∈ Y è ∀β > 0. Íåðàâåíñòâî (1.12) ìîæåò áûòü çàïèñàíî è áåç ïàðàìåòðà β

∥∇(u− v)∥ 6MIP (v, y) := ∥∇v − y∥+ CFΩ∥ div y + f∥. (1.13)

Ìàæîðàíòà (1.12) ñ ïàðàìåòðîì áîëåå óäîáíà äëÿ âû÷èñëåíèé, òàê êàê ïðåä�

ñòàâëÿåò ñîáîé êâàäðàòè÷íûé ôóíêöèîíàë îòíîñèòåëüíî y.

Îòìåòèì, ÷òî èç ðàâåíñòâà (1.5) ìîæíî ïîëó÷èòü íèæíþþ îöåíêó ýíåðãå�

òè÷åñêîé íîðìû ïîãðåøíîñòè, åñëè ïîäñòàâèòü âìåñòî òî÷íîãî ðåøåíèÿ u ðåøå�

íèå, ïîëó÷åííîå íà äîñòàòî÷íî ìåëêîé ñåòêå, íàïðèìåð uh/4. Òàêàÿ ïîäñòàíîâêà

ÿâëÿåòñÿ îáùåïðèíÿòîé è ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ â äàëüíåéøåì â âû÷èñëèòåëüíûõ

ýêñïåðèìåíòàõ.
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1.2. Ìåòîä èíòåãðàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé

Îöåíêè (1.11) è (1.13) ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû áåç ïðèâëå÷åíèÿ òåîðèè äâîé�

ñòâåííîñòè. Èç îáîáù¼ííîé ïîñòàíîâêè çàäà÷è ñëåäóåò, ÷òî∫
Ω

∇(u− v) · ∇w dx =

∫
Ω

(fw −∇v · ∇w) dx, ∀w ∈ V0. (1.14)

Åñëè âçÿòü ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò y ∈ Y äëÿ êîòîðîãî âåðíî (1.10), òî ñëîæèâ

(1.10) è (1.14), èìååì∫
Ω

∇(u− v) · ∇w dx =

∫
Ω

((y −∇v) · ∇w + (div y + f)w) dx, ∀w ∈ V0.

Ïîëîæèâ w = u− v è îöåíèâ ïðàâóþ ÷àñòü ñ ïîìîùüþ íåðàâåíñòâà Ã¼ëüäåðà

∥∇(u− v)∥2 6 ∥∇v − y∥∥∇(u− v)∥+ ∥f + div y∥∥u− v∥

è ïðèìåíèâ ê ïðàâîé ÷àñòè íåðàâåíñòâî Ôðèäðèõñà, ïîëó÷àåì îöåíêó (1.13). Äà�

ëåå, ïðèìåíèâ íåðàâåíñòâî Êîøè ñ ïàðàìåòðîì β > 0, ïîëó÷àåì îöåíêó (1.11).

1.3. Âû÷èñëèòåëüíûå ñâîéñòâà îöåíêè äëÿ çàäà÷è

Ïóàññîíà

Îòìåòèì, ÷òî ñëàãàåìûå â ìàæîðàíòàõ MIP (v, y) è M
2
IIP (v, β, y) ñâÿçàíû

ñ íåâÿçêàìè îáîèõ óðàâíåíèé

p = ∇u,

div p+ f = 0,

êîòîðûå ôîðìèðóþò èñõîäíóþ ñèñòåìó ôèçè÷åñêèõ ñîîòíîøåíèé, ëåæàùèõ â

îñíîâå (1). Ýëåìåíò p ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó Y , ïîñêîëüêó div p = −f ∈

L2(Ω). Åñëè â ïðàâîé ÷àñòè îöåíêè (1.13) ïîëîæèòü y = p, òî îíà ïðåâðàùàåòñÿ

â ðàâåíñòâî. Îöåíêà (1.11) ïðåâðàùàåòñÿ â ðàâåíñòâî ïðè y = p, êîíñòàíòó β

ìîæíî ïîëîæèòü ðàâíîé íóëþ. Òàêèì îáðàçîì, îáå ìàæîðàíòû òî÷íû è äëÿ
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ýôôåêòèâíîé îöåíêè ïîãðåøíîñòè íåîáõîäèìî ïîñòðîèòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

ýëåìåíòîâ yh, ñõîäÿùóþñÿ ê p â ïðîñòðàíñòâå Y .

Îáñóäèì âû÷èñëèòåëüíûå ñâîéñòâà ìàæîðàíò, äîêàçàííûå â ðàáîòàõ Repin

[21], Frolov, Neittaanm�aki è Repin [70] è Repin, Sauter è Smolanski [71]. Ñíà÷à�

ëà ðàññìîòðèì ôóíêöèîíàë MIP . Äëÿ ëþáîãî v ∈ V0 � îí âûïóêëûé, íåïðå�

ðûâíûé è êîýðöèòèâíûé, ñëåäîâàòåëüíî ñóùåñòâóåò ýëåìåíò ȳ(v), ñîîáùàþùèé

ìèíèìóì ôóíêöèîíàëó (ñì. Ýêåëàíä è Òåìàì [74], Ëàäûæåíñêàÿ [73]), òàêîé

÷òî

MIP (v, ȳ) = inf
y∈Y

MIP (v, y).

Ëåììà 1.1. Åñëè ȳ ìèíèìèçèðóåò ìàæîðàíòó MIP (v, y), òî ñóùåñòâóåò

ýëåìåíò w̄ ∈ V0 òàêîé ÷òî ȳ = ∇w̄.

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû è ñëåäóþùåé íèæå òåîðåìû ïðåäñòàâëåíî â ìîíîãðàôèè

[21].

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî yk � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ýëåìåíòîâ, ñîîáùàþùèõ ìè�

íèìóì ôóíêöèîíàëó MIP (v, y) íà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè êîíå÷íîìåðíûõ ïîäïðî�

ñòðàíñòâ {Yk}∞k=1, ïðåäåëüíî ïëîòíîé â Y . Òîãäà

lim
k→∞

MIP (v, yk) = ∥∇(u− v)∥.

Îòñþäà ñëåäóåò îãðàíè÷åííîñòü ÷èñëîâîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìàæîðàíò

{MIP (v, yk)}∞k=1, à, ñëåäîâàòåëüíî, è ïîñëåäîâàòåëüíîñòè yk â Y . Èç íå¼ ìîæíî

âûäåëèòü ñëàáîñõîäÿùóþñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü

yk ⇀ ỹ ∈ Y.

Òàêèì îáðàçîì,

∥∇(u− v)∥ = lim
k→∞

MIP (v, yk) >MIP (v, ỹ) =

= ∥∇v − ỹ∥+ CFΩ∥ div ỹ + f∥ > ∥∇(u− v)∥,

òî åñòü ỹ ìèíèìèçèðóåò ìàæîðàíòó MIP (v, y) íà Y è MIP (v, ỹ) = ∥∇(u− v)∥.
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Òåîðåìà 1.1. Åñëè ∇v ̸∈ H(Ω, div), òî ỹ = ∇u.

Çàìåòèì, ÷òî óñëîâèå ∇v ̸∈ H(Ω, div) âûïîëíÿåòñÿ äëÿ àïïðîêñèìàöèé, ïîñòðî�

åííûõ ñòàíäàðòíûì ìåòîäîì êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ è íå ÿâëÿåòñÿ ñèëüíûì îãðà�

íè÷åíèåì îáùíîñòè.

Êàê ïîêàçàíî â ðàáîòå Ðåïèíà, Ñàóòåðà è Ñìîëÿíñêîãî [71], àíàëîãè÷íîå

óòâåðæäåíèå ñïðàâåäëèâî è äëÿ ìàæîðàíòû ñ ïàðàìåòðîì M 2
IIP (uh, y, β). Ðàñ�

ñìîòðåííûé â [71] ïîäõîä ïðèìåíÿåòñÿ äëÿ çàäà÷è Ïóàññîíà ñ íåíóëåâûì óñëî�

âèåì Äèðèõëå íà ãðàíèöå −△u = f â Ω;

u = u0 íà ∂Ω,
(1.15)

ãäå u0 ∈ W1
2(Ω). Îáîáù¼ííîå ðåøåíèå u äàííîé çàäà÷è ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó

V = u0 + V0. Âàðèàöèîííàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è (1.15) àíàëîãè÷íà (1.1) è èìååò

âèä

Çàäà÷à P : íàéòè ýëåìåíò u ∈ V òàêîé ÷òî J(u) = inf
v∈V

J(v). (1.16)

Äâîéñòâåííàÿ çàäà÷à îòëè÷àåòñÿ äîïîëíèòåëüíûì ñëàãàåìûì

Çàäà÷à P∗ : íàéòè ýëåìåíò p ∈ Qf òàêîé ÷òî I∗(p) = sup
y∈Qf

I∗(y), (1.17)

ãäå

I∗(y) = −1

2
∥y∥2 +

∫
Ω

(∇u0 · y − fu0) dx.

Ðåøåíèÿ çàäà÷ P è P∗ ñóùåñòâóþò è åäèíñòâåííû. Ìàæîðàíòà äëÿ çàäà÷è (1.15)

ñîâïàäàåò ñ ìàæîðàíòîé (1.13) èëè (1.11) (ñ ïàðàìåòðîì), åñëè ïðèáëèæ¼ííîå

ðåøåíèå òî÷íî óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Äèðèõëå íà ãðàíèöå. Â ñëó÷àå, åñëè ýòî

íå òàê, èñïîëüçóåòñÿ îöåíêà, ïðåäëîæåííàÿ â ðàáîòå [71]. Òàêæå âåðíà è Ëåììà

1.1.
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Òåîðåìà 1.2. Îáîçíà÷èì çà yβ ýëåìåíò, ñîîáùàþùèé ìèíèìóì ìàæîðàíòå

M2
IIP (v, y, β) ïðè ôèêñèðîâàííîì v ∈ V è β > 0, òîãäà ñïðàâåäëèâû àñèìïòî�

òè÷åñêèå îöåíêè

∥yβ − p∥ 6 C
√
β, ∥ div(yβ − p)∥ 6 Cβ,

(ñì. [71]).

Äëÿ êîíå÷íîìåðíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà, äî�

êàçàííàÿ â ðàáîòå Frolov, Neittaanm�aki è Repin [70].

Òåîðåìà 1.3. Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîíå÷íîìåðíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ

{Yk}∞k=1 ïðåäåëüíî ïëîòíà â Y . Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïàð (βk, yk), ìèíèìèçè�

ðóþùèõ M 2
IIP (v, y, β) íà R+ × Yk, óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

βk −−−→
k→∞

0.

Òîãäà

yk −−−→
k→∞

p â Y.

×òîáû íàéòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü àïïðîêñèìàöèé, ñõîäÿùóþñÿ ê òî÷íîìó

ðåøåíèþ, íåîáõîäèìî ðåøèòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîíå÷íîìåðíûõ çàäà÷ íà êî�

íå÷íîýëåìåíòíûõ ðàçáèåíèÿõ, íàïðèìåð òðèàíãóëÿöèÿõ Th îáëàñòè Ω. Îáîçíà�

÷èì çà V0h êîíå÷íîìåðíûå ïîäïðîñòðàíñòâà V0, ñîñòîÿùèå èç íåïðåðûâíûõ êó�

ñî÷íî-àôôèííûõ ôóíêöèé

V0h =
{
vh ∈ C(Ω) ∩ V0

∣∣ vh ∈ P 1(T ), ∀T ∈ Th
}
.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ êàæäîé òðèàíãóëÿöèè Th íåîáõîäèìî ðåøèòü çàäà÷ó

Çàäà÷à Ph : íàéòè ýëåìåíò uh ∈ V0h òàêîé ÷òî J(uh) = inf
vh∈V0h

J(vh),

ãäå

J(vh) =

∫
Ω

(
1

2
|∇vh|2 − fvh

)
dx.
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Èçâåñòíî, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ãàëåðêèíñêèõ àïïðîêñèìàöèé uh ñõîäèòñÿ ê

òî÷íîìó ðåøåíèþ çàäà÷è u â V0 ïðè ñòðåìÿùåìñÿ ê íóëþ õàðàêòåðíîì ðàçìåðå

ýëåìåíòîâ ñåòêè h, â ïðåäïîëîæåíèè ÷òî ñåòêà ðåãóëÿðíà. Àïðèîðíàÿ îöåíêà

ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè (ñì., íàïðèìåð, Ñüÿðëå [1]) ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà ïðè íà�

ëè÷èè ó ðåøåíèÿ äîïîëíèòåëüíîé ãëàäêîñòè.

Ïîìèìî ãëîáàëüíîé îöåíêè ýíåðãåòè÷åñêîé íîðìû ïîãðåøíîñòè, íàñ èíòå�

ðåñóåò ëîêàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå îøèáêè ïî îáëàñòè � èíäèêàòîð ïîãðåøíîñòè,

êîòîðûé áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ ïðè àäàïòàöèè ñåòêè. Îáîçíà÷èì çà ε(x) ïîäûí�

òåãðàëüíîå âûðàæåíèå â îïðåäåëåíèè ýíåðãåòè÷åñêîé íîðìû îøèáêè, âîçâåä¼í�

íîé â êâàäðàò

ε(x) = |∇ (u(x)− v(x)) |2.

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ìàæîðàíòó (1.11), òàê êàê îíà áîëåå óäîáíà äëÿ ïðàêòè�

÷åñêîé ðåàëèçàöèè. Îíà ñîñòîèò èç äâóõ ñëàãàåìûõ

M2
IIP (v, y, β) = (1 + β)m2

IIP1 +

(
1 +

1

β

)
m2

IIP2,

ãäå

m2
IIP1 = ∥∇v − y∥2, m2

IIP2 = C2
FΩ∥ div y + f∥2.

Â ïðåäïîëîæåíèÿõ Òåîðåìû 1.3

m2
IIP1 −−−→

k→∞
∥∇(u− v)∥2, m2

IIP2 −−−→
k→∞

0.

Ïîýòîìó â êà÷åñòâå èíäèêàòîðà ïîãðåøíîñòè ìîæíî èñïîëüçîâàòü òîëüêî ïåð�

âîå ñëàãàåìîå, ðàçáèòîå íà ñóììó âêëàäîâ ïî ýëåìåíòàì. Äåéñòâèòåëüíî, îáî�

çíà÷èì åãî ïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå

µ(x) = |∇v(x)− y(x)|2.

Äëÿ ëþáîãî δ > 0 îïðåäåëèì ìíîæåñòâî

Ωδ =
{
x ∈ Ω

∣∣ |µ(x)− ε(x)| > δ
}
. (1.18)

Ìíîæåñòâî Ωδ ñîäåðæèò âñå òî÷êè îáëàñòè Ω, â êîòîðûõ ëîêàëüíàÿ âåëè÷èíà

èíäèêàòîðà ïîãðåøíîñòè îòëè÷àåòñÿ îò ñàìîé ïîãðåøíîñòè áîëåå ÷åì íà δ.



33

Òåîðåìà 1.4. Â ïðåäïîëîæåíèÿõ Òåîðåìû 1.3

meas(Ωδ) −−−→
k→∞

0,

ãäå meas(Ωδ) � ìåðà Ëåáåãà äàííîãî ìíîæåñòâà.

Îòìåòèì, ÷òî ïîäîáíîãî ðîäà óòâåðæäåíèå î ëîêàëüíûõ ñâîéñòâàõ ôóíêöèî�

íàëüíûõ ìàæîðàíò âïåðâûå äîêàçàíî â ðàáîòå Repin, Sauter è Smolianski [71].

Èç Òåîðåìû 1.4 ñëåäóåò, ÷òî åñëè ïîëå y áëèçêî ê ∇u, òî ìàæîðàíòà

M2
IIP (v, y, β) äàåò íå òîëüêî ãàðàíòèðîâàííóþ âåðõíþþ îöåíêó ãëîáàëüíîé âå�

ëè÷èíû ïîãðåøíîñòè äîñòàòî÷íî âûñîêîãî êà÷åñòâà, íî è ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü

äîñòîâåðíóþ èíôîðìàöèþ î å¼ ëîêàëüíîì ðàñïðåäåëåíèè ïî îáëàñòè äëÿ àäàï�

òàöèè ðàñ÷¼òíîé ñåòêè.

1.4. Ìàæîðàíòà îøèáêè äëÿ ñòàöèîíàðíîé çàäà÷è

äèôôóçèè

Ðàññìîòðèì áîëåå îáùóþ çàäà÷ó, èíîãäà íàçûâàåìóþ â âû÷èñëèòåëüíîé

ëèòåðàòóðå ñòàöèîíàðíîé çàäà÷åé äèôôóçèè ñî ñìåøàííûìè êðàåâûìè óñëîâè�

ÿìè 
− div(A∇u) = f â Ω,

u = u0 íà Γ1,

n · A∇u = F íà Γ2,

(1.19)

ãäå ïðàâàÿ ÷àñòü f ∈ L2(Ω), F ∈ L2(Γ2), çà n îáîçíà÷åíà åäèíè÷íàÿ íîðìàëü ê

ãðàíèöå, à ãðàíèöà îáëàñòè ∂Ω ñîñòîèò èç äâóõ íåïåðåñåêàþùèõñÿ ÷àñòåé

Γ1 ̸= {∅} è Γ2. Ìàòðèöà A � ñèììåòðè÷íàÿ, å¼ êîýôôèöèåíòû ìîãóò òåðïåòü

ðàçðûâ ïåðâîãî ðîäà â îáëàñòè Ω. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ñóùåñòâóþò ïîëîæèòåëü�

íûå ïîñòîÿííûå c1 è c2, òàêèå ÷òî

c21|η|2 6 Aη · η 6 c22|η|2, ∀η ∈ R2. (1.20)
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Îáîáù¼ííàÿ ôîðìóëèðîâêà çàäà÷è (1.19) âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

íàéòè ýëåìåíò u ∈ V = u0 + V0, òàêîé ÷òî∫
Ω

A∇u · ∇w dx =

∫
Ω

fw dx+

∫
Γ2

Fw ds, ∀w ∈ V0, (1.21)

ãäå

V0 =
{
w ∈ W1

2(Ω)
∣∣ w = 0 íà Γ1

}
.

Îáîáù¼ííîå ðåøåíèå ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî ïî ëåììå Ëàêñà-Ìèëüãðàìà.

Ýíåðãåòè÷åñêàÿ íîðìà ïîãðåøíîñòè èìååò âèä

|||u− v|||2 :=
∫
Ω

A∇(u− v) · ∇(u− v) dx.

Ôóíêöèîíàëüíàÿ àïîñòåðèîðíàÿ îöåíêà äëÿ çàäà÷è (1.19) ïîëó÷åíà â ñòàòüå

Repin [64] è òàêæå ïîäðîáíî îïèñàíà â ìîíîãðàôèè [21].

Ïóñòü v ∈ V � ïðèáëèæ¼ííîå ðåøåíèå çàäà÷è (1.21), òîãäà∫
Ω

A∇(u− v) · ∇w dx =

∫
Ω

fw dx−
∫
Ω

A∇v · ∇w dx+
∫
Γ2

Fw ds, ∀w ∈ V0 (1.22)

Âîçüì¼ì ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò y ∈ H(Ω,Γ2, div), ãäå

H(Ω,Γ2, div) =
{
y ∈ L2(Ω,R2)

∣∣ div y ∈ L2(Ω), y · n ∈ L2(Γ2)
}
.

Äëÿ íåãî âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî∫
Ω

(div y w +∇w · y) dx =

∫
Γ2

y · nw ds. (1.23)

Ïðèáàâèâ (1.23) ê (1.22), ïîëó÷èì∫
Ω

A∇(u− v) ·∇w dx =

∫
Ω

(f +div y)w dx+

∫
Ω

(y−A∇v) ·∇w dx+
∫
Γ2

(F − y ·n)w ds.

(1.24)

Ïðàâàÿ ÷àñòü îöåíèâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ íåðàâåíñòâà Ôðèäðèõñà

∥w∥ 6 CFΓ1∥∇w∥, ∀w ∈ V0
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è íåðàâåíñòâà ñëåäà

∥w∥Γ2
6 CTΓ2∥∇w∥, ∀w ∈ V0.

Îáîçíà÷èì çà λ(Ω,Γ2) êîíñòàíòó, îïðåäåëÿåìóþ ñîîòíîøåíèåì

λ2(Ω,Γ2) = inf
w∈V0

|||w|||2

∥w∥2 + ∥w∥2Γ2

.

Ñ ïîìîùüþ íåðàâåíñòâà Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî-Øâàðöà, ïîëó÷àåòñÿ îöåíêà∣∣∣∣∣∣
∫
Ω

(f + div y)w dx+

∫
Γ2

(F − y · n)w ds

∣∣∣∣∣∣ 6
6
(
∥f + div y∥2 + ∥F − y · n∥2Γ2

)1/2C|||w|||,
ãäå C � ëþáàÿ êîíñòàíòà, óäîâëåòâîðÿþùàÿ íåðàâåíñòâó

C > 1

λ(Ω,Γ2)
,

íàïðèìåð,

C =

√
C2

FΓ1 + C2
TΓ2

c1
.

Òàêèì îáðàçîì, èç (1.24) ñëåäóåò∫
Ω

A∇(u− v) · ∇w dx 6 |||A∇v − y|||∗|||w|||+

+
(
∥f + div y∥2 + ∥F − y · n∥2Γ2

)1/2C|||w|||,
ãäå èñïîëüçóåòñÿ âñïîìîãàòåëüíàÿ íîðìà

|||y|||2∗ :=
∫
Ω

A−1y · y dx.

Ïîäñòàâèâ â ïîñëåäíåì íåðàâåíñòâå w = u − v, ïðèõîäèì ê ìàæîðàíòå äëÿ

çàäà÷è äèôôóçèè

|||u− v||| 6MIDF (v, y) :=

:= |||A∇v − y|||∗ + C
(
∥f + div y∥2 + ∥F − y · n∥2Γ2

)1/2
.

(1.25)
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Èëè â áîëåå óäîáíîì äëÿ âû÷èñëåíèé âèäå � ñ ïàðàìåòðîì β > 0

|||u− v|||2 6M2
IIDF (v, y, β) :=

:= (1 + β)|||A∇v − y|||2∗ +
(
1 +

1

β

)
C2
(
∥f + div y∥2 + ∥F − y · n∥2Γ2

)
.
(1.26)

Âñå óòâåðæäåíèÿ, ñôîðìóëèðîâàííûå â ïóíêòå 1.3 ìîæíî îáîáùèòü äëÿ ìàæî�

ðàíò MIDF (v, y) è M
2
IIDF (v, y, β). Ìèíèìóì ìàæîðàíòû â äàííîì ñëó÷àå äîñòè�

ãàåòñÿ ïðè y = A∇u.

1.5. Ïðèìåðû âû÷èñëåíèÿ îöåíîê ñ àäàïòàöèåé ñåòîê

Ðàññìîòðèì ïðèìåðû ðàáîòû àäàïòèâíûõ àëãîðèòìîâ äëÿ çàäà÷è (1.19),

ïðèáëèæ¼ííîå ðåøåíèå uh êîòîðîé âû÷èñëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ ñòàíäàðòíîãî ìåòî�

äà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ ñ êóñî÷íî-ëèíåéíûìè àïïðîêñèìàöèÿìè íà òðèàíãóëÿ�

öèè Th. Â ýòîì ñëó÷àå uh ìîæíî çàïèñàòü â âèäå ñóììû

uh(x) =
N∑
i=1

uiφi(x),

ãäå N � êîëè÷åñòâî óçëîâ ðàñ÷¼òíîé ñåòêè, φi(x) ∈ P 1 íà êàæäîì ýëåìåíòå ðàç�

áèåíèÿ T � êóñî÷íî-ëèíåéíûå ôóíêöèè ôîðìû â R2, à èíäåêñ i ñîîòâåòñòâóåò

íîìåðó óçëà. Ñ÷èòàåì, ÷òî ïðèáëèæ¼ííîå ðåøåíèå uh ÿâëÿåòñÿ ãàëåðêèíñêîé

àïïðîêñèìàöèåé, ïîñêîëüêó òîëüêî â ýòîì ñëó÷àå ïðèìåíèìû ñòàíäàðòíûå ïîä�

õîäû, êîòîðûå èñïîëüçóþòñÿ äàëåå äëÿ ñðàâíèòåëüíîãî àíàëèçà. Èññëåäîâàíèå

àïîñòåðèîðíûõ îöåíîê äëÿ íåãàëåðêèíñêèõ àïïðîêñèìàöèé ìîæíî íàéòè â äèñ�

ñåðòàöèè Ôðîëîâà [23]. Ïðèâåä¼ííûå òàì ðåçóëüòàòû ïîäòâåðæäàþò óíèâåðñàëü�

íîñòü ôóíêöèîíàëüíîãî ïîäõîäà.

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ôóíêöèîíàëüíîé àïîñòåðèîðíîé îöåíêè ïîãðåøíîñòè íåîá�

õîäèìî âûáðàòü òèï àïïðîêñèìàöèè ñâîáîäíîé ïåðåìåííîé y. Â ïîñëåäíåå äå�

ñÿòèëåòèå áûëî îïóáëèêîâàíî íåñêîëüêî ñòàòåé, â êîòîðûõ ïðîâîäèëèñü áëèç�

êèå ïî íàïðàâëåííîñòè èññëåäîâàíèÿ. Íàïðèìåð, â ðàáîòàõ Repin, Sauter è
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Smolanski ðàññìàòðèâàþòñÿ ïðèìåðû, â òîì ÷èñëå, ñ àäàïòàöèåé ñåòîê äëÿ óðàâ�

íåíèÿ Ïóàññîíà ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè òèïà Äèðèõëå [71] è óñëîâèÿìè ñìå�

øàííîãî òèïà [75]. Èñïîëüçîâàíû ñòàíäàðòíûå íåïðåðûâíûå àïïðîêñèìàöèè

äëÿ ñâîáîäíîé ïåðåìåííîé. Â ðàáîòå [71] èññëåäóåòñÿ ïðîáëåìà âûáîðà ïîðÿäêà

ïîëèíîìèàëüíîé àïïðîêñèìàöèè, à òàêæå êîëè÷åñòâà èòåðàöèé ïðè âû÷èñëå�

íèè ìàæîðàíòû. Â ðàáîòå Ðåïèíà è Ôðîëîâà [76] ðàññìîòðåíû ïðèìåðû âû�

÷èñëåíèÿ ôóíêöèîíàëüíîé àïîñòåðèîðíîé îöåíêè äëÿ óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà íà

ðàâíîìåðíûõ ñåòêàõ. Èññëåäóåòñÿ âëèÿíèå íàëè÷èÿ âõîäÿùåãî óãëà â îáëàñòè

íà ðåçóëüòàò. Ðàáîòû Frolov, Neittaanm�aki è Repin [70] è [77] (à òàêæå [23])

ñîäåðæàò ïðèìåðû àäàïòàöèè ñåòîê ñ èíäèêàöèåé íà îñíîâå ôóíêöèîíàëüíûõ

àïîñòåðèîðíûõ îöåíîê äëÿ óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà è óðàâíåíèÿ äèôôóçèè (â òîì

÷èñëå, ñ ðàçðûâàìè êîýôôèöèåíòîâ è ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ), à òàêæå ñðàâ�

íåíèå ñ íåêîòîðûìè êëàññè÷åñêèìè èíäèêàòîðàìè. Äëÿ ñâîáîäíîé ïåðåìåííîé

òàêæå èñïîëüçóþòñÿ ñòàíäàðòíûå íåïðåðûâíûå àïïðîêñèìàöèè ÌÊÝ.

Ðåçóëüòàòû, ïðåäñòàâëåííûå â ýòîì ðàçäåëå, îïèñàíû â ðàáîòàõ ×óðèëîâîé

è Ôðîëîâà [78] è [79], à òàêæå â ðàáîòå àâòîðà [80].

1.5.1. Ñòàíäàðòíûå àïïðîêñèìàöèè ÌÊÝ äëÿ ñâîáîäíîé ïåðåìåííîé

Ðàññìîòðèì ïåðâûé ñïîñîá âû÷èñëåíèÿ ôóíêöèîíàëüíîé àïîñòåðèîðíîé

îöåíêè (1.26). Ïîñêîëüêó â ìàæîðàíòå îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå ñâîáîäíîãî ïîëÿ

åñòü y = A∇u, ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ïðîñòûì ìåòîäîì, èäåÿ êîòîðîãî ñõîæà

ñ ìåòîäîì ñãëàæèâàíèÿ ãðàäèåíòà. Óñðåäíèì êóñî÷íî-ïîñòîÿííîå ïîëå A∇uh
ïî ôîðìóëå (5). Ïîëó÷åííîå ïîëå G(A∇uh) ïîäñòàâèì â ìàæîðàíòó MIIDF â

êà÷åñòâå y. Òàêîé ñïîñîá íå òðåáóåò ñóùåñòâåííûõ âû÷èñëèòåëüíûõ çàòðàò.

Äðóãîé, áîëåå âû÷èñëèòåëüíî ðåñóðñîåìêèé, íî íàä¼æíûé ïîäõîä � ìèíè�

ìèçàöèÿ ìàæîðàíòû. Âûáåðåì äëÿ êàæäîé êîìïîíåíòû ïåðåìåííîé y êóñî÷íî�



38

ëèíåéíûå àïïðîêñèìàöèè

y(x) =

y1
y2

 =
N∑
i=1

y1i
y2i

φi(x), (1.27)

ãäå y1i è y2i � íåèçâåñòíûå çíà÷åíèÿ â óçëàõ ðàñ÷¼òíîé ñåòêè, à φi(x) � êóñî÷íî�

ëèíåéíûå ôóíêöèè ôîðìû. Äëÿ íàõîæäåíèÿ y ðåøèì çàäà÷ó ìèíèìèçàöèè

min
(y11,...,y1N ,y21,...,y2N )

M 2
IIDF (uh, y, β).

Ïðè èñïîëüçîâàíèè àïïðîêñèìàöèè (1.27) è ïðè ôèêñèðîâàííîì β > 0, íåîáõî�

äèìîå óñëîâèå ìèíèìóìà

∂M 2
IIDF (y11, . . . , y1N , y21, . . . , y2N)

∂yji
= 0, ∀i = 1, N, j = 1, 2 (1.28)

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñèñòåìó ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé äëÿ 2N íåèç�

âåñòíûõ ñ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåë¼ííîé ñèììåòðè÷íîé ìàòðèöåé.

Äëÿ íàõîæäåíèÿ β è y âîñïîëüçóåìñÿ ïðîöåäóðîé, îïèñàííîé â ìîíîãðà�

ôèè [21]:

Øàã 0. Ïîëîæèì íà÷àëüíîå çíà÷åíèå y(0) = G(A∇uh), k = 1.

Øàã 1. Âû÷èñëèì βk, ìèíèìèçèðóþùåå ôóíêöèîíàë

min
β>0

M2
IIDF (uh, y(k−1), β).

Ýòà çàäà÷à ðåøàåòñÿ àíàëèòè÷åñêè

βk =

(
C2
(
∥f + div y(k−1)∥2 + ∥F − y(k−1) · n∥2Γ2

)
|||A∇uh − y(k−1)|||2∗

)1/2

.

Øàã 2. Äëÿ ôèêñèðîâàííîãî βk íàéä¼ì y(k), ðåøèâ ñèñòåìó (1.28), è âû÷èñëèì

ìàæîðàíòóMIIDF (k) =MIIDF (uh, y(k), βk). Ïîëîæèì k = k+1 è ïåðåéä¼ì

ê øàãó 1.
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Íèæíèé èíäåêñ â êðóãëûõ ñêîáêàõ îáîçíà÷àåò íîìåð èòåðàöèè. Òàêèì îáðàçîì,

ïîëó÷àåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìîíîòîííî óáûâàþùèõ âåðõíèõ îöåíîê
{
MIIDF (k)

}
.

Êðèòåðèåì çàâåðøåíèÿ ïðîöåññà ìîæåò áûòü ìàëîñòü âåëè÷èíû |MIIDF (k) −

MIIDF (k−1)| èëè äîñòèæåíèå æåëàåìîãî çíà÷åíèÿ ïîãðåøíîñòè MIIDF (k) < ε.

Ïåðåéä¼ì ê ÷èñëåííûì ðåçóëüòàòàì.

Ïðèìåð 1. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó Ïóàññîíà íà êâàäðàòå Ω = [−1; 1]× [−1; 1]−△u = 0 â Ω,

u = u0 íà ∂Ω,

ñ òî÷íûì ðåøåíèåì u = 2x1−x1x2+5x2−1. Â òàáëèöå 1.1 ïðèâåäåíû çíà÷åíèÿ

ìàæîðàíòû è èíäåêñà ýôôåêòèâíîñòè, äëÿ êîòîðûõ ïîëå y âû÷èñëåíî òðåìÿ

ñïîñîáàìè: ñãëàæèâàíèåì ãðàäèåíòà ïðèáëèæ¼ííîãî ðåøåíèÿ A∇uh, ñãëàæè�

âàíèåì ãðàäèåíòà ðåøåíèÿ íà ðàâíîìåðíî èçìåëü÷¼ííîé ñåòêå A∇uh/4 è ñ ïî�

ìîùüþ ðåøåíèÿ ñèñòåìû (1.28) äëÿ íàõîæäåíèÿ íåïðåðûâíîé àïïðîêñèìàöèè.

Èñõîäÿ èç ïðåäñòàâëåííûõ äàííûõ, ìîæíî çàêëþ÷èòü, ÷òî äàæå â ñëó÷àå ïðî�

ñòîé ìîäåëüíîé çàäà÷è, èñïîëüçîâàíèå ñãëàæåííîãî ãðàäèåíòà áåç ïîñëåäóþùåé

ìèíèìèçàöèè ïðèâîäèò ê ðîñòó èíäåêñà ýôôåêòèâíîñòè ìàæîðàíòû ñ èçìåëü�

÷åíèåì ñåòêè. Åñëè èñïîëüçîâàòü ðåøåíèå ñèñòåìû, òî èíäåêñ ýôôåêòèâíîñòè

îñòà¼òñÿ ïîñòîÿííûì è áëèçêèì ê åäèíèöå. Òàêèì îáðàçîì, â äàëüíåéøèõ ðàñ�

÷¼òàõ, ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ðåøåíèå ñèñòåìû äëÿ íàõîæäåíèÿ y.

Ðàññìîòðèì òåïåðü çàäà÷ó àäàïòàöèè ðàñ÷¼òíîé ñåòêè. Èíäèêàòîð ïîãðåø�

íîñòè, îñíîâàííûé íà ôóíêöèîíàëüíîé ìàæîðàíòå, èìååò âèä

ηT =

∫
T

(A∇uh − y) · (∇uh − A−1y) dx

1/2

. (1.29)

Îáîçíà÷èì åãî ηconT äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà y àïïðîêñèìèðóåòñÿ êóñî÷íî-ëèíåéíûì

íåïðåðûâíûì ïîëåì. Äëÿ îöåíêè ýôôåêòèâíîñòè èíäèêàòîðà, áóäåì ñðàâíèâàòü

êàðòèíó ëîêàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ îøèáêè ñ å¼ èñòèííûì ðàñïðåäåëåíèåì äëÿ

ñëó÷àÿ, êîãäà èçâåñòíî òî÷íîå ðåøåíèå çàäà÷è. Åñëè òî÷íîå ðåøåíèå íåèçâåñò�

íî, âìåñòî íåãî èñïîëüçóåòñÿ àïïðîêñèìàöèÿ, ïîëó÷åííàÿ íà áîëåå ìåëêîé ñåòêå,
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Òàáëèöà 1.1: Ïðèìåð 1. Òðè ñïîñîáà âû÷èñëåíèÿ ìàæîðàíòû

N |||u− uh||| y = G(∇uh) y = G(∇uh/4) ðåøåíèå ñèñòåìû

MIIDF Ieff MIIDF Ieff MIIDF Ieff

25 0.559 0.927 1.66 0.726 1.30 0.577 1.03

81 0.279 0.518 1.85 0.395 1.41 0.289 1.03

289 0.140 0.300 2.15 0.220 1.57 0.144 1.03

1089 0.070 0.180 2.58 0.125 1.79 0.072 1.03

4225 0.035 0.112 3.20 0.074 2.11 0.036 1.03

16641 0.017 0.071 4.08 0.044 2.55 0.018 1.03

íàïðèìåð, uref = uh/4. Â àíãëîÿçû÷íîé ëèòåðàòóðå òàêîå ðåøåíèå íàçûâàåòñÿ

¾reference solution¿, äàëåå ìû áóäåì íàçûâàòü åãî ¾ýòàëîííûì¿. Ñîîòâåòñòâóþ�

ùèé èíäèêàòîð ïîãðåøíîñòè îáîçíà÷èì çà

ηrefT =

∫
T

A∇ẽ · ∇ẽ dx

1/2

,

ãäå ẽ = uref − uh. Ýòàëîííîå ðåøåíèå ïðèìåíÿåòñÿ òàêæå ïðè âû÷èñëåíèè èí�

äåêñà ýôôåêòèâíîñòè îöåíîê è îòíîñèòåëüíîé ïîãðåøíîñòè

e% =
|||uref − uh|||

|||uref |||
× 100%

äëÿ çàäà÷, â êîòîðûõ òî÷íîå ðåøåíèå íåèçâåñòíî.

Àäàïòèâíûå àëãîðèòìû áûëè ðåàëèçîâàíû â ïàêåòå MATLAB, â êîòîðîì

òàêæå èìååòñÿ âñòðîåííûé ñòàíäàðòíûé èíäèêàòîð

ηMATLAB
T = ∥hTf∥T +

(
1

2

∑
E∈εT

h2E|j(A∇uh · nE)|2
)1/2

,

îñíîâàííûé íà ÿâíîì ìåòîäå íåâÿçîê. Çà εT îáîçíà÷åíû ãðàíè ýëåìåíòà T , íå

ëåæàùèå íà ãðàíèöå îáëàñòè ∂Ω, hT è hE � õàðàêòåðíûå ðàçìåðû ýëåìåíòà T è

ðåáðà E, ñîîòâåòñòâåííî. Òàêæå áûë ðàññìîòðåí êëàññè÷åñêèé èíäèêàòîð ηZZ
T .
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Àäàïòèâíûé àëãîðèòì ñîñòîèò èç ñëåäóþùèõ øàãîâ:

Øàã 0. Ïîñòðîåíèå íà÷àëüíîãî ðàçáèåíèÿ îáëàñòè è âûáîð èíäèêàòîðà ïî�

ãðåøíîñòè.

Øàã 1. Âû÷èñëåíèå ïðèáëèæ¼ííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è uh ìåòîäîì êîíå÷íûõ ýëå�

ìåíòîâ ïðè ïîìîùè ñòàíäàðòíûõ ñðåäñòâ MATLAB PDE Toolbox.

Øàã 2. Âû÷èñëåíèå ãëîáàëüíîé îöåíêè ïîãðåøíîñòè è å¼ ëîêàëüíîãî ðàñïðå�

äåëåíèÿ. Îòáîð ýëåìåíòîâ äëÿ èçìåëü÷åíèÿ ñ ïîìîùüþ âûáðàííîãî èíäè�

êàòîðà.

Øàã 3. Èçìåëü÷åíèå ñåòêè â âûáðàííûõ çîíàõ è ïåðåõîä ê øàãó 1.

Äëÿ îñòàíîâêè ïðîöåññà àäàïòàöèè ñåòêè áûëî âûáðàíî óñëîâèå äîñòèæåíèÿ

æåëàåìîãî óðîâíÿ îòíîñèòåëüíîé ïîãðåøíîñòè (2�3% äëÿ ðàçëè÷íûõ çàäà÷).

Òàêæå êðèòåðèåì îñòàíîâêè ìîæåò ñëóæèòü äîñòèæåíèå ôèêñèðîâàííîãî êîëè�

÷åñòâà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ èëè ñòåïåíåé ñâîáîäû. Â ðåçóëüòàòå, äëÿ êàæäîãî

èç èíäèêàòîðîâ ïîëó÷àåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñåòîê è ñîîòâåòñòâóþùèõ èì

ïðèáëèæ¼ííûõ ðåøåíèé. Íà÷àëüíîå ðàçáèåíèå ñåòêè âûáèðàëîñü îäèíàêîâûì

äëÿ âñåõ ïîäõîäîâ è ðàâíîìåðíûì òàì, ãäå ýòî âîçìîæíî. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

ñåòîê, ïîëó÷åííàÿ äëÿ èíäèêàòîðà ηrefT , ñ÷èòàåòñÿ îðèåíòèðîì � ñ íåé ïðîèçâî�

äèòñÿ ñðàâíåíèå ðåçóëüòàòîâ, ïîëó÷åííûõ äëÿ äðóãèõ èíäèêàòîðîâ.

Ïðèìåð 2. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó:−△u = f â Ω,

u = 0 íà ∂Ω,

ãäå îáëàñòü Ω ïðèâåäåíà íà ðèñóíêå 1.1, à ïðàâàÿ ÷àñòü âíóòðè îáëàñòè òåðïèò

ðàçðûâ

f =

1 â ïîäîáëàñòÿõ I è III,

0 â ïîäîáëàñòè II.
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Òàêæå, íà ðèñóíêå 1.1 ïðåäñòàâëåíî ïðèáëèæ¼ííîå ðåøåíèå çàäà÷è è êîì�

ïîíåíòû åãî ãðàäèåíòà, âû÷èñëåííûå íà ðàâíîìåðíîé ñåòêå. Â òàáëèöå 1.2 ïðè�

âåäåíû ðåçóëüòàòû äëÿ íåñêîëüêèõ øàãîâ àäàïòàöèè ñåòêè. Çà N îáîçíà÷àåòñÿ

êîëè÷åñòâî óçëîâ, e% � îòíîñèòåëüíàÿ ïîãðåøíîñòü ïðèáëèæ¼ííîãî ðåøåíèÿ,

Ieff � èíäåêñ ýôôåêòèâíîñòè îöåíîê. Â êà÷åñòâå ãëîáàëüíîé îöåíêè äëÿ ìåòîäà

íåâÿçîê è ñãëàæèâàíèÿ ãðàäèåíòà áåð¼òñÿ êîðåíü èç ñóììû êâàäðàòîâ çíà÷åíèé

ñîîòâåòñòâóþùåãî èíäèêàòîðà ïî âñåì êîíå÷íûì ýëåìåíòàì. Äëÿ ñðàâíåíèÿ, â

òàáëèöå 1.3 ïðèâåäåíû àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòû äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ðàâ�

íîìåðíî èçìåëü÷¼ííûõ ñåòîê. Ïðè ñðàâíåíèè äàííûõ â òàáëèöàõ 1.2 è 1.3 ïîä�

òâåðæäàåòñÿ î÷åâèäíîå ïðåèìóùåñòâî èñïîëüçîâàíèÿ àäàïòèâíîãî àëãîðèòìà �

äëÿ äîñòèæåíèÿ óðîâíÿ îòíîñèòåëüíîé ïîãðåøíîñòè ìåíåå 2% ïðè ðàâíîìåðíîì

ðàçáèåíèè òðåáóåòñÿ â ÷åòûðå ðàçà áîëüøå ðàñ÷åòíûõ óçëîâ.

Íà ðèñóíêàõ 1.2�1.3 ïðåäñòàâëåíî ðàñïðåäåëåíèå çíà÷åíèé ðàçëè÷íûõ èí�

äèêàòîðîâ ïî îáëàñòè, à íà ðèñóíêå 1.4 � ðàñ÷¼òíûå ñåòêè, ïîëó÷èâøèåñÿ íà

ïîñëåäíåì øàãå àäàïòàöèè. Äëÿ ïîñëåäóþùåãî ðàçáèåíèÿ âûáèðàëèñü ýëåìåí�

òû ñ óðîâíåì ïîãðåøíîñòè áîëüøå, ÷åì ñðåäíåå çíà÷åíèå ïî îáëàñòè.

Òàáëèöà 1.2: Ïðèìåð 2. Ñðàâíåíèå øàãîâ àäàïòàöèè ñåòêè

ηrefT ηconT ηMATLAB
T ηZZ

T

N e% N e% Ieff N e% Ieff N e% Ieff

51 33.20 51 33.20 1.17 51 33.20 1.18 51 33.20 1.04

110 20.68 115 20.30 1.12 133 20.24 1.05 120 20.33 1.06

394 10.55 413 10.40 1.09 492 10.94 1.00 465 10.04 1.04

924 6.92 961 6.75 1.08 1077 7.01 1.05 1157 6.14 1.04

1401 5.48 1451 5.40 1.08 1779 5.79 0.99 1757 4.99 1.04

3154 3.71 3234 3.67 1.07 3889 3.73 1.03 4195 3.17 1.04

7034 2.45 7161 2.44 1.07 7929 2.64 1.03 10055 2.10 1.04

10840 1.98 10986 1.97 1.06 12107 2.24 1.01
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à) á)

â) ã)

Ðèñ. 1.1: Îáëàñòü äëÿ ïðèìåðà 2 (à); ïðèáëèæ¼ííîå ðåøåíèå uh íà ðàâíîìåðíîé

ñåòêå (á); ãðàäèåíò ïðèáëèæ¼ííîãî ðåøåíèÿ (A∇uh)1 (â) è (A∇uh)2 (ã)

Èç ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ ìîæíî ñäåëàòü âûâîä, ÷òî ìàæîðàíòà äîñòà�

òî÷íî òî÷íî âîñïðîèçâîäèò êàê ãëîáàëüíóþ âåëè÷èíó (èíäåêñ ýôôåêòèâíîñòè

áëèçîê ê åäèíèöå), òàê è ëîêàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ïîãðåøíîñòè â îáëàñòè. Èí�

äèêàòîð, îñíîâàííûé íà ñãëàæèâàíèè ãðàäèåíòà, òàêæå äà¼ò õîðîøèé ðåçóëü�

òàò. Èíäèêàòîð ïàêåòà MATLAB äëÿ äàííîé çàäà÷è ïîêàçûâàåò îòëè÷íóþ îò

ýòàëîííîé êàðòèíó ðàñïðåäåëåíèÿ ïîãðåøíîñòè ïî îáëàñòè, ÷òî ïðèâîäèò ê ñåò�

êå, îòëè÷àþùèéñÿ îò ýòàëîííîé ïî ñòðóêòóðå è çàìåòíî ïðåâûøàþùåé å¼ ïî

÷èñëó óçëîâ ïî ñðàâíåíèþ ñ äðóãèìè ïîäõîäàìè.
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Òàáëèöà 1.3: Ïðèìåð 2. Ãëîáàëüíûå îöåíêè íîðìû ïîãðåøíîñòè íà ðàâíîìåðíûõ

ñåòêàõ

N e% Ieff ,η
con
T Ieff ,η

MATLAB
T Ieff ,η

ZZ
T

51 33.20 1.17 1.18 1.04

181 17.60 1.13 1.16 1.04

681 9.13 1.13 1.15 1.04

10401 2.49 1.21 1.09 1.06

41281 1.33 1.26 1.04 1.07

à) ηrefT á) ηconT

â) ηMATLAB
T ã) ηZZ

T

Ðèñ. 1.2: Ïðèìåð 2. Çíà÷åíèÿ ðàçëè÷íûõ èíäèêàòîðîâ íà ðàâíîìåðíîé ñåòêå
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à) ηrefT á) ηconT

â) ηMATLAB
T ã) ηZZ

T

Ðèñ. 1.3: Ïðèìåð 2. Ýëåìåíòû, îòîáðàííûå äëÿ ðàçáèåíèÿ íà ðàâíîìåðíîé ñåòêå

äëÿ ðàçëè÷íûõ èíäèêàòîðîâ, îòìå÷åíû ñâåòëûì

Ïðèìåð 3. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó
− div(A∇u) = f â Ω,

u = 0 íà Γ1,

n · A∇u = 0 íà Γ2,

ãäå îáëàñòü Ω, ãðàíèöû Γ1 è Γ2 ïðèâåäåíû íà ðèñóíêå 1.5, êîýôôèöèåíò ìàòðè�

öû a11 òåðïèò ðàçðûâ

a11 =

1 â ïîäîáëàñòÿõ II è V,

5 â ïîäîáëàñòÿõ I, III, IV è VI,
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a12 = a21 = 0, a22 = 1. Ïðàâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ

f =

0 â ïîäîáëàñòÿõ I, II è III

1 â ïîäîáëàñòÿõ IV,V è VI.

Íà ðèñóíêå 1.5 òàêæå ïðåäñòàâëåíî ïðèáëèæ¼ííîå ðåøåíèå çàäà÷è è êîì�

ïîíåíòû åãî ãðàäèåíòà. Â òàáëèöå 1.4 ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû äëÿ íåñêîëüêèõ

øàãîâ ðàáîòû àäàïòèâíûõ àëãîðèòìîâ. Íà ðèñóíêå 1.6 ïðåäñòàâëåíû îòîáðàí�

íûå ñ ïîìîùüþ ðàçëè÷íûõ èíäèêàòîðîâ ýëåìåíòû äëÿ ðàçáèåíèÿ, à íà ðèñóíêå

1.7 � ðàñ÷¼òíûå ñåòêè, ïîëó÷èâøèåñÿ íà ïîñëåäíåì øàãå àëãîðèòìà àäàïòàöèè.

à) ηrefT , 10840 óç., ïîãð. 1.98% á) ηconT , 10986 óç., ïîãð. 1.97%

â) ηMATLAB
T , 12107 óç., ïîãð. 2.24% ã) ηZZ

T , 10055 óç., ïîãð. 2.10%

Ðèñ. 1.4: Ïðèìåð 2. Êîíå÷íîýëåìåíòíûå ñåòêè, ïîëó÷åííûå â ðåçóëüòàòå àäàï�

òàöèè ñ ðàçëè÷íûìè èíäèêàòîðàìè
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à) á)

â) ã)

Ðèñ. 1.5: Îáëàñòü äëÿ ïðèìåðà 3 (à); ïðèáëèæ¼ííîå ðåøåíèå uh íà ðàâíîìåðíîé

ñåòêå (á); ãðàäèåíò ïðèáëèæ¼ííîãî ðåøåíèÿ (A∇uh)1 (â) è (A∇uh)2 (ã)

Äëÿ äàííîãî ïðèìåðà è èíäèêàòîð ηMATLAB
T , è èíäèêàòîð ηZZ

T äàþò ñåòêè,

êîòîðûå ïî ñâîåé ñòðóêòóðå äàëåêè îò ýòàëîííîé. Ñåòêà, ïîëó÷åííàÿ ñ èíäèêà�

òîðîì ηMATLAB
T , ñãóùåíà ïî ëèíèè ðàçðûâà ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ, à ñåòêà,

ïîëó÷åííàÿ ñ ηZZ
T , ñãóùåíà ïî ëèíèÿì ðàçðûâà êîýôôèöèåíòà ìàòðèöû A. Â

ñâîþ î÷åðåäü äëÿ èíäèêàòîðà ηconT , îñíîâàííîãî íà ôóíêöèîíàëüíîé ìàæîðàí�

òå, ñåòêà áëèçêà ê ýòàëîííîé êàê ïî êîëè÷åñòâó óçëîâ, òàê è ïî ðàñïîëîæåíèþ

çîí èõ ñãóùåíèé.
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à) ηrefT á) ηconT

â) ηMATLAB
T ã) ηZZ

T

Ðèñ. 1.6: Ïðèìåð 3. Ýëåìåíòû, îòîáðàííûå äëÿ ðàçáèåíèÿ íà ðàâíîìåðíîé ñåòêå

äëÿ ðàçëè÷íûõ èíäèêàòîðîâ
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à) ηrefT , 9762 óç., ïîãð. 1.73% á) ηconT , 10087 óç., ïîãð. 1.71%

â) ηMATLAB
T , 13634 óç., ïîãð. 1.71% ã) ηZZ

T , 14423 óç., ïîãð. 1.76%

Ðèñ. 1.7: Ïðèìåð 3. Êîíå÷íîýëåìåíòíûå ñåòêè, ïîëó÷åííûå â ðåçóëüòàòå àäàï�

òàöèè ñ ðàçëè÷íûìè èíäèêàòîðàìè
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Òàáëèöà 1.4: Ïðèìåð 3. Ñðàâíåíèå øàãîâ àäàïòàöèè ñåòêè

ηrefT ηconT ηMATLAB
T ηZZ

T

N e% N e% Ieff N e% Ieff N e% Ieff

145 17.44 145 17.44 1.07 145 17.44 1.54 145 17.44 1.12

313 10.03 327 9.91 1.06 351 10.81 1.32 290 11.45 1.21

474 8.32 498 8.29 1.05 583 8.69 1.33 438 9.32 1.30

1163 5.04 1189 5.02 1.05 1280 5.66 1.27 940 6.48 1.34

1752 4.12 1793 4.09 1.04 1910 4.62 1.33 1372 5.57 1.28

2800 3.23 2892 3.18 1.04 2741 3.82 1.30 2051 4.55 1.36

6347 2.14 6521 2.13 1.04 5849 2.57 1.33 4467 3.12 1.39

9762 1.73 10087 1.71 1.04 9798 2.07 1.27 6520 2.62 1.34

13634 1.71 1.31 9525 2.15 1.42

14423 1.76 1.38

Ïðèìåð 4. Â ÷åòâåðòîì ïðèìåðå ðàññìîòðèì çàäà÷ó (1.19) äëÿ ñëó÷àÿ,

êîãäà êîýôôèöèåíò ìàòðèöû a11 òåðïèò ðàçðûâ

a11 =

1 â ïîäîáëàñòÿõ I è IV,

2 â ïîäîáëàñòÿõ II è III,

a12 = a21 = 0, a22 = 1, ïðàâàÿ ÷àñòü ïîñòîÿííà è ðàâíà åäèíèöå âî âñåé îáëàñòè

Ω, êîòîðàÿ ïðèâåäåíà íà ðèñ. 1.8. Ãðàíèöà îáëàñòè Γ1 = ∂Ω, u0 = 0.

Â òàáëèöå 1.5 ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû äëÿ íåñêîëüêèõ øàãîâ àäàïòàöèè ñåò�

êè, íà ðèñóíêàõ 1.9 è 1.11 ïðåäñòàâëåíû ýëåìåíòû, îòîáðàííûå äëÿ ðàçáèåíèÿ è

çíà÷åíèÿ â îáëàñòè ðàçëè÷íûõ èíäèêàòîðîâ íà ðàâíîìåðíîé ñåòêå, à íà ðèñóíêå

1.10 � ðàñ÷¼òíûå ñåòêè, ïîëó÷èâøèåñÿ íà ïîñëåäíåì øàãå ðàáîòû àäàïòèâíûõ

àëãîðèòìîâ. Êàê âèäíî èç äàííûõ òàáëèöû è ðèñóíêîâ, òåïåðü óæå ñòðóêòó�

ðà ñåòêè äëÿ ηconT çíà÷èòåëüíî îòëè÷àåòñÿ è îò ýòàëîííîé, è îò ïîëó÷åííîé ñ

ïîìîùüþ äðóãèõ èíäèêàòîðîâ. Ïðè÷èíà âîçíèêàþùåãî ýôôåêòà îáúÿñíÿåòñÿ

íèæå.
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à) á)

â) ã)

Ðèñ. 1.8: Îáëàñòü äëÿ ïðèìåðà 4 (à); ïðèáëèæ¼ííîå ðåøåíèå uh íà ðàâíîìåðíîé

ñåòêå (á); ãðàäèåíò ïðèáëèæ¼ííîãî ðåøåíèÿ (A∇uh)1 (â) è (A∇uh)2 (ã)

1.5.2. Íåäîñòàòîê íåïðåðûâíîé àïïðîêñèìàöèè

Ðàññìîòðèì îáëàñòü Ω, ñîñòîÿùóþ èç äâóõ ÷àñòåé � Ω1 è Ω2, êàê ïîêàçàíî

íà ðèñóíêå 1.12. Ïóñòü ìàòðèöà A èìååò âèä

A =

a11 0

0 a22


è êîýôôèöèåíò a11 òåðïèò ðàçðûâ íà âíóòðåííåé ãðàíèöå Γ.
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à) ηrefT á) ηconT

â) ηMATLAB
T ã) ηZZ

T

Ðèñ. 1.9: Ïðèìåð 4. Ýëåìåíòû, îòîáðàííûå äëÿ ðàçáèåíèÿ íà ðàâíîìåðíîé ñåòêå

äëÿ ðàçëè÷íûõ èíäèêàòîðîâ
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à) ηrefT , 4803 óç., ïîãð. 2.03% á) ηconT , 5001 óç., ïîãð. 2.18%

â) ηMATLAB
T , 4947 óç., ïîãð. 2.16% ã) ηZZ

T , 5269 óç., ïîãð. 1.96%

Ðèñ. 1.10: Ïðèìåð 4. Êîíå÷íîýëåìåíòíûå ñåòêè, ïîëó÷åííûå â ðåçóëüòàòå àäàï�

òàöèè ñ ðàçëè÷íûìè èíäèêàòîðàìè
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à) ηrefT á) ηconT

â) ηMATLAB
T ã) ηZZ

T

Ðèñ. 1.11: Ïðèìåð 4. Çíà÷åíèÿ ðàçëè÷íûõ èíäèêàòîðîâ íà ðàâíîìåðíîé ñåòêå

Ðèñ. 1.12: Îáëàñòü, ñîñòîÿùàÿ èç äâóõ ÷àñòåé
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Òàáëèöà 1.5: Ïðèìåð 4. Ñðàâíåíèå øàãîâ àäàïòàöèè ñåòêè

ηrefT ηconT ηMATLAB
T ηZZ

T

N e% N e% Ieff N e% Ieff N e% Ieff

289 10.32 289 10.32 1.21 289 10.32 1.30 289 10.32 0.95

383 7.46 383 7.50 1.34 397 7.89 1.41 393 7.42 0.96

577 6.29 537 6.64 1.26 579 6.52 1.38 619 6.23 0.94

867 4.86 793 5.46 1.33 845 5.72 1.35 933 4.72 0.95

1999 3.23 1653 3.72 1.36 1773 3.74 1.39 2221 3.10 0.95

4803 2.03 3541 2.61 1.36 3647 2.72 1.36 5269 1.96 0.96

5001 2.18 1.30 4947 2.16 1.42

Ïîñêîëüêó div(A∇u) ∈ L2(Ω), òî äëÿ ëþáîé ïðîáíîé ôóíêöèè w ∈ V0 ñ

ïîìîùüþ ôîðìóëû Ãðèíà ìîæíî çàïèñàòü

−
∫
Ω

div(A∇u)w dx =

∫
Ω

A∇u · ∇w dx.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ýòó æå ôîðìóëó ìîæíî çàïèñàòü äëÿ îáëàñòåé Ω1 è Ω2 ïî

îòäåëüíîñòè

−
∫
Ω1

div(A∇u)w dx =

∫
Ω1

A∇u · ∇w dx−
∫
Γ

A∇u · n1w dx;

−
∫
Ω2

div(A∇u)w dx =

∫
Ω2

A∇u · ∇w dx−
∫
Γ

A∇u · n2w dx.

Åñëè n � íîðìàëü, íàïðàâëåííàÿ îò Ω2 ê Ω1, òî n1 = −n è n2 = n. Òàêèì

îáðàçîì, ñëîæèâ îáà âûðàæåíèÿ, ïîëó÷àåì ÷òî

−
∫
Ω

div(A∇u)w dx =

∫
Ω

A∇u · ∇w dx−
∫
Γ

((A∇u)Ω2
− (A∇u)Ω1

) · nw dx.

Ñëåäîâàòåëüíî, äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ ðàâåíñòâî∫
Γ

((A∇u)Ω2
− (A∇u)Ω1

) · nw dx = 0.
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Äëÿ äàííîé çàäà÷è n = (0; 1), ïîýòîìó ïîñëåäíåå óñëîâèå ïðèìåò âèä(
a22

∂u

∂y

)
Ω1

=

(
a22

∂u

∂y

)
Ω2

.

Òàêèì îáðàçîì, íåïðåðûâíîé îáÿçàíà áûòü òîëüêî íîðìàëüíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ

ïîòîêà, à êàñàòåëüíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ a11
∂u
∂x ìîæåò òåðïåòü ðàçðûâ ïðè ïåðåõîäå

÷åðåç ãðàíèöó Γ. Äëÿ y1 ≈ a11
∂u
∂x íåïðåðûâíàÿ àïïðîêñèìàöèÿ â äàííîì ñëó÷àå

íå ïîäõîäèò.

Ïðèìåð 4 ïîêàçûâàåò, ÷òî ñóùåñòâóþò ñèòóàöèè, â êîòîðûõ èñïîëüçîâàíèå

ñòàíäàðòíûõ íåïðåðûâíûõ àïïðîêñèìàöèé ÌÊÝ äëÿ êîìïîíåíò ïåðåìåííîé y

ïðèâîäèò ê íåêîððåêòíîé àäàïòàöèè ñåòêè. Ïîýòîìó ïðè äàëüíåéøåì èññëåäîâà�

íèè äëÿ y òàêæå èñïîëüçîâàëàñü àïïðîêñèìàöèÿ ñ ïîìîùüþ ýëåìåíòà Ðàâüÿðà�

Òîìà íóëåâîãî ïîðÿäêà, äîïóñêàþùàÿ ðàçðûâ êàñàòåëüíûõ ñîñòàâëÿþùèõ íà

ãðàíÿõ ýëåìåíòîâ.

1.5.3. Àïïðîêñèìàöèÿ Ðàâüÿðà-Òîìà äëÿ ñâîáîäíîé ïåðåìåííîé

Îòìåòèì, ÷òî ñìåøàííûå àïïðîêñèìàöèè è, â ÷àñòíîñòè, àïïðîêñèìàöèÿ

Ðàâüÿðà-Òîìà èñïîëüçîâàëèñü â íåêîòîðûõ èññëåäîâàíèÿõ, ïîñâÿùåííûõ àïî�

ñòåðèîðíîìó êîíòðîëþ òî÷íîñòè. Íàïðèìåð, â ðàáîòå Luce è Wohlmuth [81] ïî�

ëó÷åíà àïîñòåðèîðíàÿ îöåíêà äëÿ çàäà÷è äèôôóçèè íà îñíîâå óðàâíîâåøåííîãî

ïîëÿ, ïîñòðîåííîãî ñ èñïîëüçîâàíèåì àïïðîêñèìàöèè Ðàâüÿðà-Òîìà íóëåâîãî

ïîðÿäêà. Íà ïðèìåðàõ ñ èçâåñòíûì òî÷íûì ðåøåíèåì, â òîì ÷èñëå äëÿ ñëó÷àÿ

ðàçðûâà â êîýôôèöèåíòàõ óðàâíåíèÿ, ïðîâåäåíî ñðàâíåíèå àäàïòàöèè ñåòêè ñ

ïðåäëîæåííûì èíäèêàòîðîì è ñ èíäèêàòîðîì, îñíîâàííûì íà ìåòîäå íåâÿçîê.

Â ñòàòüå Bahriawati è Carstensen [82] îïèñàíà ðåàëèçàöèÿ â ïàêåòå MATLAB

îöåíêè ñ ïîìîùüþ ñãëàæèâàíèÿ ãðàäèåíòà äëÿ óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà ñî ñìåøàí�

íûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè. Àâòîðû ñòàòüè òàêæå èñïîëüçóþò ýòó àïïðîêñè�

ìàöèþ è ïðèâîäÿò ïðèìåðû ñ àäàïòàöèåé ðàñ÷¼òíîé ñåòêè. Ðàáîòà Valdman [83]

ñîäåðæèò ïðèìåð ðåøåíèÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ ñ ôóíêöèîíàëüíîé îöåíêîé ïîãðåø�

íîñòè. Ðàññìàòðèâàåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âëîæåííûõ ñåòîê áåç àäàïòàöèè.
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Èññëåäîâàíèå îðèåíòèðîâàíî íà àíàëèç ýôôåêòèâíîñòè èñïîëüçîâàíèÿ ìåòîäà

ñîïðÿæ¼ííûõ ãðàäèåíòîâ è ìíîãîñåòî÷íîãî ìåòîäà ñ ïðåäîáóñëàâëèâàíèåì ïðè

âû÷èñëåíèè ôóíêöèîíàëüíûõ àïîñòåðèîðíûõ îöåíîê. Â ñòàòüå Lazarov, Repin

è Tomar [84] èññëåäóåòñÿ ïðèìåíåíèå ïîäõîäà ê ïðèáëèæ¼ííûì ðåøåíèÿì óðàâ�

íåíèÿ äèôôóçèè, ïîëó÷åííûì ïðè ïîìîùè ðàçðûâíîãî ìåòîäà Ãàëåðêèíà. Äëÿ

ñâîáîäíîé ïåðåìåííîé óæå èñïîëüçóåòñÿ àïïðîêñèìàöèÿ Ðàâüÿðà-Òîìà ïåðâî�

ãî ïîðÿäêà. Ðàññìàòðèâàþòñÿ çàäà÷è íà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ðàâíîìåðíûõ ðàç�

áèåíèé áåç àäàïòàöèè â êâàäðàòíîé îáëàñòè, â òîì ÷èñëå, â ñëó÷àå ñêà÷êà â

êîýôôèöèåíòàõ ìàòðèöû.

Îñòàíîâèìñÿ ïîäðîáíåå íà ïðèìåíåíèè ñìåøàííûõ àïïðîêñèìàöèé ñâîáîä�

íîé ïåðåìåííîé y. Ðåøàåìàÿ çàäà÷à íà ïîèñê âåêòîðíîãî ïîëÿ, ìèíèìèçèðóþ�

ùåãî ìàæîðàíòó, ñõîæà ñ çàäà÷åé, âîçíèêàþùåé â òåîðèè ñìåøàííûõ ìåòîäîâ.

Ïîýòîìó, äëÿ ïîñòðîåíèÿ àïïðîêñèìàöèé âåêòîðíîãî ïîëÿ y ∈ H(Ω, div) ðàçóì�

íî âîñïîëüçîâàòüñÿ ïîäõîäàìè, èñïîëüçóåìûìè â íåé. Ñóùåñòâóåò äîñòàòî÷íî

øèðîêèé ñïåêòð âîçìîæíûõ àïïðîêñèìàöèé, êàê äëÿ òðåóãîëüíûõ, òàê è äëÿ

÷åòûð¼õóãîëüíûõ ýëåìåíòîâ (ñì., íàïðèìåð, Brenner è Scott [6], Bo� et al. [85],

Brezzi è Fortin [86]).

Ðàññìîòðèì àïïðîêñèìàöèè âåêòîðíûõ ïîëåé èç ïðîñòðàíñòâà H(Ω, div)

äëÿ òðèàíãóëÿöèè Th. Íîðìàëüíûå ñîñòàâëÿþùèå y ∈ [H(Ω, div)]h äîëæíû áûòü

íåïðåðûâíû ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç ãðàíè ýëåìåíòîâ, òî åñòü y · nT1
= −y · nT2

íà

ãðàíè E, ñìåæíîé äëÿ äâóõ ýëåìåíòîâ T1 è T2, ãäå nT1
è nT2

� âíåøíèå íîðìàëè

ê E äëÿ ýëåìåíòîâ T1 è T2, ñîîòâåòñòâåííî. Îäíà èç àïïðîêñèìàöèé, óäîâëåòâî�

ðÿþùèõ äàííîìó òðåáîâàíèþ � àïïðîêñèìàöèÿ ñ ïîìîùüþ ýëåìåíòîâ Ðàâüÿðà�

Òîìà. Íà ðèñóíêå 1.13 ïðèâåäåíû ýëåìåíòû íóëåâîãî è ïåðâîãî ïîðÿäêîâ.

Â ïðîöåññå ïðîâåäåíèÿ èññëåäîâàíèÿ â ïðîãðàììíîì êîìïëåêñå MATLAB

÷èñëåííî áûëè ðåàëèçîâàíû ýëåìåíòû Ðàâüÿðà-Òîìà íóëåâîãî ïîðÿäêà (RT0),

ñîäåðæàùèå òðè ñòåïåíè ñâîáîäû � íîðìàëüíûå ñîñòàâëÿþùèå ïîòîêà y â ñå�

ðåäèíàõ ñòîðîí. Ýëåìåíò ïåðâîãî ïîðÿäêà ñîäåðæèò âîñåìü ñòåïåíåé ñâîáîäû

� øåñòü íîðìàëüíûõ ñîñòàâëÿþùèõ íà ñòîðîíàõ è çíà÷åíèå âåêòîðíîãî ïîëÿ â
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RT0 RT1

Ðèñ. 1.13: Ýëåìåíòû Ðàâüÿðà-Òîìà íóëåâîãî è ïåðâîãî ïîðÿäêîâ

öåíòðå ìàññ. Íà êàæäîì ýëåìåíòå àïïðîêñèìàöèÿ RT0 âûðàæàåòñÿ ôîðìóëîé

yT (x) = yIψ1(x) + yIIψ2(x) + yIIIψ3(x) =

yIψ11 + yIIψ21 + yIIIψ31

yIψ12 + yIIψ22 + yIIIψ32

 ,

ãäå yI = yT · n1, yII = yT · n2, yIII = yT · n3, à âåêòîðíûå ôóíêöèè ôîðìû ψ1, ψ2

è ψ3 èìåþò âèä

ψi(x) =

ψi1(x)

ψi2(x)

 =

Cai + Ccix1

Cbi + Ccix2

 .

Êîýôôèöèåíòû Cai, Cbi è Cci äëÿ êàæäîé èç ôóíêöèé ôîðìû ìîæíî íàéòè èç

óñëîâèé

ψ1 · n1 = 1, ψ2 · n1 = 0, ψ3 · n1 = 0, â òî÷êå (x1m1, x2m1),

ψ1 · n2 = 0, ψ2 · n2 = 1, ψ3 · n2 = 0, â òî÷êå (x1m2, x2m2),

ψ1 · n3 = 0, ψ2 · n3 = 0, ψ3 · n3 = 1, â òî÷êå (x1m3, x2m3),

â êîòîðûõ (x1mi, x2mi) � êîîðäèíàòû ñåðåäèí ñòîðîí ýëåìåíòà. Äèâåðãåíöèÿ íà

ýëåìåíòå ïîñòîÿííà è èìååò âèä

div yT = 2(yICc1 + yIICc2 + yIIICc3).

Âî âñåé îáëàñòè ïîëå îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

y(x) =

Ne∑
i=1

yiψi(x), (1.30)
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ãäå Ne�êîëè÷åñòâî ð¼áåð ýëåìåíòîâ â òðèàíãóëÿöèè Th. Òàêèì îáðàçîì, ïðè

èñïîëüçîâàíèè àïïðîêñèìàöèè (1.30), íóæíî ðåøèòü çàäà÷ó ìèíèìèçàöèè

min
(y1,...,yNe)

M 2
IIDF (uh, β, y),

ïðè÷¼ì, íåîáõîäèìîå óñëîâèå ìèíèìóìà

∂M 2
IIDF (y1, . . . , yNe

)

∂yi
= 0, ∀i = 1, Ne

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñèñòåìó ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé äëÿ Ne íåèç�

âåñòíûõ ñ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåë¼ííîé ñèììåòðè÷íîé ìàòðèöåé. Îáùàÿ ñáîð�

êà ñèñòåìû ïðîèñõîäèò ñ ó÷¼òîì âûáðàííîãî íàïðàâëåíèÿ íîðìàëè ê ãðàíè, à

ñòåïåíè ñâîáîäû îòíîñÿòñÿ òåïåðü ê ãðàíÿì, à íå ê óçëàì. Ýòî íåçíà÷èòåëüíî

óìåíüøàåò ðàçìåð ïîëó÷àåìîé ñèñòåìû ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé

ïî ñðàâíåíèþ ñî ñòàíäàðòíîé àïïðîêñèìàöèåé. Èíäèêàòîð ïîãðåøíîñòè, îñíî�

âàííûé íà ôóíêöèîíàëüíîé ìàæîðàíòå è âû÷èñëÿåìûé ïî ôîðìóëå (1.29) ñ

àïïðîêñèìàöèåé Ðàâüÿðà-Òîìà íóëåâîãî ïîðÿäêà äëÿ y, îáîçíà÷èì çà ηRT
T .

Â ìîíîãðàôèè [21] â êà÷åñòâå àëüòåðíàòèâû ðåøåíèþ ñèñòåìû ïðåäëîæåíà

èòåðàöèîííàÿ ïðîöåäóðà ëîêàëüíîé ìèíèìèçàöèè, îïèñàííàÿ íèæå. Ðàññìîò�

ðèì äâà ýëåìåíòà T1 è T2, ïðèâåä¼ííûå íà ðèñóíêå 1.14. Íîðìàëüíûå êîìïî�

íåíòû âåêòîðà y íà ð¼áðàõ Eij îáîçíà÷åíû çà qij = nij · y, íà îáùåì ðåáðå E

íîðìàëüíàÿ êîìïîíåíòà q = n · y. Òàê êàê äèâåðãåíöèÿ y ïîñòîÿííà íà êàæäîì

ýëåìåíòå, èìååì∫
T1

div y dx = |T1|(div y)T1
= q12|E12|+ q11|E11|+ q|E|,

∫
T2

div y dx = |T2|(div y)T2
= q22|E22|+ q21|E21| − q|E|,

ãäå |Ti| � ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà Ti, à |Eij| � äëèíà ñîîòâåòñòâóþùåãî ðåáðà.

Íàéä¼ì çíà÷åíèå ïåðåìåííîé q èç óñëîâèÿ

min

∫
T1∪T2

(div y + f)2 dx.
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Ðèñ. 1.14: Èëëþñòðàöèÿ äëÿ ïðîöåäóðû ëîêàëüíîé ìèíèìèçàöèè

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïðàâàÿ ÷àñòü f ïîñòîÿííà íà êàæäîì ýëåìåíòå. Ââåä¼ì

îáîçíà÷åíèÿ

α1 =
|E|
|T1|

, γ1 =
q12|E12|+ q11|E11|

|T1|
+ fT1

,

α2 =
|E|
|T2|

, γ2 =
q22|E22|+ q21|E21|

|T2|
+ fT2

.

Òîãäà ∫
T1∪T2

(div y + f)2 dx = |T1| (γ1 + qα1)
2 + |T2| (γ2 − qα2)

2 ,

è íåîáõîäèìîå óñëîâèå ìèíèìóìà ïî q åñòü

(
|T1|α2

1 + |T2|α2
2

)
q + |T1|α1γ1 − |T2|α2γ2 = 0.

Òàêèì îáðàçîì,

q =
|T2|α2γ2 − |T1|α1γ1
|T1|α2

1 + |T2|α2
2

. (1.31)

Â ñëó÷àå, êîãäà E ⊂ ∂Ω è òðåóãîëüíèê T2 îòñóòñòâóåò, âûðàæåíèå (1.31) ïðè�

íèìàåò âèä

q = −γ1
α1
. (1.32)

Ïðîöåäóðà ëîêàëüíîé ìèíèìèçàöèè ñîñòîèò â ñëåäóþùåì: çàäàâ íà÷àëüíîå

çíà÷åíèå y = y(0), îáõîäèì âñå ð¼áðà è ïåðåñ÷èòûâàåì y ïî ôîðìóëå (1.31)

äëÿ âíóòðåííèõ ð¼áåð èëè (1.32) äëÿ âíåøíèõ, òàêèì îáðàçîì óìåíüøàÿ âêëàä
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ñëàãàåìîãî C2∥ div y+ f∥2 â ìàæîðàíòó. Îáõîä ð¼áåð ïðîäîëæàåòñÿ äî òåõ ïîð,

ïîêà íå áóäåò âûïîëíåíî óñëîâèå

CM2 < M1 (1.33)

èëè, íàïðèìåð,

10CM2 < M1, (1.34)

ãäå

M1 = |||A∇v − y|||∗, M2 =
(
∥f + div y∥2 + ∥F − y · n∥2Γ2

)1/2
.

Ïðèìåð 4. (ïðîäîëæåíèå) Ïðèìåíèì îïèñàííûé âûøå ïîäõîä ê ðàññìîò�

ðåííîìó ðàíåå ïðèìåðó 4, â êîòîðîì ïðè àäàïòàöèè ñåòêè âîçíèêàëè çîíû èç�

ëèøíåãî ñãóùåíèÿ óçëîâ. Íèæå â òàáëèöå 1.6 ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû. Íà ðèñóí�

êå 1.15 ïðåäñòàâëåíî ðàñïðåäåëåíèå ïîãðåøíîñòè, îòîáðàííûå äëÿ ðàçáèåíèÿ

ýëåìåíòû è ôèíàëüíàÿ ñåòêà äëÿ èíäèêàòîðà ηRT
T . Èç äàííûõ ìîæíî ñäåëàòü

âûâîä, ÷òî ñãóùåíèÿ ñåòêè â çîíàõ ãðàíèö ïîäîáëàñòåé íå ïðîèñõîäèò, ÷òî ñîâ�

ïàäàåò ñ ýòàëîííîé ñåòêîé. Ïîìèìî ýòîãî, êîëè÷åñòâî óçëîâ, íåîáõîäèìîå äëÿ

äîñòèæåíèÿ çàäàííîé òî÷íîñòè, ëèøü íåçíà÷èòåëüíî ïðåâîñõîäèò ÷èñëî óçëîâ

äëÿ ηrefT . Êîíå÷íî, àïïðîêñèìàöèÿ Ðàâüÿðà-Òîìà íóëåâîãî ïîðÿäêà îáëàäàåò

õóäøèìè àïïðîêñèìàöèîííûìè ñâîéñòâàìè âíóòðè îáëàñòè, ÷åì ïàðà êóñî÷íî�

ëèíåéíûõ íåïðåðûâíûõ àïïðîêñèìàöèé, íî ýòîò íåäîñòàòîê ñòàíîâèòñÿ ìåíåå

ñóùåñòâåííûì ïðè íàëè÷èè â çàäà÷å ðàçðûâà â êîýôôèöèåíòàõ ìàòðèöû. Êà�

÷åñòâî èíäèêàöèè ïîãðåøíîñòè âíóòðè îáëàñòè ìîæíî ïîâûñèòü çà ñ÷¼ò ïðè�

âëå÷åíèÿ àïïðîêñèìàöèè RT1, íî â äàííîì èññëåäîâàíèè áûë ñäåëàí âûáîð â

ïîëüçó ïðîñòîòû ðåàëèçàöèè è ýêîíîìèè âû÷èñëèòåëüíûõ ðåñóðñîâ. Áûëà ïî�

ñòàâëåíà öåëü óñòðàíèòü íåêîððåêòíûå ñãóùåíèÿ ñåòêè âáëèçè çîíû ðàçðûâà

êîýôôèöèåíòîâ.
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à)

á)

â) 5179 óç., ïîãð. 2.11%

Ðèñ. 1.15: Ïðèìåð 4 (ïðîäîëæåíèå). Çíà÷åíèÿ èíäèêàòîðà íà ðàâíîìåðíîé ñåòêå

(à); ýëåìåíòû, îòîáðàííûå äëÿ ðàçáèåíèÿ (á) è ôèíàëüíàÿ ñåòêà äëÿ ηRT
T (â)
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Òàáëèöà 1.6: Ïðèìåð 4 (ïðîäîëæåíèå). Ñðàâíåíèå øàãîâ àäàïòàöèè ñåòêè

ηrefT ηconT ηRT
T

N e% N e% Ieff N e% Ieff

289 10.32 289 10.32 1.22 289 10.32 1.30

383 7.46 383 7.50 1.36 401 7.43 1.40

577 6.29 537 6.64 1.28 577 6.74 1.28

867 4.86 793 5.46 1.34 897 5.07 1.35

4803 2.03 3541 2.61 1.36 5179 2.11 1.33

5001 2.18 1.34

Äîïîëíèòåëüíî â òàáëèöàõ 1.7 è 1.8 ïðèâåäåíû çíà÷åíèÿ ôóíêöèîíàëüíûõ

ìàæîðàíò è èíäåêñîâ ýôôåêòèâíîñòè äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ðàâíîìåðíûõ ñå�

òîê, ãäå ïåðåìåííàÿ y íàõîäèòñÿ ñ ïîìîùüþ ïðîöåäóðû ëîêàëüíîé ìèíèìèçàöèè

ñ óñëîâèÿìè îñòàíîâêè (1.33) è (1.34), ñîîòâåòñòâåííî. Çà Ne îáîçíà÷åíî êîëè÷å�

ñòâî ð¼áåð ñåòêè, à çà Nc � êîëè÷åñòâî öèêëîâ c îáõîäîì âñåõ ð¼áåð. Â òàáëèöå

1.9 ïðèâåäåíû àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòû äëÿ íàõîæäåíèÿ y ñ ïîìîùüþ ðåøåíèÿ

ñèñòåìû. Â òàáëèöàõ òàêæå óêàçàíî âðåìÿ â ñåêóíäàõ, çàòðà÷èâàåìîå íà ðàñ÷¼ò

íà êàæäîé ñåòêå è ñðåäíåå âðåìÿ, ïðèõîäÿùååñÿ íà îäíî ðåáðî. Èç ïðèâåä¼ííûõ

äàííûõ âèäíî, ÷òî ïðè óñëîâèè îêîí÷àíèÿ èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà (1.33), âòî�

ðîå ñëàãàåìîå âíîñèò ñóùåñòâåííûé âêëàä â ìàæîðàíòó � íà ñàìîé ïîäðîáíîé

ñåòêå èíäåêñ ýôôåêòèâíîñòè âñåé ìàæîðàíòû ðàâåí 3.96, òîãäà êàê äëÿ ïåðâî�

ãî ñëàãàåìîãî îí ñîñòàâëÿåò 2.15. Òàêæå ìîæíî îòìåòèòü çàìåòíîå óõóäøåíèå

êà÷åñòâà îöåíîê ñ èçìåëü÷åíèåì ñåòêè. Èñïîëüçîâàíèå óñëîâèÿ (1.34) ïîçâîëÿåò

ïîíèçèòü èíäåêñ ýôôåêòèâíîñòè, íî îíî ïðèâîäèò ê áîëüøåìó êîëè÷åñòâó èòå�

ðàöèé, à, ñîîòâåòñòâåííî, ê áîëüøåìó íà ïîðÿäîê âðåìåíè ðàñ÷¼òà. Ïðÿìîå ðå�

øåíèå ñèñòåìû ïî çàòðà÷åííîìó âðåìåíè ñðàâíèìî ñ èòåðàöèîííîé ïðîöåäóðîé

ñ óñëîâèåì îñòàíîâêè (1.33). Ïîëó÷åííàÿ îöåíêà èìååò èíäåêñ ýôôåêòèâíîñòè,

êîòîðûé ïðàêòè÷åñêè íå ìåíÿåòñÿ îò ñåòêè ê ñåòêå.
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Òàáëèöà 1.7: Ïðèìåð 4, ãäå y íàõîäèòñÿ ñ ïîìîùüþ ëîêàëüíîé ìèíèìèçàöèè

(óñëîâèå îñòàíîâêè CM2 < M1)

N e% Ieff Ieff(M1) Ne t, ñåê Nc t/Ne(×10−4), ñåê

289 10.32 2.69 1.42 800 0.02 1 0.19

1089 5.20 2.72 1.56 3136 0.09 2 0.30

4225 2.61 3.44 1.78 12416 0.30 2 0.24

16641 1.30 3.96 2.15 49408 3.10 3 0.63

Òàáëèöà 1.8: Ïðèìåð 4, ãäå y íàõîäèòñÿ ñ ïîìîùüþ ëîêàëüíîé ìèíèìèçàöèè

(óñëîâèå îñòàíîâêè 10CM2 < M1)

N e% Ieff Ieff(M1) Ne t, ñåê Nc t/Ne(×10−4), ñåê

289 10.32 1.62 1.47 800 0.25 25 3.12

1089 5.20 1.73 1.57 3136 1.29 35 4.11

4225 2.61 1.96 1.78 12416 6.55 46 5.27

16641 1.30 2.37 2.16 49408 54.46 56 11.02

Òàáëèöà 1.9: Ïðèìåð 4, ãäå y íàõîäèòñÿ èç ðåøåíèÿ ñèñòåìû

N e% Ieff Ieff(M1) Ne t, ñåê t/Ne (×10−4), ñåê

289 10.32 1.31 1.31 800 0.06 0.77

1089 5.20 1.30 1.30 3136 0.12 0.40

4225 2.61 1.29 1.29 12416 0.47 0.38

16641 1.30 1.30 1.30 49408 3.28 0.66

Ïðèìåð 5. Ðàññìîòðèì åù¼ îäèí ïðèìåð ñ ðàçðûâîì â êîýôôèöèåíòå ìàò�

ðèöû A. Íà ýòîò ðàç, îáëàñòü Ω, ïðåäñòàâëåííàÿ íà ðèñóíêå (1.16), ñîäåðæèò

êâàäðàòíîå îòâåðñòèå. Êîýôôèöèåíòû â ìàòðèöå A

a11 =

5 â ïîäîáëàñòè I,

1 â ïîäîáëàñòè II,
a22 =

5 â ïîäîáëàñòè I,

1 â ïîäîáëàñòè II,
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a12 = a21 = 0, ïðàâàÿ ÷àñòü ïîñòîÿííà è ðàâíà 1 âî âñåé îáëàñòè Ω, Γ1 =

∂Ω, u0 = 0. Â òàáëèöå 1.10 ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû äëÿ íåñêîëüêèõ øàãîâ

àäàïòàöèè ñåòêè.

Òàáëèöà 1.10: Ïðèìåð 5. Ñðàâíåíèå øàãîâ àäàïòàöèè ñåòêè

ηrefT ηconT ηRT
T

N e% N e% Ieff N e% Ieff

280 17.48 280 17.48 1.40 280 17.48 1.40

654 9.45 706 9.90 1.52 721 9.66 1.38

2847 4.27 3496 4.45 1.42 3562 4.08 1.38

5156 3.16 6630 3.27 1.40 6486 3.01 1.35

9120 2.33 12458 2.40 1.39 11679 2.22 1.36

12142 2.01 17042 2.05 1.32 15549 1.90 1.36

16227 1.73 23610 1.75 1.37 20723 1.66 1.35

Íà ðèñóíêå 1.17 ïðèâîäÿòñÿ óçëû ðàñ÷¼òíûõ ñåòîê íà ïîñëåäíåì øàãå ðà�

áîòû àäàïòèâíîãî àëãîðèòìà è èíäèêàòîðû ïîãðåøíîñòè íà ðàâíîìåðíîé ñåòêå.

Èç ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ ìîæíî ñäåëàòü âûâîä, ÷òî ïðè èñïîëüçîâàíèè èíäè�

êàòîðà ηconT èç-çà íàëè÷èÿ çîí ñãóùåíèÿ âäîëü ëèíèè ðàçðûâà êîýôôèöèåíòîâ

äëÿ äîñòèæåíèÿ íåîáõîäèìîé òî÷íîñòè ïîòðåáîâàëîñü ïðèìåðíî â ïîëòîðà ðàçà

áîëüøå óçëîâ ðàñ÷¼òíîé ñåòêè, ÷åì äëÿ ýòàëîííîãî èíäèêàòîðà ηrefT , ÷òî ïðèâî�

äèò ê óâåëè÷åíèþ âðåìåíè ðàñ÷¼òà. Ñåòêà, ïîëó÷åííàÿ ñ ïîìîùüþ èíäèêàòîðà

ηRT
T ïî ñâîåé ñòðóêòóðå áëèçêà ê ýòàëîííîé. Çàìåòèì òàêæå, ÷òî êàðòèíà, ïî�

ëó÷àþùàÿñÿ âî âñåõ ñëó÷àÿõ, îòðàæàåò ñèììåòðèþ îòíîñèòåëüíî îñè x1 = x2,

êîòîðîé îáëàäàåò èñõîäíàÿ çàäà÷à.
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à) á)

â) ã)

Ðèñ. 1.16: Îáëàñòü äëÿ ïðèìåðà 5 (à); ïðèáëèæ¼ííîå ðåøåíèå uh íà ðàâíîìåðíîé

ñåòêå (á); ãðàäèåíò ïðèáëèæ¼ííîãî ðåøåíèÿ (A∇uh)1 (â) è (A∇uh)2 (ã)

Ïðèìåð 6. Â çàâåðøåíèå ãëàâû ðàññìîòðèì ïðèìåð ðàáîòû àäàïòèâíîãî

àëãîðèòìà äëÿ çàäà÷è ñî ñìåøàííûìè êðàåâûìè óñëîâèÿìè, ïðåäëîæåííîé â

ðàáîòå R�uter è Stenberg [87]. Ðåøàåìàÿ çàäà÷à èìååò âèä
−△u = 0.5 â Ω,

u = 0 íà Γ1,

n · (∇u) = F íà Γ2.
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ηrefT 16227 óç., ïîãð. 1.73%

ηconT 23610 óç., ïîãð. 1.75%

ηRT
T 20723 óç., ïîãð. 1.66%

Ðèñ. 1.17: Ïðèìåð 5. Çíà÷åíèÿ ðàçëè÷íûõ èíäèêàòîðîâ íà ðàâíîìåðíîé ñåòêå

(ñëåâà) è ñîîòâåòñòâóþùèå êîíå÷íîýëåìåíòíûå ñåòêè (óçëû), ïîëó÷åííûå â ðå�

çóëüòàòå àäàïòàöèè (ñïðàâà)
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Íà ÷àñòÿõ ãðàíèöû îáëàñòè, îáîçíà÷åííûõ øòðèõîâêîé çàäàíî íóëåâîå

óñëîâèå òèïà Äèðèõëå, íà îñòàëüíûõ ÷àñòÿõ � óñëîâèå òèïà Íåéìàíà, ñîîòâåò�

ñòâóþùèå çíà÷åíèÿ ôóíêöèè F óêàçàíû íà ðèñóíêå 1.18. Íà÷àëüíàÿ êîíå÷íî�

ýëåìåíòíàÿ ñåòêà ñîâïàäàåò ñ èñïîëüçîâàííîé àâòîðàìè ñòàòüè. Íà êàæäîì øà�

ãå àäàïòàöèè ïðîèçâîäèòñÿ âû÷èñëåíèå ìàæîðàíòû ïîãðåøíîñòè, ëîêàëüíàÿ èí�

äèêàöèÿ îøèáêè è èçìåëü÷åíèå ñåòêè � ðåçóëüòàòû ïðèâåäåíû â òàáëèöå 1.11.

Ýòà ïðîöåäóðà ïðîäîëæàåòñÿ äî äîñòèæåíèÿ æåëàåìîãî êîëè÷åñòâà óçëîâ ñåòêè

äëÿ ñðàâíåíèÿ ñ [87].

Ðèñ. 1.18: Ïðèìåð 6. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è è å¼ ïðèáëèæ¼ííîå ðåøåíèå [87]

Òàáëèöà 1.11: Ïðèìåð 6. Ñðàâíåíèå øàãîâ àäàïòàöèè ñåòêè

ηrefT ηRT
T

N e% N e% Ieff

150 20.69 150 20.69 3.14

430 10.01 468 9.89 2.88

1623 4.93 1774 4.94 2.70

4029 3.09 4372 3.14 2.63

7179 2.30 8673 2.23 2.54

11408 1.81 13824 1.77 2.63

15461 1.55 18193 1.54 2.63

Ôèíàëüíûå ðàñ÷åòíûå ñåòêè ïðèâåäåíû íà ðèñóíêå 1.19. Âèäíî, ÷òî ïî
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ñâîåé ñòðóêòóðå îíè áëèçêè, ïîñêîëüêó ó íèõ ñîâïàäàþò çîíû ñãóùåíèÿ óçëîâ.

Â ðàáîòå [87] àâòîðû ðåøàþò çàäà÷ó â ñìåøàííîé ïîñòàíîâêå ñ èñïîëüçîâàíè�

åì ýëåìåíòîâ RT0. Çàòåì ïðèáëèæ¼ííîå ðåøåíèå è åãî ãðàäèåíò èñïîëüçóþòñÿ

äëÿ âû÷èñëåíèÿ àïîñòåðèîðíîãî èíäèêàòîðà ïîãðåøíîñòè η, ñòðîÿùåãîñÿ ïî

ïðèíöèïó ÿâíîãî ìåòîäà íåâÿçîê. Ìîäèôèöèðîâàííûé èíäèêàòîð η̄ âû÷èñëÿåò�

ñÿ ñ ïîìîùüþ ñãëàæåííîãî ãðàäèåíòà ïðèáëèæ¼ííîãî ðåøåíèÿ. Íà ðèñóíêå 1.20

ïðåäñòàâëåíû çàâèñèìîñòè ãëîáàëüíîé îöåíêè ïîãðåøíîñòè äëÿ èíäèêàòîðîâ η

è η̄ îò êîëè÷åñòâà ñòåïåíåé ñâîáîäû äëÿ àäàïòèâíîãî è ðàâíîìåðíîãî ðàçáèåíèÿ

ñåòêè èç [87]. Òàêæå, íà ðèñóíêå îòðàæåíû àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòû äëÿ èíäè�

êàòîðà ηRT
T è ýòàëîííîãî èíäèêàòîðà ηrefT . Óãëû íàêëîíà êðèâûõ äëÿ îöåíîê,

âû÷èñëåííûõ ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè, ñîâïàäàþò.

Ïðèâåä¼ííûå â äàííîé ãëàâå ïðèìåðû ïîêàçûâàþò, ÷òî â ñëó÷àå íàëè÷èÿ

ðàçðûâà ïåðâîãî ðîäà â êîýôôèöèåíòàõ óðàâíåíèÿ, èñïîëüçîâàíèå àïïðîêñè�

ìàöèè Ðàâüÿðà-Òîìà äëÿ ñâîáîäíîé ïåðåìåííîé â ôóíêöèîíàëüíîé ìàæîðàíòå

óñïåøíî ðåøàåò ïðîáëåìó èñêàæåíèÿ êàðòèíû ðàñïðåäåëåíèÿ óçëîâ ïðè àäàï�

òàöèè ðàñ÷¼òíîé ñåòêè. Â îáùåì, ôóíêöèîíàëüíûé ïîäõîä ðàáîòàåò íàä¼æíåå

è, êàê ïðàâèëî, îáåñïå÷èâàåò ëó÷øèé ðåçóëüòàò ïî ñðàâíåíèþ ñ êëàññè÷åñêèìè

ïîäõîäàìè, ÷òî ñîãëàñóåòñÿ ñ âûâîäàìè äðóãèõ ïîäîáíûõ èññëåäîâàíèé.
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(à) [87], ∼ 13000 óç.

(á) ηrefT , 15461 óç., ïîãð. 1.55%

(â) ηRT
T , 13824 óç., ïîãð. 1.77%

Ðèñ. 1.19: Ïðèìåð 6. Êîíå÷íîýëåìåíòíûå ñåòêè, ïîëó÷åííûå â ðåçóëüòàòå àäàï�

òàöèè ñ ðàçëè÷íûìè èíäèêàòîðàìè
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Ðèñ. 1.20: Ïðèìåð 6. Àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå èíäèêàòîðîâ [87] (ñâåðõó) è

ôóíêöèîíàëüíûõ ìàæîðàíò (ñíèçó) ñ ðîñòîì ÷èñëà óçëîâ ðàñ÷¼òíîé ñåòêè
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Ãëàâà 2

Îáîñíîâàíèå ôóíêöèîíàëüíîãî ïîäõîäà ê

êîíòðîëþ òî÷íîñòè äëÿ ñòàöèîíàðíîé çàäà÷è

ðåàêöèè-äèôôóçèè

Â ãëàâå ðàññìîòðåíû ôóíêöèîíàëüíûå àïîñòåðèîðíûå îöåíêè äëÿ ñòàöè�

îíàðíîé çàäà÷è ðåàêöèè-äèôôóçèè. Îáñóæäàþòñÿ òðè âèäà ìàæîðàíò, äâà èç

êîòîðûõ ïîëó÷åíû îòíîñèòåëüíî íåäàâíî (ñì. [21]). Äîêàçàíû óòâåðæäåíèÿ î

âû÷èñëèòåëüíûõ ñâîéñòâàõ äëÿ íàèáîëåå óíèâåðñàëüíîé èç íèõ. Èçëîæåíû ÷èñ�

ëåííûå ðåçóëüòàòû ðàáîòû ñîîòâåòñòâóþùèõ àäàïòèâíûõ àëãîðèòìîâ è èõ ñðàâ�

íèòåëüíûé àíàëèç, ðàçâèâàþùèé èññëåäîâàíèÿ ïåðâîé ãëàâû.

2.1. Òðè ìàæîðàíòû ïîãðåøíîñòè äëÿ ðàçëè÷íûõ

äèàïàçîíîâ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà ðåàêöèè

Ðàññìàòðèâàåìàÿ çàäà÷à ñ óñëîâèåì Äèðèõëå íà ãðàíèöå èìååò âèä− div(A∇u) + ρ2u = f â Ω,

u = u0 íà ∂Ω,
(2.1)

ãäå ρ(x) > 0 � êîýôôèöèåíò ðåàêöèè, ìàòðèöà A ñèììåòðè÷íàÿ è óäîâëåòâî�

ðÿåò óñëîâèþ (1.20). Îáîáùåííîå ðåøåíèå u ∈ V = u0 + V0 îïðåäåëÿåòñÿ ñîîò�

íîøåíèåì ∫
Ω

(A∇u · ∇w + ρ2uw) dx =

∫
Ω

fw dx, ∀w ∈ V0. (2.2)

Âàðèàöèîííàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è (2.2) è äâîéñòâåííîé ê íåé âûãëÿäÿò ñëåäóþ�

ùèì îáðàçîì:

Çàäà÷à P : íàéòè ýëåìåíò u ∈ V òàêîé, ÷òî

J(u) = inf
v∈V

J(v), (2.3)
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ãäå

J(v) =

∫
Ω

(
1

2
A∇v · ∇v + 1

2
ρ2v2 − fv

)
dx.

Çàäà÷à P∗: íàéòè ýëåìåíò p ∈ H(Ω, div) òàêîé, ÷òî

I∗(p) = sup
q∈H(Ω,div)

I∗(q), (2.4)

ãäå

I∗(q) =

∫
Ω

(
−1

2
A−1q · q + q · ∇u0 −

1

2ρ2
(div q + f)2 + div q u0

)
dx.

Èçâåñòíî, ÷òî ðåøåíèÿ çàäà÷ P è P∗ ñóùåñòâóþò è åäèíñòâåííû (ñì. [74]),

ïðè÷¼ì p = A∇u è J(u) = I∗(p). Äåéñòâèòåëüíî,

I∗(A∇u) =
∫
Ω

(
− 1

2
A∇u · ∇u+ A∇u · ∇u0 −

1

2ρ2
(div(A∇u) + f)2+

+ div(A∇u)u0
)
dx =

∫
Ω

(
−1

2
A∇u · ∇u− 1

2
ρ2u2

)
dx.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

J(u) =

∫
Ω

(
1

2
A∇u · ∇u+ 1

2
ρ2u2 − A∇u · ∇u− ρ2u2

)
dx =

=

∫
Ω

(
−1

2
A∇u · ∇u− 1

2
ρ2u2

)
dx.

Ýíåðãåòè÷åñêàÿ íîðìà ïîãðåøíîñòè

|[u− v]| :=
(
|||u− v|||2 + ∥ρ(u− v)∥2

)1/2
.

Íàèáîëåå óíèâåðñàëüíàÿ ìàæîðàíòà äëÿ çàäà÷è (2.1) áûëà ïîëó÷åíà â ðàáîòå

Repin è Sauter [88] (ñì. òàêæå [21]) è îáñóæäàåòñÿ íèæå. Êàê ïîêàçàíî â íàñòî�

ÿùåé ãëàâå, óäà¼òñÿ ïî àíàëîãèè ñ çàäà÷åé äèôôóçèè äîêàçàòü óòâåðæäåíèÿ,

êîòîðûå ñëóæàò òåîðåòè÷åñêèì îáîñíîâàíèåì ñîîòâåòñòâóþùèõ âû÷èñëèòåëü�

íûõ ñâîéñòâ îöåíêè.
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Ïóñòü v ∈ V � ïðèáëèæ¼ííîå ðåøåíèå çàäà÷è, òîãäà èç (2.2) äëÿ ëþáîãî

y ∈ Y = H(Ω, div) è ∀w ∈ V0 ìîæíî çàïèñàòü∫
Ω

(
A∇(u− v) · ∇w + ρ2(u− v)w

)
dx =

∫
Ω

(y − A∇v) · ∇w dx+

+

∫
Ω

(f − ρ2v + div y)w dx.
(2.5)

Ïåðâîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè (2.5) óæå îöåíèâàëîñü äëÿ çàäà÷è äèôôóçèè∫
Ω

(y − A∇v) · ∇w dx 6 |||A∇v − y|||∗|||w|||. (2.6)

Âòîðîå ñëàãàåìîå ìîæíî îöåíèòü äâóìÿ ñïîñîáàìè. Âî-ïåðâûõ,∫
Ω

(f − ρ2v + div y)w dx 6
∥∥∥∥1ρ(f − ρ2v + div y)

∥∥∥∥ ∥ρw∥, (2.7)

à âî-âòîðûõ, ∫
Ω

(f − ρ2v + div y)w dx 6 C∥f − ρ2v + div y∥ |||w|||. (2.8)

Åñëè ïîëîæèòü â (2.5) w = u − v è îöåíèòü ïðàâóþ ÷àñòü ñ ïîìîùüþ (2.6) è

(2.7), ïîëó÷àåòñÿ ïåðâàÿ îöåíêà

|[u− v]|2 6M 2
RD1(v, y) := |||A∇v − y|||2∗ +

∥∥∥∥1ρrΩ(v, y)
∥∥∥∥2 , (2.9)

ãäå rΩ(v, y) = f − ρ2v + div y. Èç (2.6) è (2.8) ñëåäóåò âòîðàÿ îöåíêà

|[u− v]| 6MRD0(v, y) := |||A∇v − y|||∗ + C∥rΩ(v, y)∥. (2.10)

Ìàæîðàíòû MRD0 è MRD1 ÿâëÿþòñÿ ÷àñòíûìè ñëó÷àÿìè ìàæîðàíòû ñ ïàðà�

ìåòðîì, êîòîðàÿ ðàññìàòðèâàåòñÿ äàëåå.

Åñëè â MRD1 ïîëîæèòü y = p, òî ïîëó÷àåòñÿ ðàâåíñòâî

MRD1(v,A∇u) = |[u− v]|,

òî åñòü îöåíêà ÿâëÿåòñÿ òî÷íîé. Îöåíêà (2.10), íàïðîòèâ, èìååò ¾çàçîð¿ ìåæ�

äó ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòüþ. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè êîýôôèöèåíò ðåàêöèè ìàë,
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òî â ôóíêöèîíàëå MRD1 ïðè âòîðîì ñëàãàåìîì ñòîèò áîëüøîé ìíîæèòåëü, à

çíà÷èò, îöåíêà áóäåò ÷óâñòâèòåëüíà ê âåëè÷èíå íåâÿçêè rΩ(v, y). Ìàæîðàíòà

MRD0, â ñâîþ î÷åðåäü, ê âåëè÷èíå ρ íå ÷óâñòâèòåëüíà. Òàêèì îáðàçîì, ìàæî�

ðàíòû èìåþò ïî ïàðàìåòðó ðàçíûå äèàïàçîíû ýôôåêòèâíîãî ïðèìåíåíèÿ. Â

ñâÿçè ñ ýòèì, â ðàáîòå Repin è Sauter [88] ïîëó÷åíà òðåòüÿ îöåíêà, ñî÷åòàþùàÿ

â ñåáå ïðåèìóùåñòâà ïåðâûõ äâóõ. Ðàññìîòðèì å¼ âûâîä.

Âòîðîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè (2.5) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå ñóììû∫
Ω

rΩ(v, y)w dx =

∫
Ω

α

ρ
rΩ(v, y)ρw dx+

∫
Ω

(1− α)rΩ(v, y)w dx,

ãäå ôóíêöèÿ α(x) ∈ L∞
[0,1] :=

{
α ∈ L∞(Ω)

∣∣ 0 6 α(x) 6 1
}
ïðîèçâîëüíà. Òîãäà∣∣∣∣∣∣

∫
Ω

rΩ(v, y)w dx

∣∣∣∣∣∣ 6
∥∥∥∥αρrΩ(v, y)

∥∥∥∥ ∥ρw∥+ C∥(1− α)rΩ(v, y)∥ |||w|||.

Èñïîëüçóÿ (2.6) è ïðèìåíÿÿ íåðàâåíñòâî Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî-Øâàðöà, ïðèõî�

äèì ê ñîîòíîøåíèþ

|[u− v]|2 6 |||A∇v − y|||∗ |||u− v|||+ C∥(1− α)rΩ(v, y)∥ |||u− v|||+

+

∥∥∥∥αρrΩ(v, y)
∥∥∥∥ ∥ρ(u− v)∥ 6

6
(
(|||A∇v − y|||∗ + C∥(1− α)rΩ(v, y)∥)2 +

∥∥∥∥αρrΩ(v, y)
∥∥∥∥2
)1/2

|[u− v]|.

Òàêèì îáðàçîì, òðåòüÿ îöåíêà èìååò âèä

|[u− v]|2 6M 2
RDα(v, y) := (|||A∇v − y|||∗ + C∥(1− α)rΩ(v, y)∥)2+

∥∥∥∥αρrΩ(v, y)
∥∥∥∥2 .

Ìàæîðàíòû MRD0(v, y) è MRD1(v, y) ÿâëÿþòñÿ ÷àñòíûìè ñëó÷àÿìè MRDα(v, y)

ïðè α = 0 è α = 1, ñîîòâåòñòâåííî. Çàïèøåì êîìáèíèðîâàííóþ ìàæîðàíòó

MRDα â áîëåå óäîáíîé äëÿ ðåàëèçàöèè âû÷èñëåíèé ôîðìå, èñïîëüçóÿ íåðàâåí�

ñòâî Êîøè ñ ïðîèçâîëüíûì ïàðàìåòðîì β > 0

|[u− v]|2 6 (1 + β)|||A∇v − y|||2∗+

+

(
1 +

1

β

)
C2∥(1− α)rΩ(v, y)∥2 +

∥∥∥∥αρrΩ(v, y)
∥∥∥∥2 . (2.11)
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Ìèíèìóì ïðàâîé ÷àñòè (2.11) ïî α ìîæíî îïðåäåëèòü àíàëèòè÷åñêè êàê ðåøå�

íèå çàäà÷è:

Íàéòè ýëåìåíò α̃ ∈ L∞
[0,1](Ω) òàêîé ÷òî g(α̃) = inf

α∈L∞
[0,1](Ω)

g(α),

ãäå

g(α) :=

∫
Ω

(
α(x)2S(x) + (1− α(x))2T (x)

)
dx, S(x), T (x) > 0, S(x)+T (x) ̸= 0.

Òàêèì ðåøåíèåì ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ

α̃(x) =
T (x)

S(x) + T (x)
, äëÿ êîòîðîé g(α̃) =

∫
Ω

S(x)T (x)

S(x) + T (x)
dx.

Â íàøåì ñëó÷àå

S =
1

ρ2
r2Ω(v, y), T = C2

(
1 +

1

β

)
r2Ω(v, y),

è îöåíêà (2.11) ïðèíèìàåò âèä

|[u− v]|2 6M 2
RD(v, y, β) :=

:= (1 + β)|||A∇v − y|||2∗ +
∫
Ω

C2(1 + β)

C2ρ2(1 + β) + β
r2Ω(v, y) dx.

(2.12)

Â äàííîì ñëó÷àå òðåáîâàíèå S(x)+T (x) ̸= 0 íå ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåííûì îãðàíè�

÷åíèåì, òàê êàê ïðè ÷èñëåííîé ðåàëèçàöèè ïîëó÷èòü íåâÿçêó r2Ω(v, y) â òî÷íîñòè

ðàâíóþ íóëþ ïðàêòè÷åñêè íåâîçìîæíî. Çàìåòèì òàêæå, ÷òî

|[u− v]|2 6 inf
y∈Y
β>0

M 2
RD(v, y, β) 6 inf

β>0
M 2

RD(v, A∇u, β) = |[u− v]|2,

òî åñòü ó îöåíêè (2.12) íåò ¾çàçîðà¿. Ïîìèìî ýòîãî, ìàæîðàíòà M 2
RD(v, y, β)

íå ÷óâñòâèòåëüíà ê óìåíüøåíèþ çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà ðåàêöèè ρ, à ïðè ρ = 0

îöåíêà (2.12) ïðåâðàùàåòñÿ â îöåíêó (1.26) äëÿ óðàâíåíèÿ äèôôóçèè.
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2.2. Âû÷èñëèòåëüíûå ñâîéñòâà êîìáèíèðîâàííîé îöåíêè

Äîêàæåì ðÿä óòâåðæäåíèé îòíîñèòåëüíî âû÷èñëèòåëüíûõ ñâîéñòâ êîìáè�

íèðîâàííîé ìàæîðàíòûM 2
RD(v, y, β), ïðåäïîëàãàÿ ÷òî äëÿ êîýôôèöèåíòà ðåàê�

öèè ñïðàâåäëèâà äâóñòîðîííÿÿ îöåíêà

0 < ρ1 6 ρ(x) 6 ρ2, ∀x ∈ Ω.

Ïîëó÷åííûå â äàííîì ðàçäåëå ðåçóëüòàòû îïóáëèêîâàíû â ðàáîòå àâòîðà [89].

×èñëåííûå ðåçóëüòàòû ñì. ×óðèëîâà è Ôðîëîâ [90], ×óðèëîâà [91].

Òàê êàê äëÿ ëþáîãî v ∈ V è β > 0 ìàæîðàíòà M 2
RD(v, y, β) � âûïóêëûé,

íåïðåðûâíûé è êîýðöèòèâíûé ôóíêöèîíàë, ñëåäîâàòåëüíî ñóùåñòâóåò ýëåìåíò

yβ, çàâèñÿùèé îò ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ v è ïàðàìåòðà β è ñîîáùàþùèé ìè�

íèìóì ôóíêöèîíàëó (ñì. Ëàäûæåíñêàÿ [73]), òàêîé ÷òî

M 2
RD(v, yβ, β) = inf

y∈Y
M 2

RD(v, y, β).

Òåîðåìà 2.1. Ñóùåñòâóåò ýëåìåíò w̄ ∈ V0 òàêîé, ÷òî

yβ = A∇(w̄ + u0).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ââåäåì îáîçíà÷åíèå

C̃(ρ, β) =
C2(1 + β)

C2ρ2(1 + β) + β
=

1

ρ2

(
1− β

C2ρ2(1 + β) + β

)
.

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò y0 ∈ Q0. Òîãäà äëÿ ìàæîðàíòû ñïðàâåäëèâî

íåðàâåíñòâî

M 2
RD(v, yβ, β) 6M 2

RD(v, yβ + y0, β) =

= (1 + β)|||A∇v − (yβ + y0)|||2∗ +
∫
Ω

C̃(ρ, β)(f − ρ2v + div yβ)
2 dx,

ñëåäîâàòåëüíî

|||A∇v − yβ|||2∗ 6 |||(A∇v − yβ)− y0|||2∗.
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Ðàñêðûâ âûðàæåíèÿ äëÿ íîðì è ïðèâåäÿ ïîäîáíûå ñëàãàåìûå, ïîëó÷àåì

1

2
|||y0|||2∗ −

∫
Ω

A−1(A∇v − yβ) · y0 dx > 0, ∀y0 ∈ Q0.

Òàêèì îáðàçîì, ∫
Ω

A−1(yβ − A∇v) · y0 dx = 0, ∀y0 ∈ Q0. (2.13)

Ðàçëîæèì ýëåìåíò A−1(yβ − A∇v) ∈ L2(Ω,R2) ïî Ãåëüìãîëüöó

A−1yβ −∇v = ∇w0 + τ0, ãäå w0 ∈ V0, τ0 ∈ Q0.

Ïîëîæèâ y0 = τ0 â (2.13), ïîëó÷èì∫
Ω

(∇w0 + τ0) · τ0 dx = ∥τ0∥2 = 0,

ñëåäîâàòåëüíî τ0 = 0 ïî÷òè âñþäó â Ω, òàêèì îáðàçîì yβ = A∇(w0 + v). Òàê

êàê v−u0 ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó V0, òî ââîäÿ îáîçíà÷åíèå w̄ = w0+v−u0,

ïîëó÷àåì òðåáóåìîå. �

Òåîðåìà 2.2. Ñïðàâåäëèâû îöåíêè

|||yβ − p|||∗ 6 Cβ, ∥ div(yβ − p)∥ 6 Cβ,

ãäå C � íåêîòîðàÿ ïîñòîÿííàÿ, íå çàâèñÿùàÿ îò β.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ýëåìåíò yβ óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ Ýéëåðà-Ëàãðàíæà

(1 + β)

∫
Ω

(A−1yβ −∇v) · z dx+
∫
Ω

C̃(ρ, β)(div yβ + f − ρ2v) div z dx = 0, (2.14)

äëÿ ïðîèçâîëüíîãî z ∈ H(Ω, div). Íåñëîæíî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà

v ∈ V

J(v)− J(u) =

∫
Ω

(
1

2
A∇v · ∇v + 1

2
ρ2v2 − fv

)
dx−

−
∫
Ω

(
1

2
A∇u · ∇u+ 1

2
ρ2u2 − fu

)
dx =

1

2
|[u− v]|2.
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Ðàñïèøåì ðàçíîñòü, ó÷èòûâàÿ ÷òî (v − u0) ∈ V0

J(v)− J(u) = J(v)− I∗(p) = J(v)− sup
q∈Y

I∗(q) =

= inf
q∈Y

(J(v)− I∗(q)),

J(v)− I∗(q) =
1

2

∫
Ω

(
A(∇v − A−1q) · (∇v − A−1q) + 2∇v · q

)
dx+

+
1

2

∫
Ω

( 1

ρ2
(div q + f)2 + ρ2v2 − 2v(div q + f)

)
dx+

+

∫
Ω

(v · div q − q · ∇u0 − div q · u0) dx =

=
1

2
|||A∇v − q|||2∗ +

1

2

∫
Ω

1

ρ2
(div q + f − ρ2v)2 dx+

+

∫
Ω

(div q(v − u0) + q · ∇(v − u0)) =

=
1

2

(
|||A∇v − q|||2∗ +

∥∥∥∥1ρ(div q + f − ρ2v)

∥∥∥∥2
)
.

Òàêèì îáðàçîì,

|[u− v]|2 = inf
q∈Y

(
|||A∇v − q|||2∗ +

∥∥∥∥1ρ(div q + f − ρ2v)

∥∥∥∥2
)
,

òî åñòü q = p ìèíèìèçèðóåò ôóíêöèîíàë

F (q) = |||A∇v − q|||2∗ +
∥∥∥∥1ρ(div q + f − ρ2v)

∥∥∥∥2 .
Çàïèøåì óðàâíåíèå Ýéëåðà-Ëàãðàíæà äëÿ ôóíêöèîíàëà F∫

Ω

(A−1p−∇v) · q dx+
∫
Ω

(div p+ f − ρ2v)
1

ρ2
div q dx = 0, ∀q ∈ Y. (2.15)

Ïîëîæèì q = yβ − p è z = yβ − p è âû÷òåì èç (2.14) âûðàæåíèå (2.15), óìíî�

æåííîå íà (1 + β). Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ðàâåíñòâî

(1 + β)|||yβ − p|||2∗ +
∥∥∥∥1ρ div(yβ − p)

∥∥∥∥2 =
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=

∫
Ω

(
1

ρ2
− C̃(ρ, β)

)(
div(yβ − p) div(yβ − p) + (f − ρ2v + div p) div(yβ − p)

)
dx.

Îöåíèâ ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå ñ ïîìîùüþ íåðàâåíñòâà Ã¼ëüäåðà

(1 + β)|||yβ − p|||2∗ +
∥∥∥∥1ρ div(yβ − p)

∥∥∥∥2 6
6
(
1− ρ21C̃(ρ1, β)

)(∥∥∥∥1ρ div(yβ − p)

∥∥∥∥2 + ∥ρ(u− v)∥
∥∥∥∥1ρ div(yβ − p)

∥∥∥∥
)
,

(2.16)

ïîëó÷àåì ∥∥∥∥1ρ div(yβ − p)

∥∥∥∥ 6
(

1

ρ21C̃(ρ1, β)
− 1

)
∥ρ(u− v)∥,

òî åñòü ∥∥∥∥1ρ div(yβ − p)

∥∥∥∥ 6 β

ρ21C2(1 + β)
∥ρ(u− v)∥ 6 β

ρ21C2
∥ρ(u− v)∥.

Ñ ïîìîùüþ ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà è (2.16) ïðèõîäèì ê îöåíêå

|||yβ − p|||2∗ 6
1− ρ21C̃(ρ1, β)

1 + β
∥ρ(u− v)∥

∥∥∥∥1ρ div(yβ − p)

∥∥∥∥ 6

6 β2

ρ41C4
∥ρ(u− v)∥2,

òàêèì îáðàçîì,

|||yβ − p|||∗ 6
β

ρ21C2
∥ρ(u− v)∥.

Ïîëîæèâ C = ∥ρ(u− v)∥/(ρ21C2), ïîëó÷àåì òðåáóåìîå. �
Ðàññìîòðèì èíäèêàòîð ïîãðåøíîñòè, îñíîâàííûé íà ìàæîðàíòå (2.12), îáî�

çíà÷èâ çà ε(x) ïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå ýíåðãåòè÷åñêîé íîðìû îøèáêè

ε(x) = A∇(u(x)− v(x)) · ∇(u(x)− v(x)) + ρ2(u(x)− v(x))2.

Ìàæîðàíòó ìîæíî ðàçáèòü íà äâà ñëàãàåìûõ

M 2
RD(v, yβ, β) = m2

RDi +m2
RDr,

ãäå

m2
RDi = |||A∇v − yβ|||2∗ +

∫
Ω

1

ρ2
r2Ω(v, yβ) dx,
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m2
RDr = β

|||A∇v − yβ|||2∗ −
∫
Ω

1

ρ2(C2ρ2(1 + β) + β)
r2Ω(v, yβ) dx

 .

Èç Òåîðåìû 2.2 ñëåäóåò, ÷òî

m2
RDi −−→

β→0
|[u− v]|2, m2

RDr −−→
β→0

0,

ïîýòîìó â êà÷åñòâå èíäèêàòîðà ïîãðåøíîñòè ìîæíî èñïîëüçîâàòü ïåðâîå ñëàãà�

åìîå. Îáîçíà÷èì çà µβ åãî ïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå

µβ(x) = A−1(A∇v(x)−yβ(x))·(A∇v(x)−yβ(x))+
1

ρ2
(div yβ(x)+f(x)−ρ2(x)v(x))2.

Äëÿ çàäàííûõ µβ è ε è ëþáîãî ïîëîæèòåëüíîãî δ îïðåäåëèì ìíîæåñòâî Ωδ ïî

ôîðìóëå (1.18).

Òåîðåìà 2.3. Èìååò ìåñòî ñõîäèìîñòü

meas(Ωδ) −−→
β→0

0,

ãäå meas(Ωδ) � ìåðà Ëåáåãà ìíîæåñòâà Ωδ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îöåíèì ìîäóëü ðàçíîñòè

µβ(x)− ε(x) = A−1(A∇v − yβ) · (A∇v − yβ) +
1

ρ2
(div yβ + f − ρ2v)2−

− A∇(u− v) · ∇(u− v)− ρ2(u− v)2 = A−1yβ · yβ − 2∇v · yβ + A∇v · ∇v+

+
1

ρ2
(div yβ + f − ρ2v)2 − A∇u · ∇u+ 2A∇u · ∇v − A∇v · ∇v − ρ2(u− v)2 =

= A−1yβ · yβ − A−1p · p+ 2(p− yβ) · ∇v +
1

ρ2
(
div(yβ − p) + ρ2(u− v)

)2−
− ρ2(u− v)2 = A−1(yβ − p) · (yβ − p) + 2A−1p · (yβ − p) + 2(p− yβ) · ∇v+

+
1

ρ2
(div(yβ − p))2 + 2div(yβ − p)(u− v) = A−1(yβ − p) · (yβ − p)+

+ 2(yβ − p) · ∇(u− v) + 2 div(yβ − p)(u− v) +
1

ρ2
(div(yβ − p))2 ,

ñëåäîâàòåëüíî

|µβ(x)− ε(x)| 6 |A−1(yβ − p) · (yβ − p)|+ 2|(yβ − p) · ∇(u− v)|+

+ 2| div(yβ − p)| |u− v|+ 1

ρ2
(div(yβ − p))2 .
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ïî Òåîðåìå 2.2 ïîëó÷àåì ∫
Ω

|µβ(x)− ε(x)| dx −−→
β→0

0.

Òàêèì îáðàçîì,∫
Ω

|µβ(x)− ε(x)| dx >
∫
Ωδ

|µβ(x)− ε(x)| dx > δ meas(Ωδ),

ñëåäîâàòåëüíî meas(Ωδ) −−→
β→0

0. �
Ïðè ðåàëèçàöèè âû÷èñëåíèÿ àïîñòåðèîðíîé îöåíêè (2.12) íåîáõîäèìà äèñ�

êðåòèçàöèÿ ñîîòâåòñòâóþùåé çàäà÷è, êîòîðàÿ ñòðîèòñÿ íà îñíîâå âûáîðà êîíå÷�

íîìåðíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà H(Ω, div).

Òåîðåìà 2.4. Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîíå÷íîìåðíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ

{Yk}∞k=1 ïðåäåëüíî ïëîòíà â Y , òî

lim
k→∞

inf
yk∈Yk
β>0

M 2
RD(v, yk, β) = |[u− v]|2. (2.17)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî îïðåäåëåíèþ ïðåäåëüíîé ïëîòíîñòè äëÿ ëþáîãî ïî�

ëîæèòåëüíîãî δ ñóùåñòâóåò íàòóðàëüíîå kδ, òàêîå ÷òî äëÿ âñåõ k > kδ íàéä¼òñÿ

pk ∈ Yk, óäîâëåòâîðÿþùåå íåðàâåíñòâó ∥p− pk∥Y 6 δ. Ïîäñòàâèì â ìàæîðàíòó

yk = pk è ïîëó÷èì

inf
yk∈Yk
β>0

M 2
RD(v, yk, β) 6M2

RD(v, pk, δ) =

= (1 + δ)|||A∇v − pk|||2∗ +
∫
Ω

C̃(ρ, δ) r2Ω(v, pk) dx.
(2.18)

Ñíà÷àëà îöåíèì ïåðâîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè (2.18)

|||A∇v − pk|||2∗ = |||A∇v + p− A∇u− pk|||2∗ 6 (|||u− v|||+ |||p− pk|||∗)2 ,

òàê êàê

|||p− pk|||2∗ =
∫
Ω

A−1(p− pk) · (p− pk) dx 6 1

c21
δ2,
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ïîëó÷àåì

|||A∇v − pk|||2∗ 6 |||u− v|||2 + 1

c21
δ2 +

2

c1
|||u− v|||δ =

= |||u− v|||2 + δ

(
1

c21
δ +

2

c1
|||u− v|||

)
.

(2.19)

Äëÿ âòîðîãî ñëàãàåìîãî èç ïðàâîé ÷àñòè (2.18) èìååì∫
Ω

C̃(ρ, δ)
(
− div p+ ρ2u− ρ2v + div pk

)2
dx 6

6
∫
Ω

1

ρ2
(
ρ4(u− v)2 + (div(pk − p))2 + 2ρ2(u− v) div(pk − p)

)
dx 6

6 ∥ρ(u− v)∥2 + 1

ρ21
δ2 + 2∥u− v∥δ.

(2.20)

Îáúåäèíèâ (2.19) è (2.20), ïîëó÷èì

M 2
RD(v, pk, δ) 6 (1 + δ)

(
|||u− v|||2 + δ

(
1

c21
δ +

2

c1
|||u− v|||

))
+ ∥ρ(u− v)∥2+

+
δ2

ρ21
+ 2δ∥u− v∥ = |[u− v]|2 +O(δ).

Òàêèì îáðàçîì, èìååò ìåñòî äâóñòîðîííÿÿ îöåíêà

|[u− v]|2 6 inf
yk∈Yk
β>0

M 2
RD(v, yk, β) 6 |[u− v]|2 +O(δ),

÷òî äîêàçûâàåò óòâåðæäåíèå (2.17). �

Òåîðåìà 2.5. Ïóñòü â óñëîâèÿõ Òåîðåìû 2.4 ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïàð (βk, yk),

ìèíèìèçèðóþùèõ M 2
RD(v, y, β) íà R+ × Yk, òàêîâà, ÷òî

βk → 0 ïðè k → ∞,

òîãäà

yk ⇀ A∇u â Y ïðè k → ∞.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì MRDk(v) :=MRD(v, yk, βk). Ïî Òåîðåìå 2.4

lim
k→∞

M 2
RDk(v) = |[u− v]|2
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è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{
M 2

RDk(v)
}∞
k=1

îãðàíè÷åíà, ñëåäîâàòåëüíî

∥yk∥ 6 C è ∥ div yk∥ 6 C, ∀k = 1, 2, ...

à òàêæå

∥yk∥Y = (∥yk∥2 + ∥ div yk∥2)1/2 6 C,

ãäå çà C îáîçíà÷åíà íåêàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ êîíñòàíòà. Ïîýòîìó ìîæíî âûäåëèòü

èç {yk}∞k=1 ñëàáîñõîäÿùóþñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü

yk ⇀ ȳ â Y ïðè k → ∞.

Îöåíèì ýíåðãåòè÷åñêóþ íîðìó îøèáêè ñíèçó

|[u− v]|2 = |||u− v|||2 + ∥ρ(u− v)∥2 = lim
k→∞

M 2
RDk >

> lim
k→∞

|||A∇v − yk|||2∗ +
∫
Ω

1

ρ2
(f − ρ2v + div yk)

2 dx

 >

> |||A∇v|||2∗ − 2

∫
Ω

∇v · ȳ dx+ |||ȳ|||2∗ + ∥ρv∥2 +
∥∥∥∥1ρ(div ȳ + f)

∥∥∥∥2−
− 2

∫
Ω

v(f + div ȳ) dx.

Ïîñëåäíåå ñîîòíîøåíèå ïðåîáðàçóåòñÿ â íåðàâåíñòâî

|||A∇u|||2∗ − 2

∫
Ω

A∇u · ∇v dx+
∫
Ω

ρ2u2 dx− 2

∫
Ω

(ρ2u− f)v dx >

>
∥∥∥∥1ρ(div ȳ + f)

∥∥∥∥2 + |||ȳ|||2∗ − 2

∫
Ω

(∇v · ȳ + div ȳ v) dx.

Èñïîëüçóÿ ñâÿçü ìåæäó òî÷íûìè ðåøåíèÿìè ïðÿìîé è äâîéñòâåííîé çàäà÷

A∇u = p è ρu = (div p+ f)/ρ, ïîëó÷àåì

−1

2
|||p|||2∗ +

∫
Ω

p · ∇v dx− 1

2

∥∥∥∥1ρ(div p+ f)

∥∥∥∥2 + ∫
Ω

div p v dx 6

6 −1

2
|||ȳ|||2∗ +

∫
Ω

ȳ · ∇v dx− 1

2

∥∥∥∥1ρ(div ȳ + f)

∥∥∥∥2 + ∫
Ω

div ȳ v dx.

(2.21)
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Òàê êàê (v − u0) ∈ V0∫
Ω

(∇v · ȳ + div ȳ v) dx =

∫
Ω

(∇u0 · ȳ + div ȳ u0) dx,

ïîýòîìó (2.21) ïðåîáðàçóåòñÿ â

−1

2
|||p|||2∗ −

1

2

∥∥∥∥1ρ(div p+ f)

∥∥∥∥2 + ∫
Ω

(∇u0 · p+ div p u0), dx 6

6 −1

2
|||ȳ|||2∗ −

1

2

∥∥∥∥1ρ(div ȳ + f)

∥∥∥∥2 + ∫
Ω

(∇u0 · ȳ + div ȳ u0) dx,

òî åñòü â òåðìèíàõ ôóíêöèîíàëà äëÿ äâîéñòâåííîé âàðèàöèîííîé çàäà÷è

I∗(p) 6 I∗(ȳ).

Òàê êàê ðåøåíèå çàäà÷è P∗ åäèíñòâåííî, ñëåäîâàòåëüíî ȳ = p. �

2.3. Ñðàâíåíèå ìàæîðàíò è ïðèìåðû ðàáîòû àäàïòèâíûõ

àëãîðèòìîâ

Ðàññìîòðèì íåñêîëüêî ïðèìåðîâ âû÷èñëåíèÿ ìàæîðàíò (2.9), (2.10) è (2.12),

à òàêæå ðàáîòó àäàïòèâíûõ àëãîðèòìîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ ïîñëåäíåé èç íèõ

(óíèâåðñàëüíîé). Ïðèáëèæ¼ííîå ðåøåíèå uh âû÷èñëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ ñòàíäàðò�

íîãî ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ è ÿâëÿåòñÿ ãàëåðêèíñêîé àïïðîêñèìàöèåé. Äëÿ

âû÷èñëåíèÿ ôóíêöèîíàëüíîé àïîñòåðèîðíîé îöåíêè, êàê è â ïàðàãðàôå 1.5, èñ�

ïîëüçóþòñÿ íåïðåðûâíûå àïïðîêñèìàöèè è àïïðîêñèìàöèÿ Ðàâüÿðà-Òîìà äëÿ

ñâîáîäíîé ïåðåìåííîé y.

Ïðèìåð 7. Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì çàäà÷ó ðåàêöèè-äèôôóçèè ñ èçâåñòíûì

òî÷íûì ðåøåíèåì u = 0.7x1 + 1.3x2 + x1x2 íà êâàäðàòå Ω = [0; 1] × [0; 1] (íà

ãðàíèöå îáëàñòè çàäàíû ñîîòâåòñòâóþùèå óñëîâèÿ Äèðèõëå, f = ρ2u). Çíà÷åíèÿ

ρ2 ìåíÿþòñÿ â äèàïàçîíå îò 10−12 äî 1012. Òðè ôóíêöèîíàëüíûå ìàæîðàíòû

âû÷èñëÿþòñÿ íà ðàâíîìåðíîé ñåòêå. Äëÿ ñâîáîäíîé ïåðåìåííîé y èñïîëüçóþòñÿ

íåïðåðûâíûå àïïðîêñèìàöèè.
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(à)

(á)

Ðèñ. 2.1: Ïðèìåð 7. Ìàæîðàíòû ïîãðåøíîñòè (à) è èíäåêñû ýôôåêòèâíîñòè (á)
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Íà ðèñóíêå 2.1 ïðåäñòàâëåíû ãðàôèêè çàâèñèìîñòè ìàæîðàíòMRD0,MRD1

è MRD, à òàêæå ñîîòâåòñòâóþùèõ èíäåêñîâ ýôôåêòèâíîñòè îò êîýôôèöèåíòà

ðåàêöèè. Â òàáëèöå 2.1 ïðèâåäåíû çíà÷åíèÿ ìàæîðàíò è èíäåêñîâ ýôôåêòèâ�

íîñòè. Âèäíî, ÷òî ñ óâåëè÷åíèåì ρ2 ðàñò¼ò ýíåðãåòè÷åñêàÿ íîðìà ïîãðåøíîñòè,

ïîñêîëüêó òî÷íîå ðåøåíèå ôèêñèðîâàíî. Íåñìîòðÿ íà ýòî, êîìáèíèðîâàííàÿ ìà�

æîðàíòà MRD ýôôåêòèâíî îöåíèâàåò íîðìó ïîãðåøíîñòè íà âñ¼ì ðàññìîòðåí�

íîì äèàïàçîíå èçìåíåíèÿ çíà÷åíèé ρ2. Êàê è îæèäàëîñü, ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ

êîýôôèöèåíòà ðåàêöèè ìàæîðàíòàMRD0 ýôôåêòèâíà,MRD1 íà÷èíàåò ðàñòè, à

ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ � íàîáîðîò.

Òàáëèöà 2.1: Ïðèìåð 7. Ìàæîðàíòû ïîãðåøíîñòè è èíäåêñû ýôôåêòèâíîñòè

ρ2 |[u− uh]| MRD0 Ieff MRD1 Ieff MRD Ieff

(MRD0) (MRD1) (MRD)

10−12 0.018 0.018 1.002 0.366 20.321 0.018 1.002

10−5 0.018 0.018 1.002 0.018 1.002 0.018 1.002

1 0.018 0.018 1.003 0.018 1.002 0.018 1.002

105 0.037 2.337 62.937 0.037 1.004 0.037 1.004

1012 102.687 2.32 ×107 2.26 ×105 102.939 1.002 102.939 1.002

Ïðèìåð 8. Ðàññìîòðèì åù¼ îäèí ïðèìåð ñ ðàçëè÷íûìè çíà÷åíèÿìè êîýô�

ôèöèåíòà ðåàêöèè. Ìàòðèöà A � åäèíè÷íàÿ, ïðàâàÿ ÷àñòü f ≡ 1. Îáëàñòü Ω

è ïðèáëèæ¼ííîå ðåøåíèå äëÿ íåñêîëüêèõ çíà÷åíèé ρ ïðåäñòàâëåíû íà ðèñóíêå

2.2. Íà ãðàíèöå çàäàíî íóëåâîå óñëîâèå Äèðèõëå. Â äàííîì ïðèìåðå ðåøåíèå

çàäà÷è ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò ρ. Íà ðèñóíêå 2.3 ïðåäñòàâëåíû ãðàôèêè çàâè�

ñèìîñòè òð¼õ ìàæîðàíò è èíäåêñîâ ýôôåêòèâíîñòè îò êîýôôèöèåíòà ðåàêöèè.

Êàê è â ïðåäûäóùåì ïðèìåðå, ìàæîðàíòàMRD ýôôåêòèâíî îöåíèâàåò ïîãðåø�

íîñòü íà øèðîêîì äèàïàçîíå çíà÷åíèé ρ.
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(à) (á)

(â) ρ2 = 10−12 (ã) ρ2 = 1

(ä) ρ2 = 102 (å) ρ2 = 103

Ðèñ. 2.2: Ïðèìåð 8. Ãåîìåòðèÿ îáëàñòè (à); ñåòêà (á); ïðèáëèæ¼ííîå ðåøåíèå

äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé ρ (â)�(å)
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(à)

(á)

Ðèñ. 2.3: Ïðèìåð 8. Ìàæîðàíòû ïîãðåøíîñòè (à) è èíäåêñû ýôôåêòèâíîñòè (á)
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Ïðèìåð 9. Ïåðåéä¼ì ê èññëåäîâàíèþ ðàáîòû àäàïòèâíûõ àëãîðèòìîâ. Â

ýòîì ïðèìåðå è äàëåå èñïîëüçóåòñÿ ìàæîðàíòà MRD è îñíîâàííûé íà íåé èí�

äèêàòîð ñ ðàçíûìè òèïàìè àïïðîêñèìàöèé. Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà

êîýôôèöèåíò ðåàêöèè òåðïèò ðàçðûâ

ρ2 =

100 â ïîäîáëàñòè I,

0.01 â ïîäîáëàñòè II,

A � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà, ïðàâàÿ ÷àñòü f = 1. Îáëàñòü Ω è ïðèáëèæ¼ííîå ðåøå�

íèå çàäà÷è íà ðàâíîìåðíîé ñåòêå ïðåäñòàâëåíû íà ðèñóíêå 2.4. Â òàáëèöå 2.2

ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû íåñêîëüêèõ øàãîâ àäàïòàöèè. Èç ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòà�

òîâ ìîæíî ñäåëàòü âûâîä, ÷òî â ñëó÷àå íàëè÷èÿ ðàçðûâà êîýôôèöèåíòà ðåàê�

öèè â îáëàñòè íåïðåðûâíûå àïïðîêñèìàöèè ïîçâîëÿþò ýôôåêòèâíî âû÷èñëèòü

àïîñòåðèîðíóþ îöåíêó, à òàêæå ïîëó÷èòü èíäèêàòîð ëîêàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ

ïîãðåøíîñòè, áëèçêèé ê ýòàëîííîìó, êàê ïîêàçûâàþò ðèñóíêè 2.5 è 2.6. Èñïîëü�

çîâàíèå ñìåøàííîé àïïðîêñèìàöèè Ðàâüÿðà-Òîìà íóëåâîãî ïîðÿäêà â äàííîì

ñëó÷àå äà¼ò ÷óòü áîëåå çàâûøåííóþ îöåíêó, òàê êàê âíóòðè îáëàñòè å¼ àïïðîê�

ñèìàöèîííûå ñâîéñòâà õóæå, ÷åì ó ïàðû ñòàíäàðòíûõ.

(à) (á)

Ðèñ. 2.4: Ïðèìåð 9. Ãåîìåòðèÿ îáëàñòè (à) è ïðèáëèæ¼ííîå ðåøåíèå çàäà÷è (á)
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(à) ηrefT (á) ηrefT

(â) ηconT (ã) ηconT

(ä) ηRT
T (å) ηRT

T

Ðèñ. 2.5: Ïðèìåð 9. Çíà÷åíèÿ ñðàâíèâàåìûõ èíäèêàòîðîâ íà ðàâíîìåðíîé ñåòêå

(ñëåâà) è ýëåìåíòû, îòìå÷åííûå äëÿ ðàçáèåíèÿ (ñïðàâà)
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(à) ηrefT , 7219 óç., ïîãð. 2.76%

(á) ηconT , 7927 óç., ïîãð. 2.69%

(â) ηRT
T , 8592 óç., ïîãð. 2.74%

Ðèñ. 2.6: Ïðèìåð 9. Êîíå÷íîýëåìåíòíûå ñåòêè, ïîëó÷åííûå â ðåçóëüòàòå àäàï�

òàöèè
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Òàáëèöà 2.2: Ïðèìåð 9. Ñðàâíåíèå øàãîâ àäàïòàöèè ñåòêè

ηrefT ηconT ηRT
T

N e% N e% Ieff N e% Ieff

282 19.46 282 19.46 1.18 282 19.46 1.37

501 11.82 522 11.63 1.16 521 12.07 1.41

907 8.37 981 8.44 1.13 1006 8.61 1.36

1659 5.87 1803 5.74 1.14 1872 5.86 1.44

2987 4.50 3299 4.39 1.13 3510 4.44 1.38

5395 3.18 5962 3.07 1.14 6304 3.15 1.43

7219 2.76 7927 2.69 1.13 8592 2.74 1.41

Ïðèìåð 10. Â çàêëþ÷åíèå ãëàâû ðàññìîòðèì ïðèìåð ñ ðàçðûâîì â êîýô�

ôèöèåíòàõ ìàòðèöû

a11 = a22 =

1 â ïîäîáëàñòÿõ I è IV,

10 â ïîäîáëàñòÿõ II è III,

a12 = a21 = 0, ρ2 = 1, f = 1, u0 = 0. Â äàííîì ïðèìåðå îáëàñòü Ω, ïðåäñòàâ�

ëåííàÿ íà ðèñóíêå 2.7, ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êâàäðàò ñ îòâåðñòèåì. Â òàáëèöå 2.3

ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû íåñêîëüêèõ øàãîâ àäàïòàöèè ñåòêè. Íà ðèñóíêå 2.8 èçîá�

ðàæåíû çíà÷åíèÿ ðàçëè÷íûõ èíäèêàòîðîâ â èññëåäóåìîé îáëàñòè ïðè ðàâíîìåð�

íîì ðàçáèåíèè, à íà ðèñóíêå 2.9 � èòîãîâûå ñåòêè, ïîëó÷èâøèåñÿ â ðåçóëüòàòå

àäàïòàöèè. Èç ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ ìîæíî ñäåëàòü âûâîä, ÷òî ïðèìåíåíèå

àïïðîêñèìàöèè RT0 â ñëó÷àå íàëè÷èÿ ðàçðûâà â êîýôôèöèåíòå ìàòðèöû ïîçâî�

ëÿåò áîëåå ýôôåêòèâíî èñïîëüçîâàòü ôóíêöèîíàëüíóþ àïîñòåðèîðíóþ îöåíêó

äëÿ êîíòðîëÿ òî÷íîñòè ïðèáëèæ¼ííîãî ðåøåíèÿ, ÷òî ïîëíîñòüþ ñîãëàñóåòñÿ ñ

âûâîäàìè ïåðâîé ãëàâû.
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(à) (á)

Ðèñ. 2.7: Ïðèìåð 10. Ãåîìåòðèÿ îáëàñòè (à) è ïðèáëèæ¼ííîå ðåøåíèå çàäà÷è (á)

Òàáëèöà 2.3: Ïðèìåð 10. Ñðàâíåíèå øàãîâ àäàïòàöèè ñåòêè

ηrefT ηconT ηRT
T

N e% N e% Ieff N e% Ieff

308 15.78 308 15.78 1.62 308 15.78 1.46

569 10.71 597 11.22 1.61 600 10.88 1.43

781 9.20 843 9.66 1.62 846 9.29 1.41

1071 7.79 1175 8.34 1.59 1189 7.82 1.41

1433 6.57 1681 7.06 1.62 1681 6.62 1.41

1966 5.67 2337 6.01 1.56 2373 5.53 1.42

2657 4.88 3424 5.12 1.62 3298 4.73 1.41

4826 3.62 6964 3.75 1.59 6285 3.43 1.42

6515 3.09 9655 3.15 1.54 8620 2.90 1.43

8783 2.66 14055 2.69 1.59 11745 2.51 1.42
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(à) ηrefT (á) ηrefT

(â) ηconT (ã) ηconT

(ä) ηRT
T (å) ηRT

T

Ðèñ. 2.8: Ïðèìåð 10. Çíà÷åíèÿ ñðàâíèâàåìûõ èíäèêàòîðîâ íà ðàâíîìåðíîé ñåòêå

(ñëåâà) è ýëåìåíòû, îòìå÷åííûå äëÿ ðàçáèåíèÿ (ñïðàâà)
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(à) ηrefT , 8783 óç., ïîãð. 2.31%

(á) ηconT , 14055 óç., ïîãð. 2.69%

(â) ηRT
T , 11745 óç., ïîãð. 2.51%

Ðèñ. 2.9: Ïðèìåð 10. Êîíå÷íîýëåìåíòíûå ñåòêè, ïîëó÷åííûå â ðåçóëüòàòå àäàï�

òàöèè
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Ãëàâà 3

Èññëåäîâàíèå ìàæîðàíò îøèáêè äëÿ çàäà÷

ëèíåéíîé òåîðèè óïðóãîñòè

Â ãëàâå ðàññìàòðèâàþòñÿ ôóíêöèîíàëüíûå àïîñòåðèîðíûå îöåíêè äëÿ ïðî�

ñòðàíñòâåííûõ çàäà÷ ëèíåéíîé òåîðèè óïðóãîñòè è èõ ïëîñêèõ àíàëîãîâ. Äîêà�

çàí ðÿä óòâåðæäåíèé î âû÷èñëèòåëüíûõ ñâîéñòâàõ îöåíîê è îñíîâàííûõ íà

íèõ èíäèêàòîðîâ ïîãðåøíîñòè. Èçó÷åíû îñîáåííîñòè ðåàëèçàöèè ýòèõ îöåíîê

ïðèìåíèòåëüíî ê çàäà÷àì î ïëîñêîé äåôîðìàöèè. Ïðèâîäÿòñÿ ïðèìåðû ðàáîòû

ñîîòâåòñòâóþùèõ àäàïòèâíûõ àëãîðèòìîâ.

Ïîëó÷åííûå â äàííîì ðàçäåëå ðåçóëüòàòû ÷àñòè÷íî îïóáëèêîâàíû â ðàáîòå

àâòîðà [92].

3.1. Äâå ôóíêöèîíàëüíûå àïîñòåðèîðíûå îöåíêè

Èññëåäóåìàÿ çàäà÷à èìååò ñëåäóþùóþ ôîðìóëèðîâêó: ïóñòü óïðóãîå òåëî

çàíèìàåò îáëàñòü Ω ∈ R3, åãî ãðàíèöà Γ ñîñòîèò èç äâóõ íåïåðåñåêàþùèõñÿ

÷àñòåé Γ1 ̸= {∅} è Γ2. Íóæíî íàéòè òåíçîðíûå ïîëÿ äåôîðìàöèé ε è íàïðÿ�

æåíèé σ, à òàêæå âåêòîðíîå ïîëå ïåðåìåùåíèé u, óäîâëåòâîðÿþùèå ñèñòåìå

ñîîòíîøåíèé 

σ = L ε(u) â Ω,

Div σ + f = 0 â Ω,

u = u0 íà Γ1,

σn = F íà Γ2,

(3.1)

ãäå ε(u) = 1
2

(
∇u+∇uT

)
, f ∈ L2(Ω,R3) � ïëîòíîñòü îáúåìíûõ ñèë, F ∈

L2(Γ2,R3)� çàäàííûå íà ÷àñòè ãðàíèöû Γ2 ïîâåðõíîñòíûå ñèëû, u0 ∈ W1
2(Ω,R3)

� çàäàííûå íà ÷àñòè ãðàíèöû Γ1 ïåðåìåùåíèÿ, L � òåíçîð óïðóãèõ êîíñòàíò,

èìåþùèé ÷åòâ¼ðòûé ðàíã. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ñóùåñòâóþò ïîëîæèòåëüíûå ïî�
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ñòîÿííûå l1 è l2, òàêèå ÷òî

l21| ε |2 6 L ε : ε 6 l22| ε |2, ∀ ε ∈ M3×3
sym, (3.2)

ãäå M3×3
sym � ïðîñòðàíñòâî ñèììåòðè÷íûõ òåíçîðîâ âòîðîãî ðàíãà. Òàêæå, ïðåä�

ïîëàãàåòñÿ, ÷òî êîìïîíåíòû òåíçîðà îãðàíè÷åíû è óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì

ñèììåòðèè, òî åñòü

Lijkm = Ljikm = Lkmij, Lijkm ∈ L∞(Ω), i, j, k,m = 1, 3.

Îñíîâîé äëÿ ïîëó÷åíèÿ àïîñòåðèîðíîé îöåíêè ÿâëÿåòñÿ îáîáù¼ííàÿ ïîñòà�

íîâêà çàäà÷è (3.1): íàéòè ôóíêöèþ u ∈ V = u0 + V0, ãäå

V0 =
{
w ∈ W1

2(Ω,R3) | w = 0 íà Γ1

}
,

óäîâëåòâîðÿþùóþ èíòåãðàëüíîìó òîæäåñòâó∫
Ω

L ε(u) : ε(w) dx =

∫
Ω

f · w dx+
∫
Γ2

F · w ds, ∀w ∈ V0. (3.3)

Ôóíêöèîíàë ýíåðãèè äëÿ ýòîé çàäà÷è èìååò èçâåñòíûé âèä

J(u) =
1

2

∫
Ω

L ε(u) : ε(u) dx−
∫
Ω

f · u dx−
∫
Γ2

F · u ds.

Âàðèàöèîííàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è (3.1) è äâîéñòâåííîé ê íåé âûãëÿäÿò ñëåäóþ�

ùèì îáðàçîì:

Çàäà÷à P : íàéòè ýëåìåíò u ∈ V òàêîé, ÷òî

J(u) = inf
v∈V

J(v). (3.4)

Çàäà÷à P∗: íàéòè ýëåìåíò q ∈ Qf òàêîé, ÷òî

I∗(q) = sup
η∈Qf

I∗(η), (3.5)

ãäå

I∗(η) =

∫
Ω

(
−1

2
L−1η : η + η : ε(u0)

)
dx−

∫
Ω

f · u0 dx−
∫
Γ2

F · u0 ds,
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Qf =

η ∈ L2(Ω,M3×3
sym)

∣∣ ∫
Ω

η : ε(w) dx =

∫
Ω

f · w dx+
∫
Γ2

F · w ds, ∀w ∈ V0

 .

Èçâåñòíî, ÷òî ðåøåíèÿ çàäà÷ P è P∗ ñóùåñòâóþò è åäèíñòâåííû, ïðè÷åì

q = σ è J(u) = I∗(σ). Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíîå ïðèáëèæ¼ííîå ðåøåíèå v ∈ V .

Ýíåðãåòè÷åñêàÿ íîðìà äëÿ çàäà÷è (3.1) îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

|||u− v|||2 :=
∫
Ω

L ε(u− v) : ε(u− v) dx.

Ôóíêöèîíàëüíûå àïîñòåðèîðíûå îöåíêè äëÿ çàäà÷ ëèíåéíîé óïðóãîñòè áû�

ëè âïåðâûå ïîëó÷åíû â ðàáîòå Ìóçàëåâñêîãî è Ðåïèíà [93] ñ ïîìîùüþ âàðèà�

öèîííîãî ïîäõîäà, à çàòåì â ìîíîãðàôèè [21] ñ ïîìîùüþ èíòåãðàëüíûõ ïðåîá�

ðàçîâàíèé. Â ðàáîòå [93], â ÷àñòíîñòè, ïðåäëîæåíû îöåíêè äëÿ ñëó÷àåâ, êîãäà

òð¼õìåðíàÿ çàäà÷à ìîæåò áûòü ñâåäåíà ê ïëîñêîé � ïëîñêîå íàïðÿæ¼ííîå ñî�

ñòîÿíèå, ïëîñêàÿ äåôîðìàöèÿ èëè îñåñèììåòðè÷íàÿ çàäà÷à.

Ðàññìîòðèì êîíòðîëü ïîãðåøíîñòè â ïåðåìåùåíèÿõ, ñëåäóÿ ïîäõîäó, ïðåä�

ëîæåííîìó â [21]. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ âåðõíåé îöåíêè èñïîëüçóåòñÿ ñëåäóþùàÿ ëåì�

ìà:

Ëåììà 3.1. Ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà C, óäîâëåòâîðÿþùàÿ íåðàâåíñòâó∫
Ω

|w|2 dx+
∫
Γ2

|w|2 ds 6 C2|||w|||2 ∀w ∈ V0,

Ýòà êîíñòàíòà ìîæåò áûòü ãðóáî îöåíåíà èç ñîîòíîøåíèÿ

1

C2
= inf

w∈V0

|||w|||2∫
Ω

|w|2 dx+
∫
Γ2

|w|2 ds

ñ ïîìîùüþ ìèíèìèçàöèè âûðàæåíèÿ â ïðàâîé ÷àñòè ïî êîíå÷íîìåðíîìó ïîä�

ïðîñòðàíñòâó V0h.

Ñîîòíîøåíèå (3.3) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå∫
Ω

L ε(u−v) : ε(w) dx =

∫
Ω

(f · w − L ε(v) : ε(w)) dx+
∫
Γ2

F ·w ds, ∀w ∈ V0. (3.6)
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Ââåä¼ì îáîçíà÷åíèÿ:

Σ(Ω) = L2(Ω,M3×3), Σs(Ω) = L2(Ω,M3×3
sym),

à òàêæå ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé, íî ñèììåòðè÷íûé òåíçîð τ ∈ H(Ω,Γ2,Div).

Ýòî ïðîñòðàíñòâî îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

H(Ω,Γ2,Div) =
{
τ ∈ Σ(Ω) | Div τ ∈ L2(Ω,R3), τn ∈ L2(Γ2,R3)

}
.

Òàê êàê äëÿ ñèììåòðè÷íîãî òåíçîðà τ ∈ Σs(Ω) èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî∫
Ω

(w ·Div τ + τ : ε(w)) dx =

∫
Γ2

τn · w ds, (3.7)

òî ñëîæèâ (3.6) è (3.7), ïîëó÷àåì∫
Ω

L ε(u− v) : ε(w) dx =

∫
Ω

(f +Div τ) · w dx+
∫
Ω

(τ − L ε(v)) : ε(w) dx+

+

∫
Γ2

(F − τn) · w ds,
(3.8)

äëÿ ëþáîãî w ∈ V0. Âûáðàâ w = u−v è âîñïîëüçîâàâøèñü Ëåììîé 3.1, ïðèõîäèì

ê îöåíêå

|||u− v||| 6 |||τ − L ε(v)|||∗ + C
(
∥Div τ + f∥2 + ∥F − τn∥2Γ2

)1/2
, (3.9)

êîòîðàÿ àíàëîãè÷íà ðàññìîòðåííîé ðàíåå â ïàðàãðàôå 1.4 îöåíêå äëÿ çàäà÷è

äèôôóçèè, ãäå

|||τ |||2∗ =
∫
Ω

L−1τ : τ dx.

Ïðèìåíèâ íåðàâåíñòâî Êîøè ñ ïàðàìåòðîì β > 0, îöåíêó ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü

ê âèäó

|||u− v|||2 6M 2
LE(v, τ, β) :=

:= (1 + β) |||τ − L ε(v)|||2∗ +
(
1 +

1

β

)
C2
(
∥Div τ + f∥2 + ∥F − τn∥2Γ2

)
.
(3.10)
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Îöåíêà (3.10) ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì îöåíêè (1.26). Ïåðâîå ñëàãàåìîå ôóíêöèîíà�

ëà M 2
LE âûðàæàåò ïîãðåøíîñòü, âîçíèêàþùóþ èç-çà íåòî÷íîãî ñîîòâåòñòâèÿ

ïîëåé îïðåäåëÿþùåìó ñîîòíîøåíèþ (çàêîí Ãóêà), âòîðîå âêëþ÷àåò íåâÿçêó â

óðàâíåíèÿõ ðàâíîâåñèÿ, à òðåòüå � íåâÿçêó â ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ.

Âû÷èñëåíèå ìàæîðàíòû ïîãðåøíîñòè òðåáóåò ïîñòðîåíèÿ ñèììåòðè÷íîãî

òåíçîðà τ . Óñëîâèþ ñèììåòðèè ëåãêî ìîæíî óäîâëåòâîðèòü, åñëè äëÿ àïïðîêñè�

ìàöèè ñâîáîäíîãî òåíçîðà èñïîëüçóþòñÿ êîíå÷íûå ýëåìåíòû ñî ñòåïåíÿìè ñâî�

áîäû â óçëàõ (ñòàíäàðòíûå). Êàê ïîêàçûâàþò ðåçóëüòàòû ðàáîò Ìóçàëåâñêîãî

è Ðåïèíà [93] è Ôðîëîâà [94], òàêèå àïïðîêñèìàöèè íå âñåãäà ïîçâîëÿþò ïîëó�

÷èòü êà÷åñòâåííûå îöåíêè ïîãðåøíîñòè, íå îáåñïå÷èâàÿ ñòàáèëüíîãî ïîâåäåíèÿ

èíäåêñà ýôôåêòèâíîñòè â ïðîöåññå èçìåëü÷åíèÿ ñåòîê.

Â [21] áûëà ïðåäëîæåíà äðóãàÿ ìàæîðàíòà, íå òðåáóþùàÿ ÿâíîãî ó÷¼òà

óñëîâèÿ ñèììåòðèè ñâîáîäíîãî òåíçîðà è ïîçâîëÿþùàÿ èñïîëüçîâàòü ñìåøàí�

íûå àïïðîêñèìàöèè. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé òåíçîð τ̂ ∈ H(Ω,Γ2,Div). Äëÿ

íåãî ðàâåíñòâî, àíàëîãè÷íîå (3.8), áóäåò èìåòü âèä∫
Ω

L ε(u− v) : ε(w) dx =

∫
Ω

(f +Div τ̂) · w dx+
∫
Ω

(τ̂ − L ε(v)) : ∇w dx+

+

∫
Γ2

(F − τ̂n) · w ds,
(3.11)

äëÿ ëþáîãî w ∈ V0, òàê êàê äëÿ ïðîèçâîëüíîãî τ̂ ∈ H(Ω,Γ2,Div) èìååò ìåñòî

èçâåñòíàÿ ôîðìóëà (ñì., íàïðèìåð, Ëóðüå [95])∫
Ω

(w ·Div τ̂ + τ̂ : ∇w) dx =

∫
Γ2

τ̂n · w ds,

ãäå (∇w)ij = ∂wj/∂xi. Ðàçëîæèì τ̂ íà ñèììåòðè÷íóþ è êîñîñèììåòðè÷íóþ ÷à�

ñòè

τ̂ = τ̂sm + τ̂sk.

Òîãäà

τ̂ : ∇w = τ̂sm : ε(w) + τ̂sk : ∇w,
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è èç (3.11) ñëåäóåò îöåíêà∫
Ω

L ε(u− v) : ε(w) dx 6 ∥Div τ̂ + f∥ ∥w∥+ ∥τ̂n− F∥Γ2
∥w∥Γ2

+

+ |||τ̂sm − L ε(v)|||∗ |||w|||+ ∥τ̂sk∥ ∥∇w∥ 6

6 C
(
∥Div τ̂ + f∥2 + ∥τ̂n− F∥2Γ2

)1/2 |||w|||+
+ |||τ̂sm − L ε(v)|||∗ |||w|||+

CΩΓ1

l1
∥τ̂sk∥ |||w|||,

ãäå CΩΓ1
� êîíñòàíòà â íåðàâåíñòâå Êîðíà. Â ñëó÷àå, êîãäà ∂Ω = Γ1 è Γ2 = {∅},

íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî CΩΓ1
=

√
2.

Òàêèì îáðàçîì, àïîñòåðèîðíàÿ îöåíêà èìååò âèä

|||u− v||| 6 C
(
∥Div τ̂ + f∥2 + ∥τ̂n− F∥2Γ2

)1/2
+

+ |||τ̂sm − L ε(v)|||∗ +
CΩΓ1

l1
∥τ̂sk∥.

(3.12)

Äâàæäû ïðèìåíèâ íåðàâåíñòâî Êîøè ñ ïàðàìåòðîì, å¼ ìîæíî ïðåäñòàâèòü òàê,

÷òîáû ôóíêöèîíàë â ïðàâîé ÷àñòè èìåë êâàäðàòè÷íóþ ñòðóêòóðó

|||u− v|||2 6 M̂2
LE(v, τ̂ , β1, β2) :=

:= (1 + β1)|||τ̂sm − L ε(v)|||2∗+

+

(
1 +

1

β1

)
(1 + β2)C

2
(
∥Div τ̂ + f∥2 + ∥τ̂n− F∥2Γ2

)
+

+

(
1 +

1

β1

)(
1 +

1

β2

)(
CΩΓ1

l1

)2

∥τ̂sk∥2,

(3.13)

ãäå β1 > 0 è β2 > 0 � ñâîáîäíûå ïàðàìåòðû. Ïðè ôèêñèðîâàííîì τ̂ îïòèìàëü�

íûå çíà÷åíèÿ êîíñòàíò âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì

β1 =
C
√

∥Div τ̂ + f∥2 + ∥τ̂n− F∥2Γ2
+ CΩΓ1

∥τ̂sk∥/l1
|||τ̂ − L ε(v)|||∗

, (3.14)

β2 =
CΩΓ1

∥τ̂sk∥/l1
C
√

∥Div τ̂ + f∥2 + ∥τ̂n− F∥2Γ2

. (3.15)

Çàìåòèì, ÷òî îöåíêà (3.12) ñîâïàäàåò ñ (3.9), åñëè òåíçîð τ ñèììåòðè÷åí.

Äîïîëíèòåëüíîå ñëàãàåìîå â (3.12), ñîäåðæàùåå êîñîñèììåòðè÷íóþ ÷àñòü òåí�
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çîðà, èãðàåò ðîëü øòðàôà. Òàêæå, îáå îöåíêè òî÷íû, ïîñêîëüêó ñîâïàäàþò ñ

íîðìîé ïîãðåøíîñòè íà òî÷íûõ çíà÷åíèÿõ ïîëÿ íàïðÿæåíèé.

3.2. Âû÷èñëèòåëüíûå ñâîéñòâà îöåíîê

Ïîêàæåì àñèìïòîòè÷åñêóþ òî÷íîñòü ïîëó÷åííûõ îöåíîê, âû÷èñëåííûõ íà

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè êîíå÷íîìåðíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ. Äëÿ êðàòêîñòè ââåä¼ì îáî�

çíà÷åíèå H := H(Ω,Γ2,Div).

Òåîðåìà 3.1. Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîíå÷íîìåðíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ{
Hi

s

}∞
i=1

ïðåäåëüíî ïëîòíà â Hs = H
∩

Σs(Ω), òî

lim
i→∞

inf
τi∈Hi

s
β>0

M 2
LE(v, τi, β) = |||u− v|||2. (3.16)

Àíàëîãè÷íî, åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{
Hi
}∞
i=1

ïðåäåëüíî ïëîòíà â H, òî

lim
i→∞

inf
τ̂i∈Hi

β1>0, β2>0

M̂ 2
LE(v, τ̂i, β1, β2) = |||u− v|||2. (3.17)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñíà÷àëà äîêàæåì óòâåðæäåíèå (3.16). Ïî îïðåäåëåíèþ

ïðåäåëüíîé ïëîòíîñòè äëÿ ëþáîãî ïîëîæèòåëüíîãî δ ñóùåñòâóåò íàòóðàëüíîå

iδ, òàêîå ÷òî äëÿ âñåõ i > iδ íàéä¼òñÿ σi ∈ Hi
s, óäîâëåòâîðÿþùåå íåðàâåíñòâó

∥σ − σi∥H 6 δ, ãäå

∥σ∥2H =

∫
Ω

σ : σ dx+ ∥Div σ∥2 + ∥σn∥2Γ2

1/2

.

Ïîäñòàâèì â ìàæîðàíòó τi = σi, β = δ è ïîëó÷èì

inf
τi∈Hi

s
β>0

M 2
LE(v, τi, β) 6M2

LE(v, σi, δ) = (1 + δ)|||σi − L ε(v)|||2∗+

+

(
1 +

1

δ

)
C2
(
∥Div σi + f∥2 + ∥F − σin∥2Γ2

)
.

(3.18)

Ïåðâîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè (3.18) îöåíèâàåòñÿ ÷åðåç íåðàâåíñòâî òðåóãîëü�

íèêà

|||σi − L ε(v)|||2∗ = |||σi − σ + L ε(u)− L ε(v)|||2∗ 6 (|||u− v|||+ |||σ − σi|||∗)2 ,
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à òàê êàê

|||σ − σi|||2∗ =
∫
Ω

L−1(σ − σi) : (σ − σi) dx 6 1

l21
δ2,

ïîëó÷àåì

|||σi − L ε(v)|||2∗ 6 |||u− v|||2 +
(
1

l21
δ +

2

l1
|||u− v|||

)
δ =

= |||u− v|||2 + δ

(
1

l21
δ +

2

l1
|||u− v|||

)
.

(3.19)

Äëÿ âòîðîãî ñëàãàåìîãî èç ïðàâîé ÷àñòè (3.18) èìååì

∥Div σi + f∥2 + ∥F − σin∥2Γ2
= ∥Div(σ − σi)∥2 + ∥(σ − σi)n∥2Γ2

6 δ2. (3.20)

Îáúåäèíèâ (3.19) è (3.20), ïîëó÷èì

M 2
LE(v, σi, δ) 6 (1 + δ)

(
|||u− v|||2 + δ

(
1

l21
δ +

2

l1
|||u− v|||

))
+

+

(
1 +

1

δ

)
C2δ2 = |||u− v|||2 +O(δ).

Òàêèì îáðàçîì, âåðíà äâóñòîðîííÿÿ îöåíêà

|||u− v|||2 6 inf
τi∈Hi

s
β>0

M 2
LE(v, τi, β) 6 |||u− v|||2 +O(δ),

÷òî äîêàçûâàåò óòâåðæäåíèå (3.16).

Òåïåðü äîêàæåì óòâåðæäåíèå (3.17), äëÿ êîòîðîãî íà òåíçîð σi íå íàêëà�

äûâàåòñÿ îãðàíè÷åíèå ñèììåòðèè. Ïîäñòàâèì â ìàæîðàíòó τ̂ = σi, β1 = δ,

β2 = 1/
√
δ è ïîëó÷èì

inf
τ̂i∈Hi

β1>0, β2>0

M̂2
LE(v, τ̂i, β1, β2) 6 M̂ 2

LE(v, σi, δ, 1/
√
δ) =

= (1 + δ)|||σsmi − L ε(v)|||2∗ +
(
1 +

1

δ

)(
1 +

√
δ
)(CΩΓ1

l1

)2

∥σski∥2+

+

(
1 +

1

δ

)
C2(1 +

1√
δ
)
(
∥Div σi + f∥2 + ∥F − σin∥2Γ2

)
.

(3.21)

Ïåðâîå ñëàãàåìîå â (3.21) ìîæíî îöåíèòü, èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà

|||σsmi−L ε(v)|||2∗ = |||σsmi−σ+L ε(u)−L ε(v)|||2∗ 6 (|||u− v|||+ |||σ − σsmi|||∗)2 .
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Òàê êàê σ = L ε(u) � ñèììåòðè÷íûé òåíçîð, òî

|||σ − σi|||2∗ = |||σ − σsmi|||2∗ + |||σski|||2∗ 6
1

l21
δ2,

ñëåäîâàòåëüíî

|||σ − σsmi|||2∗ 6
1

l21
δ2 è |||σski|||2∗ 6

1

l21
δ2.

Òðåòüå ñëàãàåìîå èç ïðàâîé ÷àñòè (3.21) îöåíèâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ (3.20). Òàêèì

îáðàçîì, äëÿ âñåé ìàæîðàíòû

M̂2
LE(v, σi, δ, 1/

√
δ) 6

6 |||u− v|||2 + δ

(
|||u− v|||2 + 2

1 + δ

l1
|||u− v|||+ δ(1 + δ)

l21

)
+

+ (1 + δ)(1 +
√
δ)δC2 + (1 + δ)(1 +

√
δ)
√
δ

(
CΩΓ1

l1

)2(
l2
l1

)2

=

= |||u− v|||2 +O(
√
δ)

è âåðíà äâóñòîðîííÿÿ îöåíêà

|||u− v|||2 6 inf
τ̂i∈Hi

β1>0,β2>0

M̂ 2
LE(v, τ̂i, β1, β2) 6 |||u− v|||2 +O(

√
δ),

÷òî äîêàçûâàåò óòâåðæäåíèå (3.17). �

Òåîðåìà 3.2. Ïóñòü â óñëîâèÿõ Òåîðåìû 3.1 ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïàð (τi, βi),

ìèíèìèçèðóþùèõ M 2
LE(v, τ, β) íà Hi

s × R+, òàêîâà, ÷òî

βi → 0 ïðè i→ ∞,

òîãäà

τi −→ σ â Hs ïðè i→ ∞. (3.22)

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì Mi(v) =MLE(v, τi, βi). Ïî Òåîðåìå 3.1

lim
i→∞

M 2
i (v) = |||u− v|||2,

òî åñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{
M 2

i (v)
}∞
i=1

îãðàíè÷åíà, ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò

òàêàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ, ÷òî

∥τi∥ 6 C̃, ∥Div τi + f∥ 6 C̃
√
βi è ∥F − τin∥ 6 C̃

√
βi,
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à òàêæå

∥τi∥H 6 C̃.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

Div τi −−−→
i→∞

Div σ â L2(Ω,R3)

è ìîæíî âûäåëèòü èç {τi}∞i=1 ñëàáîñõîäÿùóþñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü

τi ⇀ τ̄ â Hs ïðè i→ ∞.

Ïîëó÷àåì, ÷òî

Div τ̄ = Div σ è τ̄ ∈ Qf .

Ïîêàæåì, ÷òî τ̄ = σ. Îöåíèì

lim
i→∞

M 2
i (v) > lim

i→∞
|||τi − L ε(v)|||2∗ = |||v|||2 − 2

∫
Ω

ε(v) : τ̄ dx+ lim
i→∞

|||τi|||2∗ >

> |||v|||2 − 2

∫
Ω

ε(v) : τ̄ dx+ |||τ̄ |||2∗.

Òàêèì îáðàçîì, ïðèõîäèì ê íåðàâåíñòâó

|||v − u|||2 > |||v|||2 − 2

∫
Ω

ε(v) : τ̄ dx+ |||τ̄ |||2∗.

Èç ïîñëåäíåãî ïîëó÷àåì

−
∫
Ω

ε(v) : σ dx+
1

2
|||σ|||2∗ > −

∫
Ω

ε(v) : τ̄ dx+
1

2
|||τ̄ |||2∗. (3.23)

Ïðèáëèæ¼ííîå ðåøåíèå çàäà÷è v ìîæíî çàïèñàòü â âèäå ñóììû v = w+u0, ãäå

w ∈ V0. Ïîäñòàâèì ýòó ñóììó â (3.23) è ïîëó÷èì∫
Ω

ε(u0) : σ dx−
1

2
|||σ|||2∗ 6

∫
Ω

ε(u0) : τ̄ dx−
1

2
|||τ̄ |||2∗,

÷òî ýêâèâàëåíòíî íåðàâåíñòâó

I∗(σ) 6 I∗(τ̄).
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Òàê êàê ðåøåíèå äâîéñòâåííîé çàäà÷è (3.5) åäèíñòâåííî, ñëåäîâàòåëüíî τ̄ = σ.

� Àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå âåðíî è äëÿ ìàæîðàíòû M̂LE(v, τ̂ , β1, β2), â ïðåä�

ïîëîæåíèè ÷òî β1i → 0 ïðè i→ ∞.

Ïåðåéä¼ì ê êðàòêîìó àíàëèçó ëîêàëüíûõ ñâîéñòâ ôóíêöèîíàëîâ. Îáîçíà�

÷èì çà θ(x) ïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå ýíåðãåòè÷åñêîé íîðìû îøèáêè

θ(x) = L ε (u(x)− v(x)) : ε (u(x)− v(x)) .

Ìàæîðàíòó MLE ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ñóììû äâóõ ñëàãàåìûõ

M 2
LE(v, τ, β) = (1 + β)m2

LE1 +

(
1 +

1

β

)
m2

LE2,

ãäå

m2
LE1 = |||τ − L ε(v)|||2∗, m2

LE2 = C2
(
∥Div τ + f∥2 + ∥F − τn∥2Γ2

)
.

Ìàæîðàíòó M̂LE òàêæå ìîæíî çàïèñàòü â âèäå ñóììû

M̂ 2
LE(v, τ̂ , β1, β2) = (1 + β1) m̂

2
LE1 +

(
1 +

1

β1

)
m̂2

LE2,

ãäå

m̂2
LE1 = |||τ̂sm − L ε(v)|||2∗,

m̂2
LE2 = (1 + β2)C

2
(
∥Div τ̂ + f∥2 + ∥τ̂n− F∥2Γ2

)
+

(
1 +

1

β2

)(
CΩΓ1

l1

)2

∥τ̂sk∥2.

Â ïðåäïîëîæåíèÿõ Òåîðåìû 3.2

m2
LE1 −−−→

i→∞
|||u− v|||2, m2

LE2 −−−→
i→∞

0,

m̂2
LE1 −−−→

i→∞
|||u− v|||2, m̂2

LE2 −−−→
i→∞

0.

Ïîýòîìó â êà÷åñòâå èíäèêàòîðà ïîãðåøíîñòè, êàê â ñëó÷àå ñèììåòðè÷íîãî òåí�

çîðà τ , òàê è ïðè îòñóòñòâèè îãðàíè÷åíèÿ ñèììåòðèè, ìîæíî èñïîëüçîâàòü òîëü�

êî ïåðâîå ñëàãàåìîå ìàæîðàíòû. Îáîçíà÷èì åãî ïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå

µLEs(x) = (L−1τ − ε(v)) : (τ − L ε(v)) äëÿ τ ∈ Σs(Ω),
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µLE(x) = (L−1τ̂sm − ε(v)) : (τ̂sm − L ε(v)) äëÿ τ̂ ∈ Σ(Ω).

Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî δ > 0 îïðåäåëèì ìíîæåñòâà

Ωδs =
{
x ∈ Ω

∣∣ |µLEs(x)− θ(x)| > δ
}
, (3.24)

Ωδ =
{
x ∈ Ω

∣∣ |µLE(x)− θ(x)| > δ
}
. (3.25)

Ìíîæåñòâà Ωδs è Ωδ ñîäåðæàò âñå òî÷êè îáëàñòè Ω, â êîòîðûõ ëîêàëüíàÿ âåëè÷è�

íà ñîîòâåòñòâóþùåãî èíäèêàòîðà ïîãðåøíîñòè ïðåâîñõîäèò ñàìó ïîãðåøíîñòü

áîëåå ÷åì íà δ. Ïî àíàëîãèè ñ ïàðàãðàôîì 1.3, âåðíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà:

Òåîðåìà 3.3. Â ïðåäïîëîæåíèÿõ Òåîðåìû 3.2

meas(Ωδs) −−−→
i→∞

0, meas(Ωδ) −−−→
i→∞

0,

ãäå meas � ìåðà Ëåáåãà ñîîòâåòñòâóþùåãî ìíîæåñòâà.

3.3. Ìàæîðàíòà äëÿ çàäà÷è î ïëîñêîé äåôîðìàöèè

Ðàññìîòðèì èçîòðîïíûå è îäíîðîäíûå óïðóãèå ñðåäû, äëÿ êîòîðûõ êîìïî�

íåíòû òåíçîðà L çàâèñÿò òîëüêî îò äâóõ ïàðàìåòðîâ ìàòåðèàëà, íàïðèìåð, îò

ìîäóëÿ Þíãà E è êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà ν

L ε =
E

1 + ν

(
ν

1− 2ν
tr ε I+ ε

)
,

L−1τ =
1 + ν

E
τ − ν

E
trτI,

ãäå I � åäèíè÷íûé òåíçîð âòîðîãî ðàíãà. Â ýòîì ñëó÷àå, ââåä¼ííûå ðàíåå íîðìû

îïðåäåëÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè

|||u|||2 =
∫
Ω

E

1 + ν

(
ν

1− 2ν
(div u)2 + | ε(u)|2

)
dx,

|||τ |||2∗ =
∫
Ω

(
1 + ν

E
|τ |2 − ν

E
(trτ)2

)
dx.
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Òàêèì îáðàçîì, íàïðèìåð, îöåíêà (3.10) äëÿ èçîòðîïíîãî òåëà áóäåò âûãëÿäåòü

òàê:

|||u− v|||2 =
∫
Ω

E

1 + ν

(
ν

1− 2ν
(div(u− v))2 + | ε(u− v)|2

)
dx 6

6 (1 + β)

∫
Ω

E

3(1− 2ν)

(
div v − 1− 2ν

E
trτ

)2

dx+

+(1 + β)

∫
Ω

E

1 + ν

∣∣∣∣ε(v)− 1

3
tr ε(v)I− 1 + ν

E
trτI

∣∣∣∣2 dx+
+

(
1 +

1

β

)
C2
(
∥Div τ + f∥2 + ∥F − τn∥2Γ2

)
.

Â äàëüíåéøåì äëÿ ÷èñëåííîãî èññëåäîâàíèÿ âûáðàíà çàäà÷à î ïëîñêîé

äåôîðìàöèè, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ óïðîùåíèåì èñõîäíîé òð¼õìåðíîé ïîñòàíîâêè

ïðè èçëîæåííûõ íèæå ïðåäïîëîæåíèÿõ: ïåðåìåùåíèÿ çàâèñÿò òîëüêî îò äâóõ

êîîðäèíàò: u1 = u1(x1, x2), u2 = u2(x1, x2), u3 = 0, òîãäà ε33 = ε23 = ε13 = 0;

ε11 =
∂u1

∂x1
, ε22 =

∂u2

∂x2
è ε12 =

∂u1

∂x2
+ ∂u2

∂x1
òàêæå çàâèñÿò òîëüêî îò x1 è x2. Ïîìèìî

ýòîãî, σ13 = σ23 = 0, à

σ33 = ν(σ11 + σ22)

è êîìïîíåíòû òåíçîðà íàïðÿæåíèé σ11, σ22, σ12 íå çàâèñÿò îò êîîðäèíàòû x3.

Äàëåå, ÷òîáû íå óñëîæíÿòü ñèñòåìó îáîçíà÷åíèé, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî çà ε, σ è

I îáîçíà÷àþòñÿ ïëîñêèå ñîñòàâëÿþùèå ñîîòâåòñòâóþùèõ òåíçîðîâ. Òîãäà ñâÿçü

ìåæäó íàïðÿæåíèÿìè è äåôîðìàöèÿìè áóäåò âûãëÿäåòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

σ = L ε =
E

1 + ν

(
ν

1− 2ν
tr ε I+ ε

)
,

ε =
1 + ν

E
(σ − νtrσI) .

3.4. Âûáîð àïïðîêñèìàöèè ñâîáîäíîãî òåíçîðà

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ îöåíêè (3.10) íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü òîëüêî àïïðîêñè�

ìàöèè êîìïîíåíò òåíçîðà τ , ïîçâîëÿþùèå òî÷íî óäîâëåòâîðèòü óñëîâèþ ñèì�
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ìåòðèè, íàïðèìåð, íåïðåðûâíûå êóñî÷íî-ëèíåéíûå àïïðîêñèìàöèè êàæäîé êîì�

ïîíåíòû

τh =

τ11 τ12

τ12 τ22

 ,

ÿâëÿþùèåñÿ ñòàíäàðòíûìè äëÿ ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ. Òîãäà íåîáõîäèìîå

óñëîâèå ìèíèìóìà

min
τh

M 2
LE(v, τh, β)

ïðè ôèêñèðîâàííîì β ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñèñòåìó ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ

óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî 3N íåèçâåñòíûõ, ãäå N � êîëè÷åñòâî óçëîâ ðàñ÷¼òíîé

ñåòêè. Äëÿ íàéäåííîãî â ðåçóëüòàòå ðåøåíèÿ ñèñòåìû ïîëÿ τh êîíñòàíòà β,

ìèíèìèçèðóþùàÿ ìàæîðàíòó, íàõîäèòñÿ ïî ôîðìóëå

β =
C
√

∥Div τh + f∥2 + ∥F − τhn∥2Γ2

|||τh − L ε(v)|||∗
.

Ïðè èñïîëüçîâàíèè îöåíêè (3.13) äëÿ êîìïîíåíò òåíçîðà τ̂ ðàçóìíî âû�

áðàòü ñïåöèàëüíûå àïïðîêñèìàöèè, êàê ýòî âïåðâûå ñäåëàíî â ðàáîòàõ Ôðîëîâà

[94] è [96]. Ïðè ýòîì, òåíçîð ðàçäåëÿåòñÿ íà äâå ÷àñòè

τ̂h =

τ̂11h τ̂12h

τ̂21h τ̂22h

 =
[
τ̂1h τ̂2h

]
.

Äëÿ âåêòîðîâ τ̂1h =
(
τ̂11 τ̂21

)T
è τ̂2h =

(
τ̂12 τ̂22

)T
áóäåì èñïîëüçîâàòü àïïðîê�

ñèìàöèè Ðàâüÿðà-Òîìà íóëåâîãî ïîðÿäêà, ïîëó÷àÿ òàêèì îáðàçîì ñèñòåìó äëÿ

2Ne íåèçâåñòíûõ, ãäå Ne � ÷èñëî ðåáåð â êîíå÷íîýëåìåíòíîì ðàçáèåíèè. Êîí�

ñòàíòû β1 è β2 çàòåì âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì (3.14) è (3.15).

3.5. ×èñëåííûå ðåçóëüòàòû

Â ðàáîòå Ìóçàëåâñêîãî è Ðåïèíà [93], â êîòîðîé èññëåäóåòñÿ îöåíêà ñî ñâî�

áîäíûì ñèììåòðè÷íûì òåíçîðîì (3.10), ïðèâåäåíû äâà ïðèìåðà ðàáîòû àäàï�

òèâíîãî àëãîðèòìà äëÿ çàäà÷è î ïëîñêîé äåôîðìàöèè â îáëàñòÿõ ñëîæíîé ôîð�

ìû. Ðåàëèçîâàííûå íà òðèàíãóëÿöèÿõ íåïðåðûâíûå àïïðîêñèìàöèè ïîçâîëÿþò
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âû÷èñëèòü ãàðàíòèðîâàííóþ ìàæîðàíòó ïîãðåøíîñòè, íî ïðèâîäÿò ê ðîñòó èí�

äåêñà ýôôåêòèâíîñòè îöåíêè. Äëÿ ñëó÷àÿ ÷åòûð¼õóãîëüíûõ ñåòîê ïåðåîöåíêà

èñòèííîé ïîãðåøíîñòè óñèëèâàåòñÿ (ñì. [94]) � èíäåêñû ýôôåêòèâíîñòè äëÿ

íåêîòîðûõ ïðèìåðîâ äîñòèãàþò äåñÿòêà íà ñåòêå ðàçìåðîì ÷óòü áîëåå òûñÿ÷è

óçëîâ. Äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé ïðîáëåìû íà ÷åòûð¼õóãîëüíûõ ñåòêàõ â ðàáîòå [94]

áûëè ðåàëèçîâàíû àïïðîêñèìàöèè Ðàâüÿðà-Òîìà íóëåâîãî ïîðÿäêà, à òàêæå àï�

ïðîêñèìàöèè Àðíîëüäà-Áîôôè-Ôàëêà, èìåþùèå äâå äîïîëíèòåëüíûå ñòåïåíè

ñâîáîäû íà ýëåìåíòå, ÷òî ñóùåñòâåííî óëó÷øèëî ñèòóàöèþ.

Â íàñòîÿùåì ïàðàãðàôå ïðèâåäåíû íåêîòîðûå õàðàêòåðíûå ïðèìåðû ñ ìà�

æîðàíòàìè ïîãðåøíîñòè (3.10) è (3.13), ðåàëèçîâàííûìè ñ íåïðåðûâíûìè àï�

ïðîêñèìàöèÿìè è, âïåðâûå, àïïðîêñèìàöèÿìè Ðàâüÿðà-Òîìà íóëåâîãî ïîðÿäêà

íà òðèàíãóëÿöèÿõ, à òàêæå ðåçóëüòàòû ðàáîòû àäàïòèâíûõ àëãîðèòìîâ. Â ïîë�

íîì ñîîòâåòñòâèè ñ ðàíåå èçëîæåííîé òåîðèåé, èíäèêàöèÿ ïîãðåøíîñòè ïðîèçâî�

äèòñÿ ïî âåëè÷èíå ëîêàëüíûõ âêëàäîâ ïåðâîãî ñëàãàåìîãî ìàæîðàíòû áåç ó÷¼òà

ìíîæèòåëÿ. Ñîõðàíÿþòñÿ îáîçíà÷åíèÿ ηconT è ηRT
T äëÿ èíäèêàòîðîâ ïîãðåøíî�

ñòè, îñíîâàííûõ íà ôóíêöèîíàëüíûõ ìàæîðàíòàõ (3.10) è (3.13), ñîîòâåòñòâåí�

íî, çà ηrefT îáîçíà÷àåòñÿ ýòàëîííûé èíäèêàòîð, à çà ηMATLAB
T � ñòàíäàðòíûé

èíäèêàòîð ïàêåòà MATLAB, îñíîâàííûé íà ÿâíîì ìåòîäå íåâÿçîê.

Ïðèìåð 11. Ñíà÷àëà ïðîâåä¼ì ñðàâíåíèå ðåçóëüòàòîâ ðàñ÷¼òà ñ ðåçóëüòà�

òàìè, ïîëó÷åííûìè â ðàáîòå Ôðîëîâà [94]. Ãåîìåòðèÿ è íà÷àëüíàÿ êîíå÷íîýëå�

ìåíòíàÿ ñåòêà ïðåäñòàâëåíà íà ðèñóíêå 3.1(à), ñåòêà ñîñòîèò èç 205 óçëîâ è 358

òðåóãîëüíûõ ýëåìåíòîâ. Â ñòàòüå [94] èñïîëüçîâàëàñü ñåòêà ñ 202 óçëàìè è 173

÷åòûðåõóãîëüíûìè ýëåìåíòàìè (ðèñóíîê 3.1(á)). Îáëàñòü ïîëíîñòüþ çàêðåïëå�

íà ïî ãðàíèöå, òî åñòü Γ1 = ∂Ω; ìîäóëü Þíãà E = 207× 109Ïà; êîýôôèöèåíò

Ïóàññîíà ν = 0.3; ïëîòíîñòü ìàòåðèàëà ρ = 7830 êã/ì3; îáúåìíàÿ ñèëà çàäàåòñÿ

÷åðåç óñêîðåíèå a =
(
−5 3

)T
ì/ñ2.

Ðåçóëüòàòû äëÿ ÷åòûðåõóãîëüíûõ ýëåìåíòîâ èç ñòàòüè [94] ïðåäñòàâëåíû â

òàáëèöå 3.1 äëÿ òðåõ ñåòîê: íà÷àëüíîé è ïîëó÷åííîé èç íå¼ ðàâíîìåðíûì ðàçáè�

åíèåì. Èíäåêñ ýôôåêòèâíîñòè Ieff1 îòíîñèòñÿ ê íåïðåðûâíûì àïïðîêñèìàöèÿì
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(à) (á)

Ðèñ. 3.1: Ïðèìåð 11. Ãåîìåòðèÿ è êîíå÷íîýëåìåíòíûå ñåòêè

è îöåíêå äëÿ ñèììåòðè÷íîãî τ , Ieff2 è Ieff3 ê îöåíêå äëÿ íåñèììåòðè÷íîãî τ̂

è àïïðîêñèìàöèÿì Ðàâüÿðà-Òîìà è Àðíîëüäà-Áîôôè-Ôàëêà, ñîîòâåòñòâåííî.

Çà Nel îáîçíà÷àåòñÿ ÷èñëî êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ â ðàñ÷¼òíîé ñåòêå. Â òàáëèöå

3.2 ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû àíàëîãè÷íîãî ðàñ÷¼òà, ïîëó÷åííûå ñ ïîìîùüþ ïðî�

ãðàììíîãî êîäà àâòîðà, ðåàëèçîâàííîãî â MATLAB. Òåíäåíöèÿ ðîñòà èíäåê�

ñà ýôôåêòèâíîñòè äëÿ ìàæîðàíòû MLE íà òðåóãîëüíûõ ýëåìåíòàõ ñîõðàíÿåò�

ñÿ, ÷òî òàêæå ñîîòâåòñòâóåò ðåçóëüòàòàì ðàáîòû Ìóçàëåâñêîãî è Ðåïèíà [93].

Â ñëó÷àå èñïîëüçîâàíèÿ àïïðîêñèìàöèé Ðàâüÿðà-Òîìà, èíäåêñ ýôôåêòèâíîñòè

ìàæîðàíòû M̂LE îñòà¼òñÿ ïðàêòè÷åñêè ïîñòîÿííûì. Ôèíàëüíûå ñåòêè (óçëû),

ïîëó÷èâøèåñÿ ïîñëå àäàïòàöèè ïðèâåäåíû íà ðèñóíêå 3.2.

Òàáëèöà 3.1: Ïðèìåð 11. Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòà íà ÷åòûðåõóãîëüíûõ ñåòêàõ [94]

Nel |||e||| e% Ieff1 Ieff2 Ieff3

173 0.0537 12.1 1.76 2.29 1.37

692 0.0277 6.2 1.99 2.33 1.37

2768 0.0141 3.2 2.36 2.43 1.39
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Òàáëèöà 3.2: Ïðèìåð 11. Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòà íà òðåóãîëüíûõ ñåòêàõ

Nel |||e||| e% Ieff(MLE) Ieff(M̂LE)

358 0.0591 13.33 1.54 1.86

1432 0.0331 7.46 1.76 1.87

5728 0.0178 4.00 2.06 1.88

Ðèñ. 3.2: Ïðèìåð 11. Ðåçóëüòàò ðàáîòû àäàïòèâíûõ àëãîðèòìîâ ñ èíäèêàòîðàìè

ηrefT (à), ηMATLAB
T (á), ηconT (â), ηRT

T (ã)

Âñòðîåííûé èíäèêàòîð MATLAB äàåò íåïëîõîé ðåçóëüòàò (áëèçêèé ê ýòà�

ëîííîìó), íî íå ìîæåò èñïîëüçîâàòüñÿ â êà÷åñòâå êðèòåðèÿ îñòàíîâêè âû÷èñëè�

òåëüíîãî ïðîöåññà, ïîñêîëüêó ïåðåîöåíèâàåò èñòèííîå çíà÷åíèå îøèáêè ïðèìåð�

íî â äåñÿòü òûñÿ÷ ðàç. Èíäèêàòîðû, îñíîâàííûå íà ìàæîðàíòå ñ íåïðåðûâíûìè
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àïïðîêñèìàöèÿìè è àïïðîêñèìàöèÿìè Ðàâüÿðà-Òîìà òàêæå äàþò àäàïòèâíóþ

ñåòêó, áëèçêóþ ê ýòàëîííîé.

Ïðèìåð 12. Ðàññìîòðèì òåïåðü ïðèìåð ñ îáëàñòüþ, ñîñòîÿùåé èç òðåõ ÷à�

ñòåé. Ãåîìåòðèÿ ïðåäñòàâëåíà íà ðèñóíêå 3.3. Âñÿ îáëàñòü çàêðåïëåíà ïî ãðàíè�

öå, îáúåìíàÿ ñèëà f =
(
0 −1× 106

)T
Í/ì3. Ìîäóëü Þíãà äëÿ ïåðâîãî ìàòåðè�

àëà EI = 70× 109Ïà, êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà νI = 0.34, äëÿ âòîðîãî ìàòåðèàëà

EII = 210 × 109Ïà, νII = 0.28, äëÿ òðåòüåãî ìàòåðèàëà EIII = 110 × 109Ïà,

νIII = 0.35.

Ðèñ. 3.3: Ïðèìåð 12. Ãåîìåòðèÿ îáëàñòè

Òàáëèöà 3.3: Ïðèìåð 12. Ñðàâíåíèå øàãîâ àäàïòàöèè ñåòêè

ηrefT ηMATLAB
T ηconT ηRT

T

N e% N e% N e% Ieff N e% Ieff

155 21.26 155 21.26 155 21.26 1.83 155 21.26 2.00

405 11.16 404 11.89 528 11.62 2.27 406 11.51 2.14

1672 5.38 2080 5.30 2812 5.34 2.96 1904 5.18 2.18

3579 3.59 4432 3.60 6183 3.71 3.36 4013 3.59 2.16

7113 2.55 9429 2.37 17849 2.40 3.79 8891 2.37 2.20

Â òàáëèöå 3.3 ïðèâåäåíû èíäåêñû ýôôåêòèâíîñòè äëÿ íåñêîëüêèõ øàãîâ

ðàáîòû àäàïòèâíûõ àëãîðèòìîâ. Êàê è â ïðåäûäóùåì ïðèìåðå, èíäåêñ ýôôåê�

òèâíîñòè äëÿ ìàæîðàíòû MLE ðàñò¼ò, à äëÿ M̂LE ïðàêòè÷åñêè íå ìåíÿåòñÿ.
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Óçëû ñåòîê, ïîëó÷èâøèõñÿ íà ïîñëåäíåì øàãå àäàïòàöèè, ïðèâåäåíû íà ðè�

ñóíêå 3.4. Èíäèêàòîð ñ íåïðåðûâíûìè àïïðîêñèìàöèÿìè äà¼ò íåæåëàòåëüíîå

ñãóùåíèå óçëîâ íà ãðàíèöå ðàçðûâà êîýôôèöèåíòîâ, êîòîðîå îòñóòñòâóåò ïðè

èñïîëüçîâàíèè àïïðîêñèìàöèé Ðàâüÿðà-Òîìà.

Ðèñ. 3.4: Ïðèìåð 12. Ðåçóëüòàò ðàáîòû àäàïòèâíîãî àëãîðèòìà ñ èíäèêàòîðàìè

ηrefT (à), ηMATLAB
T (á), ηconT (â), ηRT

T (ã)

Ïðèìåð 13. Â ðàáîòå Carstensen è Rabus [97] ðàññìîòðåíà òåñòîâàÿ çàäà÷à

â L�îáðàçíîé îáëàñòè, ïðåäñòàâëåííîé íà ðèñóíêå 3.5. Èññëåäóåòñÿ èíäèêàòîð

ïîãðåøíîñòè ηl, îñíîâàííûé íà ÿâíîì ìåòîäå íåâÿçîê, à òàêæå ηav, îñíîâàííûé

íà ìåòîäå ñãëàæèâàíèÿ ãðàäèåíòà, ñ ðàçëè÷íûìè êðèòåðèÿìè îòáîðà ýëåìåíòîâ

äëÿ ðàçáèåíèÿ (çà êðèòåðèé îòáîðà îòâå÷àåò ïàðàìåòð, îáîçíà÷åííûé àâòîðàìè

θ). Â ðàáîòå ïîìèìî êëàññè÷åñêèõ êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ ñ êóñî÷íî-ëèíåéíûìè àï�

ïðîêñèìàöèÿìè áûëè èñïîëüçîâàíû íåêîíôîðìíûå ýëåìåíòû Êðóçåé-Ðàâüÿðà,

â êîòîðûõ ñòåïåíè ñâîáîäû íà ýëåìåíòå ïðèâÿçàíû ê ñåðåäèíàì ñòîðîí. Àïîñòå�

ðèîðíûå îöåíêè ïîãðåøíîñòè äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà

ν ïðåäñòàâëåíû íà ðèñóíêå 3.6. Àâòîðû ñòàòüè îòìå÷àþò ïîâûøåíèå ñêîðîñòè

ñõîäèìîñòè îöåíîê ïðè èñïîëüçîâàíèè àäàïòèâíîãî àëãîðèòìà è ýëåìåíòîâ Êðó�
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çåé-Ðàâüÿðà. Â ñëó÷àå, êîãäà ïðèáëèæ¼ííîå ðåøåíèå âû÷èñëÿëîñü ñòàíäàðòíûì

ñïîñîáîì ñ ïîìîùüþ êîíôîðìíûõ êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ, íàáëþäàåòñÿ ñèëüíàÿ

çàâèñèìîñòü îöåíêè îò êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà, à òàêæå çíà÷èòåëüíàÿ ðàçíèöà

ìåæäó ηl è ηav äëÿ ìàòåðèàëà, áëèçêîãî ê íåñæèìàåìîìó.

Ðèñ. 3.5: Ïðèìåð 13. Îáëàñòü, å¼ íà÷àëüíîå ðàçáèåíèå è ïðàâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ,

ñîãëàñíî [97]

Àíàëîãè÷íîå èññëåäîâàíèå áûëî ïðîâåäåíî ñ èñïîëüçîâàíèåì ìàæîðàíò

MLE è M̂LE. Çàâèñèìîñòü èíäåêñîâ ýôôåêòèâíîñòè, à òàêæå ìàæîðàíò äëÿ

ðàçëè÷íûõ ïàðàìåòðîâ ìàòåðèàëà îò ÷èñëà óçëîâ ðàñ÷¼òíîé ñåòêè ïðèâåäåíà

íà ðèñóíêàõ 3.7 è 3.9. Ïðè èñïîëüçîâàíèè íåïðåðûâíûõ àïïðîêñèìàöèé äëÿ

âñåõ ðàññìîòðåííûõ çíà÷åíèé ν èíäåêñ ýôôåêòèâíîñòè ðàñò¼ò ñ èçìåëü÷åíè�

åì ñåòêè, à â ñëó÷àå èñïîëüçîâàíèÿ àïïðîêñèìàöèé RT0, îñòà¼òñÿ ïðàêòè÷åñêè

ïîñòîÿííûì. Òàêæå âàæíî îòìåòèòü, ÷òî îáå ôóíêöèîíàëüíûå àïîñòåðèîðíûå

îöåíêè íå èìåþò òàêîé ñèëüíîé çàâèñèìîñòè îò çíà÷åíèÿ ν, êàê îöåíêè, èññëå�

äîâàííûå â ðàáîòå [97] äëÿ ñòàíäàðòíûõ êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ. Òàêèì îáðàçîì,

ôóíêöèîíàëüíàÿ àïîñòåðèîðíàÿ îöåíêà ñ àïïðîêñèìàöèÿìè RT0 ýôôåêòèâíà

äëÿ êóñî÷íî-ëèíåéíûõ àïïðîêñèìàöèé uh â áîëåå øèðîêîì äèàïàçîíå èçìåíå�

íèÿ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ ìàòåðèàëà.



117

Ðèñ. 3.6: Ïðèìåð 13. Çàâèñèìîñòü îöåíêè ïîãðåøíîñòè ñ ýëåìåíòàìè Êðóçåé�

Ðàâüÿðà (à) è êëàññè÷åñêèìè êîíå÷íûìè ýëåìåíòàìè (á) îò ÷èñëà ñòåïåíåé ñâî�

áîäû [97]
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Ðèñ. 3.7: Ïðèìåð 13. Çàâèñèìîñòü íîðìû ïîãðåøíîñòè è å¼ ìàæîðàíòû îò ÷èñëà

óçëîâ ðàñ÷¼òíîé ñåòêè äëÿ ðàâíîìåðíîãî (à) è àäàïòèâíîãî (á) ðàçáèåíèÿ
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Ïðèìåð 14. Ãåîìåòðèÿ îáëàñòè äëÿ çàêëþ÷èòåëüíîãî ïðèìåðà ïðåäñòàâëå�

íà íà ðèñóíêå 3.8. Îáëàñòü ñîñòîèò èç äâóõ ÷àñòåé è èìååò îòâåðñòèå ñëîæíîé

ôîðìû. Âûäåëåííàÿ êðàñíûì ÷àñòü ãðàíèöû çàêðåïëåíà, à ê ÷àñòè, âûäåëåí�

íîé ñèíèì, ïðèëîæåíî äàâëåíèå 1 × 106Ïà. Îñòàëüíàÿ ÷àñòü ãðàíèöû ñâîáîä�

íà. Îáúåìíàÿ ñèëà îòñóòñòâóåò. Ìîäóëü Þíãà äëÿ ïåðâîãî ìàòåðèàëà ðàâåí

EI = 210× 109Ïà, êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà νI = 0.28, äëÿ âòîðîãî ìàòåðèàëà �

EII = 70× 109Ïà, νII = 0.34.

Ðèñ. 3.8: Ïðèìåð 14. Ãåîìåòðèÿ îáëàñòè

Â òàáëèöå 3.4 îòðàæåíû íåñêîëüêî øàãîâ ðàáîòû àäàïòèâíûõ àëãîðèòìîâ,

à íà ðèñóíêå 3.10 óçëû ïîëó÷èâøèõñÿ ñåòîê. Ñòàíäàðòíûé èíäèêàòîð ïàêåòà

MATLAB ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü ñåòêó, áëèçêóþ ê ýòàëîííîé, íî ïðè ýòîì ïåðå�

îöåíèâàåò íîðìó ïîãðåøíîñòè â ñîòíè ðàç. Ñåòêà ïîëó÷åííàÿ äëÿ èíäèêàòîðà ñ

íåïðåðûâíûìè àïïðîêñèìàöèÿìè ηconT äàëåêà îò ýòàëîííîé ïî ñâîåé ñòðóêòóðå.

Òàêæå, äëÿ ñîîòâåòñòâóþùåé ãëîáàëüíîé îöåíêè (3.10) èíäåêñ ýôôåêòèâíîñòè

ðàñò¼ò ñ èçìåëü÷åíèåì ðàñ÷åòíîé ñåòêè. Â ñâîþ î÷åðåäü, îöåíêà (3.13) è èíäè�

êàòîð ηRT
T ïîçâîëÿþò ïîëó÷èòü êàê áîëåå òî÷íóþ ãëîáàëüíóþ îöåíêó íîðìû

ïîãðåøíîñòè, òàê è áëèçêóþ ê ýòàëîííîé àäàïòèâíóþ ðàñ÷¼òíóþ ñåòêó.
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Ðèñ. 3.9: Ïðèìåð 13. Çàâèñèìîñòü èíäåêñîâ ýôôåêòèâíîñòè îò ÷èñëà óçëîâ ðàñ�

÷¼òíîé ñåòêè

Òàáëèöà 3.4: Ïðèìåð 14. Ñðàâíåíèå øàãîâ àäàïòàöèè ñåòêè

ηrefT ηMATLAB
T ηconT ηRT

T

N e% N e% N e% Ieff N e% Ieff

222 19.71 222 19.71 222 19.71 8.93 222 19.71 1.70

767 10.60 718 11.01 670 12.65 13.92 961 10.08 1.61

2875 5.39 2647 5.62 2177 8.84 19.89 5339 4.38 1.64

5478 3.74 4965 3.95 3898 7.00 25.12 12541 2.94 1.60

10183 2.80 9223 2.91 6876 5.61 31.33

12481 2.55 9108 5.07 34.62

12055 4.58 38.37
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Ðèñ. 3.10: Ïðèìåð 14. Ðåçóëüòàò ðàáîòû àäàïòèâíûõ àëãîðèòìîâ ñ èíäèêàòîðà�

ìè ηrefT (à), ηMATLAB
T (á), ηconT (â), ηRT

T (ã)
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Çàêëþ÷åíèå

Â äèññåðòàöèè ïðåäñòàâëåíî èññëåäîâàíèå ôóíêöèîíàëüíîãî ïîäõîäà ê àïî�

ñòåðèîðíîìó êîíòðîëþ òî÷íîñòè ïðèáëèæ¼ííûõ ðåøåíèé ýëëèïòè÷åñêèõ çàäà÷.

Äîêàçàí ðÿä óòâåðæäåíèé î âû÷èñëèòåëüíûõ ñâîéñòâàõ ìàæîðàíò ïîãðåøíîñòè

è îñíîâàííûõ íà íèõ èíäèêàòîðîâ äëÿ çàäà÷è ðåàêöèè-äèôôóçèè è çàäà÷ ëèíåé�

íîé òåîðèè óïðóãîñòè. Çíà÷èòåëüíàÿ ÷àñòü ðàáîòû ïîñâÿùåíà âû÷èñëèòåëüíîìó

ýêñïåðèìåíòó è àíàëèçó ïðèìåíèìîñòè ôóíêöèîíàëüíîãî ïîäõîäà ê ïîñòðîåíèþ

àäàïòèâíûõ àëãîðèòìîâ. Ðàññìîòðåíû ïðèìåðû äëÿ äâóìåðíûõ çàäà÷ äèôôó�

çèè, ðåàêöèè-äèôôóçèè è çàäà÷è î ïëîñêîì äåôîðìèðîâàíèè óïðóãîãî òåëà.

Ïî ðåçóëüòàòàì ïðîâåä¼ííûõ èññëåäîâàíèé ìîæíî çàêëþ÷èòü, ÷òî ôóíê�

öèîíàëüíûé ïîäõîä ïîçâîëÿåò ýôôåêòèâíî îöåíèòü ýíåðãåòè÷åñêóþ íîðìó ïî�

ãðåøíîñòè ïðèáëèæ¼ííûõ ðåøåíèé, ïîëó÷åííûõ êëàññè÷åñêèì ìåòîäîì êîíå÷�

íûõ ýëåìåíòîâ, à òàêæå ïîñòðîèòü àäàïòèâíûå ðàñ÷¼òíûå ñåòêè äîñòàòî÷íî âû�

ñîêîãî êà÷åñòâà ñ ïðèâëå÷åíèåì àïïðîêñèìàöèé, õàðàêòåðíûõ äëÿ ñìåøàííûõ

ìåòîäîâ.

Áëàãîäàðíîñòè.
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