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тИПИЧНыЕ И НЕтИПИЧНыЕ ПРЕДЕЛьНыЕ ЗАДАЧИ  
ДЛЯ уРАВНЕНИЯ КРОККО

Традиционная формулировка предельной задачи крокко предполагает за-
висимость коэффициента переноса от плотности распределения концентрации. 
В этом случае предельная задача для уравнения крокко связана с условием ми-
нимума положительного распределения, а само уравнение крокко равносильно 
канонической системе двух уравнений. Доказывается возможность погружения 
потока предельной задачи в поле экстремалей, монотонность и выпуклость 
потенциала крокко. В ряде задач распределение коэффициента переноса за-
висит от плотности потока консервативной примеси, т.е. от градиента плотно-
сти распределения концентрации. В этом случае существуют простые решения 
предельной задачи крокко с компактным носителем. иначе, решения сосредо-
точены на множестве конечной меры.

уРаВнение кРОккО, ПРеДелЬная ЗаДача, канОническая сисТема уРаВне-
ний, минимум РасПРеДеления, ПОле ЭксТРемалей, ПОТОк.

Введение

уравнение крокко (луиджи крокко  
(L. Crocco), 1909–1986, – выдающийся 
итальянский ученый) возникает в нели-
нейной  предельной задаче переноса на 
компакте.  исторически уравнение крок-
ко впервые появляется в предельной задаче 
для скоростного поля потока вязкого газа 
[1, 2]. и до сих пор большинство  работ по  
уравнению крокко так или иначе связано 
с динамикой вязкой жидкости. например, 
на порталах ВиниТи Ран и e-library.ru 
приводятся ссылки примерно на 250 работ, 
опубликованных в 1990–2014 гг.; прибли-
зительно три четверти из них так или иначе 
связаны с гидродинамической и приклад-
ной тематикой (см., например, [3, 4–9]). 
изучению же собственно предельных задач 
посвящено относительно небольшое число 
ключевых работ [5, 10–13]. 

существуют явные преимущества 
предельной задачи крокко перед други-
ми известными предельными задачами. 

Предельная задача для уравнения крокко 
возникает в результате простого преобразо-
вания предельной задачи параболического 
типа, например, в задаче о диффузии кон-
сервативной примеси на полуограниченном 
промежутке.

Постановка задачи

если θ(ζ) – плотность распределения 
примеси, f(θ) – коэффициент переноса 
примеси, ζ – безразмерная координата, 
причем

0
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x
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ζ = ζ ∈ ∞

то уравнение переноса имеет вид

( ) 2 0.
d d d

f
d d d

 θ θ
θ + ζ = ζ ζ ζ 

Пусть предельные условия для уравне-
ния (1) имеют вид

(0) 1 ( ) 0.θ − = θ ∞ =

Предельная задача (1), (2) приводится к 
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(1a)

виду крокко подстановкой

: ( ).
d

j j
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= = θ

ζ
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f j
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θ + ζ =
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Пусть 
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θ

ϕ = ζ = ϕ θ∫  

– потенциал крокко; по определению,  
ϕ(0) = 0. Тогда 
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2
,  ,
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j

d d

−
 ϕ ϕ

ζ = =  θ ζ 
и вместо (1а) получается уравнение

2

2
2 ( ) 0.

d
f

d
ϕ

ϕ + θ =
θ

Предельные условия для уравнения (3) 
имеют вид

1

(0) 0.
d
d θ=

ϕ ϕ = = θ 
мотивировка такой замены – переход 

от полубесконечного промежутка к ком-
пакту. 

итак, пусть 
(2)

1( ) (0,1), (0,1),  ( ) (0,1)fϕ = ϕ ∈ θ ∈D C L

и поставлена предельная задача (3) и (4). 
Лемма 1. Предельная задача (3), (4) име-

ет решение тогда и только тогда, если поч-
ти всюду f(z) > 0 .

Доказ а т ельс тво . Действительно, в 
силу (3), (4) выполняется равенство

21 1

0 0

1
( ) 0.

2
d

dz f z dz
dz

ϕ  = > 
 ∫ ∫

лемма 1  доказана.
Тогда, если f (=) 0 на интервале (0, 1), 

то ϕ = 0, что очевидно.
Лемма 2. Уравнение предельной задачи 

(3), (4) порождено гамильтонианом 

( )2 1
( ; , ) : ( ) ln .

2
f z

ϕψ
θ ϕ ψ = −

ϕ
H

Доказ а т ельс тво . уравнение предель-
ной задачи (3), (4) можно записать в виде 

(канонической) системы:

,
d

J
d

∂ 
 ϕ ∂ϕ   =   

ψ ∂θ    
 ∂ψ 

H

где J – симплектическая матрица.
лемма 2  доказана.
Лемма 3. Пусть f – положительный гомо-

морфизм из (0, 1) в (0, 1). Тогда решение пре-
дельной задачи (1) – это 2-диффеоморфизм 
из θ ∈ (0,1) в ϕ ∈ (0, ϕ(1) = ϕ0).

Доказ а т ельс тво . В силу леммы 1, ϕ 
и ϕ" имеют противоположные знаки почти 
всюду на промежутке 0 < θ < 1. 

Пусть ϕ > 0 почти всюду на промежут-
ке 0 < θ < 1, ϕ(0) = 0 и ϕ' (1) = 0. если 
в точке 0 < θ = θ0 < 1 достигается поло-
жительный локальный минимум, то суще-
ствует окрестность точки θ = θ0, в которой  
ϕ" > 0, что невозможно. если же в точке  
θ = θ0 достигается положительный локаль-
ный максимум, то в левой окрестности точ-
ки θ = 1 существует множество значений θ, 
таких, что ϕ"(θ) > 0. снова противоречие. 

следовательно, решения уравнения  
(1) – суть монотонные распределения, 
либо монотонно возрастающие (ϕ > 0,  
ϕ" < 0), либо монотонно убывающие (ϕ < 0, 
ϕ" > 0).  В данной задаче для положитель-
ной вещественной полуоси выполняются 
неравенства 

0, (1) (0) 0;
d
d

ϕ
ζ = > ϕ > ϕ =

θ
ϕ(θ) > 0, ϕ"(θ) < 0.

лемма 3 доказана.

Основная теорема и ее следствия

Основная теорема. Вдоль характеристи-
ки (вдоль решения) предельной задачи (1) вы-
полняется следующее условие:

21

0

(1)
( ,1) ( ) ln inf 0.

d
S f z dz

dz

 ϕ ϕ ϕ = + → ≥   ϕ  
∫

21

0

(1)
( ,1) ( ) ln inf 0.

d
S f z dz

dz

 ϕ ϕ ϕ = + → ≥   ϕ  
∫

Доказ а т ельс тво . Оно очевидно: 
уравнение крокко совпадает с необходимым 
условием минимума распределения S(z).

(3)

(4)

(5)
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Основная теорема  доказана.
Следствие 1. Для реализации условия 

минимума (2) достаточно, чтобы 
1
2 (0,1).ϕ ∈ W

Происходит ослабление топологии ре-
шения до *-слабой. косвенным подтверж-
дением этого факта ослабления топологии 
служит равенство из леммы 1.

Следствие 2. В силу леммы 1 справедли-
во выражение

1

0

1 (1)
( ,1) ( ) ln .

2
S f z dz

 ϕ
ϕ = + ϕ 

∫
Применим к правой части (6) неравен-

ство коши:

21 1
2

0 0

1 (1)
( ,1) ( ) ln

2
S f z dz dz

 ϕ
ϕ ≤ ⋅ + ϕ 

∫ ∫
и ослабим условие минимума (5) до мини-
мума правой части неравенства (7). 

если 

21 1
2

0 0

1 (1)
( ) ln inf 0,

2
f z dz dz

 ϕ
⋅ + → ≥ ϕ 

∫ ∫
т. е. при ограниченном значении коэффи-
циента переноса (речь идет о L2- норме), то 
величина 

21

0

1 (1)
ln inf 0,

2
dz

 ϕ
+ → ≥ ϕ 

∫

т. е. (1) sup .eϕ → ϕ =  
но величина потенциала крокко связа-

на с потоком плотности тождеством

( ) ( ) 2 ( ),j fθ θ = − ϕ θ

причем в предельной задаче (3), (4) j < 0. 
итак, при ограниченном значении ко-

эффициента переноса поток плотности 
максимален. 

Теперь пусть ограничена величина по-
тока плотности, т. е. ограничен второй 
множитель в правой части условия (5а):

21

0

1 (1)
ln (1).

2
dz O

 ϕ
+ = ϕ 

∫

Тогда 
1

2

0

( ) inf 0.f z dz → ≥∫  

следовательно, при ограниченном зна-
чении потока плотности концентрации ко-
эффициент переноса минимален. 

Видоизменение предельной задачи Крокко

 Пусть существует гомеоморфизм f = f(j).  
иначе говоря, коэффициент переноса за-
висит от плотности потока концентрации. 
уравнение переноса можно записать сле-
дующим образом:

( ( ) ) 2 0,
d

f j j
d

+ ζ =
θ

и, как видно, уравнение (3) и предельные 
условия (4) не изменятся. итак,

2

2

1
2 0.

''
d

f
d

 ϕ
ϕ + = ϕθ  

Предполагается (см. лемму 3), что
2

2

1
" : 0, 0, ( ) 0.

''
d

f j f
d

 ϕ
ϕ = < ϕ > = > ϕθ  
Пример 1. Рассмотрим случай степенно-

го отображения f(j). 
Пусть

1 ( 1)
.

'' ''

m

m
f

  −
= ϕ ϕ 

Тогда в уравнении (3) происходит раз-
деление переменных: 

1
,

(2 )
d
d α

ζ
ζ = −

ϕ ϕ
и

11
1
0

0

2
1 ,

1

−α−α
−α

  ϕ ζ = ϕ −   − α ϕ  
или

__
11 __

1
0

2
1

(1 )
d
d

−α−α

+α

 ϕ
= − ϕ  θ ϕ − α  

(здесь α = (1 + m) –1). 
Пусть m ≠ 0, α ≠ 1.
интегрируем (8а) еще раз:

__

1

1 1
0 0

11 __

1
0

2
;

(1 ) 1

2 (1 ) 1 1
, , ,
1 2

dt

t

ϕ−α

+α −α

−α−α

+α

θ =
ϕ − α −

 − α
θ = Β ϕ  − αϕ  

∫

где 

(7)

(5a)

(8a)

(8)

(6)

(3a)
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1 1

0

( ; , ) : (1 ) , 0 1,
z

a bz a b t t dt z− −Β = − < <∫

– неполная В-функция барнса [15].
При θ = 1 получаем следующее равен-

ство:

1

1
0

2
1

0 0

1 1
1 1

1
2 (1 ) 1

,
3

2(1 )

3
2(1 )

: ( )
1

1

 2 ((1 ) / ) .

−α

+α

+α

−α
+α +α

 πΓ  − α − α =
ϕ  − α

Γ  − α 

  − α
Γ  − α  ϕ = ϕ α = ×

  Γ  − α  

× − α π

Пусть в (9) α → +0 (m→∝). Тогда 

0(0) 1 / 2.ϕ =
Теперь пусть в (9) α → 1 –0 (m → 0). 
Тогда, используя асимптотическую 

оценку для Г(z) (формула стирлинга), по-
лучим: 

1 0

1
1

lim 1,
3

1
2(1 )

α→ −

 Γ  − α  =
 − α

− αΓ  − α 
откуда следует, что

0

1
(1) .ϕ =

π
Получается, что ϕ0(α) – медленно изме-

няющаяся функция параметра α. 
если в формуле (8а) ϕ = 0, то

1
1

0 0

2
,

1

−α
−αζ = ζ = ϕ

− α
т. е. ζ0(α) – быстро изменяющаяся функция 
от α. 

Формулы (9), (10) служат для определе-
ния констант 

ϕ0(α) : = ϕ(1; α) и ζ0(α) : = ζ(0; α).

Результаты вычисления указанных кон-
стант приведены в таблице.

В частности, ввиду ограниченности ϕ0, 
распределение θ сосредоточено на ком-
пакте:

suppθ = (0, ζ0).

наличие компактных носителей для 
распределений – отличительная особен-
ность нелинейных предельных задач. Дей-
ствительно, линейный случай получается, 
когда α = 1. Тогда 

1
,

2
d
d

ζ
ζ = −

ϕ ϕ
 0ln ,

ϕ
ζ =

ϕ
и, интегрируя еще раз, получим известное 
решение Рэлея:

0
0 0erfc ln erfc( ).

 ϕ
θ = πϕ = πϕ ζ  ϕ 

Очевидно, решение Рэлея не имеет ком-
пактного носителя для θ-распределения.

Пример 2. Рассмотрим случай, когда

( ) 1 ,
''

f j
ε

= +
ϕ

где ε – параметр задачи. 
Тогда уравнение переноса крокко при-

нимает вид
22 '' '' 0,ϕϕ + ϕ + ε =  

причем предельные условия прежние  

(3б)

(10)

Таблица

Результаты вычисления констант  
для случая степенного отображения f(j)

m α ϕ0(α) ζ0(α)

0 1,0 0,5642                      ∞

0,4 0,7143 0,5523                    1,8946

0,5 0,6(6) 0,5497 1,7596

1,0 0,5000 0,5407 1,4421

2,0 0,3(3) 0,5299 1,2415

3,0 0,2500 0,5315 1,1814

4,0 0,2000 0,5195 1,1352

5,0 0,1(6) 0,5145 1,1085

10 0,0909 0,5136 1,0612

100 0,0091 0,5174 1,0183

∞ 0,0 0,5000 1,0000

Обозначения : m, α – параметры; ϕ0(α) – 
граничное значение потенциала крокко ϕ(1);  
ζ0(α) – длина носителя (см. формулы (9), (10)).

(9)

;
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(см. формулу (4)). Тогда из уравнения (3б) 
получается, что

2

1 1
'' .

4 216 ''
ε

ϕ = − ± −
ϕ ϕϕ

В уравнении (3в) понижается порядок 
и переменные разделяются подстановкой 

/ ( ),d dϕ θ = ζ ϕ  и тогда

02
2 1 1 81

.
2

d
d

d

ϕ

ϕ

− εϕϕ ζ = = ϕ θ ϕ  ∫


Пусть ε = 0. Тогда для согласования это-
го решения с решением Рэлея необходимо 
взять нижний знак, а значит, при любом 
значении 01 / (8 ) :ε < ϕ

2 0 0

0

1 1 81 1 81 1
ln ln ln .

2 2 1 1 8 1 1 8

 + − εϕ+ − εϕϕ
ζ = + −  ϕ − − εϕ − − εϕ 

2 0 0

0

1 1 81 1 81 1
ln ln ln .

2 2 1 1 8 1 1 8

 + − εϕ+ − εϕϕ
ζ = + −  ϕ − − εϕ − − εϕ 

следовательно, 
1/2

0 0

0 0

1 1 81 1 8
2 / ln  .

1 1 8 1 1 8
d

ϕ   − − εϕ+ − εϕϕ θ = ⋅ × × ϕ  
ϕ − − εϕ + − εϕ    

∫
1/2

0 0

0 0

1 1 81 1 8
2 / ln  .

1 1 8 1 1 8
d

ϕ   − − εϕ+ − εϕϕ θ = ⋅ × × ϕ  
ϕ − − εϕ + − εϕ    

∫

Формула (11) выражает решение пре-
дельной задачи крокко (3), (4) для «квази-
линейного» распределения коэффициента 

переноса f(j).
легко видеть, что предположение о виде 

коэффициента f = f(j) не изменяет канони-
ческой (гамильтоновской) структуры урав-
нения крокко. например, уравнение (3в) 
равносильно системе

2

;

1 1
,

4 216 ''

d E
d

d E
d

ϕ ∂
= ζ =

θ ∂ζ

ζ ε ∂
= − ± − = −

θ ϕ ϕ ∂ϕϕ
с гамильтонианом 

02 1 1 8
( , ) .

2 4
E d

ϕ

ϕ

− εϕζ
ϕ ζ = − ϕ

ϕ∫


Очевидна каноничность системы в слу-
чае степенного отображения f(j).

Выводы

среди многих достоинств метода крок-
ко следует выделить три его основных пре-
имущества:

решение предельной задачи крокко 
ищется на компакте. более того, дальней-
шими исследованиями будет показано, что 
решения имеют компактный носитель;

уравнение крокко равносильно кано-
нической системе с 1-инвариантом;

предельная задача крокко связана с 
условием минимума положительной ве-
личины (распределения). Это позволяет 
расширить топологию решения уравнения 
крокко до *-слабой. 
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Petritchenko M.R. TYPICAL AND ATYPICAL BOUNDARY PROBLEMS FOR THE 
CROCCO EQUATION.

The traditional formulation of the boundary Crocco problem involves the dependence of  a transfer 
coefficient on the density distribution of the concentration. In this case the boundary problem for the Crocco 
equation is associated with the condition of the minimum for a positive distribution, and the equation itself 
is equivalent to the canonical system of two equations. The possibility of immersion of flow of boundary 
problem in the field of extremals, monotony and convexity of the Crocco potential have been proved. In 
a number of physical problems, the distribution of the transfer coefficient depends on the flux density of 
conservative tracer, that is, on density gradient of concentration distribution. In this case, there are simple 
solutions of the boundary Crocco problem with a compact supporter. In other words, the solutions are 
grouped on a set of the finite measure. 

CROCCO EQUATION, BOUNDARY PROBLEM, CANONICAL SYSTEM OF EQUATIONS, DISTRIBUTION MINIMUM, 
FIELD OF EXTREMALS, STREAM.
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