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Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû

Â äèññåðòàöèè ðàçâèò ñîâðåìåííûé ïîäõîä, êîòîðûé ïîçâîëÿåò âû÷èñëÿòü íàäåæíûå

àïîñòåðèîðíûå îöåíêè, êîíòðîëèðóþùèå òî÷íîñòü ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé ïðàêòè÷åñêè âàæ�

íûõ êðàåâûõ çàäà÷ ìåõàíèêè è ìàòåìàòè÷åñêîé �èçèêè. Òàêîé êîíòðîëü ÿâëÿåòñÿ íåîòúåì�

ëåìîé ÷àñòüþ ñîâðåìåííîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ. Â íåé ðàññìîòðåíû çàäà÷à Äè�

ðèõëå äëÿ óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà è ñòàöèîíàðíîãî óðàâíåíèÿ äè��óçèè, çàäà÷è òåîðèè èçãèáà

ïëàñòèí �åéññíåðà�Ìèíäëèíà, èçãèáà ïðÿìîëèíåéíûõ áàëîê Òèìîøåíêî è Áåðíóëëè�Ýéëå�

ðà, ïëîñêèå çàäà÷è êëàññè÷åñêîé òåîðèè óïðóãîñòè è ìîìåíòíîé òåîðèè óïðóãîñòè Êîññåðà.

Ïðåäëîæåíû íîâûå òåîðåòè÷åñêèå îöåíêè, à òàêæå ðàçðàáîòàíû è ïðèìåíåíû ìåòîäèêè èõ

÷èñëåííîé ðåàëèçàöèè â âèäå êîìïëåêñîâ ïðîãðàìì.

Àêòóàëüíîñòü òåìû èññëåäîâàíèÿ. Â XXI âåêå óðîâåíü ðàçâèòèÿ âû÷èñëèòåëüíîé

ìàòåìàòèêè è ìîùíîñòåé òåõíè÷åñêèõ ðåñóðñîâ äîñòèã ðóáåæà, êîòîðûé ïîçâîëÿåò ðåøàòü

çíà÷èìûå çàäà÷è â ðàìêàõ ðàçëè÷íûõ íàïðàâëåíèé ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ. �àç�

ðàáîòàíû ý��åêòèâíûå ïîäõîäû ê ïîñòðîåíèþ ðåøåíèÿ ìíîãèõ êëàññîâ çàäà÷, äîøåäøèå

äî øèðîêîãî ïðèìåíåíèÿ è ïîäðîáíî îïèñàííûå â ëèòåðàòóðå. Ïðè èçó÷åíèè ðàçëè÷íûõ âû�

÷èñëèòåëüíûõ ñõåì ïîìèìî àíàëèçà óñòîé÷èâîñòè è àïïðîêñèìàöèîííûõ ñâîéñòâ âàæíûì

îêàçûâàåòñÿ âîïðîñ î íàäåæíîì êîíòðîëå òî÷íîñòè ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ. Îí òåñíî ñâÿ�

çàí ñ �óíäàìåíòàëüíûì âîïðîñîì î äîâåðèè ê ðåçóëüòàòàì ìîäåëèðîâàíèÿ, îñíîâàííîì íà

âîçìîæíîñòè èõ ÿâíîé ïðîâåðêè. Õîðîøî èçâåñòíû àñèìïòîòè÷åñêèå îöåíêè ñêîðîñòè ñõî�

äèìîñòè, íàëè÷èå êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ îñíîâàíèåì äëÿ ïðèìåíåíèÿ òîãî èëè èíîãî ìåòîäà,

ïîñêîëüêó òàêèå îöåíêè ïðè îïðåäåëåííûõ óñëîâèÿõ ãàðàíòèðóþò ñõîäèìîñòü àïïðîêñèìà�

öèè ũ, ïîëó÷åííîé íà êîíå÷íîìåðíîì ïîäïðîñòðàíñòâå, ê òî÷íîìó ðåøåíèþ u ïðè ñòðåìëå�

íèè ðàçìåðíîñòè ïîäïðîñòðàíñòâà ê áåñêîíå÷íîñòè. ×àñòî ïîäîáíûå ðåçóëüòàòû ïîëó÷åíû â

ïðåäïîëîæåíèè î ïîâûøåííîé ãëàäêîñòè òî÷íîãî ðåøåíèÿ u, êîòîðàÿ íà ïðàêòèêå âñòðå÷à�

åòñÿ äîâîëüíî ðåäêî. Äðóãîé ïðàêòè÷åñêèé íåäîñòàòîê ïðèìåíåíèÿ àïðèîðíûõ îöåíîê äëÿ

êîíòðîëÿ òî÷íîñòè ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî îíè íå ïðåäîñòàâëÿþò

íèêàêîé èí�îðìàöèè î ðàñïðåäåëåíèè îøèáêè ïî îáëàñòè â êàæäîé êîíêðåòíîé ñèòóàöèè.

Íåîáõîäèìîñòü â òàêîé èí�îðìàöèè áûëà îñîçíàíà ñ íà÷àëîì áûñòðîãî ðàçâèòèÿ àäàïòèâ�

íûõ ìåòîäîâ, â êîòîðûõ ïðîöåññ âû÷èñëåíèÿ ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ æåëàåìîãî êà÷åñòâà

ðåàëèçóåòñÿ ïðè ïîìîùè ðàññìîòðåíèÿ äèñêðåòíûõ çàäà÷ íà ñåòêàõ, ïîñëåäîâàòåëüíî ñãóùà�

þùèõñÿ ê îñîáåííîñòÿì èñõîäíîé êðàåâîé çàäà÷è, ÷òî ïîçâîëÿåò óìåíüøèòü âû÷èñëèòåëüíóþ

òðóäîåìêîñòü è ïîâûñèòü òî÷íîñòü ðàñ÷åòîâ. Â 70�80-å ãîäû XX âåêà ýòî ïîñëóæèëî òîë÷�

êîì äëÿ íà÷àëà èíòåíñèâíûõ èññëåäîâàíèé, íàïðàâëåííûõ íà ðàçâèòèå ìåòîäîâ ïîñòðîåíèÿ
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àïîñòåðèîðíûõ îöåíîê ïîãðåøíîñòè. Ïåðåä ñîîòâåòñòâóþùåé òåîðèåé âîçíèêëè äâå îñíîâíûå

çàäà÷è: âû÷èñëåíèå âåðõíèõ ãðàíèö îòêëîíåíèÿ ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ îò òî÷íîãî è ïîëó�

÷åíèå èí�îðìàöèè î ëîêàëüíîì ðàñïðåäåëåíèè îøèáêè ïî îáëàñòè, êîòîðàÿ ñëóæèò îñíîâîé

äëÿ ïîñòðîåíèÿ ý��åêòèâíûõ àäàïòèâíûõ àëãîðèòìîâ.

Ñòåïåíü ðàçðàáîòàííîñòè òåìû. Ê íàñòîÿùåìó ìîìåíòó â ðàìêàõ ìåòîäà êîíå÷íûõ

ýëåìåíòîâ (ÌÊÝ) ñ�îðìèðîâàëîñü íåñêîëüêî êðóïíûõ íàïðàâëåíèé ðàçâèòèÿ ìåòîäîâ àïî�

ñòåðèîðíîãî êîíòðîëÿ ïîãðåøíîñòè. Ïåðâûå èç íèõ áûëè ïðåäëîæåíû â ðàáîòàõ I. Babu�ska,

W.C. Rheinboldt (1978�1981 ãã.) è âûçâàëè èíòåðåñ ìíîãèõ àâòîðîâ, ÷òî ïðèâåëî ê ïîÿâëåíèþ

áîëüøîãî êîëè÷åñòâà ïóáëèêàöèé ïî äàííîé òåìàòèêå è ñìåæíûì âîïðîñàì. Ê ñåðåäèíå 80-õ

ãîäîâ áûëè âûäåëåíû íåêîòîðûå îñíîâíûå òðåáîâàíèÿ ê îöåíêàì, ïî ñâîåé ñóòè, îïðåäåëèâ�

øèå âåêòîð äàëüíåéøåãî ðàçâèòèÿ âñåé òåîðèè: 1) îöåíêà ïîãðåøíîñòè äîëæíà áûòü îñíîâàíà

òîëüêî íà ëîêàëüíûõ âû÷èñëåíèÿõ; 2) ãëîáàëüíàÿ îöåíêà äîëæíà ïðè ýòîì ïîëó÷àòüñÿ êàê

ðåçóëüòàò ðàñ÷åòà ëîêàëüíûõ âåëè÷èí ïî ñîâîêóïíîñòè êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ; 3) îöåíêà íå

äîëæíà ñëèøêîì ñèëüíî íåäîîöåíèâàòü èëè ïåðåîöåíèâàòü èñòèííóþ âåëè÷èíó îøèáêè. Ïî�

ñëåäíèé ïóíêò îçíà÷àåò, ÷òî èíäèêàòîð íå îáÿçàòåëüíî äîëæåí áûòü íàäåæíûì â ñòðîãîì

ïîíèìàíèè. Êàê ñëåäñòâèå, ïîäàâëÿþùåå áîëüøèíñòâî ìåòîäîâ, ïðåäëîæåííûõ äëÿ êðàåâûõ

çàäà÷ ðàçëè÷íûõ òèïîâ çà ýòè äåñÿòèëåòèÿ, äàííûì ñâîéñòâîì íå îáëàäàþò. Íàèáîëåå ïîëíîå

îïèñàíèå ñòàíäàðòíûõ ìåòîäîâ è ññûëêè íà ñîîòâåòñòâóþùóþ ëèòåðàòóðó ìîæíî íàéòè â èç�

âåñòíûõ ìîíîãðà�èÿõ: R. Verf�urth (1996, 2013), M. Ainsworth, J.T. Oden (2000), I. Babu�ska,

T. Strouboulis (2001), W. Bangerth, R. Rannaher (2003), P. Neittaanm�aki, S. Repin (2004),

S. Repin (2008), I. Babu�ska, J.R. Whiteman, T. Strouboulis (2011), O. Mali, P. Neittaanm�aki,

S. Repin (2014). Íåîáõîäèìî îñîáî ïîä÷åðêíóòü, ÷òî âñå îíè îñíîâàíû íà òîì �àêòå, ÷òî ðàñ�

ñìàòðèâàåìîå ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå ñîâïàäàåò ñ ãàëåðêèíñêîé àïïðîêñèìàöèåé � òî÷íûì

ðåøåíèåì ñîîòâåòñòâóþùåé êîíå÷íîìåðíîé çàäà÷è. Òîãäà êàê âîïðîñ íàäåæíîãî êîíòðîëÿ

òî÷íîñòè ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé òðåáóåò ïîñòðîåíèÿ àïîñòåðèîðíûõ îöåíîê, óäîâëåòâîðÿþ�

ùèõ ðÿäó áîëåå æåñòêèõ òðåáîâàíèé. Íåîáõîäèìû íåðàâåíñòâà, êîòîðûå i) äàþò ãàðàíòèðî�

âàííûå è âû÷èñëÿåìûå îöåíêè òî÷íîñòè; ii) ïîäõîäÿò äëÿ ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé, ïîëó÷åí�

íûõ øèðîêèì êëàññîì ìåòîäîâ; iii) íå ñîäåðæàò ëîêàëüíûõ ïîñòîÿííûõ è äðóãèõ äàííûõ,

çàâèñÿùèõ îò ñåòêè è âòîðîñòåïåííûõ îñîáåííîñòåé ïîñòðîåíèÿ ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ. Íà

ðóáåæå XX�XXI âåêîâ Ñ.È. �åïèíûì è êîëëåãàìè áûë ïðåäëîæåí �óíêöèîíàëüíûé ïîäõîä,

ïîçâîëÿþùèé ñòðîèòü àïîñòåðèîðíûå îöåíêè òî÷íîñòè, óäîâëåòâîðÿþùèå ýòèì òðåáîâàíèÿì

(S. Repin, L.S. Xanthis, Comput. Methods Appl. Meh. Engrg., 1996; Ñ.È. �åïèí, Çàï. íàó÷í.

ñåìèíàðîâ ÏÎÌÈ, 1997; S. Repin, Math. Comput., 2000). Â íàñòîÿùåå âðåìÿ îí òðåáóåò èíòåí�

ñèâíîãî ðàçâèòèÿ, â òîì ÷èñëå â ïðèìåíåíèè ê çàäà÷àì ìåõàíèêè äå�îðìèðóåìîãî òâåðäîãî
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òåëà, îñîáåííî â ïðèêëàäíûõ àñïåêòàõ, êàñàþùèõñÿ ý��åêòèâíîé ðåàëèçàöèè.

Öåëÿìè ðàáîòû ÿâëÿþòñÿ ðàçðàáîòêà íîâûõ è ðàçâèòèå èçâåñòíûõ �óíêöèîíàëüíûõ

ìåòîäîâ êîíòðîëÿ òî÷íîñòè ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé êðàåâûõ çàäà÷ â ðàìêàõ ëèíåéíîé òåî�

ðèè óïðóãîñòè, à òàêæå ñîçäàíèå ý��åêòèâíîãî ïîäõîäà ê ðåàëèçàöèè òåîðåòè÷åñêèõ ðåçóëü�

òàòîâ äëÿ ïëîñêèõ çàäà÷ íà îñíîâå ñìåøàííûõ àïïðîêñèìàöèé ÌÊÝ.

Îñíîâíûå çàäà÷è èññëåäîâàíèÿ âêëþ÷àþò: 1) ïðîâåäåíèå ñðàâíèòåëüíîãî àíàëèçà ìå�

òîäîâ ïîñòðîåíèÿ è ìåòîäèê âû÷èñëåíèÿ àïîñòåðèîðíûõ îöåíîê äëÿ êëàññè÷åñêèõ óðàâíåíèé

ìàòåìàòè÷åñêîé �èçèêè ñ èñïîëüçîâàíèåì ðàçëè÷íûõ òèïîâ àïïðîêñèìàöèé ÌÊÝ; 2) îáîáùå�

íèå ðåçóëüòàòîâ è ïåðåíîñ ïîëó÷åííîãî îïûòà íà çàäà÷è ëèíåéíîé òåîðèè óïðóãîñòè: çàäà÷è

îá èçãèáå ïðÿìîëèíåéíûõ áàëîê è ïëàñòèí, çàäà÷ó î ïëîñêîé äå�îðìàöèè äëÿ êëàññè÷åñêèõ

ñðåä è êðàåâûå çàäà÷è äëÿ ñðåäû Êîññåðà; 3) ïîëó÷åíèå íîâûõ êëàññîâ �óíêöèîíàëüíûõ àïî�

ñòåðèîðíûõ îöåíîê, äîïóñêàþùèõ ïðèìåíåíèå ìåòîäèê ðàñ÷åòà âåðõíèõ ãðàíèö ýíåðãåòè÷å�

ñêîé íîðìû îøèáêè, îñíîâàííûõ íà ïðèâëå÷åíèè ñìåøàííûõ àïïðîêñèìàöèé; 4) ðåàëèçàöèþ

àëãîðèòìîâ, âûïîëíåííóþ â âèäå êîìïëåêñîâ ïðîãðàìì; 5) àíàëèç âîçìîæíîñòåé �óíêöèî�

íàëüíîãî ïîäõîäà, îñíîâàííûé íà âû÷èñëèòåëüíîì ýêñïåðèìåíòå, â òîì ÷èñëå ñ ïðèâëå÷åíèåì

êîììåð÷åñêèõ ïðîãðàììíûõ ïðîäóêòîâ äëÿ èíæåíåðíûõ ðàñ÷åòîâ.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà. �àçâèòà ìåòîäèêà ïîñòàíîâêè âû÷èñëèòåëüíîãî ýêñïåðèìåíòà äëÿ

êëàññè÷åñêèõ ñêàëÿðíûõ ýëëèïòè÷åñêèõ êðàåâûõ çàäà÷ âòîðîãî ïîðÿäêà, íàïðàâëåííîãî íà

ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç ðàçëè÷íûõ ãðóïï ìåòîäîâ, âûÿâëåíèå èõ äîñòîèíñòâ è íåäîñòàòêîâ, à

òàêæå íà ñðàâíåíèå êà÷åñòâà ðàáîòû àäàïòèâíûõ àëãîðèòìîâ, îñíîâàííûõ íà ñîîòâåòñòâóþ�

ùèõ àïîñòåðèîðíûõ îöåíêàõ è èíäèêàòîðàõ. Ïðåäëîæåí íîâûé êëàññ îöåíîê �óíêöèîíàëü�

íîãî òèïà äëÿ êîíòðîëÿ òî÷íîñòè ðåøåíèé çàäà÷ îá èçãèáå ïëàñòèí �åéññíåðà�Ìèíäëèíà,

ïðèìåíèìûé äëÿ ëþáîãî êîí�îðìíîãî ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ è íåñêîëüêèõ òèïîâ êðà�

åâûõ óñëîâèé: æåñòêàÿ çàäåëêà, ñâîáîäíî îïåðòûé êðàé, ñâîáîäíûé êðàé. Äëÿ çàäà÷è îá

èçãèáå áàëîê Òèìîøåíêî âïåðâûå ïîëó÷åíà ãàðàíòèðîâàííàÿ âåðõíÿÿ îöåíêà îøèáêè â ãëî�

áàëüíîé íîðìå, êîòîðàÿ ðåàëèçîâàíà è ÷èñëåííî èññëåäîâàíà íà ïðèìåðå ñåðèè çàäà÷, ðåøå�

íèå êîòîðûõ îáåñïå÷èâàåò ïàêåò ANSYS. Äëÿ ïëîñêèõ çàäà÷ êëàññè÷åñêîé ëèíåéíîé òåîðèè

óïðóãîñòè ñîçäàíà íîâàÿ ìåòîäèêà ðåàëèçàöèè âû÷èñëåíèé èçâåñòíîé àïîñòåðèîðíîé îöåíêè

ñî ñëàáûì ó÷åòîì óñëîâèÿ ñèììåòðèè òåíçîðà íàïðÿæåíèé, îñíîâàííàÿ íà èñïîëüçîâàíèè

ñìåøàííûõ àïïðîêñèìàöèé. Âïåðâûå âûïîëíåíà ðåàëèçàöèÿ âû÷èñëèòåëüíûõ ïðîöåäóð äëÿ

÷åòûðåõóãîëüíûõ ñåòîê, îñíîâàííàÿ íà òðîéêå áèëèíåéíûõ àïïðîêñèìàöèé, à òàêæå ïàðàõ

àïïðîêñèìàöèé Àðíîëüäà�Áî��è�Ôàëêà è �àâüÿðà�Òîìà ìèíèìàëüíîãî ïîðÿäêà, è ïðîâå�

äåí èõ ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç. Îïûò îáîáùåí íà ñëó÷àé íåêëàññè÷åñêèõ ñïëîøíûõ ñðåä ñ

ìèêðîñòðóêòóðîé, ãäå âïåðâûå ïîñòðîåí è ÷èñëåííî èññëåäîâàí êëàññ �óíêöèîíàëüíûõ àïî�
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ñòåðèîðíûõ îöåíîê òî÷íîñòè ðåøåíèé ïëîñêèõ êðàåâûõ çàäà÷, ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ â êîòîðûõ

ìîãóò âêëþ÷àòü êàê çàäàííûå ïåðåìåùåíèÿ è íåçàâèñèìûé ïîâîðîò, òàê è ïîâåðõíîñòíûå ñè�

ëû è ìîìåíò.

Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü ðàáîòû. �àçðàáîòàííûå è ðåàëèçîâàí�

íûå �óíêöèîíàëüíûå ìåòîäû äàþò âîçìîæíîñòü ÿâíî êîíòðîëèðîâàòü òî÷íîñòü ïðèáëèæåí�

íûõ ðåøåíèé èçâåñòíûõ êðàåâûõ çàäà÷ ìåõàíèêè â ðàìêàõ êëàññè÷åñêîé è íåêëàññè÷åñêîé

ëèíåéíîé òåîðèè óïðóãîñòè. Ïðîâåäåííûå òåîðåòè÷åñêèå èññëåäîâàíèÿ ìîãóò ïîñëóæèòü îñ�

íîâîé äëÿ ðàñïðîñòðàíåíèÿ ïîäõîäà íà íåêëàññè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâåííûå çàäà÷è. Ïîìèìî

íàó÷íîé öåííîñòè è íîâèçíû, ïîëó÷åííûå òåîðåòè÷åñêèå ðåçóëüòàòû è îïûò, íàêîïëåííûé

àâòîðîì ïðè èõ ðåàëèçàöèè, ìîãóò íàéòè ñâîå ïðèìåíåíèå ïðè ïðîìûøëåííîé ðàçðàáîòêå

îòå÷åñòâåííîãî ïðîãðàììíîãî îáåñïå÷åíèÿ äëÿ èíæåíåðíûõ ðàñ÷åòîâ, à òàêæå ìîãóò áûòü

èñïîëüçîâàíû â íàó÷íûõ èññëåäîâàíèÿõ â îáëàñòè ðàçðàáîòêè íîâûõ ìåòîäîâ âû÷èñëåíèé.

Ìåòîäîëîãèÿ è ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ, ñòåïåíü äîñòîâåðíîñòè ðåçóëüòàòîâ. Äî�

ñòîâåðíîñòü ïîëó÷åííûõ â äèññåðòàöèè òåîðåòè÷åñêèõ ðåçóëüòàòîâ îáåñïå÷èâàåòñÿ òåì �àê�

òîì, ÷òî îíè îïèðàþòñÿ íà ñòðîãèå ìàòåìàòè÷åñêèå ìåòîäû òåîðèè äâîéñòâåííîñòè âàðèà�

öèîííîãî èñ÷èñëåíèÿ, ìåòîäû ìàòåìàòè÷åñêîé �èçèêè, òåîðèè óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèç�

âîäíûõ è �óíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà. Ïðèêëàäíàÿ ÷àñòü èññëåäîâàíèÿ îñíîâàíà íà øèðîêî

ïðèìåíÿþùåìñÿ â íàó÷íîé è èíæåíåðíîé ïðàêòèêå ìåòîäå � ÌÊÝ. Ìåòîäîëîãèÿ îáîñíîâà�

íèÿ ý��åêòèâíîñòè �óíêöèîíàëüíîãî ïîäõîäà âêëþ÷àåò ñðàâíåíèå ñ ðåçóëüòàòàìè ðàáîòû

èçâåñòíûõ êîììåð÷åñêèõ ïàêåòîâ, à òàêæå ñ äàííûìè, âçÿòûìè èç ðàáîò äðóãèõ àâòîðîâ.

Àïðîáàöèÿ ðåçóëüòàòîâ. Ïðåäñòàâëåííûé ìàòåðèàë ïðîøåë àïðîáàöèþ íà ñëåäóþ�

ùèõ êîí�åðåíöèÿõ è ñåìèíàðàõ, â òîì ÷èñëå âñåðîññèéñêèõ è ìåæäóíàðîäíûõ: Workshop on

Advaned Computer Simulation Methods (Ìåæäóíàðîäíûé ìàòåìàòè÷åñêèé èíñòèòóò èì. Ëåî�

íàðäà Ýéëåðà, Ñàíêò-Ïåòåðáóðã, 2009 ã.); VI Âñåðîññèéñêèé �îðóì ¾Íàóêà è èííîâàöèè â

òåõíè÷åñêèõ óíèâåðñèòåòàõ¿ (Ñàíêò-Ïåòåðáóðã, 2012 ã.); 1st joint LUH-SPbSPU Workshop on

Computational Methods and Modeling in Engineering (�àííîâåð, �åðìàíèÿ, 2012 ã.); �îðîäñêîé

ñåìèíàð ïî ìåõàíèêå (Èíñòèòóò ïðîáëåì ìàøèíîâåäåíèÿ �ÀÍ, Ñàíêò-Ïåòåðáóðã, 2013 ã.);

The 6th Workshop on Reliable Methods of Mathematial Modeling (Þâÿñêóëÿ, Ôèíëÿíäèÿ,

2013 ã.); The European Conferene on Numerial Mathematis and Advaned Appliations (Ëî�

çàííà, Øâåéöàðèÿ, 2013 ã.); 6th International Conferene on Advaned Computational Methods

in Engineering (�åíò, Áåëüãèÿ, 2014 ã.); X Ìåæäóíàðîäíàÿ êîí�åðåíöèÿ ¾Ñåòî÷íûå ìåòîäû

äëÿ êðàåâûõ çàäà÷ è ïðèëîæåíèÿ¿ (Êàçàíü, 2014 ã.); XIX Çèìíÿÿ øêîëà ïî ìåõàíèêå ñïëîø�

íûõ ñðåä (Èíñòèòóò ìåõàíèêè ñïëîøíûõ ñðåä ÓðÎ �ÀÍ, Ïåðìü, 2015 ã.).

Îñíîâíàÿ ÷àñòü ïðåäñòàâëåííûõ ðåçóëüòàòîâ ïîëó÷åíà ïðè ïîääåðæêå ãðàíòîâ �ÔÔÈ
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� 08-01-00655-à, � 11-01-00531-à, � 14-01-00162-à è � 14-01-31273-ìîë à, ïðè ïîääåðæêå Ïðà�

âèòåëüñòâà Ñàíêò-Ïåòåðáóðãà â ðàìêàõ êîíêóðñîâ 2010 è 2012 ãîäîâ äëÿ ìîëîäûõ êàíäèäàòîâ

íàóê è Ìèíèñòåðñòâà îáðàçîâàíèÿ è íàóêè �Ô â ðàìêàõ ãîñóäàðñòâåííîãî çàäàíèÿ 2013 ãîäà.

Ïîëîæåíèÿ, âûíîñèìûå íà çàùèòó: 1. Ïîñòðîåíû íàäåæíûå �óíêöèîíàëüíûå ìå�

òîäû, ïîçâîëÿþùèå êîíòðîëèðîâàòü ýíåðãåòè÷åñêóþ íîðìó ïîãðåøíîñòè â çàäà÷àõ îá èçãèáå

ïëàñòèí �åéññíåðà�Ìèíäëèíà, ïðÿìîëèíåéíûõ áàëîê Òèìîøåíêî è áàëîê Áåðíóëëè�Ýéëåðà.

2. Ñîçäàíà ìåòîäèêà ðàñ÷åòà àïîñòåðèîðíûõ îöåíîê îòêëîíåíèÿ îò òî÷íîãî ðåøåíèÿ â çàäà�

÷àõ îá èçãèáå áàëîê Òèìîøåíêî. 3. Ïîëó÷åí óíèêàëüíûé êëàññ íàäåæíûõ àïîñòåðèîðíûõ

îöåíîê �óíêöèîíàëüíîãî òèïà äëÿ ïëîñêèõ çàäà÷ òåîðèè óïðóãîñòè Êîññåðà. 4. Ñîçäàíû ìå�

òîäèêè ðàñ÷åòà îöåíîê òî÷íîñòè ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé â ïëîñêèõ çàäà÷àõ êëàññè÷åñêîé è

ìîìåíòíîé òåîðèè óïðóãîñòè è âûïîëíåíà èõ ðåàëèçàöèÿ â âèäå ñîîòâåòñòâóþùèõ êîìïëåê�

ñîâ ïðîãðàìì íà ÿçûêå FORTRAN. 5. Îáîñíîâàí âûâîä î ïðåèìóùåñòâå ñìåøàííûõ àïïðîê�

ñèìàöèé êàê ðåçóëüòàò ñðàâíèòåëüíîãî àíàëèçà ý��åêòèâíîñòè ìåòîäèê ðàñ÷åòà àïîñòåðèîð�

íûõ îöåíîê �óíêöèîíàëüíîãî òèïà íà áàçå ñòàíäàðòíûõ è ñìåøàííûõ êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ

äëÿ êëàññè÷åñêîé ëèíåéíîé óïðóãîñòè. 6. Îáîñíîâàí âûâîä î íàäåæíîñòè è áîëåå âûñîêîé ý��

�åêòèâíîñòè �óíêöèîíàëüíûõ ìåòîäîâ ïî ñðàâíåíèþ ñ êëàññè÷åñêèìè, êîòîðûé áàçèðóåòñÿ

íà ïðåäñòàâëåííîé â ðàáîòå îöåíêå ïðèìåíèìîñòè �óíêöèîíàëüíîãî ïîäõîäà ê êîíòðîëþ òî÷�

íîñòè ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé, ïîëó÷åííûõ ïðè ïîìîùè ïàêåòîâ ïðèêëàäíûõ ïðîãðàìì äëÿ

èíæåíåðíîãî àíàëèçà � ANSYS è MATLAB. 7. Ñîçäàí ìåòîä ïîñòðîåíèÿ è ðàñ÷åòà îöåíîê

ïîãðåøíîñòè íà îñíîâå ïàðû àïïðîêñèìàöèé Àðíîëüäà�Áî��è�Ôàëêà â ïëîñêèõ çàäà÷àõ

ìåõàíèêè äå�îðìèðóåìîãî òâåðäîãî òåëà, ý��åêòèâíîñòü êîòîðîãî ïîäòâåðæäåíà ðåçóëüòà�

òàìè âû÷èñëèòåëüíîãî ýêñïåðèìåíòà.

Ïóáëèêàöèè. Ïî òåìå äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíî 18 ðàáîò (èç íèõ 12 ðàáîò âõîäÿò â

÷èñëî îñíîâíûõ).

Ñòðóêòóðà è îáúåì äèññåðòàöèè. Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, ïÿòè ãëàâ, çà�

êëþ÷åíèÿ è ñïèñêà ëèòåðàòóðû. Åå îáúåì ñîñòàâëÿåò 298 ñòðàíèö. Òåêñò âêëþ÷àåò 41 ðèñóíîê

è 30 òàáëèö, à ñïèñîê ëèòåðàòóðû � 504 èñòî÷íèêà.

Ñîäåðæàíèå ðàáîòû

Âî ââåäåíèè äàíà îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû, â ÷àñòíîñòè, îáîñíî�

âàí âûáîð òåìû èññëåäîâàíèÿ, ïîêàçàíà åå àêòóàëüíîñòü. Â íåì ïðåäñòàâëåí îáçîð îñíîâíûõ

íàïðàâëåíèé ðàçâèòèÿ òåîðèè àïîñòåðèîðíîãî êîíòðîëÿ òî÷íîñòè, îòðàæàþùèé ñîâðåìåí�

íûé óðîâåíü äîñòèæåíèé â ýòîé îáëàñòè è óêàçûâàþùèé íà òåîðåòè÷åñêóþ è ïðàêòè÷åñêóþ
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çíà÷èìîñòü ïðîâåäåííîãî äèññåðòàöèîííîãî èññëåäîâàíèÿ, à òàêæå èçëîæåíî êðàòêîå ñîäåð�

æàíèå è îïèñàíà ñòðóêòóðà ðàáîòû.

Ïåðâàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà áîëåå ïîäðîáíîìó àíàëèçó îñíîâíûõ ìåòîäîâ ïîñòðîåíèÿ àïî�

ñòåðèîðíûõ îöåíîê ýíåðãåòè÷åñêîé íîðìû ïîãðåøíîñòè. Òàêæå çàòðîíóòû íåêîòîðûå ñìåæ�

íûå ðàçäåëû òåîðèè. Â ïåðâîì ïàðàãðà�å îïèñàíà ñâÿçü ïîãðåøíîñòè ïðèáëèæåííîãî ðåøå�

íèÿ ñ íîðìîé íåâÿçêè ñîîòâåòñòâóþùåãî äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ. Ñëåäóþùèå ðàçäå�

ëû ïîñâÿùåíû êëàññè÷åñêèì ìåòîäàì: âî âòîðîì ïàðàãðà�å èçëîæåí ÿâíûé ìåòîä íåâÿçîê,

â òðåòüåì � ìåòîä íåâÿçîê ñ èñïîëüçîâàíèåì ðåøåíèÿ ñîïðÿæåííîé çàäà÷è, â ÷åòâåðòîì

� ìåòîä íåâÿçîê ñ ðåøåíèåì ëîêàëüíûõ çàäà÷, â ïÿòîì � èåðàðõè÷åñêèé ìåòîä, øåñòîé

ïàðàãðà� ñîäåðæèò îïèñàíèå èíäèêàòîðîâ îøèáêè, ïîñòðîåííûõ íà îñíîâå ñãëàæèâàíèÿ ãðà�

äèåíòà ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ. Äàëåå ïðåäñòàâëåíû áîëåå îáùèå �óíäàìåíòàëüíûå ïîäõî�

äû ê ïîñòðîåíèþ ãàðàíòèðîâàííûõ âåðõíèõ îöåíîê îøèáêè (ìàæîðàíò). Ñåäüìîé ïàðàãðà�

ïîñâÿùåí âàðèàöèîííîìó ïîäõîäó Ñ.�. Ìèõëèíà è åãî ñâÿçè ñ ìåòîäîì ãèïåðîêðóæíîñòåé,

ñ ïðàêòè÷åñêîé ðåàëèçàöèåé êîòîðîãî ñâÿçàí ìåòîä îöåíêè ïîãðåøíîñòè ÷åðåç îïðåäåëÿþ�

ùåå ñîîòíîøåíèå, èçëîæåííûé â âîñüìîì ïàðàãðà�å. Äåâÿòûé ïàðàãðà� âêëþ÷àåò îïèñàíèå

�óíêöèîíàëüíîãî ïîäõîäà. Èìåííî åãî ðàçâèòèþ ïîñâÿùåíà äèññåðòàöèîííàÿ ðàáîòà. Äëÿ

ïîëíîòû èçëîæåíèÿ, ãëàâà ñîäåðæèò íåñêîëüêî ïàðàãðà�îâ, êàñàþùèõñÿ äðóãèõ àêòóàëü�

íûõ íàïðàâëåíèé. Â äåñÿòîì ïàðàãðà�å îáñóæäàþòñÿ îöåíêè â òåðìèíàõ ñïåöèàëüíûõ ïðî�

áëåìíî-îðèåíòèðîâàííûõ âåëè÷èí. Îäèííàäöàòûé ïàðàãðà� ïîñâÿùåí îöåíêå ïîãðåøíîñòè

ìîäåëåé. Íàêîíåö, çàêëþ÷èòåëüíûé äâåíàäöàòûé ïàðàãðà� âêëþ÷àåò îïèñàíèå ðàçëè÷íûõ

ñâîéñòâ îöåíîê è êðèòåðèåâ èõ ñðàâíåíèÿ, à òàêæå îáçîð ëèòåðàòóðû, â êîòîðîé ìîæíî íàéòè

ðåçóëüòàòû ñîïîñòàâëåíèÿ ðàçíûõ ãðóïï ìåòîäîâ.

Âòîðàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà êëàññè÷åñêîé çàäà÷å ìàòåìàòè÷åñêîé �èçèêè, çàêëþ÷àþùåé�

ñÿ â ïîèñêå ñêàëÿðíîãî ïîëÿ u, óäîâëåòâîðÿþùåãî ñèñòåìå







− div(A∇u) = f â Ω,

u = 0 íà Γ,
(1)

ãäå Ω ⊂ R
2
� îãðàíè÷åííàÿ ñâÿçíàÿ îáëàñòü ñ íåïðåðûâíîé ïî Ëèïøèöó ãðàíèöåé Γ è ïðàâàÿ

÷àñòü f ∈ L2(Ω), òî åñòü îíà ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó ñóììèðóåìûõ ñ êâàäðàòîì �óíêöèé

â ñìûñëå èíòåãðàëà Ëåáåãà, A = {aij}i,j=1,2 � ñèììåòðè÷íàÿ ìàòðèöà, aij ∈ L∞(Ω), i, j =

1, 2. Òàêæå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ñóùåñòâóþò ïîëîæèòåëüíûå êîíñòàíòû α1 è α2, òàêèå ÷òî

α1|ξ|
2 6 Aξ · ξ 6 α2|ξ|

2, ∀ξ ∈ R
2. Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî äàííàÿ çàäà÷à äîïóñêàåò ñëåäóþ�

ùóþ îáîáùåííóþ �îðìóëèðîâêó: íàéòè ýëåìåíò u ∈ U0, óäîâëåòâîðÿþùèé èíòåãðàëüíîìó

òîæäåñòâó

∫
Ω

A∇u · ∇w dΩ =
∫
Ω

fw dΩ, ∀w ∈ U0, ãäå U0 :=
o

W
1
2(Ω) îáîçíà÷àåò ïîäïðîñòðàí�
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ñòâî �óíêöèé èç ïðîñòðàíñòâà W
1
2(Ω), îáðàùàþùèõñÿ â íîëü íà ãðàíèöå îáëàñòè, à W

1
2(Ω)

� ïðîñòðàíñòâî Ñîáîëåâà, ñîñòîÿùåå èç �óíêöèé, ïðèíàäëåæàùèõ âìåñòå ñî ñâîèìè îáîá�

ùåííûìè ïðîèçâîäíûìè ïåðâîãî ïîðÿäêà ïðîñòðàíñòâó L2(Ω). Àêöåíò ñäåëàí íà àñïåêòû

ïðàêòè÷åñêîãî ïðèìåíåíèÿ �óíêöèîíàëüíîãî ïîäõîäà è íà ñðàâíåíèå ñ êëàññè÷åñêèìè ïîä�

õîäàìè ÌÊÝ, ðåàëèçîâàííûìè â ïðîãðàììíûõ ïàêåòàõ äëÿ èíæåíåðíîãî àíàëèçà. Ìàòåðèàë

ãëàâû âêëþ÷àåò íåáîëüøóþ ÷àñòü êàíäèäàòñêîé äèññåðòàöèè àâòîðà, ðàñøèðÿÿ åå íîâûìè

èññëåäîâàíèÿìè, êàñàþùèìèñÿ ïðèìåíåíèÿ ñìåøàííûõ àïïðîêñèìàöèé ÌÊÝ, è íåêîòîðûìè

äðóãèìè ðåçóëüòàòàìè. �àçâèòà ìåòîäèêà ïîñòàíîâêè âû÷èñëèòåëüíîãî ýêñïåðèìåíòà äëÿ

êëàññè÷åñêèõ ñêàëÿðíûõ ýëëèïòè÷åñêèõ êðàåâûõ çàäà÷ âòîðîãî ïîðÿäêà, íàïðàâëåííîãî íà

ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç ðàçëè÷íûõ ãðóïï ìåòîäîâ, âûÿâëåíèå èõ äîñòîèíñòâ è íåäîñòàòêîâ.

Êëþ÷åâûì äëÿ âñåé äèññåðòàöèè ÿâëÿåòñÿ ñîïîñòàâëåíèå âîçìîæíîñòåé ñòàíäàðòíûõ íåïðå�

ðûâíûõ è ñïåöèàëüíûõ ñìåøàííûõ àïïðîêñèìàöèé ÌÊÝ è âûâîä îá îáùåì ïðåèìóùåñòâå

ïîñëåäíèõ ïðè ðåàëèçàöèè �óíêöèîíàëüíîãî ïîäõîäà. Â ïóáëèêàöèÿõ [1℄, [13℄ è [2℄ àâòîðó

ïðèíàäëåæèò ïîñòàíîâêà âû÷èñëèòåëüíîãî ýêñïåðèìåíòà è, ñîâìåñòíî, àíàëèç åãî ðåçóëüòà�

òîâ, à íåïîñðåäñòâåííàÿ ðàçðàáîòêà êîäà âûïîëíåíà Ì.À. ×óðèëîâîé â ñðåäå MATLAB â

ðàìêàõ íàïèñàíèÿ êàíäèäàòñêîé äèññåðòàöèè ïîä åãî íàó÷íûì ðóêîâîäñòâîì.

Äëÿ çàäà÷è (1) îöåíêà ýíåðãåòè÷åñêîé íîðìû îøèáêè õîðîøî èçâåñòíà (S. Repin, Math.

Comput., 2000) è èìååò âèä |||u− ũ|||2 =
∫
Ω

A∇(u− ũ) · ∇(u− ũ) dΩ 6 M2(ũ, β, ˜̃y), ãäå

M2(ũ, β, ˜̃y) := (1 + β)

∫

Ω

(A∇ũ− ˜̃y) · (∇ũ−A−1 ˜̃y) dΩ+

(

1 +
1

β

)
c
2
I

α1

∫

Ω

(div ˜̃y + f)2 dΩ,

u � òî÷íîå ðåøåíèå çàäà÷è, ũ � ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå, ïîëó÷åííîå ëþáûì èç ìåòîäîâ,

îáåñïå÷èâàþùèõ åãî ïðèíàäëåæíîñòü ïðîñòðàíñòâó U0, β � ïðîèçâîëüíûé ïîëîæèòåëüíûé

ïàðàìåòð. Ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò

˜̃y ∈ H(Ω, div) := {y ∈ L2(Ω,R
2) | div y ∈ L2(Ω)} ðàññìàòðè�

âàåòñÿ êàê àïïðîêñèìàöèÿ òî÷íîãî ðåøåíèÿ äâîéñòâåííîé âàðèàöèîííîé çàäà÷è. Îáîçíà÷å�

íèå ñ âîëíàìè ââîäèòñÿ, ÷òîáû ýòî ïîä÷åðêíóòü, íî îòëè÷àòü îò àïïðîêñèìàöèè ũ ðåøåíèÿ

ïðÿìîé çàäà÷è u. Ïîñòîÿííàÿ cI � êîíñòàíòà â íåðàâåíñòâå Ôðèäðèõñà.

Â ïåðâîì ïàðàãðà�å èçëîæåíû ìåòîäèêè âû÷èñëåíèÿ �óíêöèîíàëüíûõ ìàæîðàíò ïî�

ãðåøíîñòè. Ëó÷øèé ñïîñîá çàêëþ÷àåòñÿ â ìèíèìèçàöèè çíà÷åíèÿ �óíêöèîíàëàM2
, êîòîðàÿ

âûïîëíÿåòñÿ èòåðàöèîííûì ìåòîäîì ïðè ïåðèîäè÷åñêîì ïåðåñ÷åòå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà β íà

îïòèìàëüíîå äëÿ òåêóùåãî

˜̃y. Êàê ïîêàçûâàåò ïðàêòèêà, äîñòàòî÷íî ý��åêòèâíûì îêàçû�

âàåòñÿ àëãîðèòì ñ òðåõêðàòíûì ïåðåñ÷åòîì ïàðàìåòðà β (C. Carstensen, C. Merdon, Numer.

Math., 2013; M. Frolov, P. Neittaanm�aki, S. Repin, Barelona: CIMNE, 2003). Ïðèâåäåííûå â

ãëàâå ïðèìåðû ýòî ïîäòâåðæäàþò.
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Âî âòîðîì ïàðàãðà�å îïèñàíû äâà ñïîñîáà ïîñòðîåíèÿ ñâîáîäíîé ïåðåìåííîé è ñâÿ�

çàííûå ñ ýòèì àïïðîêñèìàöèè. Ïóñòü ũ = uh � ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå, ïîëó÷åííîå ÌÊÝ

ñ êóñî÷íî-ëèíåéíîé íåïðåðûâíîé àïïðîêñèìàöèåé íà ñåòêå ñ õàðàêòåðíûì ðàçìåðîì h. Â

ýòîì ñëó÷àå uh ìîæíî çàïèñàòü â âèäå ñóììû uh =
N∑

i=1

uiϕi, ãäå N � êîëè÷åñòâî óçëîâ

ðàñ÷åòíîé ñåòêè, ui � çíà÷åíèÿ ðåøåíèÿ â ñîîòâåòñòâóþùèõ óçëàõ, à ϕi � íåïðåðûâíûå,

ëèíåéíûå íà êàæäîì ýëåìåíòå �óíêöèè �îðìû, îáðàùàþùèåñÿ â íîëü âî âñåõ óçëàõ, êðî�

ìå i-ãî. Òå æå àïïðîêñèìàöèè ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ ïåðåìåííîé

˜̃y =
N∑

i=1




y1iϕi

y2iϕi




, ãäå y1i

è y2i � çíà÷åíèÿ â óçëàõ ðàñ÷åòíîé ñåòêè. Òàêèì îáðàçîì, ïðè çàäàííîì íà÷àëüíîì çíà�

÷åíèè ïàðàìåòðà β íåîáõîäèìî ðåøèòü çàäà÷ó ìèíèìèçàöèè min
(y11,...,y1N ,y21,...,y2N )

M2(uh, β, ˜̃y) è

âû÷èñëèòü åãî çàíîâî. Ñîîòâåòñòâóþùèé èíäèêàòîð ëîêàëüíîé îøèáêè íà ýëåìåíòå òðèàí�

ãóëÿöèè T îáîçíà÷åí ηCAT :=

(∫
T

(A∇uh − ˜̃y) · (∇uh − A−1 ˜̃y) dΩ

)1/2

. Îäíàêî ó ýòîãî ñïîñîáà

åñòü ñóùåñòâåííûé íåäîñòàòîê, ïîñêîëüêó âåêòîðíûå ïîëÿ èç ïðîñòðàíñòâà H(Ω, div) äîïóñ�

êàþò ðàçðûâ êàñàòåëüíîé ñîñòàâëÿþùåé âäîëü ëèíèè ðàçðûâà êîý��èöèåíòîâ èñõîäíîãî

äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ, à íåïðåðûâíûå � íåò. Âîçíèêàþùàÿ ïðîáëåìà ðåøàåòñÿ ïó�

òåì ïðèâëå÷åíèÿ àïïðîêñèìàöèé â ïðîñòðàíñòâå H(Ω, div), õàðàêòåðíûõ äëÿ òåîðèè ñìåøàí�

íûõ ÌÊÝ. Ê íàñòîÿùåìó ìîìåíòó ñóùåñòâóåò øèðîêèé ñïåêòð òàêèõ àïïðîêñèìàöèé � â

ãëàâå èñïîëüçîâàí òðåóãîëüíûé ýëåìåíò �àâüÿðà�Òîìà íóëåâîãî ïîðÿäêà ñ òðåìÿ ñòåïåíÿ�

ìè ñâîáîäû ïî ÷èñëó ðåáåð (P.A. Raviart, J.M. Thomas, Leture Notes in Mathematis 606,

1977). Âî âñåé îáëàñòè ïîëå îïðåäåëÿåòñÿ �îðìóëîé

˜̃y =
Ned∑

i=1

yiψi, ãäå Ned � êîëè÷åñòâî ðå�

áåð âñåõ ýëåìåíòîâ â òðèàíãóëÿöèè Th, yi � çíà÷åíèÿ íà ðåáðàõ, à ψi � ñîîòâåòñòâóþùèå

áàçèñíûå �óíêöèè. Òàêèì îáðàçîì, ïðè äàííîì òèïå àïïðîêñèìàöèè íóæíî ðåøèòü çàäà�

÷ó ìèíèìèçàöèè min
(y1,...,yNed

)
M2(uh, β, ˜̃y), ïðè÷åì íåîáõîäèìîå óñëîâèå ìèíèìóìà ïðèâîäèò ê

ñèñòåìå ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé, îáùàÿ ñáîðêà êîòîðîé ïðîèñõîäèò ñ ó÷åòîì

âûáðàííîãî íàïðàâëåíèÿ íîðìàëè ê ðåáðó. Ñîîòâåòñòâóþùèé ëîêàëüíûé èíäèêàòîð îáîçíà�

÷åí ηRT
T :=

(∫
T

(A∇uh − ˜̃y) · (∇uh −A−1 ˜̃y) dΩ

)1/2

.

Â òðåòüåì ïàðàãðà�å êðàòêî ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ñðàâíåíèÿ �óíêöèîíàëüíîé ìà�

æîðàíòû ñ êëàññè÷åñêèìè ìåòîäàìè íà �èêñèðîâàííûõ ñåòêàõ, êîòîðûå ïîäðîáíî îáñóæäà�

ëèñü â êàíäèäàòñêîé äèññåðòàöèè àâòîðà. Îñíîâíîé âûâîä èç âû÷èñëèòåëüíîãî ýêñïåðèìåí�

òà çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì: ïðè îòêëîíåíèè îò ãàëåðêèíñêèõ àïïðîêñèìàöèé ñòàíäàðòíûå

àëãîðèòìû íå îáåñïå÷èâàþò êà÷åñòâåííîé èíäèêàöèè ýëåìåíòîâ ñ áîëüøîé ïîãðåøíîñòüþ.

Ôóíêöèîíàëüíûé ïîäõîä äåìîíñòðèðóåò íàäåæíîñòü ïðè âîçíèêàþùèõ îòêëîíåíèÿõ â ðàñ�

ïðåäåëåíèè ëîêàëüíûõ îøèáîê, à îöåíêà ãëîáàëüíîé (ýíåðãåòè÷åñêîé) íîðìû ïîãðåøíîñòè

íå òåðÿåò ý��åêòèâíîñòè. Ïðè ñðàâíåíèè èñïîëüçóåòñÿ îáùåïðèíÿòàÿ õàðàêòåðèñòèêà � èí�
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äåêñ ý��åêòèâíîñòè Ieff := M(ũ, ...)/|||u− ũ|||.

Â ÷åòâåðòîì ïàðàãðà�å ðàññìîòðåíà ðåàëèçàöèÿ àäàïòèâíûõ àëãîðèòìîâ ñ èñïîëüçîâà�

íèåì ïàðû êóñî÷íî-ëèíåéíûõ íåïðåðûâíûõ àïïðîêñèìàöèé ÌÊÝ. Â ïðèìåðàõ ìåòîä ñðàâíè�

âàåòñÿ â ïðîöåññå àäàïòàöèè ñî ñòàíäàðòíûì èíäèêàòîðîì, èñïîëüçóåìûì â ïàêåòå MATLAB

(K. Eriksson, C. Johnson, SIAM J. Numer. Anal., 1991), à òàêæå ñ êëàññè÷åñêèì èíäèêàòîðîì

ïî ìåòîäó îñðåäíåíèÿ (O.C. Zienkiewiz, J.Z. Zhu, Int. J. Numer. Methods Eng., 1987). Òàê�

æå ñðàâíèâàþòñÿ äâà àëãîðèòìà âû÷èñëåíèÿ ìàæîðàíòû. Â ïåðâîì èç íèõ

˜̃y áåðåòñÿ êàê

îñðåäíåíèå íà ìåëêîé ñåòêå A∇uh/4 áåç ìèíèìèçàöèè �óíêöèîíàëà. Âòîðîé ñïîñîá îñíîâàí

íà ðåøåíèè ñèñòåìû äëÿ ðàñ÷åòà

˜̃y. Èç ïðèâåäåííûõ â ïàðàãðà�å äàííûõ ìîæíî ñäåëàòü

âûâîä î òîì, ÷òî òîëüêî ïîëíîöåííàÿ ìèíèìèçàöèÿ êâàäðàòè÷íîãî �óíêöèîíàëà äîñòàòî÷íî

óìåíüøàåò âêëàä âòîðîãî ñëàãàåìîãî �óíêöèîíàëà M2
â èòîãîâóþ îöåíêó.

Â ïÿòîì ïàðàãðà�å îáñóæäàþòñÿ ïðåèìóùåñòâà è íåäîñòàòêè àïïðîêñèìàöèè �àâüÿ-

ðà�Òîìà íàèìåíüøåãî ïîðÿäêà êàê àëüòåðíàòèâû íåïðåðûâíûì. Èç ïðèâåäåííûõ ïðèìåðîâ

ñäåëàí âûâîä, ÷òî ïðè èñïîëüçîâàíèè èíäèêàòîðà ηRT
T íå ïðîèñõîäèò ñãóùåíèÿ ñåòêè âáëèçè

ãðàíèöû ðàçðûâà êîý��èöèåíòîâ, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò ñåòêå, ïîëó÷åííîé ïðè ïîìîùè ¾ýòà�

ëîííîãî ðåøåíèÿ¿ (referene solution). Ê ÷èñëó íåäîñòàòêîâ ïðîñòåéøåé àïïðîêñèìàöèè �à�

âüÿðà�Òîìà ñëåäóåò îòíåñòè õóäøèå àïïðîêñèìàöèîííûå ñâîéñòâà âíóòðè ýëåìåíòà ïî ñðàâ�

íåíèþ ñ ïàðîé ñòàíäàðòíûõ íåïðåðûâíûõ àïïðîêñèìàöèé ÌÊÝ.

Â øåñòîì ïàðàãðà�å ñîáðàíû îñíîâíûå âûâîäû èç ðåçóëüòàòîâ, ïðåäñòàâëåííûõ âî âòî�

ðîé ãëàâå: 1) äëÿ ñòàíäàðòíûõ èíäèêàòîðîâ êà÷åñòâî ðåçóëüòàòîâ íå òîëüêî â òåîðèè, íî è

íà ïðàêòèêå ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò òîãî, íàñêîëüêî ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå áëèçêî ê ãàëåð�

êèíñêîé àïïðîêñèìàöèè; 2) �óíêöèîíàëüíûé ïîäõîä ÿâëÿåòñÿ óíèâåðñàëüíûì è ïîçâîëÿåò

êîíòðîëèðîâàòü ïîãðåøíîñòè ðàçíîé ïðèðîäû; 3) èç ñðàâíåíèÿ äâóõ ìåòîäèê âû÷èñëåíèÿ

�óíêöèîíàëüíûõ ìàæîðàíò ìîæíî ñäåëàòü âûâîä î òîì, ÷òî òîëüêî ìèíèìèçàöèÿ êâàäðà�

òè÷íîãî �óíêöèîíàëà äîñòàòî÷íî óìåíüøàåò âêëàä âòîðîãî ñëàãàåìîãî â èòîãîâóþ îöåíêó;

4) â ñëó÷àå âîçíèêíîâåíèÿ íåæåëàòåëüíûõ ñãóùåíèé óçëîâ ïðè èñïîëüçîâàíèè íåïðåðûâíûõ

àïïðîêñèìàöèé â �óíêöèîíàëàõ, õîðîøåé àëüòåðíàòèâîé â àäàïòèâíûõ àëãîðèòìàõ ìîæåò

áûòü ñìåøàííàÿ àïïðîêñèìàöèÿ � ïðåäñòàâëåííûå ðåçóëüòàòû ñâèäåòåëüñòâóþò î ïðåèìó�

ùåñòâå òàêîãî ïîäõîäà è ñëóæàò îñíîâàíèåì äëÿ åãî ðàñïðîñòðàíåíèÿ íà êðàåâûå çàäà÷è

ìåõàíèêè äå�îðìèðóåìîãî òâåðäîãî òåëà.

Òðåòüÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà ðàçâèòèþ �óíêöèîíàëüíîãî ïîäõîäà äëÿ çàäà÷ òåîðèè ïëà�

ñòèí è ñòåðæíåé. Îñíîâíîé ðåçóëüòàò, îòíîñÿùèéñÿ ê òåîðèè ïëàñòèí � àâòîðîì ïðåäëîæåí

íîâûé êëàññ îöåíîê �óíêöèîíàëüíîãî òèïà äëÿ êîíòðîëÿ òî÷íîñòè ðåøåíèé çàäà÷ îá èç�

ãèáå ïëàñòèí �åéññíåðà�Ìèíäëèíà, ïðèìåíèìûé äëÿ ëþáîãî êîí�îðìíîãî ïðèáëèæåííîãî
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ðåøåíèÿ è íåñêîëüêèõ òèïîâ êðàåâûõ óñëîâèé: æåñòêàÿ çàäåëêà, ñâîáîäíî îïåðòûé êðàé,

ñâîáîäíûé êðàé [14℄. Îí îáîáùàåò ðåçóëüòàòû äëÿ ïëàñòèí, æåñòêî çàêðåïëåííûõ ïî âñåé

ãðàíèöå ðàñ÷åòíîé îáëàñòè, îïóáëèêîâàííûå â ñîàâòîðñòâå ñ Ñ.È. �åïèíûì (Çàï. íàó÷í.

ñåìèíàðîâ ÏÎÌÈ, 2004), Ñ.È. �åïèíûì è Ï. Íåéòòààíìÿêè [3℄. Äëÿ çàäà÷è îá èçãèáå ïðÿ�

ìîëèíåéíîé áàëêè Òèìîøåíêî âïåðâûå ïîëó÷åíà ãàðàíòèðîâàííàÿ âåðõíÿÿ îöåíêà îøèáêè

â ãëîáàëüíîé íîðìå, êîòîðàÿ ðåàëèçîâàíà è ÷èñëåííî èññëåäîâàíà íà ïðèìåðå ñåðèè çàäà÷,

ðåøåíèå êîòîðûõ îáåñïå÷èâàåò ïàêåò ANSYS ([4℄, [15℄). Îöåíêà îñòàåòñÿ ñïðàâåäëèâîé âíå

çàâèñèìîñòè îò òîãî, êàêèì ìåòîäîì áûëî ïîñòðîåíî êîí�îðìíîå ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå.

Ýòî îêàçûâàåòñÿ îñîáåííî âàæíî, êîãäà ðå÷ü èäåò î êîíòðîëå òî÷íîñòè ðåøåíèé, ïîëó÷åí�

íûõ êîììåð÷åñêèìè ïàêåòàìè. Â ãëàâå ïðèâåäåíà àíàëîãè÷íàÿ îöåíêà äëÿ ïðÿìîëèíåéíîé

áàëêè Áåðíóëëè�Ýéëåðà, òàêæå ïîëó÷åííàÿ àâòîðîì [5℄.

Ïåðâûé ïàðàãðà� âêëþ÷àåò îáçîð ïóáëèêàöèé ïî ñîâðåìåííûì ìåòîäàì êîíå÷íûõ ýëå�

ìåíòîâ è àïîñòåðèîðíûì îöåíêàì äëÿ ïëàñòèí �åéññíåðà�Ìèíäëèíà. Â íåì îòìå÷åíî, ÷òî

ïðîáëåìå ïîñòðîåíèÿ ìåòîäîâ êîíòðîëÿ òî÷íîñòè âû÷èñëåííûõ àïïðîêñèìàöèé ïîñâÿùåíî

îòíîñèòåëüíî íåáîëüøîå êîëè÷åñòâî ïóáëèêàöèé, ïîýòîìó åå èññëåäîâàíèå îñîáåííî àêòóàëü�

íî â íàñòîÿùåå âðåìÿ.

Âî âòîðîì ïàðàãðà�å ïðèâåäåíû êëàññè÷åñêàÿ è îáîáùåííàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è â ðàì�

êàõ ëèíåéíîé òåîðèè óïðóãîñòè. Ìîäåëü �åéññíåðà�Ìèíäëèíà îïèñûâàåò äå�îðìàöèþ ïëà�

ñòèíû òîëùèíû t â òåðìèíàõ äâóõ ïåðåìåííûõ: ñêàëÿðíîé �óíêöèè u è âåêòîðíîé �óíêöèè

θ, êîòîðûå ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ïðîãèá ñðåäèííîé ïëîñêîñòè ïëàñòèíû è ïîâîðîò âåêòîðà

íîðìàëè ê íåé ïðè äå�îðìèðîâàíèè. Óðàâíåíèÿ, âõîäÿùèå â êëàññè÷åñêóþ ïîñòàíîâêó ðàñ�

ñìàòðèâàåìîé çàäà÷è, èìåþò ñëåäóþùèé âèä: íàéòè òàêóþ ïàðó (u, θ), ÷òî







−Div (Cε(θ)) = γ â Ω,

− div γ = g â Ω,
(2)

ãäå γ = λt−2(∇u − θ), Div � äèâåðãåíöèÿ òåíçîðà, λ = Ek/(2 + 2ν), ε(θ) = (∇θ + (∇θ)T )/2;

�óíêöèÿ gt3 ñîîòâåòñòâóåò ðàñïðåäåëåííîé ïîïåðå÷íîé íàãðóçêå, äåéñòâóþùåé íà ïëàñòèíó;

òåíçîð C � òåíçîð ÷åòâåðòîãî ðàíãà, îïðåäåëÿåìûé íèæå; E è ν � ìîäóëü Þíãà è êîý��

�èöèåíò Ïóàññîíà ñîîòâåòñòâåííî, à k � êîððåêòèðîâî÷íûé êîý��èöèåíò. Ïðåäïîëàãàåòñÿ,

÷òî g ∈ L2(Ω), òåíçîð C îáëàäàåò ñâîéñòâîì ñèììåòðèè è ñóùåñòâóþò òàêèå ïîëîæèòåëüíûå

êîíñòàíòû α1 è α2, ÷òî α1|κ|
2 ≤ Cκ : κ ≤ α2|κ|

2, ∀κ ∈ M
2×2
sym, |κ|

2 = κ : κ ïî÷òè âñþ�

äó â Ω, ãäå M
2×2
sym � ïðîñòðàíñòâî ñèììåòðè÷íûõ òåíçîðîâ âòîðîãî ðàíãà ðàçìåðíîñòè äâà.

Â ÷àñòíîì ñëó÷àå, êîãäà ïëàñòèíà ñäåëàíà èç îäíîðîäíîãî èçîòðîïíîãî ìàòåðèàëà, èìååì

Cκ = E/(12 − 12ν2)((1 − ν)κ + ν trκ I), ãäå I � åäèíè÷íûé òåíçîð âòîðîãî ðàíãà, à trκ �
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ñëåä òåíçîðà κ.

�àññìîòðåíû îäíîðîäíûå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ u = 0 è θ = 0 íà Γ. Òîãäà �óíêöè�

îíàë ýíåðãèè èìååò âèä J (u, θ) = 1/2
∫
Ω

(Cε(θ) : ε(θ) + λt−2|∇u− θ|2 − 2gu) dΩ. Ñóùåñòâî�

âàíèå ïàðû ýëåìåíòîâ, íà êîòîðîé äîñòèãàåòñÿ ìèíèìóì �óíêöèîíàëà J íà ìíîæåñòâå

S :=
o

W
1
2(Ω) ×

o

W
1
2(Ω,R

2), ñëåäóåò èç èçâåñòíûõ ðåçóëüòàòîâ âàðèàöèîííîãî èñ÷èñëåíèÿ äëÿ

âûïóêëûõ êîýðöèòèâíûõ �óíêöèîíàëîâ (I. Ekeland, R. Temam, Elsevier, 1976). Îáîáùåííàÿ

ïîñòàíîâêà çàäà÷è îá èçãèáå ïëàñòèíû �åéññíåðà�Ìèíäëèíà â îäíîì èç âîçìîæíûõ âàðè�

àíòîâ çàïèñè èìååò âèä: íàéòè òðîéêó ýëåìåíòîâ (u, θ, γ) ∈ U0 × Θ0 × Q, óäîâëåòâîðÿþùóþ

ñîîòíîøåíèÿì







∫
Ω

Cε(θ) : ε(ϕ) dΩ−
∫
Ω

γ · ϕdΩ = 0, ∀ϕ ∈ Θ0 :=
o

W
1
2(Ω,R

2),

∫
Ω

γ · ∇w dΩ =
∫
Ω

gw dΩ, ∀w ∈ U0 :=
o

W
1
2(Ω),

∫
Ω

(λ−1t2γ − (∇u− θ)) · τ dΩ = 0, ∀τ ∈ Q := L2(Ω,R
2).

(3)

Òåïåðü ïðåäïîëîæèì, íå êîíêðåòèçèðóÿ ìåòîä, ÷òî ðàññìàòðèâàåìàÿ ñèñòåìà ðåøåíà

ïðèáëèæåííî, òî åñòü èìååòñÿ íåêîòîðàÿ ïðîèçâîëüíàÿ ïàðà êîí�îðìíûõ àïïðîêñèìàöèé

(ũ, θ̃) òî÷íîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (u, θ) â S. Òîãäà ýëåìåíò γ àïïðîêñèìèðóåòñÿ â Q ýëåìåí�

òîì γ̃ = λt−2(∇ũ − θ̃). Îïðåäåëÿÿ ñîîòâåòñòâóþùèå ïîãðåøíîñòè, òî åñòü îòêëîíåíèÿ îò

òî÷íûõ çíà÷åíèé, eũ := u − ũ, eθ̃ := θ − θ̃, eγ̃ := γ − γ̃, à òàêæå êâàäðàò îøèáêè â òåð�

ìèíàõ ââåäåííîãî �óíêöèîíàëà ǫ2 := J (ũ, θ̃) − J (u, θ), äîêàçàíî ñëåäóþùåå âñïîìîãàòåëü�

íîå óòâåðæäåíèå: äëÿ ïðîèçâîëüíîé àïïðîêñèìàöèè (ũ, θ̃) ∈ S èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå

ǫ2 = 1/2
(
|||eθ̃|||

2 + λ−1t2||eγ̃ ||
2
Ω

)
, ãäå ||eγ̃ ||

2
Ω :=

∫
Ω

|eγ̃|
2 dΩ è |||eθ̃|||

2 :=
∫
Ω

Cε(eθ̃) : ε(eθ̃) dΩ.

Òðåòèé ïàðàãðà� ñîäåðæèò ìàòåðèàë, îñíîâàííûé íà êàíäèäàòñêîé äèññåðòàöèè àâòîðà,

ïðèâåäåííûé äëÿ ïîëíîòû èçëîæåíèÿ è îïèñûâàþùèé ïîñòðîåíèå àïîñòåðèîðíûõ îöåíîê ñ

ïðèâëå÷åíèåì ìåòîäîâ òåîðèè äâîéñòâåííîñòè âàðèàöèîííîãî èñ÷èñëåíèÿ.

Â ÷åòâåðòîì ïàðàãðà�å àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò ïîëó÷åí ïðè ïîìîùè ïðåîáðàçîâàíèÿ

èíòåãðàëüíûõ òîæäåñòâ. Ýòîò ñïîñîá èçëîæåí â ðàáîòå Ì.Å. Ôðîëîâà, Ï. Íåéòòààíìÿêè è

Ñ.È. �åïèíà (Ïðîáë. ìàòåì. àíàëèçà, 2005), ïåðåâåäåííîé â [3℄. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ �óíêöèî�

íàëà, îöåíèâàþùåãî ïîãðåøíîñòü, ââåäåíû â ðàññìîòðåíèå ñâîáîäíûå ýëåìåíòû

˜̃y è

˜̃κ, ãäå

˜̃y ∈ H(Ω, div) è ˜̃κ ∈ Nsym(Ω,Div) :=
{
κ ∈ L2(Ω,M

2×2
sym) | Divκ ∈ L2(Ω,R

2)
}
.

Ïÿòûé ïàðàãðà� ñîäåðæèò ïðèìåð ïðèìåíåíèÿ ìåòîäèêè îöåíêè ïîãðåøíîñòè, ñîäåð�

æàùèé õàðàêòåðíûå îñîáåííîñòè � âõîäÿùèå óãëû è îòâåðñòèå. �åçóëüòàòû ïîêàçûâàþò,

÷òî ïðåäëàãàåìûé ìåòîä îñòàåòñÿ íàäåæíûì, íî äåìîíñòðèðóåò ðîñò ïåðåîöåíêè èñòèííîé

âåëè÷èíû îøèáêè ñ èçìåëü÷åíèåì ñåòêè ïðè èñïîëüçîâàíèè ñòàíäàðòíûõ ÌÊÝ.

Â øåñòîì ïàðàãðà�å àâòîðîì ïîëó÷åí ðåçóëüòàò, îáîáùàþùèé ìåòîä íà äðóãèå âèäû
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êðàåâûõ óñëîâèé è âíîñÿùèé èçìåíåíèÿ â ñòðóêòóðó îöåíîê è òèïû àïïðîêñèìàöèé, âàæíûå

äëÿ ïîòåíöèàëüíîé ý��åêòèâíîé ðåàëèçàöèè. Èçëîæåíèå îïèðàåòñÿ íà ðàáîòó [14℄.

Ïóñòü îäíà èç êðîìîê ïëàñòèíû æåñòêî çàäåëàíà, à îñòàëüíûå ñâîáîäíû. Ïðåäïîëîæèì,

÷òî ãðàíèöà îáëàñòè Γ ñîñòîèò èç äâóõ íåïåðåñåêàþùèõñÿ ÷àñòåé � ΓD è ΓS, ãäå ΓD � ÷àñòü

ñ óñëîâèåì çàäåëêè. Ñèñòåìà ñîîòíîøåíèé (2) ñîõðàíÿåòñÿ, à ñëàáàÿ ïîñòàíîâêà âûãëÿäèò

àíàëîãè÷íî (3). Ìåíÿþòñÿ òîëüêî ïðîñòðàíñòâà, êîòîðûì äîëæíû ïðèíàäëåæàòü ýëåìåíòû







∫
Ω

Cε(θ) : ε(ϕ) dΩ−
∫
Ω

γ · ϕdΩ = 0, ∀ϕ ∈ Θ := {ϕ ∈ W
1
2(Ω,R

2) | ϕ = 0 íà ΓD} ,

∫
Ω

γ · ∇w dΩ =
∫
Ω

gw dΩ, ∀w ∈ U := {w ∈ W
1
2(Ω) | w = 0 íà ΓD} ,

∫
Ω

(λ−1t2γ − (∇u− θ)) · τ dΩ = 0, ∀τ ∈ Q.

Ôóíêöèîíàë J òàêæå ñîõðàíÿåò ïðèâåäåííûé ðàíåå âèä. �àçäåëèì ñâîáîäíûé òåíçîð

˜̃κ íà

äâå ñîñòàâëÿþùèå

˜̃κ = [˜̃κ1 ˜̃κ2], ãäå ˜̃κ1, ˜̃κ2 ∈ H(Ω, div). Ïîäðîáíåå òàêîå ïðåîáðàçîâàíèå

ðàññìîòðåíî â ÷åòâåðòîé ãëàâå, ïîñêîëüêó õðîíîëîãè÷åñêè ïåðâûì îíî áûëî óñïåøíî èñ�

ïîëüçîâàíî àâòîðîì äëÿ çàäà÷è î ïëîñêîé äå�îðìàöèè. Äàëåå äîêàçàíà òåîðåìà.

Òåîðåìà 1. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ (ũ, θ̃) ∈ U × Θ çàäà÷è îá èçãèáå

ïëàñòèíû �åéññíåðà�Ìèíäëèíà ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ àïîñòåðèîðíàÿ îöåíêà:

|||eθ̃|||
2 + λ−1t2||eγ̃||

2
Ω ≤ â2 + λ−1t2b̂2, ãäå â := |||C−1 sym (˜̃κ)− ε(θ̃)|||+ cK ||skew ( ˜̃κ)||Ω +

+cIV

√

|Ω| ||˜̃y + [div ˜̃κ1 div ˜̃κ2]||2Ω + |ΓS| ||[ ˜̃κ1 · n ˜̃κ2 · n]||2ΓS
+

+cIIcIII

√

|Ω| ||g + div ˜̃y||2Ω + |ΓS| || ˜̃y · n||2ΓS
,

b̂ := || ˜̃y − γ̃||Ω + cIII

√

|Ω| ||g + div ˜̃y||2Ω + |ΓS| ||˜̃y · n||2ΓS
,

ãäå | . | � îáîçíà÷åíèå äëÿ ìåð ñîîòâåòñòâóþùèõ ìíîæåñòâ, cII , cIII , cIV , cK � êîíñòàíòû,

íå çàâèñÿùèå îò ñïîñîáà äèñêðåòèçàöèè è âûáðàííûõ àïïðîêñèìàöèé, sym (˜̃κ), skew ( ˜̃κ) �

ñèììåòðè÷íàÿ è àíòèñèììåòðè÷íàÿ ÷àñòè òåíçîðà.

Òàêàÿ àïîñòåðèîðíàÿ îöåíêà òî÷íà, ïîñêîëüêó äëÿ

˜̃y = γ è

˜̃κ = Cε(θ) ïðàâàÿ ÷àñòü íåðà�

âåíñòâà ñîâïàäàåò ñ ëåâîé. Îíà ÿâëÿåòñÿ ãàðàíòèðîâàííîé � ïðè ïðàêòè÷åñêîì ïðèìåíåíèè

íåðàâåíñòâî íå ìîæåò íàðóøàòüñÿ. Îòëè÷èÿ îò ðåçóëüòàòîâ, ïîëó÷åííûõ ðàíåå â ãëàâå, çà�

êëþ÷àþòñÿ â ó÷åòå ðàçëè÷íûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé, îñëàáëåíèè îãðàíè÷åíèé íà êëàññ äîïó�

ñòèìûõ ñâîáîäíûõ ýëåìåíòîâ è óäîáíîì ñ ïðàêòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ åäèíîîáðàçèè òèïîâ

àïïðîêñèìàöèé, êîòîðûå ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû äëÿ ïîñòðîåíèÿ ýòèõ ýëåìåíòîâ. Ìîæíî

ðàññìàòðèâàòü ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò íå êàê îäíó îöåíêó, à êàê öåëûé êëàññ �óíêöèîíàëü�

íûõ àïîñòåðèîðíûõ îöåíîê, ïîñêîëüêó îí äîïóñêàåò ðàçëè÷íûå ìîäè�èêàöèè â çàâèñèìîñòè
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îò ãðàíè÷íûõ óñëîâèé, ïîäõîäèò äëÿ ðàçíûõ òèïîâ óñëîâèé è èõ êîìáèíàöèé, à òàêæå ïîç�

âîëÿåò ïðèâëåêàòü ïðè ðåàëèçàöèè ëþáûå ÌÊÝ, îáåñïå÷èâàþùèå êîí�îðìíîñòü àïïðîêñè�

ìàöèè â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H(Ω, div). Íàïðèìåð, åñëè êðàé ïëàñòèíû íå ñâîáîäåí,

à íàõîäèòñÿ íà îïîðå, òî âìåñòî åñòåñòâåííîãî óñëîâèÿ ∂u/∂n = θ ·n íà ΓS íà ýòîé ÷àñòè ãðà�

íèöû âîçíèêàåò óñëîâèå u = 0, êîòîðîå ïðèâîäèò ê îáðàùåíèþ â íóëü èíòåãðàëà

∫
ΓS

˜̃y · n eũ dΓ

è èñ÷åçíîâåíèþ ñîîòâåòñòâóþùåãî ñëàãàåìîãî èç ìàæîðàíòû.

Ñåäüìîé ïàðàãðà� ïîñâÿùåí íàäåæíîìó êîíòðîëþ òî÷íîñòè äëÿ çàäà÷è îá èçãèáå ïðÿìî�

ëèíåéíîé áàëêè Òèìîøåíêî. Êëàññè÷åñêàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

íàéòè ïàðó ýëåìåíòîâ (u, θ), óäîâëåòâîðÿþùóþ íà èíòåðâàëå I := (0, l) ñèñòåìå óðàâíåíèé






(CS(u
′ − θ))′ + f = 0,

(CBθ
′)′ + CS(u

′ − θ) = 0,

ãäå

′
îçíà÷àåò äè��åðåíöèðîâàíèå ïî åäèíñòâåííîé ïðîñòðàíñòâåííîé êîîðäèíàòå x, l � äëè�

íà áàëêè, u = u(x) � ïðîãèá áàëêè, θ = θ(x) � ïîâîðîò ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ, f = f(x) �

ðàñïðåäåëåííàÿ ïîïåðå÷íàÿ íàãðóçêà, CB = CB(x) è CS = CS(x) � èçãèáíàÿ è ñäâèãîâàÿ

æåñòêîñòü, ñîîòâåòñòâåííî. Äëÿ óïðîùåíèÿ âûêëàäîê ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ìàòåðèàë áàëêè

èçîòðîïåí è ïîïåðå÷íîå ñå÷åíèå íå ìåíÿåòñÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, CB è CS ïîñòîÿííû è ñèñòåìó

ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå γ′ + g = 0, θ′′ + γ = 0, ãäå g = C−1
B f , γ = d−2(u′ − θ), d2 = CB/CS.

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî áàëêà æåñòêî çàäåëàíà íà êîíöàõ: u(0) = u(l) = θ(0) = θ(l) = 0.

Òîãäà ñëàáàÿ (îáîáùåííàÿ) �îðìóëèðîâêà çàäà÷è ñëåäóþùàÿ: äëÿ çàäàííîé �óíêöèè

g ∈ L2(I) íàéòè òðîéêó �óíêöèé (u, θ, γ) ∈ U0 × Θ0 ×Q òàêèõ, ÷òî







∫
I

θ′ϕ′ dx−
∫
I

γϕ dx = 0, ∀ϕ ∈ Θ0 :=
o

W
1
2(I),

∫
I

γw′ dx =
∫
I

gw dx, ∀w ∈ U0 :=
o

W
1
2(I),

∫
I

(d2γ − (u′ − θ)) τ dx = 0, ∀τ ∈ Q := L2(I).

(4)

�àññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ ïàðó ýëåìåíòîâ (ũ, θ̃), êîòîðàÿ îáåñïå÷èâàåò êîí�îðìíóþ àï�

ïðîêñèìàöèþ (u, θ) â U0 × Θ0. Òîãäà ïîëå γ̃ := d−2(ũ′ − θ̃) àïïðîêñèìèðóåò ýëåìåíò γ â Q.

Ââîäÿ ñîîòâåòñòâóþùèå îòêëîíåíèÿ îò òî÷íûõ çíà÷åíèé eũ := u− ũ, eθ̃ := θ− θ̃, eγ̃ := γ − γ̃,

ðàññìàòðèâàåòñÿ íîðìà îøèáêè ǫ :=
(

||e′
θ̃
||2I + d2||eγ̃||

2
I

)1/2

. Äàëüíåéøèå ïîñòðîåíèÿ îñíîâàíû

íà ïðÿìîé ìîäè�èêàöèè ñëàáîé ïîñòàíîâêè çàäà÷è (4). Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîëó÷èòü �óíêöèî�

íàëüíóþ îöåíêó ïîãðåøíîñòè, ââîäèòñÿ ïàðà äîïîëíèòåëüíûõ ïåðåìåííûõ, êîòîðûå ÿâëÿþò�

ñÿ ïðîèçâîëüíûìè ýëåìåíòàìè

˜̃y è ˜̃κ ïðîñòðàíñòâà Ñîáîëåâà W
1
2(I). Äîêàçàíà òåîðåìà.

Òåîðåìà 2. Òî÷íîñòü ëþáîãî êîí�îðìíîãî ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è îá èçãèáå áàëêè

Òèìîøåíêî â ñëó÷àå æåñòêîé çàäåëêè íà êîíöàõ ìîæåò áûòü îöåíåíà ïðè ïîìîùè ñëåäó�
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þùåãî íåðàâåíñòâà: ǫ2 ≤ M2 := M2
1 +M2

2, ãäå

M1(˜̃y, ˜̃κ) := || ˜̃κ − θ̃′||I + cI || ˜̃κ
′ + ˜̃y||I + c

2
I ||g + ˜̃y′||I , M2(˜̃y) := d(||˜̃y − γ̃||I + cI ||g + ˜̃y′||I).

Ýòà îöåíêà ÿâëÿåòñÿ íàäåæíîé, ïîñêîëüêó âñåãäà îáåñïå÷èâàåò âåðõíþþ ãðàíèöó ïîãðåøíî�

ñòè, è òî÷íîé, ïîñêîëüêó äëÿ

˜̃y = γ è

˜̃κ = θ′ äîñòèãàåòñÿ ðàâåíñòâî M = ǫ. Ñëåäîâàòåëüíî

äëÿ ëþáîãî òèïà êîí�îðìíûõ ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé îöåíêà ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà ñ ëþáîé

íàïåðåä çàäàííîé òî÷íîñòüþ � ýòî òîëüêî âîïðîñ âû÷èñëèòåëüíûõ çàòðàò.

Â âîñüìîì ïàðàãðà�å èçëîæåíû ÷èñëåííûå ðåçóëüòàòû äëÿ áàëîê Òèìîøåíêî, êîòîðûå

îïóáëèêîâàíû â [4℄ è [15℄. Îíè îñíîâàíû íà ïðèâëå÷åíèè ïàêåòà ANSYS. Ïîêàçàíî, ÷òî ñî�

îòâåòñòâóþùèé �óíêöèîíàë îáåñïå÷èâàåò íàäåæíûå îöåíêè ïîãðåøíîñòè äàæå áåç ïîëíîé

èí�îðìàöèè î âíóòðåííèõ âû÷èñëèòåëüíûõ ïðîöåäóðàõ, èñïîëüçîâàííûõ â ïàêåòå äëÿ ïîëó�

÷åíèÿ ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ. Â ýòîì ñëó÷àå äàííîå äîñòîèíñòâî �óíêöèîíàëüíîãî ïîäõîäà

ñòàíîâèòñÿ íå ïðîñòî âàæíûì, à ðåøàþùèì. Ïðèâåäåì îäèí èç ïðèìåðîâ.

Ïðèìåð 1. Áàëêà ïîä äåéñòâèåì íàãðóæåíèÿ ïåðåìåííîãî íàïðàâëåíèÿ

�àññìàòðèâàåòñÿ áàëêà êâàäðàòíîãî ñå÷åíèÿ ñðàâíèòåëüíî ìàëîãî ðàçìåðà � äëèíà ðàâ�

íà 1.0 ì ïðè ñòîðîíå ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ, ðàâíîé 0.02 ì. Ïåðâàÿ ÷åòâåðòü áàëêè íàãðóæåíà

â ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèè � åé ñîîòâåòñòâóåò g = 19.2 ì−3
. Áîëåå äëèííàÿ ÷àñòü íàãðó�

æåíà â îòðèöàòåëüíîì íàïðàâëåíèè, íî ñàìà íàãðóçêà â ïÿòü ðàç ìåíüøå (g = −3.84 ì−3
).

Ñîîòâåòñòâóþùèå ÷èñëåííûå ðåçóëüòàòû ïðåäñòàâëåíû â Òàáëèöå 1, ãäå Nel îáîçíà÷àåò ÷èñ�

ëî ýëåìåíòîâ ñåòêè. Îíè ïîêàçûâàþò, ÷òî ìàæîðàíòà M îáåñïå÷èâàåò òî÷íûé êîíòðîëü

ãëîáàëüíîé âåëè÷èíû ïîãðåøíîñòè â ýíåðãåòè÷åñêîé íîðìå.

Òàáëèöà 1: Ý��åêòèâíîñòü è íàäåæíîñòü îöåíêè ïîãðåøíîñòè äëÿ áàëêè Òèìîøåíêî

Nel ǫ M Ieff

100 2.69 ×10−2
2.98 ×10−2

1.1

200 1.35 ×10−2
1.48 ×10−2

1.1

400 0.67 ×10−2
0.74 ×10−2

1.1

800 0.33 ×10−2
0.37 ×10−2

1.1

Â äåâÿòîì ïàðàãðà�å ïîëó÷åíû îöåíêè äëÿ áàëêè Áåðíóëëè�Ýéëåðà. Â äåñÿòîì ïàðà�

ãðà�å äëÿ ïîëíîòû èçëîæåíèÿ êðàòêî îïèñàíû èçâåñòíûå ðåçóëüòàòû, êàñàþùèåñÿ áèãàðìî�

íè÷åñêîé çàäà÷è, òàêæå èìåþùåé îòíîøåíèå ê òåîðèè òîíêèõ ïëàñòèí.

Îäèííàäöàòûé ïàðàãðà� ñîäåðæèò îñíîâíûå âûâîäû ãëàâû: 1) âñå ïðåäñòàâëåííûå îöåí�

êè ÿâëÿþòñÿ ãàðàíòèðîâàííûìè è òî÷íûìè; 2) ïîñòðîåííûé êëàññ îöåíîê äëÿ ïëàñòèíû
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�åéññíåðà�Ìèíäëèíà ïîäõîäèò äëÿ íåñêîëüêèõ âèäîâ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé è îòëè÷àåòñÿ åäè�

íîîáðàçèåì àïïðîêñèìàöèé, êîòîðûå ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû äëÿ ïîñòðîåíèÿ ñâîáîäíûõ

ýëåìåíòîâ; 3) âîïðîñ ý��åêòèâíîé ðåàëèçàöèè �óíêöèîíàëüíîãî ïîäõîäà è åå ïðîâåðêè ïî�

ñðåäñòâîì âû÷èñëèòåëüíîãî ýêñïåðèìåíòà äëÿ ïëàñòèí îñòàåòñÿ îòêðûòûì; 4) îñíîâíûå ÷èñ�

ëåííûå ðåçóëüòàòû ïîñâÿùåíû àíàëèçó òî÷íîñòè ðåøåíèé äëÿ ìîäåëè Òèìîøåíêî, ïîëó�

÷åííûõ â ïàêåòå ANSYS; 5) òåõíîëîãèÿ îêàçûâàåòñÿ ïðèãîäíîé äëÿ íåçàâèñèìîé ïðîâåðêè

ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé, ïîëó÷åííûõ êîììåð÷åñêèìè ïðîãðàììíûìè ïðîäóêòàìè äëÿ èíæå�

íåðíûõ ðàñ÷åòîâ, äåìîíñòðèðóÿ íå òîëüêî íàäåæíîñòü, íî è âûñîêóþ ý��åêòèâíîñòü.

Â ÷åòâåðòîé ãëàâå ðàññìàòðèâàþòñÿ çàäà÷è êëàññè÷åñêîé òåîðèè óïðóãîñòè. Ïîêàçàíî,

÷òî äëÿ ýòîãî êëàññà çàäà÷ ìîãóò âîçíèêàòü ñóùåñòâåííûå òðóäíîñòè ñ ïðèìåíåíèåì ñòàí�

äàðòíûõ àïïðîêñèìàöèé ÌÊÝ ïðè âû÷èñëåíèè îöåíîê ïîãðåøíîñòè. Ñòåïåíü ïåðåîöåíêè

èñòèííîé âåëè÷èíû îøèáêè äàæå ïðè ðàâíîìåðíîì èçìåëü÷åíèè ñåòêè ðàñòåò äî çíà÷åíèé,

êîòîðûå äåëàþò áåññìûñëåííûì ïðèìåíåíèå ïîäõîäà íà ïðàêòèêå. Ïðåîäîëåòü íåäîñòàòîê

óäàåòñÿ çà ñ÷åò ïðèâëå÷åíèÿ ïîÿâèâøåãîñÿ îòíîñèòåëüíî íåäàâíî âàðèàíòà ñìåøàííûõ àï�

ïðîêñèìàöèé ÌÊÝ. Â èòîãå ñîçäàíà íîâàÿ ìåòîäèêà ðåàëèçàöèè âû÷èñëåíèé èçâåñòíûõ àïî�

ñòåðèîðíûõ îöåíîê äëÿ ïëîñêèõ çàäà÷ êëàññè÷åñêîé ëèíåéíîé òåîðèè óïðóãîñòè ñî ñëàáûì

ó÷åòîì óñëîâèÿ ñèììåòðèè òåíçîðà íàïðÿæåíèé, îñíîâàííàÿ íà èñïîëüçîâàíèè àïïðîêñèìà�

öèè Àðíîëüäà�Áî��è�Ôàëêà (D.N. Arnold, D. Bo�, R.S. Falk, SIAM J. Numer. Anal., 2005)

ìèíèìàëüíîãî ïîðÿäêà, êîòîðàÿ èçíà÷àëüíî ðàçðàáàòûâàëàñü äëÿ ñìåøàííûõ ÌÊÝ êàê óëó÷�

øåííûé àíàëîã ñîîòâåòñòâóþùåé àïïðîêñèìàöèè �àâüÿðà�Òîìà (P.A. Raviart, J.M. Thomas,

Leture Notes in Mathematis 606, 1977). Ñàìà ìàæîðàíòà, ïîçâîëÿþùàÿ êîíòðîëèðîâàòü òî÷�

íîñòü âû÷èñëåíèé íà îñíîâå íåñèììåòðè÷íîãî ñâîáîäíîãî ýëåìåíòà, áûëà ïðåäëîæåíà â ìîíî�

ãðà�èè Ñ.È. �åïèíà (de Gruyter, 2008). Ïðåäñòàâëåíèå �óíêöèîíàëà íåñêîëüêî ìîäè�èöèðî�

âàíî äëÿ ÿâíîãî ñîãëàñîâàíèÿ ðàçìåðíîñòåé �èçè÷åñêèõ âåëè÷èí è áîëåå óäîáíîé ðåàëèçàöèè

ïðè ïîìîùè ïðåäëàãàåìîé ìåòîäèêè. Òàêæå âïåðâûå ïðåäñòàâëåí âû÷èñëèòåëüíûé ýêñïåðè�

ìåíò, íàïðàâëåííûé íà ñðàâíåíèå íåïðåðûâíûõ è ñìåøàííûõ àïïðîêñèìàöèé, ïî ðåçóëüòàòàì

êîòîðîãî ñäåëàí âûâîä î ïðåèìóùåñòâå âòîðîãî òèïà, îñîáåííî ïðîÿâëÿþùåìñÿ â ïðîöåññå

èçìåëü÷åíèÿ ñåòêè [6℄ (ñì. òàêæå [16℄). Îòìåòèì, ÷òî ñòàíäàðòíûå íåïðåðûâíûå êóñî÷íî�

ëèíåéíûå �óíêöèè ïðèìåíÿëèñü ïðè âû÷èñëåíèè �óíêöèîíàëüíûõ àïîñòåðèîðíûõ îöåíîê

â ïðîöåññå èçìåëü÷åíèÿ ñåòêè À.Â. Ìóçàëåâñêèì è Ñ.È. �åïèíûì (Russ. J. Numer. Anal.

Math. Model., 2003), òîãäà êàê êîíå÷íûå ýëåìåíòû �àâüÿðà�Òîìà è Àðíîëüäà�Áî��è�Ôàë�

êà äëÿ ýòèõ öåëåé èñïîëüçîâàíû âïåðâûå. Íà ïðèìåðå ðåøåíèé, êîòîðûå ïðåäîñòàâëÿåò ïàêåò

ANSYS, ïðîâåäåí ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç �óíêöèîíàëüíûõ àïîñòåðèîðíûõ îöåíîê è ñòàíäàðò�

íîé ìåòîäèêè ïàêåòà, îñíîâàííîé íà ñãëàæèâàíèè ïîëÿ íàïðÿæåíèé. �åàëèçàöèÿ ïîäõîäà íà
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îñíîâå àïïðîêñèìàöèè Àðíîëüäà�Áî��è�Ôàëêà ïðåâîñõîäèò åå âîçìîæíîñòè äëÿ ñëó÷àÿ çà�

äà÷ ñ íåñêîëüêèìè ìàòåðèàëàìè â ìîäåëè [7℄. Òàêæå êðàòêî ðàññìîòðåí âîïðîñ î ñðàâíåíèè

àäàïòèâíûõ àëãîðèòìîâ, îñíîâàííûõ íà ðàçíûõ ìåòîäèêàõ, èçó÷åííûé ñîâìåñòíî ñ Ì.À. ×ó�

ðèëîâîé [8℄, ãäå àâòîðó ïðèíàäëåæèò ïîñòàíîâêà âû÷èñëèòåëüíîãî ýêñïåðèìåíòà. Îòïðàâíîé

òî÷êîé äëÿ òîé ðàáîòû, êîòîðàÿ â èòîãå ëåãëà â îñíîâó äàííîé è ñëåäóþùåé ãëàâ äèññåð�

òàöèè, à òàêæå îêàçàëà ñóùåñòâåííîå âëèÿíèå íà òåîðåòè÷åñêóþ ÷àñòü ïðåäûäóùåé, ñòàëà

ïóáëèêàöèÿ àâòîðà [9℄, îòíîñÿùàÿñÿ ê ïðîñòðàíñòâåííûì çàäà÷àì ëèíåéíîé òåîðèè óïðóãî�

ñòè.

�ëàâà ñîäåðæèò îäèííàäöàòü ðàçäåëîâ. Â ïåðâîì ïàðàãðà�å ïðèâåäåíà ìàòåìàòè÷åñêàÿ

ïîñòàíîâêà çàäà÷è � êëàññè÷åñêàÿ è îáîáùåííàÿ. Èçâåñòíàÿ çàäà÷à ìåõàíèêè äå�îðìèðóåìî�

ãî òâåðäîãî òåëà çàêëþ÷àåòñÿ â îïðåäåëåíèè â îáëàñòè Ω ⊂ R
d
(d=2 èëè 3) ïîëÿ ïåðåìåùåíèé

u, ïîëÿ íàïðÿæåíèé σ è ïîëÿ äå�îðìàöèé ε, êîòîðûå ñâÿçàíû ñèñòåìîé ñîîòíîøåíèé







Div σ + f = 0 â Ω,

σ = Lε â Ω,

ε(u) = (∇u+ (∇u)T )/2 â Ω,

(5)

ãäå f � ïëîòíîñòü îáúåìíûõ ñèë, à L � òåíçîð óïðóãèõ êîíñòàíò. Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî

ñðåäà îäíîðîäíà è èçîòðîïíà. Ê ñèñòåìå óðàâíåíèé (5), ðàññìàòðèâàåìîé â çàíèìàåìîé óïðó�

ãèì òåëîì îáëàñòè, äîáàâëÿþòñÿ ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ â òåðìèíàõ ïåðåìåùåíèé è íàïðÿæåíèé

u = uD íà ΓD è σn = g íà ΓS, ãäå ΓD è ΓS � äâå íåïåðåñåêàþùèåñÿ ÷àñòè ãðàíèöû, îáúåäè�

íåíèå êîòîðûõ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âñþ ãðàíèöó îáëàñòè Ω, ïðè÷åì ìåðà ΓD ïðåäïîëàãàåòñÿ

îòëè÷íîé îò íóëÿ; uD, g è n îáîçíà÷àþò, ñîîòâåòñòâåííî, çàäàííûå íà ïåðâîé ÷àñòè ãðàíèöû

ïåðåìåùåíèÿ, çàäàííûå íà âòîðîé ÷àñòè ãðàíèöû ïîâåðõíîñòíûå ñèëû è âíåøíþþ íîðìàëü

ê ïîâåðõíîñòè òåëà. Îñíîâîé äëÿ âûâîäà àïîñòåðèîðíîé îöåíêè äëÿ äàííîé êðàåâîé çàäà÷è,

êàê è äëÿ ïðèìåíåíèÿ ÌÊÝ, ÿâëÿåòñÿ åå îáîáùåííàÿ ïîñòàíîâêà. Ïðè ýòîì ðàññìàòðèâàåò�

ñÿ ðåøåíèå ïðÿìîé çàäà÷è, â êîòîðîé îñíîâíîé íåèçâåñòíîé õàðàêòåðèñòèêîé ÿâëÿåòñÿ ïîëå

ïåðåìåùåíèé, à äå�îðìàöèè è íàïðÿæåíèÿ îïðåäåëÿþòñÿ ïî íåìó. Ýòà çàäà÷à âûãëÿäèò ñëå�

äóþùèì îáðàçîì: íàéòè ýëåìåíò u ∈ U :=
{
w ∈ W

1
2(Ω,R

d) | w = uD íà ΓD

}
òàêîé, ÷òî

∫

Ω

Lε(u) : ε(w) dΩ =

∫

Ω

f · w dΩ+

∫

ΓS

g · w dΓ, ∀w ∈ U0 :=
{
w ∈ W

1
2(Ω,R

d) | w = 0 íà ΓD

}
, (6)

ãäå W
1
2(Ω,R

d) := W
1
2(Ω)× ...×W

1
2(Ω)

︸ ︷︷ ︸

d

. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî f ∈ L2(Ω,R
d), g ∈ L2(ΓS,R

d),

uD ∈ W
1
2(Ω,R

d), Lijks = Lksij = Ljiks, à òàêæå Lijks ∈ L∞(Ω) ïðè i, j, k, s = 1, ..., d è ñïðàâåä�

ëèâà îöåíêà α1

∫
Ω

|τ |2 dΩ ≤
∫
Ω

Lτ : τ dΩ ≤ α2

∫
Ω

|τ |2 dΩ, ∀τ ∈ L2(Ω,M
d×d
sym) ïðè α1 > 0 è α2 > 0,
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ãäå M
d×d
sym � ïðîñòðàíñòâî ñèììåòðè÷íûõ òåíçîðîâ âòîðîãî ðàíãà ðàçìåðíîñòè d. Èñõîäÿ èç

äîïóùåíèé, åñòåñòâåííûì ïðîñòðàíñòâîì äëÿ ïîèñêà ïîëÿ íàïðÿæåíèé ÿâëÿåòñÿ

Hsym(Ω,ΓS,Div) :=
{
τ ∈ L2(Ω,M

d×d
sym) | Div τ ∈ L2(Ω,R

d), τn ∈ L2(ΓS,R
d)
}
.

Îòìåòèì, ÷òî óñëîâèå ñèììåòðèè òåíçîðà íàïðÿæåíèé ó÷èòûâàåòñÿ â ñèëüíîì ñìûñëå òîëüêî

â òîì ñëó÷àå, åñëè ðå÷ü èäåò î ñòàíäàðòíûõ àïïðîêñèìàöèÿõ ÌÊÝ, èíà÷å ðàññìàòðèâàåòñÿ

ïðîñòðàíñòâî H(Ω,ΓS,Div), äëÿ êîòîðîãî âìåñòî M
d×d
sym èñïîëüçóåòñÿ M

d×d
� ïðîñòðàíñòâî

ïðîèçâîëüíûõ òåíçîðîâ âòîðîãî ðàíãà ðàçìåðíîñòè d.

Ñîîòâåòñòâóþùèé çàäà÷å �óíêöèîíàë ýíåðãèè âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

J (u) =
1

2

∫

Ω

Lε(u) : ε(u) dΩ−

∫

Ω

f · u dΩ−

∫

ΓS

g · u dΓ.

Åñëè ðàññìîòðåòü ïðîèçâîëüíîå ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå ũ ∈ U çàäà÷è (6), òî íåñëîæíî ïî�

êàçàòü, ÷òî ýíåðãåòè÷åñêàÿ íîðìà ïîãðåøíîñòè ýòîãî ðåøåíèÿ âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ðàçíîñòü

çíà÷åíèé �óíêöèîíàëà íà ïðèáëèæåííîì è òî÷íîì ðåøåíèÿõ, à èìåííî

|||ũ− u|||2 = 2(J (ũ)−J (u)), |||ũ− u||| :=





∫

Ω

Lε(ũ− u) : ε(ũ− u) dΩ





1/2

.

Ýòî ñîîòíîøåíèå ïîçâîëÿåò ðàñøèðèòü êðóã ðàññìàòðèâàåìûõ â âû÷èñëèòåëüíîì ýêñïåðè�

ìåíòå çàäà÷ è âûéòè çà ðàìêè òåõ çàäà÷, â êîòîðûõ èçâåñòíî òî÷íîå àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå.

Âî âòîðîì ïàðàãðà�å ïðèâåäåí îáçîð ïðèìåíåíèÿ ìåòîäîâ àïîñòåðèîðíîãî êîíòðîëÿ

òî÷íîñòè ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé â òåîðèè óïðóãîñòè, êîòîðûé íåîáõîäèì, ïîñêîëüêó äëÿ

ðàññìàòðèâàåìîãî êëàññà çàäà÷ ñóùåñòâóåò øèðîêèé ñïåêòð ïóáëèêàöèé ïî òåìàòèêå èññëå�

äîâàíèÿ, ÷åãî íåëüçÿ ñêàçàòü î ïðåäûäóùåé è çàêëþ÷èòåëüíîé ãëàâàõ äèññåðòàöèè.

Â òðåòüåì ïàðàãðà�å ïîêàçàíî, êàê ìîæíî ïîëó÷èòü �óíêöèîíàëüíóþ îöåíêó ïîãðåø�

íîñòè ñ ñèììåòðè÷íûì òåíçîðîì íàïðÿæåíèé. Ââîäÿ îáîçíà÷åíèå äëÿ ïîãðåøíîñòè e := u−ũ,

èìååì äëÿ ëþáîãî w ∈ U0

∫

Ω

Lε(e) : ε(w) dΩ =

∫

Ω

f · w dΩ+

∫

ΓS

g · w dΓ−

∫

Ω

Lε(ũ) : ε(w) dΩ. (7)

�àññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé òåíçîð

˜̃σ ∈ Hsym(Ω,ΓS,Div). Èìååò ìåñòî ïðåäñòàâëåíèå

|||e|||2 =

∫

Ω

Lε(e) : ε(e) dΩ =

∫

Ω

(Div ˜̃σ + f) · e dΩ+

∫

Ω

(˜̃σ − Lε(ũ)) : ε(e) dΩ+

∫

ΓS

(g − ˜̃σn) · e dΓ.

Åñëè ââåñòè îáîçíà÷åíèÿ äëÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ íåâÿçîê R(˜̃σ) := Div ˜̃σ+ f â Ω, r(˜̃σ) := ˜̃σn− g

íà ΓS, òî îöåíêà ïîãðåøíîñòè ìîæåò áûòü ïðåîáðàçîâàíà ê âèäó |||e||| ≤ D(ũ, ˜̃σ) + R(˜̃σ),
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D(ũ, ˜̃σ) :=

(∫
Ω

L−1(˜̃σ − Lε(ũ)) : (˜̃σ − Lε(ũ)) dΩ

)1/2

, R(˜̃σ) := cV

(
|Ω| ||R(˜̃σ)||2Ω + |ΓS| ||r(˜̃σ)||

2
ΓS

)1/2
,

ãäå || · ||Ω è || · ||ΓS
� ñòàíäàðòíûå íîðìû â ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðîñòðàíñòâàõ Ëåáåãà, à cV �

êîíñòàíòà, íå çàâèñÿùàÿ îò ðàçáèåíèÿ îáëàñòè êîíå÷íûìè ýëåìåíòàìè, êîòîðàÿ óäîâëåòâî�

ðÿåò íåðàâåíñòâó ||w||2Ω/|Ω|+ ||w||2ΓS
/|ΓS| ≤ c

2
V |||w|||

2
äëÿ âñåõ ýëåìåíòîâ w ∈ U0. Áîëåå óäîáíûì

ÿâëÿåòñÿ ïðåäñòàâëåíèå ñ êâàäðàòàìè íîðì

|||e|||2 ≤ M2(ũ, β, ˜̃σ) := (1 + β)D2(ũ, ˜̃σ) +

(

1 +
1

β

)

R2(˜̃σ) ∀β > 0. (8)

×åòâåðòûé ïàðàãðà� ïîñâÿùåí ðåàëèçàöèè âû÷èñëåíèÿ ìàæîðàíòû íà îñíîâå ñòàíäàðò�

íîé áèëèíåéíîé àïïðîêñèìàöèè ÌÊÝ. Îïèñàííûé ðàíåå �óíêöèîíàë áûë âïåðâûå ïðèìåíåí

À.Â. Ìóçàëåâñêèì è Ñ.È. �åïèíûì äëÿ ïëîñêèõ çàäà÷ â ñëó÷àå òðèàíãóëÿöèé ðàñ÷åòíîé

îáëàñòè. Èìè ïðåäñòàâëåíû ïðèìåðû âû÷èñëåíèÿ îöåíêè òèïà (8) äëÿ çàäà÷è î ïëîñêîé äå�

�îðìàöèè, à ý��åêòèâíîñòü ìåòîäèêè ðåàëèçàöèè íà îñíîâå ñòàíäàðòíîé êóñî÷íî-ëèíåéíîé

àïïðîêñèìàöèè èññëåäîâàíà â ïðîöåññå ðàáîòû îñíîâàííîãî íà íåé àäàïòèâíîãî àëãîðèòìà.

Ïîëó÷åííûå ÷èñëåííûå ðåçóëüòàòû óêàçûâàþò íà ÿâíûå ïðåèìóùåñòâà ïðåäëàãàåìîãî àâ�

òîðàìè àäàïòèâíîãî ïîäõîäà ïî ñðàâíåíèþ ñ ðàâíîìåðíûì ðàçáèåíèåì ñåòîê, íî èíäåêñû

ý��åêòèâíîñòè ñàìèõ àïîñòåðèîðíûõ îöåíîê çàìåòíî âîçðàñòàþò ñ èçìåëü÷åíèåì ñåòêè. Â

èññëåäîâàíèè àâòîðà ý��åêò ñóùåñòâåííîãî ðîñòà èíäåêñà ý��åêòèâíîñòè íàáëþäàåòñÿ òàê�

æå íà ñåòêàõ ñ ÷åòûðåõóãîëüíûìè ýëåìåíòàìè. Òàêîé òèï ýëåìåíòà ñâÿçàí ñ �óíêöèÿìè

�îðìû èç ïðîñòðàíñòâà Q1(K̂) � ïðîñòðàíñòâà ïîëèíîìîâ íå áîëåå ÷åì ïåðâîé ñòåïåíè ïî

êàæäîé êîîðäèíàòå íàä ýòàëîííûì ýëåìåíòîì K̂ := (−1, 1)× (−1, 1), êîòîðîå äàåò êëàññè÷å�

ñêóþ êóñî÷íî-áèëèíåéíóþ íåïðåðûâíóþ àïïðîêñèìàöèþ äëÿ êàæäîé èç êîìïîíåíò òåíçîðà

íàïðÿæåíèé � σ11, σ22 è σ12. Ïðèâåäåì ïðèìåð.

Ïðèìåð 2. Çàäà÷à î ïëîñêîé äå�îðìàöèè â ïîëèãîíàëüíîé îáëàñòè ñ îòâåðñòèåì

�àññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à â îáëàñòè, èçîáðàæåííîé íà �èñóíêå 1, ãäå îòîáðàæåíà �îðìà

îáëàñòè è åå íà÷àëüíîå ðàçáèåíèå. Ïîñëåäóþùèå ñåòêè ïîëó÷åíû èç ïðåäûäóùèõ ïóòåì ðàâ�

íîìåðíîãî èçìåëü÷åíèÿ ýëåìåíòîâ ïî êàæäîé ñòîðîíå â äâà ðàçà. Â ïîñòàíîâêå îäíîâðåìåííî

ïðèñóòñòâóþò óñëîâèÿ â ïåðåìåùåíèÿõ (ëåâàÿ ñòîðîíà çàêðåïëåíà), à òàêæå óñëîâèÿ â íà�

ïðÿæåíèÿõ (íà âåðõíþþ êðîìêó ïðèëîæåíî äàâëåíèå). Îñòàëüíûå ÷àñòè ãðàíèöû ñâîáîäíû.

Äëÿ àíàëèçà ý��åêòèâíîñòè ìåòîäèêè âû÷èñëÿåòñÿ ðåøåíèå íà ìåëêîé ñåòêå, ñîäåðæàùåé

263552 óçëà è 262144 ýëåìåíòà, è îöåíêà îøèáêè ñíèçó, ïîëó÷åííàÿ ïðè ïîìîùè ýòîãî ðå�

øåíèÿ. Äàííûå äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è ñëåäóþùèå: ìîäóëü Þíãà E = 207 × 109 Ïà;

êîý��èöèåíò Ïóàññîíà ν = 0.3; ïëîòíîñòü ρ = 7830 êã/ì

3

; îáúåìíàÿ ñèëà f îòñóòñòâóåò;

äàâëåíèå, îïðåäåëÿþùåå �óíêöèþ g, ðàâíî 106 Ïà.
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�èñ. 1: Ôîðìà îáëàñòè è íà÷àëüíîå ðàçáèåíèå äëÿ ïðèìåðà 2.

Òàáëèöà 2: Äàííûå äëÿ íåïðåðûâíûõ àïïðîêñèìàöèé â ïðèìåðå 2

Nel |||e||| e% M Ieff β

64 9.00 40.1% 53.3 5.3 1.8

256 6.16 27.4% 49.5 7.3 1.5

1024 4.06 18.1% 43.7 9.7 1.4

×èñëî ýëåìåíòîâ ñåòîê Nel, àáñîëþòíàÿ è îòíîñèòåëüíàÿ ïîãðåøíîñòü ñâÿçàííûõ ñ íèìè

ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé, èçìåðÿåìàÿ â ýíåðãåòè÷åñêîé íîðìå, âåðõíÿÿ îöåíêà íîðìû îøèáêè,

èíäåêñ ý��åêòèâíîñòè è ïîëó÷èâøååñÿ çíà÷åíèå ïàðàìåòðà β óêàçàíû â ñîîòâåòñòâóþùèõ

ñòîëáöàõ Òàáëèöû 2. Äàííûå äåìîíñòðèðóþò çíà÷èòåëüíûé ðîñò èíäåêñà ý��åêòèâíîñòè,

÷òî ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåííûì íåäîñòàòêîì, ïîñêîëüêó �àêòè÷åñêè äåëàåò áåñïîëåçíûì ïðèìå�

íåíèå àïîñòåðèîðíîé îöåíêè â êà÷åñòâå êðèòåðèÿ îñòàíîâêè âû÷èñëåíèé, îñòàâëÿÿ åå ëèøü

êàê ñðåäñòâî ëîêàëüíîé èíäèêàöèè ýëåìåíòîâ ñ áîëüøîé ïîãðåøíîñòüþ.

Ïÿòûé ïàðàãðà� ïîñâÿùåí �óíêöèîíàëüíîé ìàæîðàíòå ïîãðåøíîñòè ñ ó÷åòîì óñëîâèÿ

ñèììåòðèè òåíçîðà â �îðìå äîïîëíèòåëüíîãî øòðà�íîãî ñëàãàåìîãî. Êîíå÷íî, ñóùåñòâóþò

âàðèàíòû ñìåøàííûõ ìåòîäîâ, êîòîðûå ó÷èòûâàþò ñèììåòðèþ â ñèëüíîé �îðìå, íî îíè

ñîäåðæàò áîëüøîå ÷èñëî ñòåïåíåé ñâîáîäû è ñèëüíî óñëîæíÿþòñÿ ïðè ïåðåõîäå ê òðåõìåðíûì

çàäà÷àì, ÷òî íåîïðàâäàííî óâåëè÷èëî áû ðàçìåðíîñòü ðåøàåìûõ ïðè îöåíêå ïîãðåøíîñòè

ñèñòåì óðàâíåíèé. Áîëåå âûãîäíûì âèäèòñÿ ó÷åò ýòîãî óñëîâèÿ â ñëàáîé �îðìå, êîòîðàÿ

ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü ïðîñòåéøèå ñìåøàííûå àïïðîêñèìàöèè. Ïî àíàëîãèè ñ èçëîæåíèåì â

ìîíîãðà�èè Ñ.È. �åïèíà (2008), ìîæíî ïîëó÷èòü àïîñòåðèîðíóþ îöåíêó â òîì âèäå, êîòîðûé

ïîäõîäèò äëÿ ïðèìåíåíèÿ ñìåøàííûõ àïïðîêñèìàöèé, îáû÷íî èñïîëüçóåìûõ äëÿ ðåøåíèÿ

óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà. Äëÿ ïðàêòè÷åñêîé ðåàëèçàöèè óäîáíîé ÿâëÿåòñÿ íå òåíçîðíàÿ �îðìà

çàïèñè, êîòîðàÿ èñïîëüçîâàëàñü ðàíåå, à ðàçâåðíóòàÿ çàïèñü ïî êîìïîíåíòàì

˜̃σ =




˜̃σ11 ˜̃σ12

˜̃σ21 ˜̃σ22



 , ˜̃σn =




˜̃σ11n1 + ˜̃σ21n2

˜̃σ12n1 + ˜̃σ22n2



 , Div ˜̃σ =




˜̃σ11,1 + ˜̃σ21,2

˜̃σ12,1 + ˜̃σ22,2



 ,

ãäå

˜̃σij,k := ∂ ˜̃σij/∂xk, i, j, k = 1, 2. Çäåñü è äàëåå, õîòÿ îáîçíà÷åíèå ñîõðàíåíî, óæå íå ïðåä�
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ïîëàãàåòñÿ ðàâåíñòâî

˜̃σ12 = ˜̃σ21. Òàêîå ïðåäñòàâëåíèå ïîäñêàçûâàåò ðàçäåëåíèå òåíçîðà íà�

ïðÿæåíèé íà äâå ñîñòàâëÿþùèå, äëÿ êàæäîé èç êîòîðûõ ìîæíî èñïîëüçîâàòü ñìåøàííûå

àïïðîêñèìàöèè

˜̃σ =
[

S1 S2

]

, S1, S2 ∈ H(Ω, div). Ýòî ïîçâîëÿåò ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ïîäõîä,

óñïåøíî ïðèìåíåííûé âî âòîðîé ãëàâå, ìîæåò îêàçàòüñÿ ý��åêòèâíûì äëÿ ðàññìàòðèâàå�

ìîãî êëàññà çàäà÷. ×òîáû ïðåîáðàçîâàòü (6) ê âèäó (7), òåíçîð íàïðÿæåíèé

˜̃σ ïðåäëàãàåòñÿ

ðàçáèòü íà ñèììåòðè÷íóþ sym (˜̃σ) è àíòèñèììåòðè÷íóþ skew (˜̃σ) ÷àñòè

sym (˜̃σ) := (˜̃σ + ˜̃σT )/2, skew (˜̃σ) := (˜̃σ − ˜̃σT )/2 =




0 (S2

1 − S1
2)/2

(S1
2 − S2

1)/2 0



 .

Äëÿ ïðîñòîòû ðàññìîòðåí ñëó÷àé, êîãäà ãðàíè÷íîå óñëîâèå uD = 0 çàäàíî íà âñåé ãðàíèöå, òî

åñòü Γ = ΓD. Òîãäà, ïîâòîðÿÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ, àíàëîãè÷íûå òðåòüåìó ðàçäåëó ãëàâû, ïðèõî�

äèì ê ñîîòíîøåíèþ, â êîòîðîì ïîÿâëÿåòñÿ äîïîëíèòåëüíîå ñëàãàåìîå, ïðåäñòàâëÿþùåå ñîáîé

øòðà� çà íåâûïîëíåíèå óñëîâèÿ ñèììåòðèè |||e||| ≤ D(ũ, sym (˜̃σ))+cV I ||R(˜̃σ)||Ω+cK ||skew (˜̃σ)||Ω,

ãäå cV I = cV

√

|Ω|, à cK � êîíñòàíòà, ñâÿçàííàÿ ñ íåðàâåíñòâîì Êîðíà è êîíñòàíòîé α1. Äëÿ

ïðåîáðàçîâàíèÿ ê âèäó, àíàëîãè÷íîìó (8), íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü äâà ñâîáîäíûõ ïàðàìåò�

ðà

|||e|||2 ≤ (1 + β1)D
2(ũ, sym (˜̃σ)) +

(

1 +
1

β1

)

(1 + β2)c
2
V I ||R(˜̃σ)||

2
Ω+

+

(

1 +
1

β1

)(

1 +
1

β2

)

c
2
K ||skew (˜̃σ)||2Ω, (9)

ãäå β1 è β2 � ïðîèçâîëüíûå ïîëîæèòåëüíûå ïàðàìåòðû. Ïðè ïðàêòè÷åñêîé ðåàëèçàöèè íà

ïåðâîé èòåðàöèè óäîáíî ïîëîæèòü ïàðàìåòðû ðàâíûìè åäèíèöå, à ïîñëå îïðåäåëåíèÿ ïîëÿ

íàïðÿæåíèé ïåðåñ÷èòàòü èõ ïî �îðìóëàì, äàþùèì îïòèìàëüíûå çíà÷åíèÿ:

β2 =
(
cK ||skew (˜̃σ)||Ω

)
/
(
cV I ||R(˜̃σ)||Ω

)
, β1 = (1 + 1/β2) cK ||skew (˜̃σ)||Ω /D(ũ, sym (˜̃σ)).

RT 0(K̂) ABF0(K̂)

�èñ. 2: Ñòåïåíè ñâîáîäû äëÿ ðàññìàòðèâàåìûõ ýëåìåíòîâ.

Âøåñòîì ïàðàãðà�å îïèñàíû âàæíûå äåòàëè ðåàëèçàöèè àïïðîêñèìàöèé �àâüÿðà�Òîìà

è Àðíîëüäà�Áî��è�Ôàëêà ìèíèìàëüíîãî ïîðÿäêà äëÿ ÷åòûðåõóãîëüíèêîâ. Ñòåïåíÿìè ñâî�
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áîäû äëÿ ïðîñòåéøåãî ýëåìåíòà �àâüÿðà�Òîìà ÿâëÿþòñÿ íîðìàëüíûå ñîñòàâëÿþùèå âåêòîð�

�óíêöèè, äàëåå îáîçíà÷åííîé ψ̂, â öåíòðàõ ðåáåð, òî åñòü ψ̂ · n̂i, i = 1, ...4, ãäå n̂i � âíåøíÿÿ

íîðìàëü ê i-îé ñòîðîíå. Ñîîòâåòñòâóþùåå ïðîñòðàíñòâî RT 0(K̂) := P1,0(K̂) × P0,1(K̂), ãäå

Pi,j(K̂) � ýòî ïðîñòðàíñòâî ïîëèíîìîâ íàä ýòàëîííûì ýëåìåíòîì K̂ ñòåïåíè íå âûøå i ïî x̂1

è j � ïî x̂2, à çà x̂1 è x̂2 îáîçíà÷åíû êîîðäèíàòû â ëîêàëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò íà ýëåìåíòå

K̂. Èìååì ÷åòûðå �óíêöèè �îðìû:

ϕ̂1(x̂) =




0

(x̂2 − 1)/2



 , ϕ̂2(x̂) =




(x̂1 + 1)/2

0



 ,

ϕ̂3(x̂) =




0

(x̂2 + 1)/2



 , ϕ̂4(x̂) =




(x̂1 − 1)/2

0



 .

Â óêàçàííîé ðàíåå ðàáîòå 2005 ãîäà íà ïðèìåðå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà ñìåøàííûì

ìåòîäîì è ìåòîäîì íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ ïîêàçàíî, ÷òî ïðè ïðèìåíåíèè äëÿ ÷åòûðåõóãîëü�

íûõ ýëåìåíòîâ ïàðû ïðîñòðàíñòâ Q1(K̂) × RT 0(K̂), ãäå ïåðâîå ïðîñòðàíñòâî ñîîòâåòñòâóåò

áèëèíåéíîé àïïðîêñèìàöèè ñêàëÿðíîé ïåðåìåííîé, à âòîðîå � àïïðîêñèìàöèè �àâüÿðà�Òîìà

íàèìåíüøåãî ïîðÿäêà äëÿ âåêòîðíîé ïåðåìåííîé (ãðàäèåíòà), ìîãóò âîçíèêàòü ïðîáëåìû ñî

ñõîäèìîñòüþ íà ðàçáèåíèÿõ, îòëè÷íûõ îò ðàâíîìåðíîãî ðàçáèåíèÿ îáëàñòè íà êâàäðàòû.

Ýòè òðóäíîñòè, îäíàêî, óäàåòñÿ ïðåîäîëåòü ïðè èñïîëüçîâàíèè äðóãîé ïàðû ïðîñòðàíñòâ

Q1(K̂)×ABF0(K̂), ãäå ABF0(K̂) := P2,0(K̂)×P0,2(K̂) � ïðåäëîæåííîå â ñòàòüå ðàñøèðåííîå

ïðîñòðàíñòâî, ñîäåðæàùåå ïîìèìî èñõîäíûõ ÷åòûðåõ ñòåïåíåé ñâîáîäû íà ðåáðàõ åùå äâå ñòå�

ïåíè ñâîáîäû âíóòðè ýëåìåíòà (�èñóíîê 2). Äîïîëíèòåëüíîé ïàðîé ïàðàìåòðîâ äëÿ ýëåìåí�

òà Àðíîëüäà�Áî��è�Ôàëêà ÿâëÿþòñÿ ñëåäóþùèå èíòåãðàëû:

∫
K̂

d̂ivψ̂ x̂1 dx̂,
∫
K̂

d̂ivψ̂ x̂2 dx̂.

Ñîîòâåòñòâóþùèå �óíêöèè �îðìû âûãëÿäÿò ñëåäóþùèì îáðàçîì: φ̂1(x̂) =




3(x̂21 − 1)/8

0




,

φ̂2(x̂) =




0

3(x̂22 − 1)/8




. Äàëüíåéøàÿ ïðîöåäóðà �îðìèðîâàíèÿ ñèñòåìû ëèíåéíûõ àëãåáðà�

è÷åñêèõ óðàâíåíèé, ñîîòâåòñòâóþùåé �óíêöèîíàëó â ïðàâîé ÷àñòè îöåíêè (9), îòëè÷àåòñÿ

îò ñòàíäàðòíîé òåì, ÷òî ïðè îáõîäå ïî ýëåìåíòàì âêëàäû îò èíòåãðàëîâ ïðèâÿçûâàþòñÿ ê

ñòåïåíÿì ñâîáîäû, îòíîñÿùèìñÿ ê ðåáðàì ýëåìåíòà èëè ñàìîìó ýëåìåíòó, à íå åãî âåðøèíàì.

Â ñåäüìîì ïàðàãðà�å ïðåäñòàâëåíû ÷èñëåííûå ðåçóëüòàòû ðàáîòû îäíîãî èç äâóõ îñ�

íîâíûõ êîìïëåêñîâ ïðîãðàìì, ðàçðàáîòàííûõ ëè÷íî àâòîðîì, êîòîðûé ïðåäíàçíà÷àåòñÿ äëÿ

îöåíêè òî÷íîñòè ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé â ïëîñêèõ çàäà÷àõ êëàññè÷åñêîé òåîðèè óïðóãîñòè.

×òîáû íå ðàññìàòðèâàòü ïðîáëåìó îöåíêè êîíñòàíòû â íåðàâåíñòâå Êîðíà, íå îòíîñÿùóþñÿ

íàïðÿìóþ ê òåìå èññëåäîâàíèÿ, ïðèìåðû ïàðàãðà�à îãðàíè÷åíû ñëó÷àåì, êîãäà ïðèñóòñòâó�
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(i) (ii)

�èñ. 3: Âàðèàíòû íà÷àëüíûõ ðàçáèåíèé îáëàñòè äëÿ ïðèìåðà 3.

Òàáëèöà 3: Äàííûå äëÿ ðàçëè÷íûõ àïïðîêñèìàöèé â ïðèìåðå 3 äëÿ ñåòêè òèïà (i)

Nel |||e||| e% Ieff (1) Ieff (2) Ieff (3)

64 0.60 ×10−3
16.9% 1.5 1.7 1.6 (1.2)

256 0.31 ×10−3
8.6% 1.7 1.6 1.6 (1.2)

1024 0.15 ×10−3
4.3% 1.8 1.6 1.6 (1.2)

þò òîëüêî ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ â ïåðåìåùåíèÿõ. �àññìîòðèì îäèí èç ïðèìåðîâ ãëàâû.

Ïðèìåð 3. Êâàäðàòíàÿ îáëàñòü ñ ðàçíûìè íà÷àëüíûìè ðàçáèåíèÿìè

�àññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à î ïëîñêîé äå�îðìàöèè â êâàäðàòíîé îáëàñòè. Îáúåìíàÿ ñèëà f

çàäàåòñÿ ÷åðåç óñêîðåíèå [−1.0 0.0] ì/2. Ñðàâíèâàþòñÿ èíäåêñû ý��åêòèâíîñòè äëÿ òðåõ

ìåòîäèê, ñâÿçàííûõ ñ (1) òðîéêîé íåïðåðûâíûõ àïïðîêñèìàöèé, (2) ïàðîé àïïðîêñèìàöèé

�àâüÿðà�Òîìà è (3) ïàðîé àïïðîêñèìàöèé Àðíîëüäà�Áî��è�Ôàëêà. �åøåíèÿ âû÷èñëÿþòñÿ

íà ñåòêàõ, ñîñòîÿùèõ èç êâàäðàòîâ è èç ÷åòûðåõóãîëüíèêîâ îáùåãî âèäà (ñì. �èñóíîê 3).

Ñîãëàñíî òåîðèè, ìîæíî îæèäàòü, ÷òî àïïðîêñèìàöèè �àâüÿðà�Òîìà áóäóò äàâàòü ïðè�

åìëåìûé ðåçóëüòàò òîëüêî â ïåðâîì ñëó÷àå è ñóùåñòâåííî ïðîèãðûâàòü âî âòîðîì. Ýòî ïðåä�

ïîëîæåíèå ïîäòâåðæäàþò äàííûå, êîòîðûå ïðåäñòàâëåíû â Òàáëèöå 3 è Òàáëèöå 4. Ý��åê�

òèâíîñòü òðåòüåãî âàðèàíòà îñòàåòñÿ ïîñòîÿííîé, à äëÿ âòîðîãî íàáëþäàåòñÿ óõóäøåíèå êà�

÷åñòâà îöåíîê ïðè ïåðåõîäå ê íåñòðóêòóðèðîâàííûì ðàçáèåíèÿì. Òàêèì îáðàçîì, ðàçðàáîòàí

ý��åêòèâíûé ñïîñîá ðåàëèçàöèè �óíêöèîíàëüíûõ àïîñòåðèîðíûõ îöåíîê äëÿ ïëîñêèõ çàäà÷

Òàáëèöà 4: Äàííûå äëÿ ðàçëè÷íûõ àïïðîêñèìàöèé â ïðèìåðå 3 äëÿ ñåòêè òèïà (ii)

Nel |||e||| e% Ieff(1) Ieff(2) Ieff(3)

55 0.89 ×10−3
24.9% 1.5 2.0 1.7 (1.2)

220 0.45 ×10−3
12.7% 1.6 2.1 1.7 (1.2)

880 0.23 ×10−3
6.5% 1.8 2.2 1.7 (1.2)
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ëèíåéíîé òåîðèè óïðóãîñòè. Ìåòîäèêà ïðèìåíåíà ê ïðèáëèæåííûì ðåøåíèÿì, âû÷èñëåííûì

â ïàêåòå ANSYS. Âû÷èñëèòåëüíûé ýêñïåðèìåíò ïîêàçàë, ÷òî ëó÷øèé ðåçóëüòàò äîñòèãàåò�

ñÿ íà àïïðîêñèìàöèÿõ Àðíîëüäà�Áî��è�Ôàëêà. Ïðåäñòàâëåííûå ðåçóëüòàòû îïóáëèêîâàíû

àâòîðîì â [6℄ è [16℄.

Â âîñüìîì ïàðàãðà�å ðàññìîòðåíà ñåðèÿ èç òðåõ çàäà÷ èç ðàáîòû àâòîðà [7℄, îáúåäè�

íåííàÿ â îäèí ïðèìåð ñ íåñêîëüêèìè ìàòåðèàëàìè â ìîäåëè. Óïîð ñäåëàí íå òîëüêî íà

àíàëèç ý��åêòèâíîñòè �óíêöèîíàëüíîãî ïîäõîäà, íî è íà ñðàâíåíèå ñ ðåçóëüòàòàìè ðàáîòû

ñòàíäàðòíîé ìåòîäèêè ïàêåòà ANSYS. �åîìåòðèÿ îáëàñòè, ñâîéñòâà ìàòåðèàëîâ è óñëîâèÿ

íàãðóæåíèÿ âçÿòû èç ðàáîòû V. Manet (Composites Siene and Tehnology, 1998), ïîñâÿùåí�

íîé ðàñ÷åòàì òðåõñëîéíûõ ñòðóêòóð â ïàêåòå. Èç ïðåäñòàâëåííûõ ðåçóëüòàòîâ ìîæíî ñäå�

ëàòü âûâîä, ÷òî ñòàíäàðòíàÿ ïðîöåäóðà äàåò â ñëó÷àå îäíîðîäíîãî ìàòåðèàëà ïðèåìëåìûé

ðåçóëüòàò. Â ñëó÷àå, åñëè ìàòåðèàëû ðàçíûå, èíäåêñû ý��åêòèâíîñòè äëÿ íåå äåìîíñòðè�

ðóþò ñóùåñòâåííûé ðîñò ïðè èçìåëü÷åíèè ñåòêè. Ýòî äåëàåò ìåòîäèêó ïàêåòà ïðàêòè÷åñêè

áåñïîëåçíîé. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èíäåêñû ý��åêòèâíîñòè äëÿ �óíêöèîíàëüíîãî ïîäõîäà íå

äåìîíñòðèðóþò ñóùåñòâåííîãî ðîñòà íè â îäíîì èç âàðèàíòîâ ñåðèè.

Â äåâÿòîì ïàðàãðà�å êðàòêî ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû, âêëþ÷åííûå â êàíäèäàòñêóþ

äèññåðòàöèþ Ì.À. ×óðèëîâîé (Ñàíêò-Ïåòåðáóðã, 2014), âûïîëíåííóþ ïîä íàó÷íûì ðóêîâîä�

ñòâîì àâòîðà. Â íåé íàðÿäó ñ ñîâìåñòíîé ðàáîòîé [8℄ ìîæíî íàéòè åùå íåñêîëüêî ïðèìåðîâ

ñðàâíåíèÿ àäàïòèâíûõ àëãîðèòìîâ ñ �óíêöèîíàëüíûìè ìàæîðàíòàìè, âû÷èñëåííûìè íà îñ�

íîâå òðîéêè íåïðåðûâíûõ àïïðîêñèìàöèé èëè ïàðû àïïðîêñèìàöèé �àâüÿðà�Òîìà íóëåâîãî

ïîðÿäêà íà òðèàíãóëÿöèÿõ. Â äàííîì ñëó÷àå ñðàâíåíèå ïðîèçâîäèòñÿ ñî âñòðîåííûì èíäèêà�

òîðîì ïàêåòà MATLAB, âû÷èñëåííûì íà îñíîâå ÿâíîãî ìåòîäà íåâÿçîê. Îí äàåò ïðèåìëåìûé

ðåçóëüòàò ñ òî÷êè çðåíèÿ ñãóùåíèÿ ñåòêè, íî íå ìîæåò èñïîëüçîâàòüñÿ â êà÷åñòâå êðèòåðèÿ

îñòàíîâêè âû÷èñëèòåëüíîãî ïðîöåññà, ïîñêîëüêó çàâûøàåò èñòèííîå çíà÷åíèå îøèáêè íà

íåñêîëüêî ïîðÿäêîâ. Äàííûå äëÿ �óíêöèîíàëüíîé ìàæîðàíòû ïîëíîñòüþ ñîãëàñóþòñÿ ñ òå�

ìè âûâîäàìè, êîòîðûå áûëè ñäåëàíû ðàíåå. Ýòî èññëåäîâàíèå äîïîëíÿþò äðóãèå ðåçóëüòàòû

Ì.À. ×óðèëîâîé, êîòîðûå îáåñïå÷èâàþò òåîðåòè÷åñêîå îáîñíîâàíèå ý��åêòèâíîñòè �óíêöè�

îíàëüíîãî ïîäõîäà äëÿ äàííîãî êëàññà çàäà÷.

Â äåñÿòîì ïàðàãðà�å ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû [9℄, êîòîðûå òàêæå îòíîñÿòñÿ ê çàäà÷àì ëè�

íåéíîé òåîðèè óïðóãîñòè, íî â òðåõìåðíîì ñëó÷àå. Èñïîëüçîâàíû íåïðåðûâíûå òðèëèíåéíûå

àïïðîêñèìàöèè. Âîïðîñ ðåàëèçàöèè ñìåøàííûõ àïïðîêñèìàöèé è àíàëèçà ý��åêòèâíîñòè ãà�

ðàíòèðîâàííûõ îöåíîê îñòàåòñÿ îòêðûòûì.

Çàêëþ÷èòåëüíûé îäèííàäöàòûé ïàðàãðà� ñîäåðæèò îñíîâíûå âûâîäû. Â ãëàâå èññëåäî�

âàíû äâå ìàæîðàíòû �óíêöèîíàëüíîãî òèïà è òðè ìåòîäèêè èõ ðåàëèçàöèè äëÿ êîíòðîëÿ
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òî÷íîñòè ðåøåíèé çàäà÷ ëèíåéíîé òåîðèè óïðóãîñòè. Âû÷èñëèòåëüíûå àëãîðèòìû îñíîâàíû

íà êîíå÷íûõ ýëåìåíòàõ, õàðàêòåðíûõ äëÿ ñòàíäàðòíîé îáîáùåííîé è äâîéñòâåííîé ñìåøàí�

íîé �îðìóëèðîâîê çàäà÷è. Íà ïðèìåðå ïëîñêîé äå�îðìàöèè ïðîâåäåí èõ ñðàâíèòåëüíûé

àíàëèç äëÿ ðàçíûõ ñëó÷àåâ � â âû÷èñëèòåëüíîì ýêñïåðèìåíòå âàðüèðóåòñÿ ãåîìåòðèÿ îáëà�

ñòè, â òîì ÷èñëå ïðèñóòñòâóþò ïðèìåðû â îáëàñòÿõ ñ âõîäÿùèìè óãëàìè è îòâåðñòèÿìè, à

òàêæå ðàññìàòðèâàþòñÿ ðàçíûå òèïû êðàåâûõ óñëîâèé. Äëÿ ÷àñòè çàäà÷ âûïîëíåí ñðàâíè�

òåëüíûé àíàëèç ñ àíàëîãè÷íûìè ïðîöåäóðàìè ïàêåòîâ ANSYS è MATLAB. Ïî ìàòåðèàëó

ãëàâû ñäåëàíû ñëåäóþùèå çàêëþ÷åíèÿ: 1) èç àíàëèçà ïóáëèêàöèé ñëåäóåò âûâîä î òîì, ÷òî

ïðîñòûå è íå òðóäîåìêèå ñ âû÷èñëèòåëüíîé òî÷êè çðåíèÿ ìåòîäû íå ÿâëÿþòñÿ íè íàäåæ�

íûìè, íè ý��åêòèâíûìè, ÷òî ïîäòâåðæäàåòñÿ ÷èñëåííûìè ðåçóëüòàòàìè, èçëîæåííûìè â

ãëàâå; 2) ðåàëèçàöèÿ �óíêöèîíàëüíîé àïîñòåðèîðíîé îöåíêè ñ ÿâíûì ó÷åòîì óñëîâèÿ ñèì�

ìåòðèè ïðèñóòñòâóþùåãî â íåé òåíçîðà íà îñíîâå ñòàíäàðòíûõ íåïðåðûâíûõ àïïðîêñèìàöèé

ÌÊÝ ìîæåò ïðèâîäèòü ê áûñòðîìó ðîñòó èíäåêñà ý��åêòèâíîñòè � íåäîñòàòîê ÿâëÿåòñÿ

ñóùåñòâåííûì, ïîñêîëüêó ëèøàåò ñìûñëà ïðèìåíåíèå àïîñòåðèîðíîé îöåíêè â êà÷åñòâå êðè�

òåðèÿ îñòàíîâêè âû÷èñëåíèé; 3) ñèòóàöèÿ èñïðàâëÿåòñÿ çà ñ÷åò ïðèâëå÷åíèÿ ñìåøàííûõ

àïïðîêñèìàöèé è �óíêöèîíàëüíîé àïîñòåðèîðíîé îöåíêè ñ ó÷åòîì óñëîâèÿ ñèììåòðèè ïðè

ïîìîùè äîïîëíèòåëüíîãî øòðà�íîãî ñëàãàåìîãî, ïðè÷åì, âû÷èñëåíèå �óíêöèîíàëà ðåàëè�

çîâàíî òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû èñïîëüçîâàòü ïðîñòåéøèå ñìåøàííûå àïïðîêñèìàöèè, îáû÷íî

âîçíèêàþùèå ïðè ðåøåíèè óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà; 4) âû÷èñëèòåëüíûé ýêñïåðèìåíò ïîêàçàë,

÷òî ëó÷øèé ðåçóëüòàò äîñòèãàåòñÿ íà àïïðîêñèìàöèÿõ Àðíîëüäà�Áî��è�Ôàëêà � â ýòîì

ñëó÷àå èíäåêñ ý��åêòèâíîñòè îöåíîê íå äåìîíñòðèðóåò ñóùåñòâåííîãî ðîñòà ñ óâåëè÷åíèåì

÷èñëà ýëåìåíòîâ ðàçáèåíèÿ, ÷òî ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç íåîáõîäèìûõ óñëîâèé ïðèìåíåíèÿ ìå�

òîäèêè â èíæåíåðíîé ïðàêòèêå. Â èòîãå ðàçðàáîòàíà ý��åêòèâíàÿ ïðîöåäóðà ðåàëèçàöèè

âû÷èñëåíèÿ �óíêöèîíàëüíûõ àïîñòåðèîðíûõ îöåíîê äëÿ ïëîñêèõ çàäà÷ ëèíåéíîé òåîðèè

óïðóãîñòè, êîòîðàÿ ïðèìåíåíà ê ïðèáëèæåííûì ðåøåíèÿì, ïîëó÷åííûì â ïàêåòå ANSYS.

Ñðàâíåíèå ñ ðåçóëüòàòàìè ðàáîòû ñòàíäàðòíîé ïðîöåäóðû êîíòðîëÿ òî÷íîñòè, âñòðîåííîé

â ïàêåò, ãîâîðèò îá îáùåì ïðåèìóùåñòâå �óíêöèîíàëüíîãî ïîäõîäà è åãî áîëåå øèðîêèõ

âîçìîæíîñòÿõ. Àíàëîãè÷íîå çàêëþ÷åíèå ìîæíî ñäåëàòü îòíîñèòåëüíî ïàêåòà MATLAB.

Çàâåðøàþùàÿ ïÿòàÿ ãëàâà äèññåðòàöèè ïîñâÿùåíà ïëîñêèì çàäà÷àì ìîìåíòíîé òåîðèè

óïðóãîñòè Êîññåðà è àïîñòåðèîðíûì îöåíêàì â íèõ. Ñîîòâåòñòâóþùèå ñðåäû îáëàäàþò ðàñ�

øèðåííûì ïî ñðàâíåíèþ ñ êëàññè÷åñêèìè ñïëîøíûìè ñðåäàìè ñïåêòðîì ñâîéñòâ. Â íàñòîÿ�

ùåå âðåìÿ áèáëèîãðà�èÿ, îòíîñÿùàÿñÿ ê äàííîé òåìàòèêå è ñìåæíûì ïðîáëåìàì, äîñòàòî÷íî

îáøèðíà. �ëàâà ñîäåðæèò íåîáõîäèìûé îáçîð ëèòåðàòóðíûõ èñòî÷íèêîâ. Â ïîñëåäíåå äåñÿ�

òèëåòèå íà÷àëè áîëåå èíòåíñèâíî ðàçâèâàòüñÿ ìåòîäû ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷, ñâÿçàííûõ
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ñ êîíòèíóóìîì Êîññåðà. Îäíàêî, ïðàêòè÷åñêè îòñóòñòâóþò ðàáîòû, ïîñâÿùåííûå íàäåæíûì

ìåòîäàì àïîñòåðèîðíîãî êîíòðîëÿ òî÷íîñòè âû÷èñëÿåìûõ àïïðîêñèìàöèé. Àâòîðó èçâåñòíî

ëèøü íåñêîëüêî òàêèõ ïóáëèêàöèè. Â ãëàâå íà ïðèìåðå ïëîñêèõ çàäà÷ äëÿ êîíòèíóóìà Êîñ�

ñåðà âïåðâûå ïîëó÷åíû àïîñòåðèîðíûå îöåíêè �óíêöèîíàëüíîãî òèïà. Ïðåäûäóùèé îïûò,

èçëîæåííûé â ÷åòâåðòîé ãëàâå, îáîáùåí íà ñëó÷àé íåêëàññè÷åñêèõ ñïëîøíûõ ñðåä ñ ìèêðî�

ñòðóêòóðîé. Äëÿ ïëîñêèõ êðàåâûõ çàäà÷ ñ ãðàíè÷íûì óñëîâèåì òèïà Äèðèõëå, çàäàííûì íà

âñåé ãðàíèöå îáëàñòè, â ñîàâòîðñòâå ñ Ñ.È. �åïèíûì ([10℄, îðèãèíàë � Ïðîáë. ìàò. àíàëèçà,

2011) èñïîëüçîâàí ïîäõîä, îñíîâàííûé íà ïðèâëå÷åíèè ìåòîäîâ òåîðèè äâîéñòâåííîñòè âàðè�

àöèîííîãî èñ÷èñëåíèÿ. �åçóëüòàò îáîáùåí àâòîðîì íà çàäà÷è, ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ â êîòîðûõ

ìîãóò âêëþ÷àòü êàê çàäàííûå ïåðåìåùåíèÿ è íåçàâèñèìûé ïîâîðîò, òàê è ïîâåðõíîñòíûå

ñèëû è ìîìåíò [11℄. Ïðåäëîæåí è âïåðâûå ÷èñëåííî èññëåäîâàí êëàññ �óíêöèîíàëüíûõ àïî�

ñòåðèîðíûõ îöåíîê, îðèåíòèðîâàííûé íà ðåàëèçàöèþ ñ èñïîëüçîâàíèåì àïïðîêñèìàöèé äëÿ

ñìåøàííûõ ÌÊÝ [12℄, [17℄, [18℄.

Â ïåðâîì ïàðàãðà�å îáñóæäàþòñÿ ïëîñêèå çàäà÷è ñ ãðàíè÷íûì óñëîâèåì íà ïåðåìåùå�

íèÿ è ïîâîðîò. Êëàññè÷åñêàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è çàêëþ÷àåòñÿ â íàõîæäåíèè â êàæäîé âíóò�

ðåííåé òî÷êå ñïëîøíîé ñðåäû âåêòîðíîé �óíêöèè u := (u1, u2) � ïåðåìåùåíèÿ âäîëü îñåé

Ox1 è Ox2, è ñêàëÿðíîé �óíêöèè ω := ω3 � ïîâîðîòà âîêðóã îñè Ox3, ñâÿçàííûõ óðàâíåíèÿìè

(λ+ 2µ)(div u),1 + (µ+ µc)(u1,22 − u2,12) + 2µcω,2 + f1 = 0, (10)

(λ+ 2µ)(div u),2 + (µ+ µc)(u2,11 − u1,21)− 2µcω,1 + f2 = 0, (11)

4B∆ω − 4µcω + 2µc(u2,1 − u1,2) + g = 0, (12)

f := (f1, f2) ∈ L2(Ω,R
2) è g ∈ L2(Ω) � ýòî �óíêöèè, õàðàêòåðèçóþùèå çàäàííûå âíóòðè

îáëàñòè ñèëîâûå è ìîìåíòíûå âíåøíèå âîçäåéñòâèÿ; λ, µ � êëàññè÷åñêèå êîíñòàíòû Ëÿìå

äëÿ ìàòåðèàëà; µc, B � ïîñòîÿííûå, õàðàêòåðèçóþùèå ñðåäó Êîññåðà. Íà Γ çàäàíû ïåðåìå�

ùåíèÿ u = uΓ ∈ W
1/2
2 (Γ,R2) è ïîâîðîò ω = ωΓ ∈ W

1/2
2 (Γ). Ñèñòåìà ïðèâåäåíà â ìîíîãðà�èè

Í.Ô. Ìîðîçîâà, ïîñâÿùåííîé ìàòåìàòè÷åñêèì âîïðîñàì òåîðèè òðåùèí (1984). Ôóíêöèîíàë

ýíåðãèè äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è, îïðåäåëåííûé íà ïàðå ýëåìåíòîâ (u, ω) ∈ Υ × Θ, ãäå

Υ := Υ 0 + uΓ, Υ 0 :=
o

W
1
2(Ω,R

2), Θ := Θ0 + ωΓ, Θ0 :=
o

W
1
2(Ω), èìååò âèä

J (u, ω) =

∫

Ω

1

2
Lε(u) : ε(u) dΩ +

∫

Ω

(µc

2
(u2,1 − u1,2 − 2ω)2 + 2B|∇ω|2

)

dΩ −

∫

Ω

(f · u+ gω) dΩ,

ãäå ε(u) = (∇u + (∇u)T )/2, Lε = λ tr εI + 2µε. Ýòà ïîñòàíîâêà ñîîòâåòñòâóåò ñëó÷àþ ìàëûõ

äå�îðìàöèé. Óñëîâèÿ ñòàöèîíàðíîñòè äàþò îïðåäåëåíèå îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è, äëÿ

25



êîòîðîãî ñîîòíîøåíèÿ (10)�(12) ïîíèìàþòñÿ â ñëàáîé �îðìå, à èìåííî

∫
Ω

(
Lε(u) : ε(v0) + p (v02,1 − v01,2)− f · v0

)
dΩ = 0, ∀v0 ∈ Υ 0; (13)

∫
Ω

(4B∇ω · ∇θ0 − 2pθ0 − gθ0) dΩ = 0, ∀θ0 ∈ Θ0, ãäå p := µc(u2,1 − u1,2 − 2ω). (14)

Âî âòîðîì ïàðàãðà�å ïîëó÷åíî ïðåäñòàâëåíèå ýíåðãåòè÷åñêîé íîðìû îòêëîíåíèÿ îò

òî÷íîãî ðåøåíèÿ. Ïóñòü ýëåìåíòû (ũ1, ũ2) è ω̃ � íåêîòîðîå ïðèáëèæåíèå ê òî÷íîìó ðåøåíèþ.

Åìó ñîîòâåòñòâóåò ýëåìåíò p̃ := µc(ũ2,1 − ũ1,2 − 2ω̃). Òîãäà, ââîäÿ îòêëîíåíèÿ êîìïîíåíò

ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ îò òî÷íîãî eũ := (u1, u2)− (ũ1, ũ2), eω̃ := ω − ω̃ è ep̃ := p− p̃, íîðìà

ïîãðåøíîñòè îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì

|||(eũ; ep̃; eω̃)||| :=





∫

Ω

(
1

2
Lε(eũ) : ε(eũ) +

1

2µc
e2p̃ + 2B|∇eω̃|

2

)

dΩ





1/2

.

Ñàìî ïðåäñòàâëåíèå èìååò âèä |||(eũ; ep̃; eω̃)|||
2 = J (ũ, ω̃) − J (u, ω). Èç íåãî ïîëó÷àåòñÿ îáîá�

ùåíèå èçâåñòíîé îöåíêè Ñ.�. Ìèõëèíà.

Â òðåòüåì ïàðàãðà�å ïîëó÷åí àíàëîã îöåíêè Ïðàãåðà�Ñèíæà. �åçóëüòàò ÿâëÿåòñÿ ïðî�

ìåæóòî÷íûì ýòàïîì íà ïóòè ïîñòðîåíèÿ �óíêöèîíàëüíîé àïîñòåðèîðíîé îöåíêè, êîòîðàÿ

âìåñòå ñ åå âû÷èñëèòåëüíûõ ñâîéñòâàìè îáñóæäàåòñÿ â ÷åòâåðòîì ïàðàãðà�å. Ïðè ýòîì ââî�

äèòñÿ òðîéêà ýëåìåíòîâ èç ðàçíûõ ãèëüáåðòîâûõ ïðîñòðàíñòâ (˜̃τ, ˜̃q, ˜̃s) ∈ ˜̃H(Ω), ãäå ˜̃H(Ω) :=

Hsym(Ω,Div)×W
1
2(Ω)×H(Ω, div), ïîëó÷àþòñÿ íåîáõîäèìûå �óíêöèîíàëû, äàþùèå âåðõíþþ

îöåíêó ïîãðåøíîñòè

D2(ũ, ω̃, p̃; ˜̃τ, ˜̃q, ˜̃s) :=
1

2

∫

Ω

(ε(ũ)− L−1 ˜̃τ) : (Lε(ũ)− ˜̃τ) dΩ+
1

2µc

||p̃− ˜̃q||2Ω +
1

8B
||4B∇ω̃ − ˜̃s||2Ω,

R2(˜̃τ, ˜̃q, ˜̃s) :=
c
2
VII

4

(
||f1 + ˜̃τ11,1 + ˜̃τ21,2 − ˜̃q,2||

2
Ω + ||f2 + ˜̃τ12,1 + ˜̃τ22,2 + ˜̃q,1||

2
Ω + ||g + 2˜̃q + div ˜̃s||2Ω

)
,

ãäå êîíñòàíòà cVII ñâÿçàíà  ïîñòîÿííîé cI è ñâîéñòâàìè òåíçîðà L.

Òåîðåìà 3. Ïîãðåøíîñòü êîí�îðìíîãî ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (10)�(12) ñ ãðàíè÷�

íûìè óñëîâèÿìè íà ïåðåìåùåíèÿ è ïîâîðîò, ðàññìàòðèâàåìîé â îáîáùåííîé ïîñòàíîâ�

êå (13)�(14), êîíòðîëèðóåòñÿ ïðè ïîìîùè àïîñòåðèîðíîé îöåíêè ñëåäóþùåãî âèäà:

|||(eũ; ep̃; eω̃)|||
2 ≤ (1 + β) D2(...; ˜̃τ, ˜̃q, ˜̃s) + (1 + β−1) R2(˜̃τ, ˜̃q, ˜̃s),

ñîäåðæàùåé ñâîáîäíûå ïîëÿ (˜̃τ, ˜̃q, ˜̃s) ∈ ˜̃H(Ω), ïðîèçâîëüíûé ïîëîæèòåëüíûé ïàðàìåòð β è

êîíñòàíòó, íå çàâèñÿùóþ îò ñïîñîáà äèñêðåòèçàöèè èñõîäíîé çàäà÷è.

Äàëåå ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò îáîáùàåòñÿ íà ïëîñêèå çàäà÷è ñî ñìåøàííûìè êðàåâûìè

óñëîâèÿìè. Ñ ïÿòîãî ïàðàãðà�à ãëàâû íåñêîëüêî ìîäè�èöèðóåòñÿ ñèñòåìà îáîçíà÷åíèé �
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(x1, x2, x3) ìåíÿåòñÿ íà (x, y, z), à èíäåêñû 1, 2, 3 íà x, y, z â îáîçíà÷åíèè ïîëåé è äè��å�

ðåíöèðîâàíèÿ ïî ïðîñòðàíñòâåííîé êîîðäèíàòå. Ýòî ñäåëàíî äëÿ òîãî, ÷òîáû èçáåæàòü âîç�

ìîæíûõ ïðîòèâîðå÷èé, ñâÿçàííûõ ñ èñïîëüçîâàíèåì â äàëüíåéøåì ÷èñëîâîé èíäåêñàöèè äëÿ

âñïîìîãàòåëüíûõ ïåðåìåííûõ, ñìûñë êîòîðîé îòëè÷àåòñÿ îò óñòàíîâëåíèÿ ñîîòâåòñòâèÿ ìåæ�

äó êîìïîíåíòàìè è ïðîñòðàíñòâåííûìè êîîðäèíàòàìè. Ââåäåíû îáîçíà÷åíèÿ u := (ux, uy) �

ýòî ïåðåìåùåíèÿ âäîëü îñåé Ox è Oy, ωz � ïîâîðîò âîêðóã îñè Oz. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî âñÿ

ãðàíèöà îáëàñòè Γ ñîñòîèò èç äâóõ íåïåðåñåêàþùèõñÿ ÷àñòåé ΓD è ΓS. Ôóíêöèè f := (fx, fy) è

gz õàðàêòåðèçóþò çàäàííûå âíóòðè Ω ðàñïðåäåëåííûå âíåøíèå âîçäåéñòâèÿ (ñèëû è ìîìåíò),

à �óíêöèè t := (tx, ty) è mz � çàäàííûå íà ÷àñòè ãðàíèöû ΓS ïîâåðõíîñòíûå ñèëû è ìîìåíò.

Íà ÷àñòè ΓD èçâåñòíû ïåðåìåùåíèÿ u = uD ∈ W
1/2
2 (ΓD,R

2) è ïîâîðîò ωz = ωD ∈ W
1/2
2 (ΓD).

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî fx, fy, gz ∈ L2(Ω), tx, ty, mz ∈ L2(ΓS).

Â øåñòîì ïàðàãðà�å ïîëó÷åíî äðóãîå ïðåäñòàâëåíèå ïîãðåøíîñòè è ïðåäëîæåí êëàññ

åå ìàæîðàíò. Ïóñòü ýëåìåíòû (ũx, ũy) è ω̃z � íåêîòîðîå ïðèáëèæåíèå ê òî÷íîìó ðåøåíèþ,

ïîñòðîåííîå ëþáûì èç ìåòîäîâ, îáåñïå÷èâàþùèõ êîí�îðìíîñòü ïîëó÷åííîé àïïðîêñèìàöèè

â Υ × Θ, ãäå Υ := Υ 0 + uD, Θ := Θ0 + ωD, Υ
0 := {v0 ∈ W

1
2(Ω,R

2) | v0 = 0 íà ΓD} , Θ
0 :=

{θ0 ∈ W
1
2(Ω) | θ

0 = 0 íà ΓD}. Ââåäåíû îòêëîíåíèÿ êîìïîíåíò ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ îò òî÷�

íîãî ex := ux− ũx, ey := uy− ũy è ez := ωz− ω̃z, à òàêæå ðàññìàòðèâàþòñÿ ñâîáîäíûå ýëåìåíòû

˜̃τ := (˜̃τ1, ˜̃τ2) è ˜̃s, ãäå

˜̃τ1, ˜̃τ2, ˜̃s ∈ H(Ω,ΓS, div) :=
{
η ∈ L2(Ω,R

2) | div η ∈ L2(Ω), η · n ∈ L2(ΓS)
}
,

òî åñòü

˜̃τ1 = [˜̃τxx ˜̃τyx]
T , ˜̃τ2 = [˜̃τxy ˜̃τyy]

T , ˜̃s = [˜̃sx ˜̃sy]
T . Àïîñòåðèîðíóþ îöåíêó íåîáõîäèìî

ñòðîèòü òàê, ÷òîáû ÿâíî ñîõðàíÿòü êîððåêòíîå ñîîòíîøåíèå ðàçìåðíîñòåé �èçè÷åñêèõ âå�

ëè÷èí êàæäîé ÷àñòè. Äëÿ ýòîãî ââîäèòñÿ â ðàññìîòðåíèå íàáîð êîíñòàíò cx = cy = µ/|Ω|,

cz = B/|Ω|, dx = cx|ΓS|, dy = cy|ΓS|, dz = cz|ΓS| è èñïîëüçóåòñÿ âñïîìîãàòåëüíîå íåðàâåíñòâî

1

c
2
VIII

≤ inf
(v0x,v

0
y,θ

0
z)∈Υ

0×Θ0

|||(v0x, v
0
y , θ

0
z)|||

2

∆2(v0x, v
0
y , θ

0
z)
,

ãäå ∆2(v0x, v
0
y , θ

0
z) := ||c

1/2
x v0x||

2
Ω+||c

1/2
y v0y||

2
Ω+||c

1/2
z θ0z ||

2
Ω+||d

1/2
x v0x||

2
ΓS
+||d

1/2
y v0y||

2
ΓS
+||d

1/2
z θ0z ||

2
ΓS
. Íåðàâåí�

ñòâî Êîøè�Øâàðöà è ïðåîáðàçîâàíèÿ îáîáùåííîé ïîñòàíîâêè çàäà÷è äàþò àïîñòåðèîðíóþ

îöåíêó |||(ex, ey, ez)||| ≤ D(σ̃, p̃, M̃ ; ˜̃τ1, ˜̃τ2, ˜̃s) +R(˜̃τ1, ˜̃τ2, ˜̃s), ãäå

|||(ex, ey, ez)|||
2 :=

∫

Ω

(

µe2x,x +
µ

2
(ey,x + ex,y)

2 + µe2y,y +
λ

2
(ex,x + ey,y)

2

)

dΩ+

+

∫

Ω

(µc

2
(ey,x − ex,y − 2ez)

2 + 2B|∇ez|
2
)

dΩ,
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σ̃, p̃, M̃ � ïîëÿ, âû÷èñëåííûå ïî ïðèáëèæåííîìó ðåøåíèþ, íàïðèìåð, σ̃xx = (2µ + λ)ũx,x +

λũy,y, p̃ = µc(ũy,x − ũx,y − 2ω̃z), M̃ = 4B∇ω̃z;

D2(σ̃, p̃; ˜̃τ1, ˜̃τ2, ˜̃s) :=

∫

Ω

1

2
L−1(˜̃τ − sym(σ̃)) : (˜̃τ − sym(σ̃)) dΩ+

∫

Ω

1

2µc

(
˜̃τxy − ˜̃τyx

2
− p̃

)2

dΩ+

+

∫

Ω

1

8B
|˜̃s− M̃ |2 dΩ; R2(˜̃τ1, ˜̃τ2, ˜̃s) :=

c
2
VIII

4
×

(
||c−1/2

x (˜̃τxx,x + ˜̃τyx,y + fx)||
2
Ω +

+ ||c−1/2
y (˜̃τxy,x + ˜̃τyy,y + fy)||

2
Ω + ||c−1/2

z (div ˜̃s + ˜̃τxy − ˜̃τyx + gz)||
2
Ω + ||d−1/2

x (tx − ˜̃τxxnx − ˜̃τyxny)||
2
ΓS
+

+ ||d−1/2
y (ty − ˜̃τxynx − ˜̃τyyny)||

2
ΓS

+ ||d−1/2
z (mz − ˜̃s · n)||2ΓS

)
.

Ñëåäñòâèåì ïðèìåíåíèÿ íåðàâåíñòâà Êîøè ñ ïàðàìåòðîì ÿâëÿåòñÿ òðåáóåìûé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 4. Äëÿ ïëîñêèõ çàäà÷ â òåîðèè óïðóãîñòè Êîññåðà ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè ñìå�

øàííîãî òèïà ñïðàâåäëèâî îáîáùåíèå àïîñòåðèîðíîé îöåíêè, ïðåäñòàâëåííîé â Òåîðåìå 3,

ñîäåðæàùåå òðîéêó ñâîáîäíûõ ýëåìåíòîâ ïðîñòðàíñòâà H(Ω,ΓS, div)

|||(ex, ey, ez)|||
2 ≤ (1 + β)D2(...; ˜̃τ1, ˜̃τ2, ˜̃s) + (1 + β−1)R2(˜̃τ1, ˜̃τ2, ˜̃s). (15)

Îáå ïîëó÷åííûå àïîñòåðèîðíûå îöåíêè ïîìèìî àïïðîêñèìàöèé ũx, ũy è ω̃z, òî÷íîñòü êî�

òîðûõ ìû êîíòðîëèðóåì ÷åðåç ñèëîâûå õàðàêòåðèñòèêè σ̃, p̃ è M̃ , âêëþ÷àþò â ñåáÿ ñâîáîäíûå

ýëåìåíòû

˜̃τ1, ˜̃τ2 è ˜̃s. Áëèçîñòü ýòèõ ýëåìåíòîâ ê òî÷íûì ïîëÿì ñèëîâûõ è ìîìåíòíûõ íàïðÿæå�

íèé äàåò ý��åêòèâíóþ îöåíêó ïîãðåøíîñòè. Äåéñòâèòåëüíî, �óíêöèîíàë R2
ïðåäñòàâëÿåò

ñîáîé âçâåøåííóþ ñóììó êâàäðàòîâ íîðì íåâÿçîê ñîîòâåòñòâóþùèõ óðàâíåíèé ðàâíîâåñèÿ

äëÿ ñðåäû Êîññåðà. Â ñâîþ î÷åðåäü, çíà÷åíèå �óíêöèîíàëà D2
íà òî÷íûõ çíà÷åíèÿõ ïîëåé

ñîâïàäàåò ñ êâàäðàòîì íîðìû ïîãðåøíîñòè. Ôóíêöèîíàë â ïðàâîé ÷àñòè (15) áîëåå óäîáåí ñ

ïðàêòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ, ïîñêîëüêó èìååò êâàäðàòè÷íóþ ñòðóêòóðó, ñëåäîâàòåëüíî, ñðåäè

ïðî÷åãî, ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí â âèäå ñóììû ëîêàëüíûõ âêëàäîâ è èñïîëüçîâàí â êà÷åñòâå

ëîêàëüíîãî èíäèêàòîðà ðàñïðåäåëåíèÿ ïîãðåøíîñòè.

Â ñåäüìîì ïàðàãðà�å ïåðåä îïèñàíèåì âû÷èñëèòåëüíîãî ýêñïåðèìåíòà ãîâîðèòñÿ îá îä�

íîì àíàëèòè÷åñêîì ðåøåíèè, êîòîðîå ïîëó÷èë â ñâîåé êàíäèäàòñêîé äèññåðòàöèè Ì.À. Êó�

ëåø (Ïåðìü, 2001) � îáñóæäàåòñÿ çàäà÷à î äå�îðìèðîâàíèè áåñêîíå÷íîãî ñëîÿ.

Âîñüìîé ïàðàãðà� ñîäåðæèò ÷èñëåííûå ðåçóëüòàòû è îöåíêó îáëàñòè ý��åêòèâíîãî ïðè�

ìåíåíèÿ àâòîðñêîãî êîìïëåêñà ïðîãðàìì äëÿ àíàëèçà ïîãðåøíîñòè ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé

â ïëîñêèõ çàäà÷àõ òåîðèè óïðóãîñòè Êîññåðà. Â ïàðàãðà�å ðàññìàòðèâàþòñÿ ïëîñêèå çàäà÷è,

ðåøåíèå êîòîðûõ ðåàëèçîâàíî ÷åðåç ñòàíäàðòíûå àïïðîêñèìàöèè ÌÊÝ, à îöåíêà ïîãðåøíî�

ñòè âû÷èñëÿåòñÿ ñ ïðèâëå÷åíèåì àïïðîêñèìàöèè Àðíîëüäà�Áî��è�Ôàëêà íóëåâîãî ïîðÿäêà.
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Òàáëèöà 5: �åçóëüòàòû äëÿ ïðèìåðà 4

Ñåòêà 0 1 2 3

×èñëî ñò. ñâîáîäû 504 1872 7200 28224

Ïîãðåøíîñòü, % 15.8 11.1 7.3 4.0

Ieff 1.23 1.20 1.21 1.34

β 0.158 0.122 0.087 0.056

Ïîêàçàíî, ÷òî ïðåäëàãàåìàÿ ìåòîäèêà âñåãäà ÿâëÿåòñÿ íàäåæíîé, íî äëÿ îïðåäåëåííîãî êëàñ�

ñà çàäà÷ ìîæåò îêàçàòüñÿ íåý��åêòèâíîé. Â ýòîì ñëó÷àå, îäíàêî, îòêëîíåíèå ðåøåíèÿ îò

êëàññè÷åñêîãî íàñòîëüêî ìàëî, ÷òî ðàçóìíûì îêàçûâàåòñÿ âûáîð ¾íåñèììåòðè÷íîé¿ ìàæî�

ðàíòû èç ïðåäûäóùåé ãëàâû. Èçëîæåííûå â ïàðàãðà�å ÷èñëåííûå ðåçóëüòàòû îïóáëèêîâàíû

â ðàáîòàõ àâòîðà [12℄, [17℄ è [18℄. Ïðèâåäåì îäèí ïðèìåð.

Ïðèìåð 4. Êâàäðàòíàÿ îáëàñòü ñ êðóãëûì îòâåðñòèåì ìàëîãî ðàäèóñà

�àññìàòðèâàåòñÿ êàíîíè÷åñêàÿ îáëàñòü � êâàäðàò. Åãî ëåâàÿ ñòîðîíà çàêðåïëåíà, à ê

ïðàâîé ïðèëîæåíà ðàñòÿãèâàþùàÿ ðàñïðåäåëåííàÿ íàãðóçêà. Ïàðàìåòðû çàäà÷è âçÿòû èç

ñòàòüè H.W. Zhang et al. (Comput. Meh., 2005): ñòîðîíà 16.2 ìì, ðàäèóñ îòâåðñòèÿ 0.216 ìì,

λ = 0.11538 × 1010 H/ì2
, µ = 0.76923 × 109 H/ì2

, B= 31.762 Í, µc = 0.25638 × 1011 H/ì2
,

íàãðóæåíèå 1 MÏà. �åçóëüòàòû îöåíêè ïîãðåøíîñòè äëÿ íåñêîëüêèõ øàãîâ ðàâíîìåðíîãî

äðîáëåíèÿ ñåòêè ñîáðàíû â Òàáëèöå 5. Èç äàííûõ ìîæíî ñäåëàòü âûâîä, ÷òî èíäåêñ ý��åê�

òèâíîñòè îñòàåòñÿ ñòàáèëüíûì è âåðõíèå îöåíêè ýíåðãåòè÷åñêîé íîðìû ïîãðåøíîñòè âñåãäà

ãàðàíòèðîâàííûå.

Â äåâÿòîì ïàðàãðà�å ñîäåðæàòñÿ îñíîâíûå âûâîäû: 1) �óíêöèîíàëüíûé ïîäõîä ÿâ�

ëÿåòñÿ íàäåæíûì � ïîëó÷åíû ãàðàíòèðîâàííûå îöåíêè, êîòîðûå ñîõðàíÿþò ýòî ñâîéñòâî

ïðè ïðàêòè÷åñêîé ðåàëèçàöèè; 2) ìåòîäèêà åãî ïðèìåíåíèÿ ñ ïðèâëå÷åíèåì àïïðîêñèìàöèè

Àðíîëüäà�Áî��è�Ôàëêà ý��åêòèâíà äëÿ øèðîêîãî êëàññà çàäà÷; 3) èñêëþ÷åíèå ñîñòàâëÿ�

þò íåêîòîðûå ñèòóàöèè, â êîòîðûõ ïðåíåáðåæèìî ìàëî âëèÿíèå ìèêðîñòðóêòóðû íà âèä

ðåøåíèÿ è ðàçóìíî èñïîëüçîâàòü îöåíêó, èññëåäîâàííóþ â ïðåäûäóùåé ãëàâå.

Çàêëþ÷åíèå. Â äèññåðòàöèè èññëåäîâàíû íàäåæíûå àïîñòåðèîðíûå îöåíêè, ïðèìåíå�

íèå êîòîðûõ ãàðàíòèðóåò òî÷íîñòü ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé èçâåñòíûõ êðàåâûõ çàäà÷ ìåõà�

íèêè è ìàòåìàòè÷åñêîé �èçèêè. Â ðàáîòå ïðåäëîæåíû íîâûå òåîðåòè÷åñêèå îöåíêè, ðàçðàáî�

òàíû è ïðèìåíåíû ìåòîäèêè ÷èñëåííîé ðåàëèçàöèè ìàæîðàíò ïîãðåøíîñòè. Áîëüøîå âíèìà�

íèå óäåëåíî âû÷èñëèòåëüíîìó ýêñïåðèìåíòó, ïî ðåçóëüòàòàì êîòîðîãî ìîæíî ðåêîìåíäîâàòü
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�óíêöèîíàëüíûé ïîäõîä ê ïðèìåíåíèþ ïðè îöåíêå òî÷íîñòè ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé ðàç�

ëè÷íûõ êðàåâûõ çàäà÷, â òîì ÷èñëå êàê íåçàâèñèìóþ íàäñòðîéêó ê êîììåð÷åñêèì ïàêåòàì

äëÿ èíæåíåðíîãî àíàëèçà, ïîñêîëüêó åãî âîçìîæíîñòè ïðåâîñõîäÿò âîçìîæíîñòè êëàññè÷å�

ñêèõ ìåòîäîâ â òåîðèè àïîñòåðèîðíîãî êîíòðîëÿ òî÷íîñòè. Ïðîâåäåííîå èññëåäîâàíèå ìîæåò

áûòü ðàçâèòî â ðàìêàõ íåñêîëüêèõ íàïðàâëåíèé. Âî-ïåðâûõ, êëàññ îöåíîê äëÿ ïëàñòèí �åéñ�

ñíåðà�Ìèíäëèíà ïîëó÷åí â �îðìå, äîïóñêàþùåé ïðèìåíåíèå âû÷èñëèòåëüíîãî àëãîðèòìà,

êîòîðûé îñíîâàí íà ïðèâëå÷åíèè àïïðîêñèìàöèè Àðíîëüäà�Áî��è�Ôàëêà. Âî-âòîðûõ, âàæ�

íûì ïðåäñòàâëÿåòñÿ ïåðåõîä ê àíàëèçó ïðîñòðàíñòâåííûõ çàäà÷ òåîðèè óïðóãîñòè, ÷åìó â

äèññåðòàöèè ïîñâÿùåíà îòíîñèòåëüíî íåáîëüøàÿ ÷àñòü. Íàêîíåö, íåîáõîäèìûì ýòàïîì ïî�

ñëåäóþùåé ðàçðàáîòêè òåìû ÿâëÿåòñÿ ïàðàëëåëüíàÿ ðåàëèçàöèÿ ïîäõîäà è ãëóáîêèé àíàëèç

âîïðîñîâ, ñâÿçàííûõ ñ ðåøåíèåì âîçíèêàþùèõ ñèñòåì ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé,

â ÷àñòíîñòè, èõ ý��åêòèâíîå ïðåäîáóñëàâëèâàíèå. Ìîæíî óêàçàòü è äðóãèå íàïðàâëåíèÿ.

Ïóáëèêàöèè â æóðíàëàõ ïåðå÷íÿ ÂÀÊ, à òàêæå èçäàíèÿõ,

âêëþ÷åííûõ õîòÿ áû â îäíó èç áàç äàííûõ èëè ñèñòåì öèòèðîâàíèÿ
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