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2(Ω) % ���������	 �������	����	�� )���(�� �� ����	����	��

W1
2(Ω) ������������ � ���
 �� $����(� �����	� � W1

2(Ω) % ������������

����	����	�� -������� ���	����� �� )���(�� ������������� ���	� �� ���.

�� ���������� ����������� �����$� ������� ����	����	�� L2(Ω)� -����

:= �������	 ������	�� �� ����������� � ��������� ������������ �	�����	��

���������	�� 	������

/��	
 ��������� ����	���� ���������(�� ũ ∈ U0 	����$� ��'���� ���.

���� ������� *��	���
 �� 	�����	� � +	� ������ �����	�� � �(���� ��	�����.

���� ��� ���� �	�������� e = u − ũ� 0 ������	�(�� ���
 �����	 �� ���.

�	�������� �(����� +���$�	������� ���� ��� ��	���� ����	 �����
������



��

������	
��� ���������� � ||| · |||� � ������ �	����

|||e|||2 := ||∇e||2Ω =
∫

Ω

|∇e|2 dΩ.

�������� ��� �	� ���	����� L2����� ��	�� ������� ������ ���������� �

|| · ||ω� � ������� ������ ω �������������� �	���
�
 �!�� �����
� ��� �	� ���	�"����!� ��#���� ũ ������ $��%& �#��� e

��	����� ��#����� ���	�!����' ������� �� � ����� !	����' �����' ����
(� �

������ ∫

Ω

∇e · ∇w dΩ =

∫

Ω

(fw −∇ũ · ∇w) dΩ, ∀w ∈ U0. $���&

)�"�� �������
 $���� ��������� *� +,-./01,�2�3� 45678-9:;< =>�?� 4� @6ABC.A<5 =>D?�

E� FA710098� 3� G958098 =�H�?&� ��� � I��� �	���� I���!��������� ����� �#�J

�� ������	������� ����� ����� ������� f +Δũ �������!� ��KK�������	
��!�

��������� � ������������ W−1
2 (Ω)� L�� ����� ����� ���

sup
w∈U0,w �=0

∫
Ω

(fw −∇ũ · ∇w) dΩ

||w||1,Ω
,

!��

||w||21,Ω := ||w||2Ω + ||∇w||2Ω.

� ��'������	
������ ��	� ������ ���!�( $I�����	�����(& �����

[]f +Δũ[](−1) := sup
w∈U0,w �=0

∫
Ω

(fw −∇ũ · ∇w) dΩ

||∇w||Ω
, $��M&

� ������' � ���������	� ����� �� ��	��� ����� � ��������������� ���	������

������������� � ����#�� ������ �� �� ��	���� ������#����

||∇u−∇ũ||Ω = []f +Δũ[](−1), ∀ũ ∈ U0. $��>&

N���"�� �������	�����
 �����!� �����"������ O�'������	
��� �� ������#�J

��� $���&� ��	�"�� w = e� �����

||∇e||Ω =

∫
Ω

(fe−∇ũ · ∇e) dΩ

||∇e||Ω
≤ []f +Δũ[](−1).



��

� �����	 
������ �
������� ������ �� �������
��� �������� �������� � �����!

�"��#� ∫

Ω

(fw −∇ũ · ∇w) dΩ ≤ ||∇e||Ω||∇w||Ω, ∀w ∈ U0,

���

[]f +Δv[](−1) ≤ ||∇e||Ω.

$�
!�� 
������� ��� �������� ���% ���� 
������!��

&� '�#��� ��� (����������) ����� �����#� ��������� #������������� ��*

���+��
�� ��� ��,���% ��+���	 ��

����������	 ������� �
������ #������

����������� � ������ ���
���������� #������� �����
��� ������ #������� ��*

��,��� #��

���
#�� �� �� -� ./01234/� 5�6� 789:;0<=>? @ABC � @A�C� D����

E��	 ����� ��
�� �������� ������� ������# F ���% � �����%�

���� ����� 	
�� �
�����

���� ������ ������� ��#�!����
� � ��
������� ���
�����	 ���%��	 �"��*

#� ��� ���,���� � �����	 ��
�� 
�����+���� ���A�� G�,��! ���� ��� �� �*

���� 
���� �������� ���������������� 
��"�������� ����� ���� � #������

���� ��,�� H�
#���#� ������ E�� #��
���#"�� ����� � �
���� ���������
#�*

�� � �
������� 
������
���!I�% �������
��� �� ���������
� �� ���
�����  ��

� 
�,����� �����% ���� �% ������������ � ��� #����% �%���� �� ���#�

�
�����	 ��� ��

����"���

$�������� ������,���	 J� K������� � �� ��� @��AC� ��������� �������*

�������� '��#"��� �� ���!I�� ��� %�����	 ����#�
��� L���
���� ��� � ���
*

#�	 � ��
�� Ω #��

���
#�� 
%��� ��
������� ��������� ���������������� ��

��,��  �� �
���������� ��� ������������� E������� u� #����	 ����� ��+�

����� � � I���� ����������� M�#�� 
����"�� �����#��� �� ������� �����

�� �������� '��#"�� u � �������% ���#�% �����  �� �� ���������� G �� �*

� � ������	
���� ����������� � �������� �������� ��� !�



��

�� ����� 	
����	�� ��� �� ������� ����� ����	������ ������� �� �	�

��	
����  ����
! 
�
�"�#��� ��
���#�����$ %��	���� ���� ��
�&���

�
	
���	 � �����
���� �
 	
������� ��
��� Ω �
 '������� � �	����#����

��
��
	���� 
��	����
��� ����
 ���#��� '�������$ (��)��! �
� '� ���

�
����! �
 �	���	� ���#���	�" ���	��	
����
 Uh ⊂ U0! ���#���" �


���� �	�
�"������ ��
��� � ����&��
��� �	����)�� ���#�*��������


��	����
���$ + �
��� ���#
� ������ h ���
#
�� �
	
���	��� 	
���	 '���

����� �����$

%	�������! #� Ω , "	
��#���
� �����
� ��
��& � R2 � ���"�
�&�

�� "	
�����$ -
����	�� 	
������� ��
��� �
 �	��"�&��� '������� .�	�
��

"�����/0$  �
���� ���� ����� X ������ ��������& �	���"
/1�� � ����

'������� T ! ���
#
���/ ΩX .��$ -����� �$�0$ + �
�&���)�� ��� �	
�����

����� �
��� ����&��
�&�� ��	��� 2�
�#3�$ -
����	�� �	����&��/ �����

-����� �$�4  �������& '������� ΩX ! ���/#
/1�� X � �
#����� ��	)���$

��/ u ∈ U0 � ���	�� �� ��
�&��/ �	����/ �
 �	��	
���� Pk(ΩX) ,

�	��	
���� ������ ������� �� ��)� k$ (���
#
� ���#����� �����

ΠXu! ����� ∫

ΩX

u p dΩ =

∫

ΩX

(ΠXu) p dΩ, ∀p ∈ Pk(ΩX).

+ ���#�� � �
�� �������! ��
#���� �����
 ΠXu � ���� ����� X ���"�


�	������ �! �����
���&�! ���� ���& ����&��
� ��� ���	���� ��
��

�
	��" ���#�*������" ��������� �
 '������
� �����$ + 	����&�
�� ��

� �� ����� 	
��



��

������	
 ��	����� ��	���������� Ih : U0 → Uh� ��� �������� ����	�	 Ihu

� ���	 X ���	�	��	��� ��	����
 ������
� (Ihu)(X) = (ΠXu)(X)� � �����	

�	�����
��� ��	�� ���	���� ���	���� ������� ��� �������� ����� ����	�	

(Ihu)(X) ������	��� �����
 �����

������� �	���!��� ������ "#$%& ' (�� �	���	������ ������������	

�	�����
�	 �������
�)����	 ��� ���� ��	������ ��	���������� *�	+


���� � 
	���� ��� ��,���� (�	
	��� T  ��,�� 	�� ������� E �����	����

��	����	 �)	���

||u− Ihu||T ≤ C̃ΩT
hT ||∇u||ΩT

, -#�./

||u− Ihu||E ≤ C̃ΩE

√
hE ||∇u||ΩE

, -#�0/

��	 ΩT  ΩE ' ��1	��	�� (�	
	���� ��������)� 
	��� ���	 �	�2+

�� � T  E� �����	����	���3 hT ' ���� �����!2	 ������� (�	
	���� hE '

���� E� 4��������	 C̃ΩT
 C̃ΩE

�	 ������ �� hT  hE � �� ������ �� �	����

����� (�	
	����� ������	 5��
���� ������ ΩT  ΩE� 6� 7����	 #�$ � ��+

�	���	 �������) �����,	�� ���!�� �����������! (�	
	���� ΩT � ������!+

�� 
��,	���� ΩE 
		� ���������� ���������� 4����		 ��� ��	���,	��

7����� #�$� 8����������! (�	
	���� ΩT �

�������	 
��5��) ��	������ ��	���������� *�	
���� �������	 ��

��� ����
 ����
���	���
� ��2	 -�
�� ����
	�� 9� :;<=><?@� A� B@<>CDE "$.F&�

9� 9><GE;=G;=� H� A;<IJC<EK "###&/�
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� ������	 ��
����� ��
������������ ��
���� ���
�� ��
��� ����

��	 ���� ������ � �����	 � �����!
��
 ������ "� ��#��$�� ��
��� � �����
�

%�&�� ���'��$
���
 �
!
��
 ũ ����
�� &��
�%���%�( �����%������
( uh� �


�� ���)� �
!
��
� ����
���	�
( %��
����
���( #������ %����
 ����

��
����
 ��
��	�
�� �����!
��	*

∫

Ω

∇uh · ∇wh dΩ =

∫

Ω

fwh dΩ, ∀wh ∈ Uh.

+�	�� ��
��
� �� ��� ����#������&� ,�
�
�� w ∈ U0 ��

 �
�� ���
����

∫

Ω

∇uh · ∇(Ihw) dΩ−
∫

Ω

f (Ihw) dΩ = 0.

-�%�� �'��#��

∫

Ω

(fw −∇uh · ∇w) dΩ =

∫

Ω

(fw̄ −∇uh · ∇w̄) dΩ,

&�
 w̄ = w − Ihw� � ���&�( �����)� ��
������� ��
&��� �� �'���� � ���

�
 ����) ��
&����� �� ,�
�
��� � ����
��� .������ ��
&��������� ��

������ ������
�

∫

Ω

(fw̄ −∇uh · ∇w̄) dΩ =
∑
T∈Th

⎛
⎜⎝∫

T

(f +Δuh)w̄ dΩ−
∫

∂T \Γ

(∇uh · nT )w̄ dE

⎞
⎟⎠ ,

&�
 Th / ����%������ ��
 ,�
�
��� ��#'�
���� � nT / ��
!��� ������� %

&�����
 ,�
�
�� T � 0 ����� � ��� ���%� 
 �����) �
�&�����%��� %���)


�
 ������	 �� &������ �'���� Γ� 1��)��� � .�%� �� %�$��
 ����
��



�
'�� ����
�� �'��� ��� ���) ,�
�
��� � �' ����� ���$�)� ����
 ���&��


��
 ��$�� �
�
����� %�% ����� �� ���$
��� Eh / ���$
��� ��
 �
'
� �

��%�	�
��
� 
 � %���)
 �
$� �� &�����
 �'���� Ω� 2 ��
���

∑
T∈Th

⎛
⎜⎝−

∫

∂T \Γ

(∇uh · nT )w̄ dE

⎞
⎟⎠ =

∑
E∈Eh

∫

E

j(∇uh · nE)w̄ dE,



��

��� nE � ��	
�� � ��������������� ���	���� � j() � �������� ������ ����

��� ��	
����� ������������ �����	���� ���� ∇uh� ��� �� ���� 	�!	� E �

�������� ��������� 
� �� !"� �"!	��� ��!�� �# ���$ ���	������� ��	
����

%	� &��
 ������ ��	������ ��� 	�#����

j(∇uh · nE) := (∇uh |T1
−∇uh |T2

) · nE,

��� �������� ��
�	���� &��
����� � �!��� ���	���� E �"!	��� ���� ��� ��	�


�� nE ���	������ �� T2 � T1�

'����
 ������
"� ��� #����
 ��

" �� ��	�������� ()���	� � ������

#��
 ������"� �������� ���	���	� ����	����	������ *��
���

∑
T∈Th

∫

T

(f +Δuh)w̄ dΩ+
∑
E∈Eh

∫

E

j(∇uh · nE)w̄ dE ≤

≤
∑
T∈Th

||f +Δuh||T ||w̄||T +
∑
E∈Eh

||j(∇uh · nE)||E ||w̄||E ≤

≤
∑
T∈Th

hT C̃ΩT
||f +Δuh||T ||∇w||ΩT

+
∑
E∈Eh

√
hEC̃ΩE

||j(∇uh · nE)||E ||∇w||ΩE
.

%	�
���� ��	�������� *�+�,-��	��� �!.������ ������ � ����� �"���� � ����

������� &��
��� eh := u− uh� �������
 ��������� ������/

||∇eh||Ω= sup
w∈U0,w �=0

∫
Ω

(fw −∇uh · ∇w) dΩ

||∇w||Ω
≤

≤ C̃1

(∑
T∈Th

h2
T ||f +Δuh||2T

)1/2

+ C̃2

(∑
E∈Eh

hE||j(∇uh · nE)||2E

)1/2

, 01�23

��� C̃1 � C̃2 � ��������"�� ����������� #�������� �� ��	����	" 	�#!����� � ��

����� ��!�	� ������"$ ��������"$ C̃ΩT
� C̃ΩE

� 4�� #������ ���!�� ����	�� ���

�	� ��������� ����� � �	������ 	�+���� #����� #������� �������� ���!$���
�

��	�����"���� ��� ������ #� ��!�� ��	�#�"� #��	������� �	� �	���������


�	�
������ 
����� ����#�� ��� ��������� ��	����	�����"$ ��	$��$ ������

��	
" �+�!��� 5 ���������� � 	�!��� 6�7� 89:; <=>� ?� 1@>A ���
������ ���
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����� �	
�� �	���� ��� �	������� � ����	� �	���� ������������ ���	
�

������ � ��� ����	����
 ��
	�������� 
	�
��������� � 	 
���� ���� ����!

�	�� �	"��#		 ������	 �	����$ ��� �
	�	� � �%	��	 �� ��&	�
�� �	��'
�
��

(���	���	�
� ����������' � ����&���� �������� ����
��
) �� �� ���� � ��$

�	 ������� ����&�
' ������'��$ �%	��� ���
�
�&��� 
�&���
� ��� "�������

������ ���& �� �	������	���$ ����	���$� *
��� ��	 �
' �����	� � �%	����

���
�����$) &��
� ������
 � 
��) &
� ���	&��� %	�' ����&�	
�� ��"' � ��!

����%�� ��) ��	 ����	"���
� �	���� �
����
	�'�� ��	��	�� ��&	��� �� ��	�

�����
�� + ,
�� ���&�	 ��&	��� ��� �
	�	� ������� �� �� ���� �
' �����!

�� 	����%	 ��� � ����$-
� ������ 	��� ��	��� �
' ������ ������ �	 ��

�����

+ ��
	��
��	 ��	�
�� ����&��	 ������
���) ���������	 �� �%	��	 ./�01�

+ &��
���
� 2 ,
� ����3���%�� ./�41) ���	� �#�� �����&�
	�'�� ���&��� 5�!

�����	 ������
� ���� ���
��) ������	�) � ����
�$ 6� 789:;<9=> ?@0A) �� BCDE-

FG9=>) H��� IJ8D ?KLA) M� MN9E=8DE8D) 6� 789:;<9=> ?///A) O� 6NDP) I�M� QC8DPC8-

FCRS ?40A

ηjT :=

(
1

2

∑
E∈ET

hE||j(∇uh · nE)||2E

)1/2

, ./�41

��	 ET 2 ����������
' �	�	� ,�	�	�
� T ) �	 �������#�$ �� �����%� �����
�

Γ�

T����� &��
��� ���&�	� ����	
�� ��	�
��� ������
�� U� VNW<XEPN) B� �CY-

Y89 ?4�A .���) 
�� 	) 6� 6GJ9Z[\<8S ?/L]A1

ηBM
T :=

(
|T | ||f +Δuh||2T +

1

2

∑
E∈ET

hE||j(∇uh · nE)||2E

)1/2

, ./�/L1

��	 |T | 2 ���#��' ,�	�	�
�� + ����
	 U� VNW<XEPN) 6� ^<9ZND) 6� 6GJ9Z[\<8S ?/L�A

�� 	 ������
�	�� �	��&�
	�'��� ����3���%�� ������� ������
��� ��� ���!

� �������� �	��
 �� ���	��� ����
 ����� ��
��  �����



��

��� ���	
��� ��	���� ��	�	����

ηBDR
T :=

(
|T |2(fT )2 +

1

2

∑
E∈ET

h2
E|j(∇uh · nE)|2

)1/2

, ������

��	 fT :=
1
|T |

∫
T

f dΩ� � �����	 �������	���� ��� �������� ������	��	� ��� !

	� "�#���� �������� �#$	���#%� ���	 &���'��	����	 &��������	 c1 � c2�

���

c1 ≤

(∑
T∈Th

(
ηBDR
T

)2)1/2
||∇(u− uh)||Ω

≤ c2.

(�� ���� ��'�� ���	���� �������
 ����� )�*�+ � ���� ��� ����	��	 �������

������	������� c1 � c2 �#$	���	��� ������� �� �	��	���� �	�� �� � �	���	
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∫

Ω

∇u · ∇w dΩ =

∫

Ω

fw dΩ, ∀w ∈ U0,

���� ∫

Ω

∇eh · ∇w dΩ =

∫

Ω

fw dΩ−
∫

Ω

∇uh · ∇w dΩ, ∀w ∈ U0,

��� eh = u− uh� :
������� �������		27 �
�
�2 �-��278��� ��
& �����
� �

�
		�� �-2�
� �
��� ����
	
 � 2�
�	�	�� 92
���	
;

	
/� <-���	� uc ∈ U0 �
��/& ���∫

Ω

∇uc · ∇w dΩ = ||∇eh||−1
Ω

∫

Ω

∇eh · ∇w dΩ, ∀w ∈ U0

�� ������
		�� <-���	�� eh� =���
& �����
�-�� w = eh& ����∫

Ω

∇uc · ∇eh dΩ = ||∇eh||Ω =
∫

Ω

fuc dΩ−
∫

Ω

∇uh · ∇uc dΩ.

>���-0�2�� �
-���	��27 ������	
-0	���0
∫

Ω

∇(u− uh) · ∇wh dΩ = 0 =

∫

Ω

fwh dΩ−
∫

Ω

∇uh · ∇wh dΩ, ∀wh ∈ Uh.
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||∇eh||Ω =
∫

Ω

f(uc − wh) dΩ−
∫

Ω

∇uh · ∇(uc − wh) dΩ =

=
∑
T∈Th

⎛
⎜⎝∫

T

(f +Δuh)(u
c − wh) dΩ−

∫

∂T \Γ

(∇uh · nT )(u
c − wh) dE

⎞
⎟⎠ ≤

≤
∑
T∈Th

(
||f +Δuh||T ||uc − wh||T +

∑
E∈ET

||1
2
j(∇uh · nE)||E||uc − wh||E

)

� ����	

 	�����	���� ������������ ������� � ��������� ����� ����

!"#� $% #&�#'(

||∇eh||Ω ≤
∑
T∈Th

ωTρT ≤
(∑

T∈Th
h2
Tρ

2
T

)1/2(∑
T∈Th

h−2
T ω2

T

)1/2

;

ρT :=

(
||f +Δuh||2T + h−1

T

∑
E∈ET

||1
2
j(∇uh · nE)||2E

)1/2

;

ωT :=

(
||uc − wh||2T + hT

∑
E∈ET

||uc − wh||2E

)1/2

.
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∫

Ω

∇eh · ∇w dΩ =
∑
T∈Th

∫

T

∇(u− uh) · ∇w dΩ,

∫

Ω

(fw −∇uh · ∇w) dΩ =
∑
T∈Th

∫

T

(f +Δuh)w dΩ +
∑
E∈Eh

∫

E

j(∇uh · nE)w dE.
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�
M���)
) �		�
�������� uh ������ Δuh � ��!�
� +������
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�� eT ∈ P0
2 (T )� ���	
��������� �������
���∫

T

∇eT · ∇wT dΩ =

∫

T

fwT dΩ +
1

2

∑
E∈ET

∫

E

j(∇uh · nE)wT dE

�	� 	���� ������� ������ wT ∈ P0
2(T )� ��
 P0

2(T ) ��������
� ������������

����������� ��	������� ��������� �� � ��	! � �
����� �	
�
��� T " #
$

	����� ηT := ||∇eT ||T ��
� ��� 	���	!��� ��������� ����
������ ||∇eh||T � �
���
�! �� ���� ��������� ��� �
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�� ��$
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�� �$
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��� ������"

# ���
� ���
 ������ ����! 	���	!�� ����� �	� �
����� ������ ����

��	���
� � �
�� �
	���� �
����� ����
�
����	!���� ����
��� �� �	
�
�$

�
 � ������������� �����	!��� ������	���
� ������ ∇u �� 
�� �
��� " P��

�	
�
� �� ��
�����	
���� ��	�
����� ���	
 ���
���������� �� ������∑
T∈Th

∫

T

∇(u− uh) · ∇w dΩ =

� ���������	� 
���� 	 �������	� ����	� �����	� �� � ��������� ����
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=
∑
T∈Th

⎛
⎝∫

T

(fw −∇uh · ∇w) dΩ+
∑
E∈ET

∫

E

(∇u · nE)w dE

⎞
⎠ .
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∫

T

∇eT · ∇wT dΩ =

∫

T

(fwT −∇uh · ∇wT ) dΩ+
∑
E∈ET

∫

E

gET wT dE,

��� ��
������ ��	��� ���
 "���
�
 �
�
���# ��� �	������ gET � ������� ��

����	����� �
 �
���� $	������  �
����� 
��������
%�� ����������� ��
&

����# ∇u · nE �
 ��� ����
!� '������� ��� ����
	#���� gET ��	��� ����

(�������� � �
������)� �� ��� ����������� $	������ T � *�� 	���� �


����� �	��+���� �
����
 �%���� �����+����� � ����!������  �
�������� �	#

������
��# �
���+������ 	��
	���! �
�
�� ,�	��# �
�����# ����� �	���&

���� ��-

gET1
= −gET2

, ∀E ∈ Eh,∫

T

f dΩ +
∑
E∈ET

∫

E

gET dE = 0, ∀T ∈ Th,

��� T1 � T2 . $	������� �	# ������! ������
 E #	#���# ������
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� ��� � �� � ���!� �"��� �����# �$�%�% ���&����� � ��������������

�$% ������ '$����� eT � ��&����� ��$(&����� �"���� )��$��%% �� (����*

�� ����� ����%+�� ������( ������% (���,&������ ������� ���,  �(���

��� ���$�&�� ���"��(��� ��������% � ���������� -� ���($#����� �$��(���

&�� �$ ������� ��$�&��+�� � ���% ���"��$#�, ������  ���&�� (�$���,�

����������% ������&����$#�� � ��&�� ����% ��&����� �"��� �� ��.���� �

�� ���!����� /��($#���� &��$��� '����������� �01� � �	20�� � ���, ���*

���� ���!� (�������� � '33��������# �%�� � ������ ��%���� � ��( �,�

�����$%�� ���$��# ���$�&���� &�� �"��� � %�$%���%  ������������ 4

����� '33��������� �$% �� ��!�� ���# ��� ��$#.�� ��� � ��#.� ����*

"�� 5��� ����� �������!�����% ���($#������ 6�7� 89:;� 8�<� =>?@>AB �211��

6� C>A@DEABF �00�� ������� ����+��� �01� � �$(&�, ����&� G������ � ���!� ��*

&��$���$#�� '����������� � ������ H� =9: �21I�� �����$��� � ��$��

&(�������$#���� ���������� ���� � ���� � ���(��(�� ���&�J'$������

�������, ��� ���$�&�,  $������� ��.��%� � ����#� ���������� �������

�$% (�����, Δu = 0 � Δu + u = 0 �� ���.���� �������� (�$���%�� �

���� ($%"�%�� ��������� ��� ����+� ��� ��%��( �$#�� '$������� ��� �

�(��( �$#�� � ��$��� ������� ( $���� K$(&.�� �$����&����% ���"��(��

(������.����% L� MN:�O�ABF� P�Q� RS>: �21T� �$% $���$#�� ����& �  ���&*

�� (�$����� ���� U�,��� � �������� &�� ��!� �$% '$������ � �(+������

V��3���������,W  ��������, (�����% ��$(&��# ������ '33��������� �

�������� X�0Y2�	� G������$#�, ��$�� ���$�&�� ���������� ���!� ��!*

� �,�� � ������ Z� 89[E\�;9� Q� ]BA�E[�E?N� � ��]� ^�9SF_9_� ]��� `9:a9A9b �	
2��

���� ������	
���	 �����

c+� ��� ������ ��������% ������������ �"���� ������+�,�% � ��*

���.��� d	�
e� ����� � ����$#������ �������&����� �������� G$��(% ��*



��

������	 
�������
�	 ������ ���� ����� ���� ����� � !"#� �$%�& �'� (�) ���*

�&������&�	 +�(��� ,��(�& ���+�����) (�) ����������-./0 ����	��	 

���	��	 1��&� �0�()/0 � ����/���-. $�������
- +�(��� � &����

a(u, w) :=

∫

Ω

∇u · ∇w dΩ, l(w) :=

∫

Ω

fw dΩ,

��'(� �0�(��) +�(��� &�2�� �3�4 +�$���� � �(�5

��	� 6��&��� u ∈ U0 ��
�	� ���

a(u, w) = l(w), ∀w ∈ U0,

� 6���'�����
�) ���&� �3��2��� ������%���&

|||u||| := (a(u, u))1/2 .

7����'��3& ����+�& �3'�)(� �$��(����� '����
��
�'� $���2��) uh

�� 
������&����& $�($����������� Uh

a(uh, wh) = l(wh), uh ∈ Uh, ∀wh ∈ Uh.

8&��� &���� ���(-./�� ���	����5

|||u− uh||| = inf
vh∈Uh

|||u− vh|||. 9:�: ;

<�	������4���

|||u− vh|||2 = |||u− uh + uh − vh|||2 = |||u− uh|||2 +

+|||uh − vh|||2 + 2

∫

Ω

∇(u− uh) · ∇(uh − vh) dΩ.

=��
��4
- $����(�	 ���'��� ����� �-�. � ��- '����
��
�	 ����'����4��*

��� &��& �����������

|||u− vh||| ≥ |||u− uh|||, ∀vh ∈ Uh,


������ (�
�+3���� 9:�: ;� =-��4 ��$��4 &����) ����� %��
�� 
������&�����

$�($����������� Ūh

Uh ⊂ Ūh ⊂ U0,



��

������	
���� �����	���	� 
� ������� ����
������� ūh� � ������	
��� ���	�

��
����� � ����������

|||u− ūh||| ≤ β|||u− uh|||, ������

�	� β < 1 � ���������� �� ��������� �� ������������ ������� ����� h� �����

���� ��� ����������� β ≤ 1 �����	�� � ��� �
�	 �� �� ����!�� �� ��� ���" ����

"�
�� ��
#���  �
�����

$������ vh �� uh� uh �� ūh � Uh �� Ūh� �� ���
���� � ����!� ���
���

�������# ���������

|||u− uh|||2 = |||u− ūh|||2 + |||ūh − uh|||2.

%�� �
�	������ ����
#� � ���&���� ������� ��
 ���� 	� ��������� �����������

(1− β2)|||u− uh|||2 ≤ |||ūh − uh|||2 ≤ |||u− uh|||2.

'�� ����� ��������� ������������� �(����� �	���� �� ���������� ���" �� ���

��	���� ��)���� ��	��� �� ��	������������ Ūh "�
#)�& ������������ ���

����	���� '���� �"������ �����
���
#��� �� 	�������# ������
� �����)���

��� " 	�� ����	��� ��)�� ��� �� 	�������# ��)���� ����	��& ��	���� �� ���

*��� ��
 ����� 
�)# �(���� �)�"�� ���� � �� ���# ��� 
#��� �� " 	�� �"
�	��#

��	�����#+�

,��	��
���� ��� ������	
��� �
�	 +��� ���	����
���� Ūh � ��	� ������

�������& 	��������(��-

Ūh = Uh

⊕
W̄h,

�	�
⊕

�"�������� ���� + � �� ��	����������� ����	���� 
���&���� ����

���������� , ��# ���� ������	
��� �����������

|a(vh, w̄h)| ≤ β̄ |||vh||| |||w̄h|||, β̄ < 1, ∀vh ∈ Uh, ∀w̄h ∈ W̄h. ����.�

� � ������	
���� ����������� � ���������� ����������



��

������ 	�
��� ����
� �� ���� 	��	��������� 	���������� ����� �������

��� ������ �� 	��	��������� W̄h ����������� ������� ��������
�

����
 ����� ������� ēh ∈ W̄h� ���∫

Ω

∇ēh · ∇w̄h dΩ =

∫

Ω

(fw̄h −∇uh · ∇w̄h) dΩ, ∀w̄h ∈ W̄h.

� � ��� !"#$% �������� ������ � ���� ��� � 
���&���'( �'�� 	��	���&��
�(

�	�����
�� ����������� �)����

(1− β2)(1− β̄2)|||u− uh|||2 ≤ |||ēh|||2 ≤ |||u− uh|||2. *+,+-.

/��
� � ����� ������� ēh � ��	��
���� �	����
��'� 
��
���� ���
�
�'

	��������
 
�(������ 	
 �
&������ ����
�� 
�������� � ������
������

����, � !"#$% ������
������ � �
� �
�  
�
������ 0��' a(·, ·)� �� � �����

���� ������ 
� 	
���� 	
������ ������ 1

(�� ��� ������
� 2�������,

3	��� �������� ���������� 	���'� 
 � �
�� �� 
� �)���
 *+,+-. ��������

��� ����� 
��
���� ��&�� �
���� �����)��
���� 	��������� 	
  �
��
( �

��
�
)� ������
�( β 
4
�
 β̄, 5� �����&����� ���
&��
� ������� ���
�
�'

��
 �
 �� ���( ��� ��	
��� ����'���� �
�����'� ��������'� 	
������'�

� � ��� 6,7, 89:;9<=::<� >, ?=<@AB; CB D=<EB� F, >;GBC<9B� H, D=@B9< !"�I%, J ���

���&�'( 
�&����'( ����� �����)���� �&� ��&�� ���������� �� �������� ��

�� ����� �'��� �� � ���
�
����
 �� ����� ���
� ���
�
�' �)��
������ 
 ���

	������ 
��
����� � ��� ��
������������ ����'� F, K;LMN9EO=P� Q,6, R:=STB9�

H, HB<UVTBW !"�+%,

X����
� ��� ��� ��� �������� ��� � ������ �������
������ � �������

�

 ������ 
���� �����
� ���'���
�� ������ ������
������� � ��������
�

� � ���( Y, KZ;@[=@� \,], ^;VT=::; !"�"%� \, ?B9W� 8, 6B@UB9<B� R, RBO:=@ !"�_%,

� 	���� 
� �������'( � �� 	�������� ��� ��&� ��� ������
� 2������� ���

�������� 	���'� ����	
��'� � ����'( �����
� ��&�� �� �'	��������,

1�������
� 
���������
� 	������
� ��� 	� ���� ����
�� �����
�� 	
 �����

'( �	�����
�� 	��	���&��
� � ���'���

� ���
�
����� � �������
������
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����� �	
��� � �	
�
� ���
���
���� �
����
���� ������ �	� ������
� ���
��

�� � �����
 hp��
	��� �
���� ���
���� ��
�
���� �� !"#

$ ����%�
��
 ��	�&	�'� ���
���� ��� 	���� ��()" �
 ����
��� �
	��� ��

������� ���	���
��%# *��

 ���	���� ���	 ���
	���	� ��+�� ����� � ����

������ ����,
� � ���+
 	���
 -# ./0/012� .# .345617� 8# 97 :1;<=<� .# >45<??< �� �"�

���������� �� ��
�
��� ����&	�'��� �@�"� �(A" � ����,
 �� A"#

���� �����	
�� ������ �	 ������ ���	���	���

��	����
	 ������������� �������

B	��C�����,�� ���� ��
� �
+�� � �����
 &	���� �
������ ��������� �

������ ��	�&	�'
# D
 ���, ����%��
��� � ���� ��� �	� ������� ��������
�,�

��� �	�C
��	�� ����	�� �	���+�
� ���
 &	���
��� ���	������C�� � ���%

&	���
��� �����&� 	
E
���� 	����C� �
+�� �������� � �����
���� ���
� ���

+
� ��, �����,������ � ���
���
 ��������	� �E���# F	�&��� �������� 
���

����	�
� �
��� ��
	���	 ��	
��
��� G� �
��
����%��� ������
��
 �
	��
��

����

||∇u−G∇uh||Ω ≤ β ||∇u−∇uh||Ω GH#H(I

�	� �
����	�� β < 1� �� ��	��
����� ������	����� �C
���

1

1 + β
||∇uh −G∇uh||Ω ≤ ||∇u−∇uh||Ω ≤ 1

1− β
||∇uh −G∇uh||Ω.

J���� �	����� 
��� �
	��
����� GH#H(I �������
��� �	� ����� ����
��� β� ��

��	�� 	������� ∇uh−G∇uh ��
� ���������� �����
 �	
������
��
 � �
���
���

��� �������� ����
��� ��
	&
���
���� ��	�� �E���#

B
	��� ������� �
��� �� ����+
� �� ���	�� �������
 �A�� &���� KK

�
�� � 	���
 L#M# N<O=P<OQ</6� R#N# N05 �H� "# B	�C
��	� ����	�
��� �����
����

&�� ��

 &�����&� ���� �������� �������
 S��	
��
��
T ��� S����������
��
T

&	���
��� U � ��&��������� ���
	���	
 ��+�� ���	
���, 	�������
 �
	���
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���� �����	
����� �������
 
��������
� �������
� 	�� ����
�� ����

����
���� ��
��
������ ���
� 
 �� ������
� �����
����� ����

����  ����
� 
��
������� ��
��
� !	�
���� ��
��"����� ������ ��� �#

�� ������� 
���$	
������ �������� 
 ����� ��	
��
������ ������������

%��������� 	�� ��� ����� 	���� 
��� ���� ����� &'�'()� ������� �����#

�
�G ����� ������������ ���� *�������� �������
�� !�
 ��
����� ��#

��
��� � ������ +� ,-./0-123� 4� 52677889:;836 <'=�>� +� ?69@AB.7C� ?� D.86E <FGH>�

I�� ������
	��� ���������
 ������ ��� 
 ���������
��� ������#

�
 �������� G � �����
���� ���	�� �������� �� J**�� ����� ��
��#

��
��� %�� 
��������
$ �����"�� ������ ���
	���� ������ ���
 ������ 

�
������� ���� ��	������� ������ K�L� !������� 
 K�L� M� ���� <'=N>

&���� ����
��� +� ,-./0-123� 4� 52677889:;836 <'�O>� P�Q� R8CST69 <'�'>� U� P69� V�

VC89E <FG(>� +�W� RC22S2.� X�U� RC672:89 <'�F>� +� VS/8:8S <'��> 
 �
�
����$

��� �
�������)� !���������� �� ������ J**��� ��������
������ 	�� ��


���
	

 � ��	���� ���
� ��������� ��������
� ����
��� ��
 u ∈ W3
2(Ω)�

�������� ������
� ������� ��
�����
	���$ �������� � ��
����
 ����#

�����������
 �������
���
� � ������
�  ���������� ������ ���
 h� 



�� ���� �����

||∇u−G∇uh||Ω ≤ Ch2||u||3,Ω

�����  ����� 
������� ��
�����
�


||∇u−∇uh||Ω 
 O(h),

�� || · ||3,Ω Y ������ ����� � ��������� ��� ���������� ������������ Z�#

������ ����� ���� ����	�� � ����� <'=�>� ����$"��� ����"�
� ������

� � ������� <FGG>� [ J��� ���	� ��������� �
�� &'�'() ����������� 


��
 �������	�� ���� h ��
	
�� ||∇uh −G∇uh||Ω ��
��� � ���	�
$ �����

��
��
� !����� �� J�
 ������ � ��
���� ��������� � ������� ������
����#

� �����	
� ��	����
� ��������	���
� �	���	��

�� ���	���
�	��	
�	
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�� ������	
 �������� �����	��� ������ ����������	 ��������� 	�� ���

�������� �	�����
 ���������� �������� ������� �����
� � �� �����

� ����������� ������� ��� ������ ������������� �� �� ��!	"�����


�� �� ���# �!	���� � 	�� � ��������# �� ���� ω� � $�������� ����� �%�#�


� Ω &���� �������� '()*+,� -���� ���� �� �� �� ��	"���	��� � ��������

	���	���# ����� ���������� �� �!	��� ω�

.�� � � �����	���� ������ ���������� ���������� �� ���������	��

��������� !�	 �������� ����	� ����# � ��!��� '()/+� 0 ��# �����������

	��� ��������� ��������
 �������1�����
����� ��	
 ����
 ��# � �������

���������� �	����� 2� ���� $������ � �$	� ���� ��	���	��� ��� ��	������

$�����# �� ������� ������	��� 0 �	����� �	���� ���	�����
 ���������

������ �� �� ��� �	������ ��$!��
 T � �	���"%��� 	���	����� �����

����3

ηZZ
T := ||∇uh −G∇uh||T ,

��� G∇uh 4 �������1	��#��� ����������� ��������� ��	�� $������ ��������

� �$	� X ������	
���
 �� �����	� &��� 5����� (�(,

G∇uh|X =
∑
T∈ΩX

|T |
|ΩX |

∇uh|T .

6	�!�	���# ������� ��	������
 ������������ �!��$��  ���� ��

ηZZ := ||∇uh −G∇uh||Ω.

7	����� �������� ��� �	
 ����������� �	���
 � ��!��� 8� 9:;<=>?:� @�A� BCDEF1

;GHIJ '��+ &������	��� K�L, !�	 � ������� ��	���� �������� ��$���� ����	��

 ����# � '()/+� ������ � ������ ��� ������	��
 	� �	� ������ �����
 ��
�

��
$����
 � 	���	���� ������$������� ��!� �� �� ��� ������	� ��

����% ������������ ��	����� �!��%�"%����
 � ��	� �� ����� $ �������

�����	���# ����� ��	��	 �!!�������� MM �� ������ !����� ����

	# �������� �� ����	 ��	���#��� ��$��� �� ����� ���	���"%� ��!	���

�
�� N������� � ��!���� B� O<PQ:F� R�S� R<>TCEDJJE� B� BGIPQUV<DW '()X+  '()Y+
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���������	�
��� ���������� �� ������� �������� ��������� ��������

������������� ������� ����	��� �� ��������� ������������� ��� �������� 

��� ����� ����!�� ���������	 ���!�	������ "�� ��� ���������"���� ��"�� 	

���"��� ���� ��"��� ������� ������� ��	������� ��������
� ����!�������	�

����	��� �� #$$���� ��������������� % ������ &� &'()*+,-./ 0�123 ������	����

#�	�	���������� ���������� ����"������ 	 0�243� � ������"������ ���������

ηZZ
T � % ������ 5� &678� 9�:� ;<.78<.=<>/ 0?43 	 ��������� ���"�� � ���"�� ��!�� 

���� ������� �������������� #��������� ����!��� �	�!� ���� ���������	� 

���� ����� ���������	 � ������������ 	��
"�
@��� ���"�� ����������

�����	��
@�� �������� ������������� �������� A�!������� ���������� �� 

��� ����� 0�243� 0�123� 0�43 � 0?43� ���!�	�
� �� �	�!� � ����������� ���� B��?C

��� B���1C� ����"������ �� ����	� ����� ��	�!�� B��� ����� D�;� ;E- 0��43�

&� &'()*+,-./ 0FG43C� % ���������� ��!��� ��	�� � ������"����� ��!�������	�

�	�!����� � ������� 	�������	����� ��������� ����� ������ ��������� 	

������� H� :6).I� J�K� :6).I 0FG?3� ;� ;E67,� L� M67 0FNO3�

������ �������� 	�������	����� !��"���� �������� ������������� �� 
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����	����
	����

(��#�� ������ ����	�� ��� ����&�� )�*� +� ����� 
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��� ������ � �����	��	�� ����� ���	�#�����. �����	/�� 01213� 4�� ����

�� 	�����	�� 
	�������� /�	����	�
�� ���� 51�16� ����	� �	�
����

��&� � �
��� � ����������� ����
����
��!��� /�������� ���	���� 7�

�� ����� ��
��� �	���� ���� ��� ���� P 5���� ��	���	� 8� 9:;<=>?�

@� A;B=B 012C36�

7�� P� $��� ���� ������� u ∈ U0� ���

J (u) = infP := inf
w∈U0

J (w),

��� /�������� ����� 
��

J (w) =
∫

Ω

(
1

2
|∇w|2 − fw

)
dΩ.
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 	�������� J �� ����	������� ������������ ���

����� ũ ∈ U0 � �� ������ ������� u

J (ũ)− infP =

∫

Ω

(
1

2
|∇ũ|2 − fũ

)
dΩ−

∫

Ω

(
1

2
|∇u|2 − fu

)
dΩ =

=
1

2
||∇ũ−∇u||2Ω +

∫

Ω

(∇u · ∇(ũ− u)− f(ũ− u)) dΩ.

� 
����� ���������� ����� ��� w = ũ − u ����� ���
 !�� ������������

"������� ����# ����"�$

||∇ũ−∇u||2Ω = 2(J (ũ)− infP).

% "��&� '�(�) ��������� ���� ���
����� "��� 
&���� �����* �+��"� �������

�# (− infP) ���,
� -�� ������ ��� ����!� ��"����#, ����* q ∈ L2(Ω,R
2).


���������� !�, � ����!����� �#�� ��������� div q + f = 0. �� ���

/��������. ����������!�, �������


Qf :=

⎧⎨
⎩q ∈ L2(Ω,R

2)

∣∣∣∣∣∣
∫

Ω

q · ∇w dΩ =

∫

Ω

fw dΩ, ∀w ∈ U0

⎫⎬
⎭ ,

&�� div q ���	������ �����&��+� ��"�����&� ���� q� -+��"� ����� ���

−2 infP = ||∇u||2Ω ≤ ||q||2Ω

� ���������� ��� ��� � ��&� q ∈ Qf . ��� �������� " ���������


||∇ũ−∇u||2Ω ≤
∫

Ω

(
|∇ũ|2 − 2fũ+ |q|2

)
dΩ

��� � ��
&�� ������������

||∇ũ−∇u||Ω ≤ ||∇ũ− q||Ω, ∀q ∈ Qf .

0���� ���� ���� � ������ &�����"�
�����*. ������������ �!� � "��+�

123, &���� � ������ 4� 567896. :�;� <=>89 '��?). "������ ����!��� �+��"� ������

�� ����������#, ������* "����#, 	���� ����*��* ������ 
��
&���� -���

��* ���,��� ���� �� ���
�����#� ��
������. ����� !��� �� &����������

"�� �����&��� ��	���� �� �� ���� �#�� �����	����� � ������ :�;� <=>89 '�(2)
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��� S1S2 � �������� 0 ����!��� ����� -��#� ���
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| S1S |≤| S1S2 |, ∀S2 ∈ L2. ������
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�
� �����#�� � ���������!�
��( ����	
(� , ������ ���	�
 2�������

��*�3 �!��
��� ����������!� L2(Ω,R
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∫

Ω

(q −∇u) · (∇ũ−∇u) dΩ =

∫

Ω

(q · ∇(ũ− u)−∇u · ∇(ũ− u)) dΩ =

=

∫

Ω

(f(ũ− u)− f(ũ− u)) dΩ = 0.
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||∇ũ−∇u||Ω ≤ ||∇ũ− q||Ω, ∀q ∈ Qf . � � �"
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Û :=

⎧⎨
⎩v ∈ U0

∣∣∣∣∣∣
∫

Eh

(v − uh)ϕi dE = 0, ∀i ∈ Nh
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Q̂ :=

⎧⎨
⎩q ∈ Qf

∣∣∣∣∣∣
∫

T

(q −∇uh) · ∇λα
T dΩ = 0, ∀T ∈ Th, ∀α � �����	 
����� T

⎫⎬
⎭ ,

��� Eh � �����	�
� ����� ���������� Nh � �����	�
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�

	����� ϕi � 	���
��	�
����� �� ����	�� ���� ��� � λα
T � ���� ��� ������
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∫
T

∇uh · ∇λα
T dΩ =

∫
T

fλα
T dΩ +

∑
E∈ET

∫
E

λα
Tq · nE dE,

∀q ∈ Q̂, ∀T ∈ Th, α � �����	 
����� T,

�
��� *+,-. ����!���� !�� �'��������� q ∈ Q̂ "�
�
������� �'��������� ���

�����$ 	����� E 
���!�� '����� q · nE% /���� 	��
��	� ����!� '��	�� 0�'(

�����1���� ��'�	������ ��	�������2 (û, q̂) ��� ������� 	�������$ ����!�3

��$�� '��� (û, q̂) ∈ Û × Q̂ ����� !��

||q̂ − q(û)||2 ≤ ||q − q(u)||2, ∀(u, q) ∈ Û × Q̂,
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 ����� q̂h(T )� �������� �	������������ � �	����
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div q̂h(T ) + f = 0 ����	
 �������� T,

q̂h(T ) · nE = cET g
E , ∀E ∈ ET ,

��� ET . ������������ 	���	 �������� T � �
��
� 
����� h ��	����� ��3�������

��2 ���
�
����� ����	������� �������� �� ��	����	� ����
� cET = ±1� �	
���

cET1
+ cET2

= 0 �� �2���� ����	������ 	��	� E� ����	�� ���� ��� ������� �	��

������
�� T1 
 T2' 6��������� ���� q̂ ����������
����� 
� ����	� {q̂h(T )}T∈Th'
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 ������ �������� ����
��� . ��� ���� �-���� 7	���	�89
� 

��8:
��
�� 
���� ����� �	����� �
�� 	���
��-
 ���
����
� �� ������ �-���



��

�� ����	
���� �	�	� ���	�	����		 �����
	��	 ������� �������� �������

���� ���	��	��� ������ � ��	������	��� � ����	 ������ ���� �����	��� �

� ��� ����� ������  �����	����� ����	���� ��� ���������	����! �� ����

�������	�" #��� ���$���	���	 �	
	��	 uh ���	��� ����	
���� ��	%����	�

���� �������� ��������	 � �
�$���� ������������ � ��$�	 ��������	����	

���� $��� ����	�� �	�	���" &������� '()�*� � ����	���+ ,���	���	��+ ���

�	�� ,��	������� �%	��� �	�	� ���	�	����		 �����
	��	 �$���� �	�� �

��������	 � ("- �� �"." /����� 	��� �	�� ���	��� ���	��	 �����	��� ,�	�

�	��� � $���
�� ���
	��	� ��������� � ��������� ���������� ����	��	

���	��� ,��	������� ���	 �����	���� �������"

0���� '()�* ���	 �������� �� ����� � ���	�������� ���+����� �

�	�����	 ������ � ��+" 1 �������� � ��$�	 2" 3456789 :6 ;6<=6>6 '�?@* ���

�%	��� ����	
���� ��	��������� ���$���	��� �	
�� ������ � ������	��

��� ������� �� ����	�� ��	�������� ����	����" /%	��� A���	��B&���� �

�	�� ���	���������	� ���	 ����������� �� �	��	���	���	 ���$���	����

��������	 � ���	����� ��������� ��������� ���	��	��� �	�		 �$����� �	�

���%	�%�� ������� �
�$�� � ���	�	����	� �����
	���� ������ ���	 ����

����� �����	�� �� ���	� �	+����	���� ������	� ��	����	����� �$�$��	��

�� �	���	���	 ������" /����� ���	 � '()�* ��	��	��� �� �������������	 ���

������+ ���	� �� ��+������ ���$���	����� �	
	��� ������� � C���	�	�	��

���� 	+���	����� ������	�����D" E	� �	 �	�		� ��	� 2" 3456789 :6 ;6<=6>6

��
�� ���	 �����	�
		 ������	� ������	�� � ����	�	���� ��$�	 ������ ��
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1

2
|||u− ũ|||2 = J (ũ)− infP,

����
�� ���
�! 
��
!! ���
 ������ ��	��� 
� ���
�! ����
!! ���
 	���"

����

�� � 
��# +����	
!! ���
� �������� � ������ �����! ��	��� � �����
"

�� ��� � ���	
�� �� �������



��

������ L	 � ��
���

J (u) = inf
w∈U0

{
sup

q∈L2(Ω,R2)

L(w, q)
}
,

��


L(w, q) :=
∫

Ω

(
q · ∇w − 1

2
|q|2 − fw

)
dΩ.

������
���� ������ ��� ������ P∗ ������
��� ���
��� ����
�����
�������

������ �������� � ����
���� �� ��������	 �� 
��� inf sup �� sup inf�

������ P∗� ����� �� �� !�
�
�� p ∈ Qf 	 ���

I∗(p) = supP∗ := sup
q∈Qf

I∗(q),

��


I∗(q) = −
∫

Ω

1

2
|q|2 dΩ.

��

	 ��������� ����
�� ������"
���

infP = supP∗ ≥ I∗(q), ∀q ∈ Qf ,

����� ���#����  $%�%&'�

( ������)

 ��
�� ���#�� ����� �������
 ��� *����������	 ��� ��� �

�
�������+	 �����
��+
 ��� ����)� �
���� �������
������ �����*������� ��,

����
��� �����

 �+�� ���������+ ������� ���������	 � ���������	 ��
������,

����
� ����)
���� �������� � ������� -� �
 ���
�����
� �
 ������
��� ��,

��� ���

 ����
������+� #��� �
� � ����� �+�� �+����
�+ ���
 � ��� �����
	

 ���� �+ ��#������ �� ��� ��� ����
������� �
���� �������
�������

.�
������
� �
���
����� $%�%&' �� �� �������	 ����+ ��������� �
�
�
�,

��� � �
� �+�� ������
�� ���

 ������� �������
���� (�
�
� ��� !���� ���,

��� ��������� �
�
�
���� y ∈ L2(Ω,R
2)� -���� �� �
���
����� ��
������� �

��

�

||∇ũ−∇u||Ω ≤ ||∇ũ− y||Ω + ||y − q||Ω, ∀q ∈ Qf .



��

������	 �
� ���� � ������� � �������� �������� ����
�������� ����������

���� � ��
����� ���������� ���� ��������� ���� ���� ����	 !"#�� � $$%&

2|a1a2| ≤ βa21 + β−1a22, ∀β > 0,

���'����

||∇ũ−∇u||2Ω ≤ (1 + β)||∇ũ− y||2Ω + (1 + β−1)||y − q||2Ω. �(�(#&

)��*��+��� ����
��������	 ������� �� ��
��� ,� -./01� ,� ,234.5� 6� ,789021:

;<0 !(=>%� � ������+ ����*������ ���������*��� ����� ���� ?��*����*@� ��	

A�������� ���������� L2(Ω,R
2)� ����������� � ����� B�?� C�D���� !(>(%� �

������� ��	 �E
��� A������� y ∈ L2(Ω,R
2) ���������� ���'EF�� �������G

�����H

y = ∇w0 + q0, w0 ∈ U0, q0 ∈ Q0, �(�"I&

���

Q0 :=

⎧⎨
⎩q ∈ L2(Ω,R

2)

∣∣∣∣∣∣
∫

Ω

q · ∇w dΩ = 0 , ∀w ∈ U0

⎫⎬
⎭ .

J��'��� ������ �@���' ������� ��������� � �����+ ���� �(�(#& ��	

�������*���� �'��	� ����� f ≡ 0 � q K A������ ��� ���� Q0� �� ��* q = q0�

� ��' �����������	 �(�"I& ����� y − q0 = ∇w0 �� ���������*���

||y − q0||2Ω = ||∇w0||2Ω.

L������� M��������'EN ����' A������� div y� ����������'E ���������� �G

��������E �(�O&

[]div y[](−1) := sup
w∈U0,w �=0

−
∫
Ω

y · ∇w dΩ

||∇w||Ω
≥

∫
Ω

y · ∇w0 dΩ

||∇w0||Ω
.

P���*�'	 ����� ���� �(�"I& � '������	� ��� q0 ∈ Q0 � �����∫

Ω

y · ∇w0 dΩ =

∫

Ω

(∇w0 + q0) · ∇w0 dΩ = ||∇w0||2Ω.



��

������ ��	�
	� �	�������	 �	���	�����

||y − q0||Ω = ||∇w0||Ω ≤ []div y[](−1),

������	 �����	����� ��� ������������� ��	�	��� y ∈ L2(Ω,R
2)�

��	�������� �	�	��� ��� f �≡ 0� � ���� ��
��	 ��	�	�� q ����	� ������ 

�	���� �	 ����	���
 Q0� � ����	���
 Qf � !��" ��������������� ��	�"�
#��

�	�
�������� ���	���� ��� y−∇u 	��� ��	�	�� ������������ L2(Ω,R
2)� ��� �� 

������ �	��� ������	��	 $	�������%�

y −∇u = q0 +∇w0

���

y = q0 +∇u+∇w0.

� ���
 ���	��������� ����	���� &'�() � ���	�	�	��� Q0� ��	�	�� q = q0 +∇u

�������	��� ����	���
 Qf � ������ ���
��	� �%	��


||y − q||Ω = ||∇w0||Ω ≤ []div(y −∇u)[](−1) = []div y + f [](−1),

������� �������� � �	���* +���	 +
��%��������* ��������" ��� ������ &'�')

||∇ũ−∇u||2Ω ≤ (1 + β)||∇ũ− y||2Ω + (1 + β−1)[]div y + f []2(−1). &'�(')

��������� ���
����"* ����� ������"� ��������	���� �	�	�	��"� ��	 

�	����� ������������

H(Ω, div) :=
{
y ∈ L2(Ω,R

2) | div y ∈ L2(Ω)
}
.

��������
 � �����	*,	� ��	�	�� y �����������	��� �� ��"��
 ��� ������ 

����%�� ������� �	,	��� ���*���	���* �����%�����* ������ - p� �� ����� 

�	��	 �	��	��� �� ˜̃y� ���" ��� ����	���
��� �� �������� �� ����������%��

ũ �	,	��� �����* ������ - u� .���� ������ �������	��� ���		 ����
 � ��� 

�"��	��� ���	��� �����* � ��	� ����	���� ������ ����	���%��� � �����"�



��

���������	�
��� ���� ������ ����	�� ������� �� ���	��� � ������	����

�� �	�������
 �������	� �������	 ������������ ���������	 � ��� �

���� ��������!" #����������� ���!� ������ ���� �������������

������
��� ��� �� ���	��� � ������
��� 	��!� � �	����� ��������

	 ���������� ����� �����
��� �	!�! 	��!"

$���� ��� �������	 H(Ω, div) 	 ���� ���%����

−
∫

Ω

˜̃y · ∇w dΩ =

∫

Ω

div ˜̃y w dΩ,

�����

[]div ˜̃y + f [](−1) = sup
w∈U0,w �=0

∫
Ω

(div ˜̃y + f)w dΩ

||∇w||Ω
≤ cI ||div ˜̃y + f ||Ω,

&�� cI ' �������� 	 ����	����	� (����� ��� ���� ����� 	��

||w||Ω ≤ cI ||∇w||Ω, ∀w ∈ U0.

)�� �� ��� ��� � �����
��! ���������! ����� ������� ����	����	!

��� �
�& ����������& ��%���� ũ ∈ U0*

||∇(ũ− u)||2Ω ≤ M2(ũ, β, ˜̃y), +,"--.

&��

M2(ũ, β, ˜̃y) := (1 + β)||∇ũ− ˜̃y||2Ω + (1 + β−1)c2I ||div ˜̃y + f ||2Ω, +,"-/.

˜̃y ' ����	����! ������� ������	� H(Ω, div) � β ' ����	����! �����

������! ��������" 0������� �� 	 ����� 1,2�3 ����� +,"--. ������� ��������

��	��� ��� ���������! ����� +,"-,.� ��� 	�	�� ���! ���	�������

���	�������� ����� ����� �	!��	������ 	��������& ���������� +��"�

��������� 4" 56789 1,��3."

:������� �� 	 ����� +,"-,. ��� �����	��� 	 ������	� �	���! �����

����! ˜̃y &������� ����������& ��%���� ∇ũ� ����! �	������ ��������



��

�������	��
� L2(Ω,R
2)� ����� 
������ �	���	�� ��������� β ����� ���	�

�������� ��������

||∇ũ−∇u||Ω ≤ []div∇ũ+ f [](−1) = []f +Δũ[](−1).

����� �������� �� ��		�� ����� ������	�� �� 
 ������
� ����	�� ������

��� ���� � 	���
�	��
�� ������� �
������ ��	�
�� ������ 	�
�����

! ����"��	�� �������� ����	�
���� ������	�� 	� 
������ 
������	��

������		�� cI ��� ������ ���
�� ����
�� ������� #�� ������� �� 
��� ����$

��	�� %&�'()� ����� ���������� 	����	���� ��	����� �����	����� 	��� �����

�������� ��� cI �*�	�� �
�� �� ! ��+�� ������ ,�� ��	���	�� ������������ ��$

��� 	����	���� �����
�		�� �	���	�� λΩ ��������� -������ ��� ������� Ω� �

���		�

cI = 1/
√
λΩ,

��

λΩ := inf
w∈U0

∫
Ω

|∇w|2 dΩ
∫
Ω

|w|2 dΩ .

.������� ��� ��� ���
�� ����
�� ������ ����� ����� 	���
�	��
�

λΩ̄ ≤ λΩ, ∀Ω̄ ⊃ Ω, %&�'/)

������� ���
����� ��������	� ���� ������� �*�	�� �
�� � ��� cI� 0����
�$

����	�� ���� Ω̄ 1 �����2���� ��	�	������� ������� %	�������� ���������	��

��� ���)� �� λΩ̄ 	� ������ �	����������� ! ������
� �*�	�� �	��� ��� λΩ�

��������� ����	���	�� %&�'/)� ���	� 
���� �	���	�� ��� �
������ �� �����$

	�� α� ������� ��
	� 2π2/α2� ������ ���� Ω̄ 1 ,�� ���������	�� ������� ��

�����	��� α1 � α2� ��

λΩ̄ =
π2(α2

1 + α2
2)

α2
1α

2
2

.

3���� �
���� 
 ��+�� ������ 
 �����	�	�� � ����� ������	��� 	��� �����

����� ����� 
������	�� ���	����
�		� 
�� 	� �*�	�� ��	���	�� 
 ���+� 
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��� �������
	 � ���	
��� �	�����

��� ��������� ��� �
������ ��� ���� �	 �	
�� ��	�� � �	�	�� �
����� ���	

!������" #��� �����
 ��
�$�	��
�� �	������� � �	���� %" &'()* +,�-." /������

��

��� �	��	���� ������
� �������	 �� �� �������������� ������
��	��


���� �	01	� ��
�	����� �����0 � ���� ������
�01�� �	
 ���
�	��� 
����� 


��
����01�� ����������� �� ��	����� � ������	2��	 �	�	"

����� �����	
�����	���������	 ��	��

3 ��� �

� 	�	���	 �������	��� �	
���	 ��$����� �	
�� ��	���	��
� �����


�	����� ��� ��4���	 ��� ������0 ��$�� �������� ��� ����1� 	��
�������

��� � ���� 5���������
��� �����" 61� ���� �	��	������ �	������ ������

	��
���������� �������� ��������
��  ��
������� � ���� � ������	� 
���

 �	����� ���������2����������	������ �������" 7	
�� �	�	� �������	�� ���

$�� ���� ����
�	����	 ����� �������� 4��� ���	� l� ������� ������������

��������� ������� � ��������� ���	� �
������ ���	
��� ����� ����� ��� �

����
���
�� ������
�01�� �	
 �����" 8	��� ���	��� ������	�� �	�	�	 � ����

������
���� �������� l(u− ũ)" 3 �����	���� �	
���
��	���� ������ 9
�"� �	�

������� :" ;)*<=>?@A� B"C" DE'* +�F.� &" G'HI'?� &" &J**JHA'? +KF�.� B"C" DE'*�

%" L?MEA>NN' +,�O.� P" %@''Q� ;" :JM@'� R" &JNN +,��.� S" GJ*T'?@A� &" &J**J2

HA'? +�,.� ;"U" ;V'I<''W� X":" YJW>* +ZFF.[� �������01�� �	��� � ���� ��������

l(u − uh) ��� ����1� ������� �	 ��� $� 
	��� 
���� 
����$����� �	�	���

��	�	� �	
�� ������� 
���	�	 
 �	�	���� �������� 4��� ���	���" 3 �	��

�	� 4��� ���	������ ������	 
�1�
����� 	������	������ 
��
�� ��
�������

� ���� � ������	� �������� 4��� ���	���� ���01�� ��� ������������� �
��

�����
��\ �
����	� � 
����$���	� �	�	�� ���	0�
� �	 �	���� 
���	�] 
�	�

�	����� ������� ����
�	����� 
���� ������������ ��	������� ������ ��� �
�

�� ������	
���� �		�	 ��
��
��
�� � ���������� ����� ������������ ��� �! "#$��

�� �% 
��	��&
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������ � 	�
������� ������� ���������	� 
�� 
����� ������� �	���������

���������� ��	������ ��	
���������� �
� ���������� � �� ��� !� "#$#%#&�

'� ()*%%++,-.+/*� !� 0)1*, 23�45� 
��������6� �77�������	�� 
������� 8��� �

���� �� 	���	������ �����	���� � 	������ �	�� ��	 ������	��� �� ���� ��9����

�	������ ������ 
�� �� ������ ������� � 	���� ������� ��� ������ �������

�	����� � 
��������� ��:������ 
�	������ � ���� 	����� ��9���� 	�
����;

��� ������ ��� ������ 
������� ������ ���� ���� <���� 	������� ���� ���;

�������� � ��	���	��� � �������� 	�������� 	 �
���������� ��������	��� ���;

	������� = 	��� ��
������ (�>� ?+,*@AB/ 23�C5� (�>� ?+,*@AB/� D�EF� ?+$%A#GH�

I� D+G/� J� !%)*, 23�35� K� JL@A),+B)$� (� MGA#N� O� !@A,)GG 23�P5 � ���������6

��� ����������� 8������� ��� �� 
�	������ :���  �� 
������� � ���:�� ��;

��� 
�������� ��������� ������ 
�:��9��	�� � ������ � �������� ��������

7����������� Q	�� !� 0)1*, 23�R5S� 8 ��� ���������� 
� ������� 
�	�������


�� �����E��������������� ������ 
�:��9��	�� ���� ������ ��
������ � ��;

 ���� T� I*,LU#$%A� 0� 0+,/*, 23�V5� !� '$BHA#--)� F�W� MH),� W� O)L%)$-+,,�

F� ?+LL� T�J� ?#%/*, 23��5� X�	������ 	����� 
�	������ 
��	��� � ����������

������� �������� ������ �
��:�	�� 	 :��������� �	������� � ��:� ���� Q��;

���� � 
����������� � 
�������	���� 	���S� Y 
������� 	�������6�	� �
�	��;

������� ������ ����:�����	��� ����� � 
�� �����E��������������� �������

Y� �	�� 	������ ������ ��9���� ����� ������	���� Z�������� 
�������	� 
��


����� ��9����� 
��������� �� ������ 	������ ��� ���� 
���� ����� 	���;

	������� ����	��������� ��	��	��� [����:����� 
����� �	
�������	� ����;

��� 
�� 
�	������� ����	��������:� ��	
�������� � ��		������� � ������	�

� ��
�������� 
�	������ 
�� �	�	�������� ������� �
�	��������� �������

�������� �����	�� ��������� �:��������	� ��	������� ����� ���		�� �����

	 ����	����� ������� ��9������� \������ �������� ��7���������:� ����;

��:� ���� 
�	������ ���� �
�������� �� ��� 2C]]5� 	�������� � 9����6

 � ���:��7�6� X������ � ��� ��	�6�	� 
��	��� ������ �� � �� � ����� ��;

����� �� ����� 7�����	�� �������� ������� 8 ��� 
�	������ ��	������ ���;
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||∇(ũ− u)||Ω ≤ ||∇ũ− ˜̃y||Ω + cI ||div ˜̃y + f ||Ω, !%�#��
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)1/2
.

5������ p = ∇u	 
�����
	 �*
�� � ��
 �
�����
� ��
 ����
	 �
��
����

− div p = f ∈ L2(Ω)� 6� ˜̃y = p ������� �� 
����� � ����
. ���� �������-

���� !%�#�� ����
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η � ||u− uh|| + osc(f, Th),
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osc(f, Th) :=
(∑

T∈Th
||hT (f − fT )||2

)1/2

, fT =
1

|T |
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T

f dΩ.
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M2(ũ, β, ˜̃y) = (1 + β)||∇ũ− ˜̃y||2Ω + (1 + β−1)c2I||div ˜̃y + f ||2Ω.
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��� ∇ũ� �� �	�
� 	��
�����


	 ��� �	�	��� ������
�� ��	�
����� 	������	� � �������
 �� ��� ��
�
���

����!��	�� ηZZ
T � "	�� ����	����� �	��	���� �	�������� !��	#�	$���
��	
 �	%

�
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��� ����� ��������	: 	 ������� �����	� �����	 �� �����: ������  �5�����;$

�� ������������ �������� �	����	
$ ��������� ��	�����	����	 ��;������ ��!

������ �����	 ������ � ��� ������$ ���	 ��	�����
��� ��< ����� ����	� ��

�������	
 � ����9	� ����	��	�� ��������������� ����	� =� ���� ���	 �����!

�� ;����	: 	����� ""���	�����	$ ������ ,�>$ ��� ������� ��������	�� ��

����� � ;���������� �������� h/4$ �� ����� ��������� 	�����	: �����������

��	������	� ����	 ? �������� h/8$ 	 ��� ������ @���� ���	��
���	������ ���!

������ ����$ � �������"� 7�A 	������� ���������� �	������; �������� ���

���	; �������� ��������	� 	 ��� 	; �����	������: ����	��

 ����
���	� �������"� �����	�$ ��� �����	����� ��	�����$ ��	�����!

��; � �����$ �����9��� ��������� ����� ��9�: �����	�����: ��	��	�����:

������$ ��� #,�,8$ ���������� ����� ����	�����: � �������	�����: �	��������

��� B����	������� ������ �	""��		C⎧⎨
⎩ − div(A∇u) = f � Ω,

u = 0 �� Γ,
#7�,8

���$ � ��������	� � ��������	�� ��� �����	 #,�,8$ A = {aij}i,j=1,2 D �	�����	�!

��� ����	��$ aij ∈ L∞(Ω), i, j = 1, 2� =���� ��������������$ ��� ��9�����
�

�����	������� ��������� α1 	 α2$ ���	� ���
�

α1|ξ|2 � Aξ · ξ � α2|ξ|2, ∀ξ ∈ R2.

� ��������		

 ���	� ����	� �����	
���
 �������	� ����� ����� � Ω



��

������ ��	
���� ��� ���� ������ �������
� ��
������ ���������	���

���� ��
�
� u ∈ U0� ���	�
�	������� ��
�������� �� �
��	�∫

Ω

A∇u · ∇w dΩ =

∫

Ω

fw dΩ, ∀w ∈ U0,

��
 U0 ! ���������	�� 		
�
�
 	 �
�	�� ���	
" #$�$�
�
 �
�
�
 ������

u ���
��	�
� � 
����	
� %��"� �����
�� #"&" '��( 
���� )*+,-."

/�� ������ %*"0. �1
�� �
��
���
���� ���( ���$�� ��
����	�
� 	

��$��
 2" 34567 )08,- � ��

� 	��

|||u− ũ|||2 � M2(ũ, β, ˜̃y) := (1 + β)

∫

Ω

(A∇ũ− ˜̃y) · (∇ũ−A−1 ˜̃y) dΩ +

+

(
1 +

1

β

)
c2I
α1

∫

Ω

(div ˜̃y + f)2 dΩ,

%*"*.

��
 ũ ! ���$�� 
�
 �
�
�
 ������� �����
�
 ��$(� �� �
����	� �$
��
9

��	����: 
�� ������
 ���� ���������	� U0� � ���� ���
�
��
��� ��
��9

���� �$������

|||u− ũ||| :=

⎛
⎝∫

Ω

A∇(u− ũ) · ∇(u− ũ) dΩ

⎞
⎠1/2

,

� cI ! ������� 	 � 
 ��������� 
��	
��	
 ;�����:��"

<�� ������� ���	( $(� ������� ��������	� ���
���� �����������

����
���1�� �	���� )*�=-" >���
��	��
 ��� 
 �
�
�����
��� �� ���	��
��(�

�������� 	(���
(� ��� 
�� ���(� ����	����	�� 	 ����
���1�� ?"&" @�9

����	�� )*�,-"

���� ��� �����	� ���
����� ���	���� �������� �

������� � �
�� �������������

A��������� �����$

 �	� ���	�	�
�(: 	 ���	
 �����$� 	(����
�� ���9

1������� �����
������ �1
�� %*"*. ��� ������� ����� ũ = uh ! ���$��9

 
�
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�
�
� �����
�
 �
����� ��
�(: ��
�
��	 � ������B��
���



��

���������	
 ����	�������
 �� ����  ����������� ������	� h� � ��	� ���

��� uh �	��	 ������� � ���� ����

uh =
N∑
i=1

uiϕi,

��� N � �	������	 ���	� ������	
 ���� ui � �������! ��"���! � 		�����

���#$�� ����� � ϕi � ����������� ����
��� �� ����	� �������� %������

%	��� 	&��$�#$��! � �	�� �	 ��� ����� ��	�� i'�	� (������ ��	 � %	����

��� �� ������� !��	 ������	�� %�����
 uh � ϕi 	� ��	����������� �		����

��� ��	&� ��&����� ��	&�	���	�� ��	���� �	��� 	&	�������!� )�� �� ����� 

��� ������	�� �	�����������! ���� � � ������
"�� �	��	���!�� �	�	���

����! ������ �� ����	������!�� ��! �	��	���� ��������	
 ˜̃y � �����	

˜̃y =
N∑
i=1

⎛
⎝y1iϕi

y2iϕi

⎞
⎠ ,

��� y1i � y2i � �������! � ����� ������	
 ����� )���� 	&���	� ��� ������	�

�������	� �������� ��������� β *�������� β = 1+ ��	&�	���	 ��"��� ������

�����������

min
(y11,...,y1N ,y21,...,y2N )

M2(uh, β, ˜̃y).

,�	&�	���	� ��	��� ��! ���

∂M2

∂ymi
= 0, ∀m = 1, 2, i = 1, N

����	��� � ����� ����
��� ����&�������� ��������
 ��! 2N ���������� 

������� �	�	�	
 !��!��! �	�	�������	 	���������	
 � ���������	
� � ���

��� ���	�����! ������ -������ ������� ��������� ��	��
 �� �	&	���#

���������# � ���	����� �� �	�������� .����� �	��� ��"���! ��� ��!��� 

��� � �������	���� ���	�	� �������� ���	�	� 	��!������ ��������	� 

����	&������������ *�� /0123+� -���� �������� β �����!��! ���	�	 ��	�!

�� ����������� ����	
 ���� 	����� �	���"�	�� ��� %����	����	� �������



��

�� ˜̃y� �� ����

β =

cI

(∫
Ω

(div ˜̃y + f)2 dΩ

)1/2

(
α1

∫
Ω

(A∇uh − ˜̃y) · (∇uh −A−1 ˜̃y) dΩ

)1/2
.

	
� ���

�� �
���� �� ������ ����
�� �
�
� �������
 �������� ���������

����������� 
�
������� 
������� �
 ������ ���������������� ���� ���
��!

���� �����
���
 �����"������ ����������� � ������� ��
�
����� �
#��
���

ηCAT :=

⎛
⎝∫

T

(A∇uh − ˜̃y) · (∇uh −A−1 ˜̃y) dΩ

⎞
⎠1/2

.

$��
�� � �
���� �����%
 ���� ������������ ������
���� ��������� ���������

���� � ������
����
 H(Ω, div) ������
�� �
��� �
�
������� ����
�������

����� ����� �
���
 ������ ������ ��������� �������� �
������ ��
���!

���& '����������� ����������� 
��������
 �� �� ����� �%�������� �
��� �
!

���� ��� ��#�� ��"
���� �%�
�� ������ �
 �
������ ���
����� �����
 ��

�����"����� �%��� ��� �
���
& (����
��
� ���%���
 ��"
���� �����

����������� 
��������
 �� � ������
����� H(Ω, div)� �
�
������� ��� ���!

��� ���"
���� ������� �������� ���������� 
 ������ ������������ ���"
�!

��� �������& )����� �
%��� �
 ��� ���� �
�������� ��� �� �*+� ����� ,,

���
� �� �%�
� ������ ���������
�
�� ������ -��& .&/& 0123456� .&+7& 891:;6

<==>?� @& A43BBC� 7& @145CD <EF?� 
 �
�#� G& A4;366 <HI?� J& K����� <E?� (&(& L
�!

����� <E=?� G& A1M 35 ;N& <==�?� O&P& A43DD34� 0&Q& OR155 <=F? �  ��������� �
�

�����
����S& 	 �
�������� ������� ���������� "������ ������ 
��������
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 ��� ����������� �
 ������ �
� ������������ �
� � ��������������� ������!

��� -��&� � �
�������� <==�?� <=F?� <EF?� 
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[
�������� ���������� 
��������
 �� ��������� ����� � ������
�!

���
 H(Ω, div) ��� ���
����� �� Th& \� ����
���
� ����
�����
� ���#�
 ��!

��
���� ������������� ��� �������� ���� �%��� ������� E ���� ��������



��

������	 
�� ������� ������������ �������� �����	��

��������� T1 � T2� �� ���� ˜̃y · nT1
= −˜̃y · nT2

�� E = T1 ∩ T2� ��� nT1
� nT2

� ��� ��� ������� 	 E ��� ��������� T1 � T2� ��������������� !��� �" ��#

���	����$�%� �����������&'�( ������� ���)�����& � ��� �����	����$�� �

����'�& ��������� ������������ *
+
,� *�-,� .�� �������/ 0������� )/� ��#

���"���� 	���0�/% ������� ������������ �������� �����	�� �����1�'�% ���

������� ���)��/ � ��������/� ��������&'�� ˜̃y � ��������( ������ 2��� ����#

��	 
��3� 4� 	�1��� �������� ��")����� ���� �/��1����� 5������%

˜̃yT = yIψI + yIIψII + yIIIψIII =

⎛
⎝yIψI1 + yIIψII1 + yIIIψIII1

yIψI2 + yIIψII2 + yIIIψIII2

⎞
⎠ ,

��� yI = ˜̃yT · nI � yII = ˜̃yT · nII � yIII = ˜̃yT · nIII 6 nI � nII � nIII � ������� 	 ��)���

����������	� T � ��	�����% ������$��6 ��	����/� 5��	$�� 5���/ ψI � ψII �

ψIII ���&� ���

ψm =

⎛
⎝ψm1

ψm2

⎞
⎠ =

⎛
⎝ιm1 + ῑmx1

ιm2 + ῑmx2

⎞
⎠ , m = I, II, III,

��� x1 � x2 � ��������������/� 	��������/� � 	��55�$����/ ιm1� ιm2 � ῑm

��� ������������� 	�1��% �" 5��	$�% 5���/ �� �������� ��1�� ��%�� 0���"

�� ���� ������/ ����%�/( ����)���0��	�( ��������% �����&'��� ����

ψI · nI = 1, ψII · nI = 0, ψIII · nI = 0 � ��0	� I,

ψI · nII = 0, ψII · nII = 1, ψIII · nII = 0 � ��0	� II,

ψI · nIII = 0, ψII · nIII = 0, ψIII · nIII = 1 � ��0	� III,



��

��� ����	 I
III ������� �����	���	 �������������	� ������ �������� �	�

�������	� ������ ��� �� ������� ���� ���������

div ˜̃yT = 2(yI ῑI + yII ῑII + yIII ῑIII).

�� ���� � ���	 ��� ����������� !������

˜̃y =

Ned∑
i=1

yiψi,

��� Ned " ��	������ �� �� ���� �������� � ��	������		 Th# yi " $�����	�

�� �� ���# � ψi " �������������	�  �$	��%� !����		� &��	� � ��$��# ��	

������ �	�� �������	���		 ��'�� ��(	�� $����� �	�	�	$��		

min
(y1,...,yNed

)
M2(uh, β, ˜̃y),

��	��� ��� ���	��� ����	� �	�	����

∂M2

∂yi
= 0, ∀i = 1, Ned

��	���	� � �	����� 	����%� ��� ��	����	� �������	� �����	�����Ned ��	$�

�����%�# ����	�� ������� ���'� ���'	����� ����������� 	 �	�����	����#

��� 	 � ����� ���������%� �������	���	� ������ ������%� ��������� )� � �

��� � ���� ���	����	� � ������ �% ������� ��������	� �����	 � �� ��# �

������	 ��� ��% ��������� ������ �'� � �� ���# � �� � �$��� *�� ��$���	����

�� �����(��� ��$�������� �	����% �� �������	� � ����%���	� ����� ���

+��	����� �����(����	# ��	�%����	� �����%� ����% �� ��'��� ���

����� �� �������	���		 ,������
&���# � �$���	� ����$

ηRT
T :=

⎛
⎝∫

T

(A∇uh − ˜̃y) · (∇uh −A−1 ˜̃y) dΩ

⎞
⎠1/2

.

-������� �� ����������� ��� '�# ��� 	 � ����� ���% ������%��%� �������

�	���	�� .����	�# ��� � ������ 	��������		  % ����� �% �� � ���$� ����

����% ���	$��		 	 ������		 �%�	�	����%� ��������� /�	 ��� ���	����	
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,������� ��
 ��� �
�(% 	�����(

(ηT )
2 = (1 + β)

∫

T

(A∇ũ− ˜̃y) · (∇ũ−A−1 ˜̃y) dΩ +

+ (1 + β−1)
c2I
α1

∫

T

(div ˜̃y + f)2 dΩ ,

��� � �� ���	
� �������
� "�� (���� �
������� 		���
� ���� ��� (ηCAT )2



��

����� ��	
�
� ������� 	��	��
���� ����� � ������
 ����� ��	��	 ��

�����
� T � �������� ������
 ������
	������ ����� �
�����	� e = u − uh


���� ����
 ��
� �����
���� � �	�� ����� ������� ��	�	�

|||e|||2 =
∑
T∈Th

(ηeT )
2, ηeT :=

⎛
⎝∫

T

A∇e · ∇e dx

⎞
⎠1/2

.

������
�	� ����� �� �����
��	�
	�� �����
�� ������� 	��	��!		

"��# $# %&'() *+,-.� /#0# ���	�� 1#2# 3���� *,+.45

ITh := 1 +

∑
T |M̄T − ēT |∑

T ēT
,

���

ēT :=
(ηeT )

2

maxT∈Th {(ηeT )2}
, M̄T :=

(ηT )
2

maxT∈Th {(ηT )2}
.

6 ������ ����� ����	�����	� ����
�� �� ���� �����
�� ��7�	��	� Th� � ��8
�
��
�
��� 	� ������� ����� ����	���
�� 
��� �
��� 	� ����	������

7�����	� �������� ��	�	!�# 9
��
	�� �
� ��� 	 �� 	������ �::��
	����
	

Ieff � �� �
�� ��	�	�� ��
	������ 7�����	� ����� ��	�	!�# 6 �
�� �����

�������
� �����
�� 
���� ������	7���	
 ������� ����������	� ������8

���
	 �� ����
	#

;�	����� ��� ��	���� 	7 ����
� ��
��� *<=>. "��#� 
���� *+?=. 	 *,+.4#

9
��
	�� �
� *,+. ����
�� ������ ����
��� � ��
���� :���!	������� ���8

��� �	����� �����	���� � ����	����	�	 	��	��
����	 �� ����	� 7����#

6 *+?=. �� ��	���� �������	� ;������� 	��������� ���	�	
����� �����
��

���
��
�
��� �� �!���	# ��7��
�
� �����
�� 	 ���� �� �� 7����	 @ 7����	

A	�	�� �� �������	� �	::�7		 � ��7�����	 � ������ ���
	 	 ���::	!	8

��
�� �������	�# ;�	 �
�� ���	7����� ����������� �������	��!		 ��
���

�������� �����
�� �� :	��	�������� ��
��� ��7 ����
�!		#

0��	��
���� � ��
����	 ������	
�� �������	�� ������� ��	 ���� 	

������ ��
��� ����7�� 	 ��
��� ��������	� ����	��
�� ��	������ � ���� +#



��

�������	 �
 � ���� ����� ���	�� ����� A �� ���������� ������� ���������

	�������� ��	���	 ��� ���� ��� ���	������  ��
 	������ ������ ����������

����� � ��	 �!���� ����� �����"����� ��#���� ��������� � �����������

��������	����� uh� $��� ����	�����% ���!&��� ������%� ���������% �

�����!������ ����������!&��
 �	 �����%
 ������'

( )�������� ηZZ ������� �� ������� ������!�� ����������

ηZZ := ||A∇uh −G(A∇uh)||Ω,

��� G(A∇uh) ( �!�����*������� ������%���� ��������� ���� +�� ���,

����� � !�� X ����������� �� ���	!�

G(A∇uh)|X =
∑
T∈ΩX

|T |
|ΩX |

A∇uh|T .

( )�������� ηLS ������� �� L2*�������� �!�����*����������� ����������

��� A∇uh �� ������������ �!�����*�����%
 ������%��%
 ���� Yh

ηLS := min
y∈Yh

||A∇uh − y||Ω.

-��!& �������& 	�"�� ������� �������%	 ��������	 ����������� . ���,

�� /� 012345267 89:; �������� ����� ����������� ηZZ � ηLS� <�	���� ����,

������� �������� ������������ � ������������ L2(Ω,R
2) �� ���!&���'

(q, y)h :=
∑
T∈Th

|T |
3

(
3∑

m=1

q(Xm(T )) · y(Xm(T ))

)
,

��� X1(T ), X2(T ), X3(T ) ( ���#��%  �	���� T � 	% � �������� �����	 �

���������! ηZZ� )����� h ������������ ������%� 
������� �����������

( )�������� ηj ������� ��=��������	 �����!������ �����%
 ��������,

��� ���� >���?

ηj :=

(∑
E∈Eh

hE ||j(A∇uh · nE)||2E

)1/2

.
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������	
� ����� � ����	��� �
���������	� ���������	�� �������

�� ����	�	�� �����	
 �����	� ����������	�� �����	���� �����		� 	�

�	�� ����� �� �	�������� � ����		
� ����������	��� ����� !�	��

�� ����	 ���� ����� ���� ������	 ��	� ����	�� ������ " �������

���� ��	� ����	�� 	�������	� ����� 	�� ������������ ���������#���

�����		�� 	� ���� ����$ ������ 	�������� uh/4 %�� ��� ������� ��	�� &

�� �'����	���� �������� (��� ����	�� ����� 	����	 )����		
�*� " ���

������ ���������+'�� �����	� �	������� ��������������� �����+'�$,

ηRS
T :=

⎛
⎝∫

T

A∇ẽ · ∇ẽ dx

⎞
⎠1/2

,

��� ẽ := uh/4 − uh 

-���$��� � ��������	
� �������� 

������ ���� ���������� 	
���� � ��������	� ��������

" ����� ������� ��������������� �����	�� �� 	�����	���� .� �/� ���

��� �����	� ��� f ≡ 1 ��� ������� �� A & ���	��	�� �����#� !	� ����	��

������ � �	��������� ηZZ � ηj -�� ��� �	���	�� �	����� ITh� �����+'��

������� �����	� ����������	�� �����	���� ���� ���� �
�� �����	

��� ηZZ ���� ������	�� � ������� "
�����	�� ��		� �	����� ��� ��	�

����� 	����� ������� �	�	�� �	���	� C̃1 � C̃2 � 	�����	���� ���� .0 1/ !��

	��� ���� ������������� � �������� �	������� �����	$ ��������
 �����

���� ���� ��������� �����		� � �������� 	�����	$ �������+'�$ ����

���� � �	���	�� ITh ��2�� 	������� ��� 	� ����� �������� � �	���	� "

(����#� � 0 �������	
 �	���	�� ��		� �	����� ��� 3�	�#�	���	$ ����

��	�
 � �	������� ηZZ � ηj � ���������		 " 	�$ ����� ����������	
 #�	�

�� ������ �����		
� ��� ���� ���	���	
� ������	�$ ������ Ω 4���� N

��	����� �������� �	����		�� ���� ������ ���� �������� � ����� ����

��	�$ ����
 � ����	$ ������ -���
� ��� ����� ��		$ �����#
 �	�����

�
�� ����� 	
�
	
�
 ��������



��

� �����	
 ���� ������������ ������� �������� ������������ �������������

��� ������ ��� ���	� �� �� ��������
 � ������� ����� �� ����	� ���������

!������ "�#$ %������� �������� ����������� ��� ����&� �����������' ���

����

N |||e||| M Ieff(M) ITh(M) ITh(η
ZZ) ITh(η

j)

#(# )�)*#+ )�)�(* #�#� #�"+ #�#, #�+#

,)- )�)+�- )�)-() #�"� #�#* #�#" #��#

,)- )�)+�� )�)()� #�"� #�") #��+ #�+-

,)- )�)(#, )�),#( #�#( #�#� #�-* #�(+

,)- )�)(** )�),*" #�#+ #�#* #�(+ #�,)

���. ������ ������.�� � �����.��� !�� �������� ������ !������ "�# �������

	� ��� ������
 ���� ������������ ������� ���������� �� ��� ������������

�������������
 ������� ������������� ������ ������� �' ��������� �� �����

�� �����. ����
 ��� �� /���� ������ ���.�� 0���������.��� ��'� ���

/00�������	 ������ ������������ %������� �������� �� �����.��� ��������

��
 ������� �������� ����� ITh(M)
 �� �'�������� 1 ����� �������
 ��� �

�������� �����.
 ���� ������� ���������� �� ������������� �����������


�� ����� ��������� �������� � ����� ���� �� ����	�����  �������.���

�� �������� �������� ������� ITh(η
ZZ) � ITh(η

j)�

2�� ������������� ������.��� ������ ����� ������ � ������ ���� ��

� !������ "�" � �����&����� �������� ��� �� ��.���� �� ���������������

�� �������
 � ���� � ������ 3� 3456789689
 :�;� <=9>89 ?#"(@� A�� ���������

!������ "�# � !������ "�" ���� ���� ������&����� 0���������.���� ��'��

�� ����� /00���������� �� ����� ���� ��
 ��� ������� ���������� ���

����� ����.
 ����� � ������ �� ��������. �������.���  �������
 ��� ����

����.������ � ���.��� ���������� �������� �������� ������������ %�� ���

�������. �����
 /�� ��� ��� � ���.� ����  �����������
 �� ����	&��� ���



��

������� 	
	� ��������� ����� ��������� ��� ���� ����� ������

N |||e||| ������ Ieff

�� ������ ������ �����

��� �����	 	��
�� �
���

��� ���
�� ������ �
��	

��������� ������� ������ ��� �������� C̃1 � C̃2 � ����������� ������  �!���!"

��� ��������� ��#���� � �������� ������� $��%��&���� ��'���( �� ������

� ��������! �����! ���$���( ���%�� ��#������ �#)#� ����" ��� ����� *�	�+

$���$���&����,�� ��$��,#����� ��#%�����" ������ �� $������,- ����&�-�

��!!����- #�����" ��� � $������ � !���� ����! �����������! �$$�����!�.

���!�

/���! �%��#�!" ��� ���������� ����������� �������� ��#0�,����� ��

���,�� � ������" �� � �� $������� �01�������� #������ �� ����" ������,��

$��%��&����� ��'���� %��#�� � �����������( �$$�����!�����

������ ���� ���������� 	
����� �	�������� 	����� ��	����� ��	�

2� �����! $��!��� !�&������ ������������ � ����������!� ηZZ � ηLS"

������ ������� �� ����&������ �0�����)$���������� $��� ��������� $��%��.

&������ ��'����� 3�� 4��! ����!���������� #����� ����� � ��#����( $����(

����,- ⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

f = −1, ���� x1 ≤ 0.5,

f = +1, ���� x1 ≥ 1.5,

f = 0, ���� x1 ∈ (0.5, 1.5)

� �%�����" �#�%��&����( �� 5��0��� 	�	� 2 �����! ��0��� �������( ���,- ���.

&� �������� ������������ ����&����� !������� 3�� 4��! ��� ����������� �

$��%��&����� ��'���� uh ���0�������� �������� ������� $����'����, $0��!

��%������� �!�1����" �������� �������� #������� #�������! $���&����,����



��

��������� α	 � 
�����⎧⎨
⎩ α sin(2πx1) sin(2πx2), ��
 |x1 − 1| < 0.5 
 |x2 − 0.75| < 0.25,

0 
����.

�
���� ���� ���
���
� �� ����� ��� ����������
� ���������
 ηRS
T 
 ��


���� 
 
��
������� ���� ηZZ 	 ����� ηLS	 ��!� ηCAT ��
 α = 0�

"����
�	 ��� ��
 
#����� ������ �����
� 
$����% #����
	 �� �& ��'

(�� �&�
�
�) 
�
���� �����)��� ����������
� ���������
 ��� �������

��
*�
(������ �����
�� ���� +�� 
�,�����
-	 ��(�� ��#���
�) +������&

��
�������

 �� ��� �����&� � �����- ������ ������� �� +������&	 ��� ��'

���&$ �����)�&� ��
*�
 ���)��	 ��� ������ #�����
� �� ��% �*���
	 ��

�����- . ��	 ��� �����&$ ��
 *��)��� / ����
 #���
� �����������)��% ����'

���

 ���� ����� ����������
� �#������	 ��� +������& �����% �����& ������'

�& ��� ���)��%���� ��#*
��
�� 0� �
���� ��� 
 ����� ��
 �&�����& (���&�

������� 1��
� �*��#��	 *�
#��) �
������	 ��������&$ ��
 
���)#����
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����	 #��� ������ �����'
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������� �	
����	��� ����� ������ �	����������	� ��	�	� ���������	��

����������� ���	�	�� �� ������	� 	���!��� ��	�	�	�� ����� 
	�	���� 	 ���"

�	� ��!���� �	�����	� ������#���

$���������% ����� &����#� '�( ���)������� ��������� ������ �����"

����	�� 
�	������� 	#��	�� �	��!����� ��� �	�	 � ������ ���	�	�  �	�	�

α� $����% ��	�� 		��������� ��	��	�� ����������	�� ������)� * ��	�

&����#� '�(+ ��%�� ����� ���!����� ��������� α � ����!��	� ������ �����"

����	�� ����������� 	#��	�

α Ieff(η
ZZ) Ieff(η

LS) Ieff(M)

,�,,, -�,- ,��� -�,.

,�,,' ,��� ,��( -�,.

,�,,. ,��' ,�/� -�,(

,�,,� ,�/( ,�0/ -�,(

,�,,/ ,�01 ,�0, -�,'

,�,-, ,��/ ,��. -�,'

��!�� �� ��� ���	�� ��)� �������	 	�����	��� ���������� ��!���	 �	�	�	
	

%��%��% ��	��� 2�� ����� 3���	� '�'4� 5����	 ��� �	�����	� 	���	�����

����������	
	 ������% 	� 
��������	� ����	����#��  �	�	� ���!���%

��������� ���������	�� ���������� �������	�	� � ������	 ������%�

6	��� �	
	� 	�� ��!���)� %��	 ���		#������� ������) ����!��� 	������ !�	

���	�����	  �	!�� �����% ������	
	 �	�����	����% � ���������� ����!���

7������	�� ηZZ � ηLS ����� �� 	�����)� ����	� �	�������� �	
����	�� ��

��� �������� ��������� �� �����������%� 8�	� ���	� �	����������% ���"

�� ���
���� �� 3����� '�(� $�� ��	� ���	����� ��	�	����� �	��	���	����


�	������) �	��� �	
����	��  ������� � �����#� �����	� ���������	"

��� 9��
�� �������� ���)�����) �� ����	� ������ ���	 ����#�	�����	"



��

�� �������	 
���� ���� � ������

������� ���� �������� �� �����! "#$ %���%!�!&!�� ���%!'����� ηRS
T � �%�

��
�(� ��������%�� "##$ ηZZ 	 "###$ ηLS	 "#)$ ηCAT �%� α = 0.004�

���� �����	�
�� ��������� ���������� �

�����	������� ��� ����������������

���������� ��������
�� ������ ��������

���������

�!*�&+���,	 �%��!�!��,! � �%!�,��(!
 ��%��%�-!	 � ����! �%���! �%�.


!%, ����� � ����� ��%���/� �������0�� �,����! ��0!���� � ���!�����+ ��!���

���%!'�����	 ��&�0�!
,� 1 ��
�(+/ ������� �� ����
 �* ��
 %�*2�!��� �2.

&���� Ω� 3��� ��,� ��!� ��������! �%!���&����+	 0�� �&��%��
, ���������	

����%�!��,! �� 2�*! �� ��-�%
���� � ���%!'�����	 ����%�/ �2!��!0���!�

�����!�����/(� ��������%	 2���� 2�&!! 4--!�����,
�	 0!
 ��������,! ��
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���������	
 �����
� � ����������	
 ���� �������
 ���� ������������

� ������� ��������� � ���������	� ���������� ���������	� � ������

����� � � ����� � ������!����� ��������� � ����� ����������

"�� #������ ������ ����  ��� ����� $���� �������� � ������%

���� ��!���� ������& ��������� �#��'���� ��� ������������� ���!%

'���� ����� �� ����� �����!�# ������ � ������� ��������� �� ������ �

���	� ������� �� ��� ��& ��������� �#�� ����� �����!����� � ���&

���������� � �������
 � ��!����� �������� ��� ��������� ����������� ���%

����	& ����� (�����	& ��������� )���� � ��� ������������ ������	&

��������� ������	& �� �������� *+�+,� ���������	& �������� ����� 

-./ �001203

η������T := ||hT f ||T +
{
1

2

∑
E∈ET

h2
E |j(A∇uh · nE)|2

}1/2

� ���#�� ����	� 4��������	& �	'� �������� ����� �� ��$�� 5� /6789:

90;� <� =0>;90; ?@A@B� C� ����� ���������� ����#�!��D ���#�� �����������

���!���	� ��� ��E� ���# ����� ������ � ����#��F� @�+� 4�
�� ���%

����	& � ������������ (�����# ��'���� ����� ���������# �!�#�

����E������� ���	'��� ������ (FF���������� !� ���� �������� ��'� �

�������� ������& (FF��������� ������#���	
 �������

� ����� �����D �������D ��#����� ��������� ��� ����������� ���

��������������� �������	
 ���� ��&����&� �	����DE�
�� ���� �	$��

������# ���!���� �#��'���� ε � �������� ��!����# ���$����� $��%

���� C������� !� ������� ��!� ����  �	!���������� (������������ �

������� ���# (���� ������� ���!����� � ���������DE�# ��� ��%

����� � �������� G ������� ������� ����
��� � ���!���D (�����#

���������� !�$	 ��� ����	 ��$���� � ������	
 ������
�



��

��� � �������	�� 
������		��� ����	�� ������ uh�

��� � ���	�� 	���� �����	�	�� |||u− uh||| � 
������ �����		��� �������

���	�� 
�����	���� 
�� 
����� �����		��� ����	���  ��� 
������	!

	�� ����	�� � ����		�" ���	����� 
��#��	�$ �� 
������ ���
����� �����!

������� %	���$ 
���&���� � '��# (�

��� � )�����	�� �	������� 
�����	���� � 
������ ��	��� �� �	���������

* ������	�� ��	$ ��� �	���	�� 
�����	���� �������

��� � +��
����� * ��������	�� ����� � �����		�& ��	�& ���	����	���

���������� 
����� � 
���&�� � '��# , ����#���" �������� 	� 	���"

������

+������	� ���	����� �	���� 
��������� ��� ���& �	���������� � ���#������


��#������ ���	�� 
������������	���� ����� � ����������#���& �� 
�����!

�		�& ����	�"� -������������	���� � �����		�� �	��������� ��������� ���!

�	�����$ 
�������# ���
����� ��� 	�� 
��#��	� �� #������ �	�	�� ���	��� ���

���	� �������� � ���	��# ���
������	�� ������	�& ������� .���� �����	�

������� �� ���& 
������������	����" �����$ ������� 
� ���������# #���� �/���

����	��� ��	�������	#� ���	���� 
������		�& ����	�"� %��� ����" ��� �

�������� ����	���� ����#$ 
��#��		#� 
�� 
����� �����		��� ��������$ ��!

	� ���� �
��������$ ����
������� ��� ��� �	�" ����� ���
����� ������	�� �

�����		����� ��		�" ������ ��� 	���

-���&��� � 
�������$ �������$ ��� �� ���& ��#���& ��
���������� ���!

	�����" 
��	��
 ���
���	��� 
������	�� ����� �����" ����� 	� ��	��� �	!

0�������$ 
��#��		�" 
���� ����	�� ������ 	� ����� ��#��"� 1���� �������$

�������� � �������� ���#������ ����� ���	��	#�� ������ 
� 
����	� ���	�"

���
�	� �00�����	���� ����	������& �������� 2��� ����� ��
���������� ���!

����" ������	�� �����	��� 
� ����	��# �	���	�� ������	�" 
�����	����$ ���


�� 
������	�� �������� 
�����#���� 
������0�� -�����	#� �	0������� �



���

������	
� �������� ����� �����	�� ��� �����	�� � ���� ������	�� ����

	� 	���� 	�������� � ��	�������  ! "#$%&'$() *+,-!

������ ���� ���������	
�� �����	 �� ���� �����  �������
�� ������

����

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2
−0.1

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

2

3

.���	�� /!01 2����3 Ω ��� ������� /!4 � �� 	����3	�� ������	��!

5 ������ ������� � �����6��� ������������� ������ 7�!�8 � ������

� ��������! 9�� ��� ������ ���3 ���	���� �����:��� �	���	�� �	���

������ Ω 7��! .���	�� /!08⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

f = 1 � ��������� �,

f = 0 � ��������� /,

f = 1 � ��������� 4.

;����3	�� ������	�� ���� �������	� 	� .���	�� /!0! 2	� ������ ������

��: ������ ��� ���� ���
 ���	� �
�� ��	��������3 �����	�	�� ��� ����

����� � ���6���� ����
 ������	
� ���������� ��	���		
� 	� ������	
�



���

������	
 ��������� ���������	 �������� ��������� ��������� ����� ���������

���� � ������� �
�
  �� � �����! �� N ���������� ����� ���� �������"#�	

�����
 $������� e% ���������%�� ����� ������� ������������� ��&��'�����

����������"#�	 ������(����	 ��'����! ������%���� �� )�����

e% :=
|||uh − uh/4|||

|||uh/4|||
× 100%.

*�������� ������� ������� �����%��% � ����"! ��&�� ��������� �����	����

����������! �� ���� ��� ���������
 +������ ���������! ������� �����"��%

��� ������ �����&� ������������% ��&��'�����! � ����! ������� ������������

��(������
 ,�&�� ������! ��� ������������� �����&� ���������� �����������

-����������� �����" �������	 ������� ��������	 �'����
 *����"#���%

����� ����� ������ ��� �� ��������� ����! ��� � �� �������� ������(���

��	 ��'����
  -��� (� ����"����" ��(�� ������! ��������% ��� �������	

��������%! ����������	 �� ������ �
.
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����������� ��������� ������3 � �� &�������������% ���	�%% ������! �����

�������% ��(������� 2�����! ����������� ����'��� ������3 ��% ������� �
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������	
� ����������
 	� ������ �
��� ����
���� 
��	�� ���	�� ���

����	�
� � �	����
������ 	����  �	����� �����
��	�
� � �������	�

1.07�1.09  �! 
�"��� # $��"��% &!' � (��	�� &!)*+ �
�+ ����"��	�+ ,�",�
�

, ���	- .������ ����"-
�
��! /���
�� "���"-	�� �	������� 
���� �
��
,

�%���� 0 1���
�2 �
��
�� �"���	
�� �", ��"����3��� ������	�, �"���� �

�
�"�		�� 	� ������ �
������  �! (��	�� &!4*+ �
� � �
��� � �������
 �

�"����� ��	�"-	%� �
���!

5", �"������. ��
���� "����
 �
��
�
-+ �
� � ��		�� ������� 
�	�

���
	%� �	����
�� ����
� 
���� ����������
 ��
�
��	� �����
��	�� �����


���� �
��! 6�	��� �	 �
����
 �� ����
�� ������	
�  �! 
�"��% 7�8 $���

"��% &!' � (��	�� &!7 ����.�*! 9	����
��+ �	���		%� 	� ��
��� ����	�	�,+

���
 .������ ����"-
�
+ �
� ���"	� �
�
��		�+ ����"-�� ���
%� �""��
����

��� �����%� ������ ��� ����%��� � ���������	
�. ��� �
�

��� �
�"�	�	�,

�
 ��"����	��. ������������ ��� ��� � �
��",�
 ��"�
- ����	��� ����

��	�	�, ����
	��� ���.���!

5�"�� ���	�� ��� �"����
�� �%��"�	�, ������	
%! : ������ �� 	�.

�", ˜̃y ���-��� ����	�	�� 	� ��"��� �
�� A∇uh/4 ��� ��	�������� ��	����	��

"�! (���"-
�
% �", "���,+ ����� ������	
� ��
��
, 	� �
��  ������
���

h/4+ � ��
�� ��"��% ������
,  ����"-��		%. �"���	
�� � �.��	%� ����	%�+

����	% � $��"��� &!)! :
���� ���� �	���	 	� ����	�� "�	��	�� �
��%

�", ����
� ˜̃y  �! $��"��� &!#*+ ��� �
� � �%"� ��"�	� � �������		%. �%��

�"�����	�,.! 5", �	�"��� ����"-
�
�� ������ ����	���	�, �", ��
�� �����

��	
% ��� ���
� �	���
�"��

D(ũ, ˜̃y) :=
(∫

Ω

(A∇ũ− ˜̃y) · (∇ũ− A−1 ˜̃y) dΩ

)1/2

,

R(˜̃y) :=
(∫

Ω

(div ˜̃y + f)2 dΩ

)1/2

.

9� 
��"�� ���	� ��"�
- �%��� � 
��+ �
� 
�"-�� ��"	���		�, ��	�������,

������
��	��� ��	����	�"� ��
�
��	� ���	-���
 ��"�� �
����� "��������



���

� ������	
 ����	� ���� �������������� ������	�� �������� ���������

�� � ����������
� ����� !��� �������� ������ "����������� ������

#�������$ �� 
������ ��� �����% ���� ����� � ������� � �������� �������

���� &�� ������ � ��������������� ��������� �����'���� �������������

˜̃y ( ������! �������������� �� � A∇u$ �� �
)����� ��'���� ���%�����%

���������% ������$ � L2*���� ������ �������$ ��� � � "��% �������������

	������ ������ 	������ ���������$ �� � 	��!'��� �� �� ���� ����)�

�� 
������� +��	���� ���� � 	� ����� �	������������� � ����� ���! ���

,�� ��� -�./ 0������� �	����� !�% ����� � ������� -�1$ ����� ˜̃y ������

 ����� ��� �������� A∇uh/4 � �� ��% �����

2���� N M2 (1 + β)D2 c2I/α1(1 + β−1)R2 e% Ieff

� -3� �����-�- �������� �������1 �4�5� 1��6

� 16� �������4 ������53 �����451 ���55 1�4.

- .�� ������11 ������.4 ������51 ���-4 .�15

1 536 ������14 �������6 ������4� 6�45 3�55

� �-�� �����1�� �������1 �����-5� 5�.4 6�.4

. �6�6 �������6 ������11 �����15. .�.� �-��6

3 -3.� �����.�. ������-4 ������63 ��3. �.��.

5 ��1� ����-�53 ������-6 ����-��6 ���� -��.�

6 316� ����-��1 ������-� ����-�6� -�45 -5�51

���� �� ��� ���� ����� ��� �� �� �� ��� ���������� !�� �������%$ ���

��� ���������$ ����� !�	 � ���� �� ����% ��������� ������� ����� ��

�� !�� �������� ���� ��� !�� ���	���� � �� !�	 �� ����% ������	�

�� ���������� ���� ����� �%�� � ������ 7�8� 89:;<<$ 7�8� =>?@A B-�-C� D�

�����)�� ��� ������ �	����� !��� ������� � ����)!
 ������$ ������

�% � ����������������� �� ����� 0�������% � ����!� �����  ������	��

� ��� � ������	�
�� ��������



���

�����	�
��	���	  	�� �	 �
����	� ���
������� � �	��� �	�����	��� ���

	�� ���	������ ��	�
� ���
�� ������	����	� � ������ �� � ������


��	�� ���������! " #$%$& 	��'� ��	�
�� ������ �	��������� ��������

�����
���� ��'���	 (���� �� ���� ����� � ��(���� ���	��� 
�������

�
������������ ��������� � �������	� ������ �
'�	�
��� ������	��!

)��
��� $!*+ ,������� -�������
��� ����� � ������� $!.� ���� ˜̃y ����

��	�� ����/ ��(���� ���	���

0	��! N M2 (1 + β)D2 c2I/α1(1 + β−1)R2 e% Ieff

� $*% �!����.1 �!����.1 5× 10−8 �2!3� �!�3

� .1% �!����32 �!����32 2× 10−8 �%!33 �!�1

$ *�1 �!����%% �!����%% 4× 10−9 ��!�2 �!�3

. 1*� �!����$1 �!����$1 3× 10−9 1!32 �!�2

% �.�1 �!����$� �!����$� 2× 10−9 3!�� �!�3

� $�%1 �!������ �!������ 8× 10−10 �!%3 �!�2

* .��� �!�����3 �!�����3 1× 10−10 %!�% �!�3

3 %3�% �!������ �!������ 5× 10−11 .!11 �!�3

1 3�$� �!�����. �!�����. 9× 10−12 $!12 �!�3

������ ���� ������ � �����	
� 	 �
���������� ������� 	 ��
�����
� 
��

�����

4�
�� ������	�����	�� /����� 5$!�6 � ��/������ ����� ���	� � �7--��

����	� a11 ��	���� A� �	��� ���8	 �
���89�� /������� 5��! :����� $!26⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

a11 = 10, f = 1 � ���
��	� �,

a11 = 1 , f = 0 � ���
��	� $,

a11 = 10, f = 1 � ���
��	� .,



���

a12 = a21 = 0 � a22 = 1 �� ���	 �
���� Ω� ��� � � ���������� ��������

������� � ������ � ��� �� ��������� ���
����� �
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� ��	����� ������� ��	�� ������	��� ���� �������		�� � �	�� ����	�

�
���	���� ����� �!�� � Ω� " ���	�� ������ ����� �����	� ����	� ��

��	����	��� �������	��� ���������� �����

Cκ =
E

12(1− ν2)
( (1− ν)κ + ν trκ I ) ,

C−1κ =
12

E
( (1 + ν)κ − ν trκ I ) ,

��� I � ���	��	
# ��	��� ������� ��	��� � trκ � ��� ��	���� κ�

$	����� �������� ��	����	
� ���	��	
� ������⎧⎨
⎩ u = 0 	� Γ,

θ = 0 	� Γ,
%��&'

���������!(�� ������� ��������	�! %�������' ���� �����	
� )����	��

��� *�	� ��	�� +	����� � ������������� ����� ����� ���

J (u, θ) =
∫

Ω

(
1

2
Cε(θ) : ε(θ) +

1

2
λt−2|∇u− θ|2 − gu

)
dΩ.

$�(������	�� ���
 +����	���� 	� ������# ��������� ��	���� *�	� ��	��

�� J 	� �	������ S :=
o

W
1
2(Ω)×

o

W
1
2(Ω,R

2)� ������ �� �����	
� �����������

����� ��		��� �����	�� ��� �
����
� ��+� ����	
� *�	� ��	���� %���

	�������� ,� -./0123� 4� 5/616 7�89:� ;�<� =��
��	���� >�>� ?���� ��� 7�9&�

@� �A8:'� B��	� ��������� ��� ��� ������	�� t � 	��! ��	���#���
 +��# �����

� ��		�# ������ ������� � ��C�	�! ���������!(�# ����� ��		�# ������

��� �����	
 D�����**�E=���� "���� ��������� � 	�������� ������� ��

��� 	�������� F� GH/IIJ� K� FLHMJ2 7�NO:� 4� F10. 7�P9:� ; �	�� ������	�� ���

t → 0 ������������	��� ����(�		
� ��C�	�#� ������		
� � ������ ���

C�		�# ������������# *����������� ����	�# ������# ������� ����(�	�



���

������ 	
 ���� �����
 ��������� � ������ �������  �!������"#��$���� ��

��������% � ���������� &��'��((�")*��+ ���������� �� ������� �'�$������

������������! �����,����� $�* �����������%-�' ��$���!+ ��$��.�� ������

/
 0�1234+ 0
 5647���6+ 8
 9:61; �����
 <���*� �������� &��'��((� � ����=

.�� θ = ∇u+ ���'�$�� > ���$�%-��� ��$� �������?

ε(∇u) = ∇∇u.

@ A��� ���B�� ����'�$��� �����������+ B���� A������ u �����$��.�� ���=

��������� W2
2(Ω)
 <��>���>� ������ ��������� � (��>C������ J ����-����*

� ����+ �� �� � ��B����� ����B��� �����C�����% ��$�B�+ ������������% �

������ �
 D�EE661FG6H�+ 8
 	I�1 �J�K�


L���-����* ��������>� ��$�B� �� ������ ��������  �!������"#��$����

� �$��� �� �����.��' ��������� ������ ����� ��$?

��!�� ���!>� A�������� (u, θ, γ) ∈ U0×Θ0×Q+ �$��������*%-�% ������,���*�⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎩

∫
Ω

Cε(θ) : ε(ϕ) dΩ−
∫
Ω

γ · ϕdΩ = 0, ∀ϕ ∈ Θ0,

∫
Ω

γ · ∇w dΩ =
∫
Ω

gw dΩ, ∀w ∈ U0,

∫
Ω

(
λ−1t2γ − (∇u− θ)

)
· τ dΩ = 0, ∀τ ∈ Q,

M�
�N

�$�

U0 :=
o

W
1
2(Ω), Θ0 :=

o

W
1
2(Ω,R

2), Q := L2(Ω,R
2).

)%��� ��,���� ��$�B�+ ����$�%-�� ����,����! ���$>����%+ �$��������*��

��'�$��� ��������*� M�
�N
 O��$���������+ ��� *��*���* ��,����� �� ����>�

� ����-�����+ �� � � >�����B��>�� ������


P����� ���$����.��+ �� >��>��������* ����$+ B�� ��������������* ��=

����� ��,��� ������.����+ �� ���� ������* ��>�����* �����������* ���� >��=

(�����' �����>����C�! (ũ, θ̃) ��B���� ��,���* ��$�B� (u, θ) � S
 P��$� A��=

���� γ = λt−2(∇u − θ) �����>���������* � Q A�������� γ̃ = λt−2(∇ũ − θ̃)


L���$��** �����������%-�� �����,�����+ �� ���� ��>������* �� ��B��' ���=

B���!+ eũ := u − ũ+ eθ̃ := θ − θ̃+ eγ̃ := γ − γ̃+ � ��>.� >��$��� �,��>� ε2 :=



���

J (ũ, θ̃)− J (u, θ)� ����	
����  ��	����� ����������� ���	���� ������� ����

������ ���	������ 

��
 !	�����"��� �!!	��������� (ũ, θ̃) ∈ S ����� ����� ������#����

ε2 =
1

2

(
|||eθ̃|||

2 + λ−1t2||eγ̃||2Ω
)
, $�%&'

���

||eγ̃||2Ω :=
∫

Ω

|eγ̃|2 dΩ

�

|||eθ̃|||
2 :=

∫

Ω

Cε(eθ̃) : ε(eθ̃) dΩ.

(��������"���

)� �!	�������� �����

2ε2 =

∫

Ω

(
Cε(θ̃) : ε(θ̃) + λt−2|∇ũ− θ̃|2 − 2gũ

)
dΩ−

−
∫

Ω

(
Cε(θ) : ε(θ) + λt−2|∇u− θ|2 − 2gu

)
dΩ.

)	��*	���
 +���� !	��������� �#� �	�����
 � ��!��"������� �*�*����

��� !�������� $�%�'� !���+��� 

∫

Ω

Cε(θ̃) : ε(θ̃) dΩ−
∫

Ω

Cε(θ) : ε(θ) dΩ =

=

∫

Ω

Cε(θ̃ − θ) : ε(θ̃ − θ) dΩ+ 2

∫

Ω

(
Cε(θ̃) : ε(θ)− Cε(θ) : ε(θ)

)
dΩ =

= |||eθ̃|||
2 − 2

∫

Ω

Cε(eθ̃) : ε(θ) dΩ = |||eθ̃|||
2
Ω − 2

∫

Ω

γ · eθ̃ dΩ;

λt−2
(
||∇ũ− θ̃||2Ω − ||∇u− θ||2Ω

)
=

= λ−1t2
(
||γ̃||2Ω − ||γ||2Ω

)
= λ−1t2||eγ̃||2Ω − 2

∫

Ω

γ · (λ−1t2eγ̃) dΩ.



���

������	
 �� ����	�� ������ ��������� ���� ��������
���

eθ̃ + λ−1t2eγ̃ = θ − θ̃ + (∇u− θ)− (∇ũ− θ̃) = ∇eũ, �����

���������� ��� ��	�	�� � �����!"�� ������ ������ �����

−
∫

Ω

(γ ·
(
eθ̃ + λ−1t2eγ̃

)
− g(u− ũ)) dΩ = −

∫

Ω

(γ · ∇eũ − geũ) dΩ = 0.

#$����	
 ���	�����
 $	��! ���	���
% ��� ���� � ���������� ���&��

�

��	�	
 $	��! ���&� �����	��
� ��'�( ��	��	� �����% ������� ������)

�� �����!"��	�! ��
 �"����
 ���������� � �����	 ��������( eθ̃ � eγ̃�

*	� ���	"	�� � "	���$���!��( $	��� �	�	��	+	 ���% �,��	 -�� ��� ������)

��( � ��������� ����� ��"���
�� �	�� �����������	�! L2.����� ��	����	

��������
 eũ�

���� �������	
� �������
��	� ���	�� � ��
�����	
��

������� ����

 ��������		���
 ���
��
�		���


��
���	
�

/"��!�	�� ��������� �	�	��	+	 ��	"��	�� �	 ��% $�� ��$����! ��)

'�( 	��������	,�� (ũ, θ̃) ���� '��! �,��	% ��� �"����� "�	$�� ��$��(

����( ��	�� ��
��( "	�	$�% �	� �'�"�	$	�� infP� 0�����
 �	 ��% $�� �

�'�� ���$	 ��� ��"�����% ��	
 $	��! ���&� ���� '��! �,��	 ��� � �

�����!"��	��� ���(������( �	��	,�����( +������������ 1��� ��
 -����

�	��	���	�

L(w, ϕ, q) :=
∫

Ω

(
1

2
Cε(ϕ) : ε(ϕ)− gw + q · (∇w − ϕ)− λ−1t2|q|2

2

)
dΩ,

��

infP := inf
(w,ϕ)∈S

J (w, ϕ) = inf
(w,ϕ)∈S

sup
q∈L2(Ω,R2)

L(w, ϕ, q).



���

�����	�
��� ������P∗� ������
��� ������������ L� ��

	 ��
������ ����

���	� 	���� ��
�
�	 p ∈ L2(Ω,R
2)� �	�

I∗(p) = supP∗ := sup
q∈L2(Ω,R2)

I∗(q),

��


I∗(q) = inf
(w,ϕ)∈S

L(w, ϕ, q).

����� �� ���
�	�!
 �
��� 	�	! �!������� �������� ������
� "��#$� �����

������	 � �	� �����
����� ���	��%
��
 infP = supP∗� 	� 
�	 

inf
(w,ϕ)∈S

sup
q∈L2(Ω,R2)

L(w, ϕ, q) = sup
q∈L2(Ω,R2)

inf
(w,ϕ)∈S

L(w, ϕ, q). &�'()

*�� ������ ���	��%
��� &�'+) � &�'() ������
� �,
���

|||eθ̃|||
2 + λ−1t2||eγ̃||2Ω ≤ 2

(
J (ũ, θ̃)− I∗(q)

)
, &�'�)

��	��� �����
����� �� ��-��� ��
�
�	� q ∈ L2(Ω,R
2)' .�� ��
��
	 �� ���
/

�
�
�� �����	�
����� 0���,������

I∗(q) = inf
w∈U0,ϕ∈Θ0

L(w, ϕ, q) =

= inf
w∈U0,ϕ∈Θ0

∫

Ω

(
1

2
Cε(ϕ) : ε(ϕ)− q · ϕ− λ−1t2|q|2

2
+ q · ∇w − gw

)
dΩ.

1��� ��
�
�	 q �
 �������
��	 ����
�	�� Qg� ��


Qg :=

⎧⎨
⎩q ∈ L2(Ω,R

2)

∣∣∣∣∣∣
∫

Ω

q · ∇w dΩ =

∫

Ω

gw dΩ, ∀w ∈ U0

⎫⎬
⎭ ,

	� ����
��
 I∗(q) �
 �������
�� �����' *��	��� 0���,����� 0��	��
��� ���
/

�
�
� �� q ∈ Qg � ��

	 ���

I∗(q) = inf
ϕ∈Θ0

∫

Ω

(
1

2
Cε(ϕ) : ε(ϕ)− q · ϕ

)
dΩ−

∫

Ω

λ−1t2|q|2
2

dΩ.

*
���
 �����
��
 � ������ �!���
��� ����� ��
��	���	 ��
������ �-��/

����

inf
ϕ∈Θ0

∫

Ω

(
1

2
Cε(ϕ) : ε(ϕ)− q · ϕ

)
dΩ = sup

τ∈Nq

∫

Ω

(
−1
2
C−1τ : τ

)
dΩ,



���

���

Nq :=

⎧⎨
⎩τ ∈ L2(Ω,M

2×2
sym)

∣∣∣∣∣∣
∫

Ω

τ : ε(ϕ) dΩ =

∫

Ω

q · ϕdΩ , ∀ϕ ∈ Θ0

⎫⎬
⎭ .

��		
� �

�	
�	�� ��������� ������ � ��
�����		�� ������ ��������	
�


����� �	
 
�	
��	
 	� ���	����	�� ������	��� ��
��� ��
�����		
��� ����� 

��
		
�
 �������	��� ! ���������� ����
��� " ����#�	��

I∗(q) = sup
τ∈Nq

∫

Ω

(
−1
2
C−1τ : τ

)
dΩ−

∫

Ω

λ−1t2|q|2
2

dΩ.

$��	���� �
 �	���	�� 	�����	���


I∗(q) ≥ I∗(q, τ),

���

I∗(q, τ) := −
∫

Ω

(
1

2
C−1τ : τ +

λ−1t2|q|2
2

)
dΩ,

� ���
����� %��&'( �
������ 
��	"�

|||eθ̃|||
2 + λ−1t2||eγ̃||2Ω ≤ 2

(
J (ũ, θ̃)− I∗(q, τ)

)
, %���'

"
�
��� ���	� ��� ��)
�
 τ ∈ Nq( ��� q * ��
���
��	�� +�"���
��		�� ,�� 

��	� Qg�

$
"�#��( ��
 	�����	���
 %���' �
���"��� ����
� ����������	��

|||eθ̃|||
2 + λ−1t2||eγ̃||2Ω ≤ inf

q∈Qg

{
inf
τ∈Nq

D2(θ̃, τ) + λ−1t2||γ̃ − q||2Ω
}
, %��-'

���

D2(θ̃, τ) :=

∫

Ω

(
Cε(θ̃) : ε(θ̃) + C−1τ : τ − 2τ : ε(θ̃)

)
dΩ.

�����������	
(

2
(
J (ũ, θ̃)− I∗(q, τ)

)
=

=

∫

Ω

(
Cε(θ̃) : ε(θ̃) + λt−2|∇ũ− θ̃|2 − 2gũ+ C−1τ : τ + λ−1t2|q|2

)
dΩ =

= D2(θ̃, τ) + 2

∫

Ω

(
τ : ε(θ̃)− gũ

)
dΩ +

∫

Ω

λ−1t2
(
|γ̃|2 + |q|2

)
dΩ.



���

�����	
�� ����������

∫

Ω

τ : ε(θ̃) dΩ =

∫

Ω

q · θ̃ dΩ,

θ̃ + λ−1t2γ̃ = ∇ũ

� ∫

Ω

q · ∇ũ dΩ =

∫

Ω

gũ dΩ,

�������� � ������������� ��
��	���

2
(
J (ũ, θ̃)− I∗(q, τ)

)
= D2(θ̃, τ) + λ−1t2||γ̃ − q||2Ω+

+ 2

∫

Ω

(
q ·
(
θ̃ + λ−1t2γ̃

)
− gũ

)
dΩ = D2(θ̃, τ) + λ−1t2||γ̃ − q||2Ω.

����� ����
��� ������ ���	 ������ �� �������� ��� � ����� �� ���	� ����

�!	 
������� � ������� ���! ������������" (θ̃, γ̃)� � �� �������" ���! (ũ, θ̃)#

$���������� ���������� ������ %�#�& ���	�
�� 
�������� �� �����'

��	����� �� ��� �!�������� �������  ����� ��������� � ���� � �������

�������!� (�����! q � τ ���������� �!����	 �
 ��������)*�� ������'

�!� ������� Qg � Nq# $�������� ��������� ������������" � ��� ����

���
�	�� ������� ��������" 
�����"� �� ������ �� ����� �������� 
�'

���� � �!���� (������ q# $� (�" ������� ���	��"��" ���	) ������� ��'

��+������ ��������� � ���������� ���� ����
��� ���! �!�������� ������

�� ������� �� �������� �����	
������ �������	�!� ������������"#

$������ ������ �� �������� � �����" ������ ���	 ���������� �� ����

��������� H(Ω, div)× Nsym(Ω,Div)�  ��

Nsym(Ω,Div) :=
{
κ ∈ L2(Ω,M

2×2
sym) | Divκ ∈ L2(Ω,R

2)
}
.

,������ ��� ����� D2(θ̃, τ) � ����

D2(θ̃, τ) =

∫

Ω

C(ε(θ̃)− C−1τ) : (ε(θ̃)− C−1τ) dΩ.



���

� ���� �	
���	 ���
�� C 	������⎛
⎝∫

Ω

Cκ : κ dΩ

⎞
⎠1/2

������	��� �
�
� �
��� 	 ��
�������	 L2(Ω,M
2×2
sym)� ��	�	������� �����

�����
�� �
��	��� � 	������ ��
��	
� ��� ����� κ ∈ Nsym(Ω,Div)� � ���

�
� ��� ���	���	
 ���!
� ���� ��� ��
� �
���� ���

D(θ̃, τ) ≤ D(θ̃,κ) +

⎛
⎝∫

Ω

C−1(τ − κ) : (τ − κ) dΩ

⎞
⎠1/2

.

"������ ���	���	


2|ab| ≤ β1 a
2 + β−1

1 b2,

���#
��� � 
$��

D2(θ̃, τ) ≤ (1 + β1)D2(θ̃,κ) +
(
1 + β−1

1

) ∫
Ω

C−1(τ − κ) : (τ − κ) dΩ,

�
�
��� 	��� ��� ���
� �
�
%��� �
� ������� �������� β1� &����� ���

������� ��


inf
τ∈Nq

D2(θ̃, τ) ≤ (1 + β1)D2(θ̃,κ) +
(
1 + β−1

1

)
r2(κ), '(���)

!�

r2(κ) := inf
τ∈Nq

∫

Ω

C−1(τ − κ) : (τ − κ) dΩ.

"
��%� ����	���	
�� ��	�%����*

��� ���
!
 ������ κ ∈ Nsym(Ω,Div) 	��
������ 
$���

r2(κ) ≤ c2II ||q +Divκ||2Ω,

!� cII + �
��
������ ��
	��	
���,�� ���	���	�

||ϕ||Ω ≤ cII |||ϕ|||, ∀ϕ ∈ Θ0.



���

�������	
����

��	
�	� ���	�� �	�	�	���� σ := τ −κ  ���	�	
	��� r2(κ)� � ����� ��������

∫

Ω

τ : ε(ϕ) dΩ =

∫

Ω

q · ϕdΩ, ∀ϕ ∈ Θ0.

� ������ ��������

−
∫

Ω

κ : ε(ϕ) dΩ =

∫

Ω

Divκ · ϕdΩ, ∀ϕ ∈ Θ0.

�
	����	
���� σ ������
	��� ����	��� Nr� ��	 r := q +Divκ�

Nr :=

⎧⎨
⎩σ ∈ L2(Ω,M

2×2
sym)

∣∣∣∣∣∣
∫

Ω

σ : ε(ϕ) dΩ =

∫

Ω

r · ϕdΩ , ∀ϕ ∈ Θ0

⎫⎬
⎭ .

������� �� ����	 �������	���� ���
������� �	�� ���  �
� ���	�	�� ���		�

��
���	��! ��	 �	��! �"	���� �	�����	
����

r2(κ) = inf
σ∈Nr

∫

Ω

C−1σ : σ dΩ = − sup
σ∈Nr

∫

Ω

(
−C−1σ : σ

)
dΩ =

= − inf
ϕ∈Θ0

∫

Ω

(Cε(ϕ) : ε(ϕ)− 2r · ϕ) dΩ ≤ − inf
ϕ∈Θ0

(
|||ϕ|||2 − 2cII||r||Ω|||ϕ|||

)
≤

≤ − inf
a≥0

(
a2 − 2cII||r||Ωa

)
= c2II ||q +Divκ||2Ω.

�

�
	����	� �	��	��� #$�%&� #$��'& � ����������� ��	���	��! !
!	��! �"	���

|||eθ̃|||
2 + λ−1t2||eγ̃||2Ω ≤ (1 + β1)D2(θ̃,κ)+

+ inf
q∈Qg

{(
1 + β−1

1

)
c2II ||q +Divκ||2Ω + λ−1t2||γ̃ − q||2Ω

}
,

������! ����	�
�� �
! 
� �� β1 > 0� q ∈ Qg � κ ∈ Nsym(Ω,Div)� (���� � )

������ �� �� ��
��� �� �	���� �������	��!� (	�	�� �� ����� �	�	�	����

* �	���� κ * ����� � ����� ���
	���!�+�� ��
��� Divκ ∈ L2(Ω,R
2)



���

� ����	�
 ��������� � ���� ������ ����� ��������	�� 	���� κ �������

����� ˜̃κ� �����
��� � �� � �� 	  ����	� �����	������� ������� �����

��������	�� ����� ����!�
� ���������
 � ����������� �������"# �����	�

$��������� ���������	���
� ���	�������� 	 ��������� ��%� 	���� ����

��	������� ������� q ∈ Qg 	 �����������
 �!�� � ����� 		��� �	�����"&

������ ˜̃y ∈ H(Ω, div)

||γ̃ − q||2Ω ≤ (1 + β2)||γ̃ − ˜̃y||2Ω +
(
1 + β−1

2

)
||q − ˜̃y||2Ω,

||q +Div ˜̃κ||2Ω ≤ (1 + β3)||˜̃y +Div ˜̃κ||2Ω +
(
1 + β−1

3

)
||q − ˜̃y||2Ω,

��� β2� β3 ' �	�����"� ����������"� �������"� (�������) �!�� �

inf
q∈Qg

||q − ˜̃y||2Ω ≤ c2I||div ˜̃y + g||2Ω,

	"	��  ����& ������	��� 	 ���	� �� �" ���#���� ��) ������ *�&������+,��-

�����  ����	���	� 	���

|||eθ̃|||
2 + λ−1t2||eγ̃||2Ω ≤ M2(θ̃, γ̃, β1, β2, β3, ˜̃κ, ˜̃y) :=M2

1 +M2
2 +M2

3 +M2
4, ./���0

���

M2
1 := (1 + β1)

∫

Ω

(Cε(θ̃)− ˜̃κ) : (ε(θ̃)− C−1 ˜̃κ) dΩ,

M2
2 := λ−1t2(1 + β2)||γ̃ − ˜̃y||2Ω,

M2
3 :=

(
1 + β−1

1

)
(1 + β3)c

2
II|| ˜̃y +Div ˜̃κ||2Ω,

M2
4 :=

((
1 + β−1

1

) (
1 + β−1

3

)
c2II + λ−1t2

(
1 + β−1

2

))
c2I ||div ˜̃y + g||2Ω.

1�)���� ��"�� �!�� � ./���0� � ����& �����"� 	 ��� 	#��) ������"

θ̃ � γ̃� 	 ������#  ���"# �"  ���������� ������ ����� ����!�� ��2��

��) ��������	����& ������� � �����& �����"� ��� � �� ������� ���� �	��

����"# ��� !�& (˜̃y, ˜̃κ) � ��� ��� � ����������"# ��������	� 1��	�) ����

����	���	� ./���0 ��� ��������	����
 �!�� � �	��#� ��)  	����� ����"



���

������	�
� �� ������ �	�	�
� ��
 ����� �����	 ˜̃y� ˜̃κ 
 β1� β2� β3 
� �����

�	�������
� ������
��� ��������  ����� �	������! ����� "�
� "�	�	����

��#	� ��
�	��
 � ���	���	���! �	�	�$	��	 
��
���� ����	�
� ���	�����
�

% ����! �������� ��
 �����
 ��#������ ��#�� �����
�& ����& ����� ����

��� �$	��� 
��	�	����	! ��� �	�
�
��� '	!���
�	�&��� ��� ���� ˜̃y = γ 


˜̃κ = Cε(θ) ����	��	 M2
3 
 M2

4� � �������&� �� ���#
�	�	! ��	���������
	

����! �������� ���� �	����� �
((	�	�$
��&��� �����	�
! 
������! �
��	�

��� ���������� � ���&� %�	�����	�&��� ��#�� ����#
�& β1� β2� β3 ������


����� 
 ��	��� �	���	����� ����
�	��� ���	������

)� �����	���! �$	��
 ���	��	� ���#	 �$	��� ��� ������	�
� eũ = ũ− u�

'	!���
�	�&���

||∇eũ||Ω ≤ ||eθ̃||Ω + λ−1t2||eγ̃||Ω ≤ cII |||eθ̃||| + λ−1t2||eγ̃||Ω.

 ����� ��	��	�� ���

||∇eũ||2Ω ≤ (1 + β)c2II|||eθ̃|||
2 +
(
1 + β−1

)
λ−2t4||eγ̃||2Ω,

�	 β * ���
����&��	 ����#
�	�&��	 �
���� +���#
� β = λ−1t2c−2
II � �� ��
���

�
� � �	���	�����

||∇eũ||2Ω ≤ (λ−1t2 + c2II)
(
|||eθ̃|||

2 + λ−1t2||eγ̃||2Ω
)
≤ (λ−1t2 + c2II) M2.

,��
� �������� (���$
���� M ������	�	��� �������	� �������
�����& ����

�� ��	� ��������
��	��� ������	�
!�

- ������	�
	 ���	�
�� ��� 
���#	���! ������ �����	�
� �����	�
���

��� �$	��� ������� �� �����	 %�)� .	�
�� 
 /�0� 1������ 2345 67� 89:;<�

=� >?@A@B 24�35C� /�#�� ���#	 �������& 6��� /�0� 1����� 24��5C� ��� 6����C

������	� � �	�� � ���	���	 ������� ������ �����	��������� �$	��� ��� �����

�
 � �����
�	 D
���((�EF��� 
� ���		 ����	! ������ G� H9;IIJJ<KLJM;� 7� 89N

:;< 24�O5� )���	�����
	 ������� ������	�
� ���
���	��� �$	��� ���	�����
�

����
����	! ��
 ���	�	 
������� �����	�
! �	��

 �������
 �� �������



���

������ �	 
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	� ����
�� �
������������� ����
����
 � ������ ��
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 ����
� ����������� � ���
���!�� �����
���"�� ������� ��	��� #$ %&'()�

#$ #*+,&- ./�01$ 2��� �����"���� ���������! .3�41� �������� ���5����
�" ��6

��! �������" �������
� ���7��75
! ��
	�� �����
 ��

 
 ��
	��  ����
$

���� �����	 
������������ ����� ������ �	 ������

������	���	��� �����	����� ������

8��� ���
 �����! ����	 ������
�  �9����� ���������
 ��� �����


� ����
�� 8�!�������:
���
��� ������! ������� �� ���	�������

 �	�	5��6

��! ��������
 ;/$/<$ =� 
���9�� � ��	��� :$>$ ?������� @$ A�!����� ��
 


B$C$ 8�
�� .3�D1 ;� $ ���9� E$ F-GHGI� J$ K&(,,**)LM*N(� #$ %&'() .3331<$

B������  ��
�
�
��� ����� ���������
� ;/$/<� ���
��� 
� �	�
� �����!

����9��
�� �����9�5�� �
	�
9����� �����
� 
 ��	��7 �����
7 ϕ ∈ Θ0∫

Ω

(Cε(θ) : ε(ϕ)− Cε(θ̃) : ε(ϕ)) dΩ =

∫

Ω

(γ · ϕ− Cε(θ̃) : ε(ϕ)) dΩ.

@��������� ϕ = eθ̃ = θ − θ̃� ����
 
∫

Ω

Cε(eθ̃) : ε(eθ̃) dΩ =

∫

Ω

(γ · eθ̃ − Cε(θ̃) : ε(eθ̃)) dΩ. ;/$�3<

C� ������� ���������
� � �
��� � ;/$/<� ��	��
� ����9��
� γ̃ · ∇w
∫

Ω

(γ · ∇w − γ̃ · ∇w) dΩ =

∫

Ω

(gw − γ̃ · ∇w) dΩ


 ���9
� w = eũ = u− ũ� �
���
 � ���������
∫

Ω

eγ̃ · ∇eũ dΩ =

∫

Ω

(geũ − γ̃ · ∇eũ) dΩ.

B���������"��� 
� ��� ��� ;/$O< 
 �� 
∫

Ω

eγ̃ · (λ−1t2eγ̃ + eθ̃) dΩ =

∫

Ω

(geũ − λ−1t2γ̃ · eγ̃ − γ̃ · eθ̃) dΩ



���

��� ∫

Ω

λ−1t2eγ̃ · eγ̃ dΩ =

∫

Ω

(geũ − λ−1t2γ̃ · eγ̃ − γ · eθ̃) dΩ. �����	


������ ��������� �����	 � �����	� ��������

1

2

∫

Ω

(
Cε(eθ̃) : ε(eθ̃) + λ−1t2eγ̃ · eγ̃

)
dΩ =

=
1

2

∫

Ω

(−Cε(θ̃) : ε(eθ̃) + geũ − λ−1t2γ̃ · eγ̃) dΩ. �����	

������ �� �������� �����	 ��������� ����	� � ������

ε2 =
1

2

∫

Ω

(−Cε(θ̃) : ε(eθ̃) + geũ − λ−1t2γ̃ · eγ̃) dΩ.

������ ������ � ����������� ���������  ������ ˜̃κ ∈ Nsym(Ω,Div)� �

�!�� ˜̃y ∈ H(Ω, div)� "�����#�$ %������ ���&��������$ �� ���$� ��$  �'

 ������� ∫

Ω

˜̃κ : ε(eθ̃) dΩ +

∫

Ω

Div ˜̃κ · eθ̃ dΩ = 0

� ∫

Ω

˜̃y · ∇eũ dΩ +

∫

Ω

div ˜̃y eũ dΩ = 0,

�������#��� �����( ���� �������� �����	 � �������

2ε2 =

∫

Ω

( ˜̃κ − Cε(θ̃)) : ε(eθ̃) dΩ+

+

∫

Ω

(˜̃y · ∇eũ − λ−1t2γ̃ · eγ̃ +Div ˜̃κ · eθ̃) dΩ+

+

∫

Ω

(g + div ˜̃y)eũ dΩ.


����)���� ∇eũ = λ−1t2eγ̃ + eθ̃ ����� #� ����* ������������

2ε2 =

∫

Ω

C(C−1 ˜̃κ − ε(θ̃)) : ε(eθ̃) dΩ + λ−1t2
∫

Ω

(˜̃y − γ̃) · eγ̃ dΩ+

+

∫

Ω

(˜̃y +Div ˜̃κ) · eθ̃ dΩ +

∫

Ω

(g + div ˜̃y)eũ dΩ.



���

����� 	
���	� ����	��� � �����������

2ε2 ≤ |||C−1 ˜̃κ − ε(θ̃)||| |||eθ̃||| + λ−1t2|| ˜̃y − γ̃||Ω ||eγ̃||Ω+

+ cII ||˜̃y +Div ˜̃κ||Ω |||eθ̃||| + cI ||g + div ˜̃y||Ω ||∇eũ||Ω.

������� ��	 	
� �	��	����� cI � cII �� ������� 	� ��	�	
� �	���	���� ��������

�	� ������ � ���	�� �������� �� �		��	�����  !�"# �	$�����

||∇eũ||Ω ≤ cII |||eθ̃|||+ λ−1t2||eγ̃||Ω.  !��"#

%$��	����$&�	

2ε2 = |||eθ̃|||
2 + λ−1t2||eγ̃||2Ω ≤ |||eθ̃||| a + λ−1t2||eγ̃||Ω b,

'��

a := |||C−1 ˜̃κ − ε(θ̃)|||+ cII|| ˜̃y +Div ˜̃κ||Ω + cIcII ||g + div ˜̃y||Ω

�

b := || ˜̃y − γ̃||Ω + cI ||g + div ˜̃y||Ω.

(�$�� ���	$&��� ����������	 )	��*+���,� �� ����	��� � 	,����

ε2 ≤ 1

2

(
a2 + λ−1t2b2

)
,  !���#

������ ����& �	�	�	� �	-�� 
��& �����$��� ���	 ��� ��� �	���-�� �	$&�	 ���

������� ��$�����  ���
$�-���	� ������� �	������� � ��	
	���� .$������#�

������� ��	 ��� �	$������ 	,���� ���	��������� �	��������� �		�����

����� �������	���� /��������� ��$����� ��� �������� �$�'���	� λ−1t2||eγ̃||Ωb
���
������� ����� ����������� ����������� )	��*+���,� �$���01�� 	
���

�	�2 (λ−1/2t||eγ̃||Ω)(λ−1/2tb)� 3������	��& 	
	�� ��	-���$�� ����� �1/2
�

−1� 4

�$���� �	'�� �� '����,� �����	 ���'	� ��$	��� �	'$��	����� �������	����

��	
�	���	 ��	�	���& ���	�



���

���� ������	
� ������
� 	��������
 ��� ������

�����	 
���� �	�� ������� ��	���� ��� ������	������ ��	����� ������

� ���	 �� Ω� !���" #������� �����	��� ���	����$ #������� �� �	 �	%��&

'��&���� �	�������( ��������&� #�����	���	��� #�	��$ �	 �� '���� ���	���)

 ��	 � ����(  ����%	*�&� ��	��	�" ���&( 	 �� ��	��	�" ��  �&&� +�� &�%��

�"��  ���	�� #�� #�&�*� #� �����	�������� #��&������ ���	��� ��	 ,���  

#	�	&����&( �	�*��� ������

a2 ≤ (1 + β1)|||C−1 ˜̃κ − ε(θ̃)|||2+

+
(
1 + β−1

1

)
(1 + β2)c

2
II ||˜̃y +Div ˜̃κ||2Ω+

+
(
1 + β−1

1

) (
1 + β−1

2

)
c2Ic

2
II ||div ˜̃y + g||2Ω

�

b2 ≤ (1 + β2)||γ̃ − ˜̃y||2Ω +
(
1 + β−1

2

)
c2I ||div ˜̃y + g||2Ω,

��� β1( β2 -  ������"� #���%������"� #	�	&���"� .� ������ 
���� &" #���)

�	�&

|||eθ̃|||
2 + λ−1t2||eγ̃||2Ω ≤ M2 :=M2

1 + M̄2
2 + M̄2

3, 
�����

��� /�������	� M1 �#������� �	� � 
�����( 	 � �	���"� -  �����*�& ���	��&0

M̄2
2 := λ−1t2(1 + β2)

(
||γ̃ − ˜̃y||2Ω + β−1

2 c2I ||div ˜̃y + g||2Ω
)
,

M̄2
3 :=

(
1 + β−1

1

)
(1 + β2)c

2
II

(
||˜̃y +Div ˜̃κ||2Ω + β−1

2 c2I||div ˜̃y + g||2Ω
)
.

��&���& �*� �	�( ��� &	%��	��	 M2 � ���	��� ��� 
����� �� ������ � ������(

�� � #�� #��&������ #�������� �"�� ���� �	�	������	��"� ������� ��	���"

��� ��	��	�	 '��������� ��$ ���&" #������� ���

!���"  ���	�� /�������	� M2 ����� #������"& ��� #�	����� ���� � )

#������	���( #�����	���& ���  �	�	�&"� #�� #�&�*� �	&��" �����  ������"�

#	�	&����� �����&�� 1 �	�� ��� #��&��	 #��	%�&( �	� &�%�� &���/������	��

 �	�	�&�� M̄2
2� 2�	�	�	 �����& �&� �� β2 ���"$ #	�	&��� B2 = β2c

−2
I ( #������

M̄2
2 = λ−1t2(1 +B2c

2
I)
(
||γ̃ − ˜̃y||2Ω +B−1

2 ||div ˜̃y + g||2Ω
)
.



���

����� 	
���	� ���� �� ����� ���� ���
���������	� ������������� 	 ������

��� �	��	���	� cI  ��	 ���� �	��	��	��� �����	���� �������� ��������� B2 �	�

����	��	 ����� � ����� ��	
� ��	���������� B2c
2
I �	��	 
��	 �����
���� 

�	!�� �	��	 ���	���	���� �����"#�" �	��$���%�" $���%�	���� M̄2
2&

M̂2
2(˜̃y) := λ−1t2

(
||γ̃ − ˜̃y||2Ω + B−1

2 ||div ˜̃y + g||2Ω
)
,

!�� ��	�	� ���!���	� ����� ����� '���$�	!	 ���!���	!	 � �		��������"#��

'���$��� ��������	� B2 (���	!����� 	
���	� ���������� �������� β1 �

���� B1c
2
II �	����� �	��� �������� 	����'�)�� ������ ���	����� � �����	

M̂2
1( ˜̃κ) :=

∫

Ω

(Cε(θ̃)− ˜̃κ) : (ε(θ̃)− C−1 ˜̃κ) dΩ

�

M̂2
3(˜̃y, ˜̃κ) := B−1

1

(
|| ˜̃y +Div ˜̃κ||2Ω + B−1

2 ||div ˜̃y + g||2Ω
)
.

*��!���	� M̂2
3 ����� ����� ����'���	� ����� �������	� �	�� �����	� �����)

���) ��������� ������� +, �- � ���� �	�	���� ˜̃y = γ � ˜̃κ = Cε(θ) �	 	�	

	
��#����� � ���� .�� ��	� ����� ���) ���!�) ���!����) ���� �	���" 	%����

�	!��'�	���

|||eθ̃|||
2 + λ−1t2||eγ̃||2Ω = M̂2

1(Cε(θ)) + M̂2
2(γ).

*���	�������	 �	���	����� �����	 $���%�	���� M2 �������	� �	!��'�	���

M̂2 := M̂2
1 + M̂2

2 �	���� ����������	 �	���	���	���� �������� �	!��'�	���

�	 ������� ���� � ������ �	!�� �������� (˜̃y, ˜̃κ) ��
���� ������	 

.������� 	��� ��������� ������ ���	���	����� 	������	!	 ��'� ���	�

�� /����	���� ������ �	!�� 	
����� Ω �	������ )���������� ��� ���������

���) ����� 	�	
���	��� � �)	��#�� �!�� � 	�������� 0����� ������ 	�������

�������" �����%�" � �	�	�	� �	��	� ��'���� ������ �� 	
������ �	��'���	�

!����	���" �	!�� 	�	
���	 ����	 ����� ��	%����� ��	�����	��	!	 �	���	��

�	��	��� ���
�������) ��'���� �	��	���� ����	���� 	%���� ��	�	��� �)	�

���	��� �� !��������"� ���	�1��
	 �����$�%��	����	� �)	���	��� 	
���	

�����	��!�"#���� ��� �����'���� )��������	!	 ������� ����� 
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������ ���� �������� �	��
	�����	� 	��� � 	���������

������	
�� ����� ����� �
� ���	������ ���
���� g � �
�������� �������

��� ����� � � ���	� Ω ��	�	���� � !��� ���" ��� 
�#����� �� ������� ����

$�� ��%&&�'���	��" �(��!�( � ���	������ �����" �� �
�� ��������" (�
���

������� ���) *����	
�� � ���	� Ω � �
� ��#����� �������� �
��� � ����	���

ũ" ���������� +,-.-�

	�
��� �� �	����) E = ��� ×1011 ���2" ν = /��" � 	��#� �	���
	��0 �����

���� ��

��	�
�������� ���#�	��� k = 123� ������	
�� ����	��� 	��!���

t = /�/� � �
� (�
��	�
��� 
����
� � ���	� ∼ 1 �� 4���� � 
����" �� ���

������ ������ #��	�� ���
�������� ����	���" ���0!�� ����0 	��!��� �

��(��!���� �� ������	���� 
������
�� 
���
�������� ���
�����

5 4� ��'� ��� �
������ 
����6	�	� ���������� �� 	
�( 
�� ����� � �

���	� Ω ��������� %�����	���" ��#�� ������0!�� �� ��	�
�( ��������

��	�� 
������
���� 
� ����� �
���!����� 7
� ��#����� 
�8���� ����

�� ���	
���� �
� ����!� �	���
	��( �
��	� ����	� +,-.-� �����
���	6

���
�	��� ����� �
���
�� �	
�� �
���8��	 ����� ����� ��	�� N � 4�����	6

� ��������	 �
����
 �������� ����� ��������� ���������� 
���� �	����������� ������������

� ���� ������ ������ ������� ������� ������
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�����	� 
��� ������������� ������������� ����	���������� ������

N ε Ieff(M̂)

���� ��� ��� 
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 ����


 � ! �
�� ����

��#���$ �	����� � ��%���&������� ���������� M̂' � ��(����� �	���� %����#)

����� �%�����*���* (���& ������ �������������� +& ��&��������' %��������,-

� �����	� 
��' ��%��#������* �,���' (�� %���������,$ ����� �������* ����.)

�,�' �� ������������� �������,$ ���� %����	���� �������$ ����(��, �#����

� �&����(����� ������ ����� ����&��' %�� ��%���&������ ���������,- ��%��)

�,��,- �%%�������	�$ ������ ����(�,- ��������� ����� ��&������ %������,'

��*&���,� � �������������/ �����&�	�� ����	���������� %��-����� 0�%���'

������' ������� ��%������������ �����������*�

���� ������	
� ����� 	� ���
� �
�� ������� �����
�

0 %���,��1�- %��������- ��������������� %������, � .�����$ &������$

%� ���$ �����	� �������� 2���$��� � ����.����/ ��&��(�,- �����(�,- ����)

��$' ����- ���' ��%�����' �������,$ ���$ ��� �������� �%���,$ ���$� 3�����

����1����� *��*���* ����& �� �������� �,%������* ������* ��������� ���&���

˜̃κ� +&��.���� �%������* �� �,#��#�/ ������� ������ ������ 4!
5� 3�* ������)

(����$ &���(� ������ �%������� � ���-�����$ %���������' � ���.� �� %�����-

��������' � (��������' &���(� � %�����$ �������	��' ����	��������* �%����)

������* �	���� %�������� ���� �,�� %�����.��� � ���������� 6� 789:; 4� 5�

<� (��������� �����&� %���*1��� �����/1�* ����� ��������	���

� ��� ����	
��	�� �����
�������� ����	
��	� �������� ��	��	� � ��� ������	������� � �������	�

��� �������	� ������������� � 	������� � 	����� �������	� ���������� � ����� � �������� 	
����!��	�

�����
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�������	
� �����
�� ��� 
� �	���� ����	�� ������ �������� � �������

�� �������� � ���� ������ �
����� �������
�  !��" ��#	�$���$� %	�����

���
�� ��� &	�
'� ������
 Γ �����
� 
� ���# ���	�����()
#�$ ������ *

ΓD 
 ΓS� &�� ΓD * ����� � �����
�� ������
� � �����
� � ΓS ����$���$ ������

+����$ ��������� ��&�$�
� ����&
��  !�!"� ,�$(��$ ������ �	���	������

����	�� ����� �	
�������� ������� ����&� 	���
$⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎩

∫
Ω

Cε(θ) : ε(ϕ) dΩ−
∫
Ω

γ · ϕdΩ = 0, ∀ϕ ∈ Θ,

∫
Ω

γ · ∇w dΩ =
∫
Ω

gw dΩ, ∀w ∈ U,

∫
Ω

(
λ−1t2γ − (∇u− θ)

)
· τ dΩ = 0, ∀τ ∈ Q,

&��

U :=
{
w ∈ W1

2(Ω) | w = 0 � ΓD

}
,

Θ :=
{
ϕ ∈ W1

2(Ω,R
2) | ϕ = 0 � ΓD

}
.

-��'
��� J ����� ��#	�$�� �	���������� � ��	�&	�.� !�/ �
�� +�������

����()�$ ������ �

�
��'

 ����
��$ � ��	� �	���	���� U ×Θ�

0� ���	�&� �������
$ ����)��� ��������
 �	
 �����

 ��������

&�������
 	���
$ ��������

∫

Ω

γ · ∇w dΩ = −
∫

Ω

div γ w dΩ+

∫

ΓS

γ · n w dΓ =

∫

Ω

gw dΩ.

1�
����$ �	���
� 	������
$ ���	
 ������
 
 �������� �������
� ����

��� ��������
� ����	�� ���� �	�������� ��� 	������� ���# �������� �

�	���	����� L2(Ω,R
2)

γ = λt−2(∇u− θ),

�	
#��
� � ����������� &	�
���� �����
(

∂u/∂n = θ · n � ΓS.
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������ �	��	�
����� �	�
�� �������	� ��������� � 
������ 	�������

��������

Cε(θ)n = 0 �� ΓS.

�������� ��� ������ 
������� 	���	�
����� � �	��	�
����� ��������� �	��


� ���
������ ��������� 
 ������ !" #$%&'(� )" *+', -./�0"

1������ 	
������ ������ ˜̃κ �� �
� 	�	��
����� ˜̃κ = [˜̃κ1 ˜̃κ2]� ���

˜̃κ1, ˜̃κ2 ∈ H(Ω, div).

2�������� ��3�� ���������
���� ��		������� 
 �������4� 5"�� ��	3�63� ������

�����	3� ���
�� ��� ��� �	��7�� �	��6��
��� �
����� �� ������ � ��	�

3� ��4����8�� 
 	���6� -/90� ���� : 
 ������ -/�0 �� ��3���8� �� ��	3��

����� ������ ������	�� ;�		��� <��
� �="

>	��6��� ���
������� 
�7� ����	��
����� ��?�� ����	��6 	�������

	�����7����� 
����
 	���������	3�� � 3�	�	���������	3�� ��	�� ��������
∫

Ω

sym ( ˜̃κ) : ε(ϕ) dΩ+

∫

Ω

(div ˜̃κ1 ϕ1 + div ˜̃κ2 ϕ2) dΩ+

+

∫

Ω

skew ( ˜̃κ) : ∇ϕdΩ =

∫

ΓS

( ˜̃κ1 · n ϕ1 + ˜̃κ2 · n ϕ2) dΓ.

@�������� 
�3��3�� �� A" �5�B�5C� �����

ε2 =
1

2

∫

Ω

(−Cε(θ̃) : ε(eθ̃) + geũ − λ−1t2γ̃ · eγ̃) dΩ+

+

∫

Ω

˜̃y · (λ−1t2eγ̃ + eθ̃) dΩ +

∫

Ω

div ˜̃y eũ dΩ−
∫

ΓS

˜̃y · n eũ dΓ =

=

∫

Ω

(sym ( ˜̃κ)− Cε(θ̃)) : ε(eθ̃) dΩ +

∫

Ω

(div ˜̃y + g)eũ dΩ+

+

∫

Ω

λ−1t2(˜̃y − γ̃) · eγ̃ dΩ +

∫

Ω

(˜̃y + [div ˜̃κ1 div ˜̃κ2]) · eθ̃ dΩ+

+

∫

Ω

skew ( ˜̃κ) : ∇eθ̃ dΩ−
∫

ΓS

[ ˜̃κ1 · n ˜̃κ2 · n] · eθ̃ dΓ−
∫

ΓS

˜̃y · n eũ dΓ.



���

����� 	
���	�

|||eθ̃|||
2 + λ−1t2||eγ̃||2Ω ≤ ||skew ( ˜̃κ)||Ω ||∇eθ̃||Ω +

+ |||C−1 sym ( ˜̃κ)− ε(θ̃)||| |||eθ̃||| + λ−1t2||˜̃y − γ̃||Ω ||eγ̃||Ω +

+
√

|Ω| ||g + div ˜̃y||Ω
1√
|Ω|

||eũ||Ω +

+
√
|ΓS| || ˜̃y · n||ΓS

1√
|ΓS|

||eũ||ΓS
+

+
√
|Ω| || ˜̃y + [div ˜̃κ1 div ˜̃κ2]||Ω

1√
|Ω|

||eθ̃||Ω +

+
√
|ΓS| ||[ ˜̃κ1 · n ˜̃κ2 · n]||ΓS

1√
|ΓS|

||eθ̃||ΓS
.

���	������ �����������

1

|Ω|||w||
2
Ω +

1

|ΓS|
||w||2ΓS

≤ c2III ||∇w||2Ω,

1

|Ω|||ϕ||
2
Ω +

1

|ΓS|
||ϕ||2ΓS

≤ c2IV |||ϕ|||2

� ����������	 ���� ����������� �	����

||∇eθ̃||
2
Ω ≤ c2K|||eθ̃|||

2.

�	��� ������ ����� 	����� �	�����	��� ���	�������� � ��������

λ−1t2 || ˜̃y − γ̃||Ω ||eγ̃||Ω + (cK||skew ( ˜̃κ)||Ω + |||C−1 sym ( ˜̃κ)− ε(θ̃)|||) |||eθ̃|||+

+
√
|Ω| || ˜̃y + [div ˜̃κ1 div ˜̃κ2]||2Ω + |ΓS| ||[ ˜̃κ1 · n ˜̃κ2 · n]||2ΓS

cIV |||eθ̃|||+

+
√
|Ω| ||g + div ˜̃y||2Ω + |ΓS| || ˜̃y · n||2ΓS

cIII(cII|||eθ̃|||+ λ−1t2||eγ̃||Ω),

�	������ � � �	�	!�" #�$��% � ����������� �	��&'�����$ (�������� �����)

�� � � 	�����	� �� �	��	������� �	�����	��� �	������ 	����� ����	���)

��" #�$�*%$

� ��������	 ��
�� ���������� ��
�������� � �� ���� � �������� �������� ���� ��������� ���������

� ������ ���� �� !"# $%&'(



���

������� ��	� ��� �����	��
���� ������������ ������� (ũ, θ̃) ∈ U × Θ ���

���� � ����� �������� ������������������ ����	����	� ��������� �������

������� ���� �!

|||eθ̃|||
2 + λ−1t2||eγ̃||2Ω ≤ â2 + λ−1t2b̂2,

���

â := |||C−1 sym ( ˜̃κ)− ε(θ̃)||| + cK||skew ( ˜̃κ)||Ω+

+ cIV

√
|Ω| || ˜̃y + [div ˜̃κ1 div ˜̃κ2]||2Ω + |ΓS| ||[ ˜̃κ1 · n ˜̃κ2 · n]||2ΓS

+

+ cIIcIII

√
|Ω| ||g + div ˜̃y||2Ω + |ΓS| || ˜̃y · n||2ΓS

,

b̂ := ||˜̃y − γ̃||Ω + cIII

√
|Ω| ||g + div ˜̃y||2Ω + |ΓS| || ˜̃y · n||2ΓS

.
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�� ���
�� �������

�� 	�� ˜̃y = γ � ˜̃κ = Cε(θ) ����� ����� 
�����
���� ����	��� � ����$� � ���!�

�������� ����
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˜̃κ� �����	�
� � ���
	
���� � ��������
 ���� � ���� �����
 ��
����� �� ����

������ ΓS ����� ����
 ������ ! ���
	
�
�" �������� cIII  cIV � ���
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� #� $ !���
�
�
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�
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���� ��&

���� �� �� 	������
� ��!����
 ��	���� � !������� �� �������$

������� ��	$�	� 	�" ��!��$ ���� ������  $ ���'����� � ����
 ��!��&

�"
� ����
��� �� �
��!�� ��'�
 �
��	� ���
���$ ��
�
����� �'
��
�&

���(
 ����������� ���������� � �� '
������ �����������
 H(Ω, div)�

%����
�� 
�� ���� ������� �
 ���'�	
�� � ��$�	��" �� ����
� �� ��
���
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����� �����"

∂u/∂n = θ · n �� ΓS

�� ���� ���� ������ ��!���
� ��(
���
���
 �����


u = 0 �� ΓS.

)�� �
�'$�	�� ������� �� �����
� ��������� cIII � *�� ����
 ����	�

� �'��(
�� � ��� ��
�����
∫
ΓS

˜̃y · n eũ dΓ  ��
!���
�� �����
������(
��

�����
���� ! ����������

���	" 	������
� ��
 ������
� ��
 �����
���� ��� � ��������
 ����

���	��� ��������� ����� ��
	����� � �	
 ���	�������� �����������

��� ���
� '�� '��

 �	�'�� �� ������
���� ���
�
�� ������ �� !�	�&

�� ���!�� ������ ���������� �� ����������$ !���
�"$ �����
�&

��� ���	��" � �
#
�� ���
�� ��
���$ ���
'���
��$ �����
�� � ��!&

�
�
���� �����
�� *	���� ������ �
��!�� 	����� �����
������ ��
��

 ����
�� 

 ���
������� ����
	����� ���
����� ����
��
��� ����
��"

���������



���

���� �����	
� �	���� ��	��� ��� ������ � ������

������	��	
� ���� �����	�

�����	 
������� �������� ����� �� ��������� ��������� ������������

������ ��������� �����! " �#���������� ������ $�� ������ ������ � ���%

��� ��������������	 ����� � &����! '�� � � ������ #������% ������� #�������

�����������( #��������� ������)

����� #��� $�������� (u, θ)% �����������(��( �� ��������� I := [0, l] �������

��������� ⎧⎪⎨
⎪⎩

(CS(u
′ − θ))′ + f = 0,

(CBθ
′)′ + CS(u

′ − θ) = 0,

&�� ���� �������� ��**����+�������� #� ������������ #��������������� ��,

�������� x% l - ����� �����% u = u(x)- #��&�� �����% θ = θ(x)- #������ #�#�,

�����&� �������% f = f(x) - ���#���������� #�#������� ��&�����% CB = CB(x)

� CS = CS(x) - ��&����� � ����&���� .�������	% ��������������! /��������

�#������(��� #� *�������

CB = EIsec, CS = kGA,

&�� E - �����	 0�&�% Isec - ������ ����+�� �������%

G =
E

2(1 + ν)

- �����	 ����&�% ν - ��$**�+���� 1�������% A - #�����	 #�#������&� ����,

���% � k - ���������������� ��$**�+����!

2�� �#������� �������� #���#���&�����% ��� �������� ����� ������#��

� #�#������� ������� �� ��������! 3���������	��% CB � CS #�������� � �������

��.�� #���#����	 � �����(��� ����)⎧⎨
⎩ γ ′ + g = 0,

θ′′ + γ = 0,



���

��� ⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

g = C−1
B f,

γ = d−2(u′ − θ),

d2 = CB/CS.

�� 	
��� �����
�
��� �	� �
��
 ���	�� �
���
�
 �
 ����
�� 	� ��	�

u(0) = u(l) = 0,

θ(0) = θ(l) = 0.

����
 ��
�
� ���������
��  ���!�"��#�
 �
�
�" ����!$�
�%

�
&	" 	��&�!  !���"& (u, θ, γ) ∈ U0 × Θ0 ×Q 	
�"�� �	�⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

∫
I

θ′ϕ′ dx−
∫
I

γϕ dx = 0, ∀ϕ ∈ Θ0,

∫
I

γw′ dx =
∫
I

gw dx, ∀w ∈ U0,

∫
I

(
d2γ − (u′ − θ)

)
τ dx = 0, ∀τ ∈ Q,

�'(�)�

��� U0 :=
o

W
1
2(I)� Θ0 :=

o

W
1
2(I) " Q := L2(I)� 
 g ∈ L2(I)(

*
����	�"� ��"�#����!$ 
�! +�����	�# (ũ, θ̃)� ��	��
� ������"#
�	

��� ����!$ 
����"�
�"$ 
�� (u, θ) # U0 ×Θ0( ����
 ��� γ̃ := d−2(ũ′ − θ̃)


����"�"�!�	 +�����	 γ # Q( ,#��� ���	#�	�	#!$�"� �	������"� �	 	�����

��
���"&

eũ := u− ũ, eθ̃ := θ − θ̃, eγ̃ := γ − γ̃,

�
����	�"� ����!$�!$ ����! ����-���	"%

ε :=
(
||e′

θ̃
||2I + d2||eγ̃||2I

)1/2
.

.
����&-"� ��	����"� ����#
�� �
 ����& ���" "�
�"" ��
��& ��	
/

��#�" �
�
�" �'(�)� �" ����" ��������"� �����"	������ ��
�
����� #���"/



���

�����	 
 ���	 �����	 ����������⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

∫
I

e′
θ̃
ϕ′ dx =

∫
I

(γϕ− θ̃′ϕ′) dx, ∀ϕ ∈ U0,

∫
I

d2eγ̃τ dx =
∫
I

(u′ − θ − d2γ̃)τ dx, ∀τ ∈ Q;

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

||e′
θ̃
||2I =

∫
I

(γeθ̃ − θ̃′e′
θ̃
) dx,

d2||eγ̃||2I =
∫
I

(u′ − θ − d2γ̃)eγ̃ dx.

� �������� ��������
���� ���	���� � �������� 
������� 

ε2 =

∫

I

(γeθ̃ − θ̃′e′
θ̃
) dx+

∫

I

(u′ − θ − d2γ̃)eγ̃ dx.

!�"�� ��������� ∫

I

(u′ − θ)γ̃ dx =

∫

I

(ũ′ − θ̃)γ dx


��� �� �����

∫

I

(γeθ̃ + (u′ − θ)eγ̃) dx =

∫

I

γ(θ − θ̃ + u′ − θ − ũ′ + θ̃) dx =

∫

I

geũ dx,

� 
 ���" ��������� ���"� ������
��� ������

ε2 =

∫

I

(geũ − θ̃′e′
θ̃
− d2γ̃)eγ̃ dx.

#�� ��"�$ ����� ��������� %���&��������� �&��� ��"�������$ 

����'

�� ���� ������������	 ������	$ ������ �
������ �����
������� (�'

������ ˜̃y � ˜̃κ ����������
� )����
� W1
2(I)* +������ ���"����
���� �� ��'

����

∫

I

˜̃ye′ũ dx+

∫

I

˜̃y′eũ dx = 0,

∫

I

˜̃κe′
θ̃
dx+

∫

I

˜̃κ′eθ̃ dx = 0

��� (��	 (�����
 ���� ���������

ε2 =

∫

I

(
(g + ˜̃y′)eũ − d2γ̃eγ̃ + ˜̃ye′ũ

)
dx−

∫

I

(
( ˜̃κ − θ̃′)e′

θ̃
+ ˜̃κ′eθ̃

)
dx.



���

�����	 
������� ���������

e′ũ = d2eγ̃ + eθ̃,

�������

ε2 =

∫

I

(
(g + ˜̃y′)eũ + d2(˜̃y − γ̃)eγ̃

)
dx+

∫

I

(
( ˜̃κ′ + ˜̃y)eθ̃ + (˜̃κ − θ̃′)e′

θ̃

)
dx.

��
����� 
�������� �����������

||eθ̃||I ≤ cI ||e′θ̃||I ,

||e′ũ||I ≤ d2||eγ̃||I + ||eθ̃||I ,

��
���
� � �������
����� ������ �����
�������� �
�� � ���
�������
  �!

������
 ˜̃y 
 ˜̃κ"

������� ��	� �������� �	
��� ���������� ���
��������� ������� ������

�
 ����
� 
���� ��������� � ������ ������� ������� �� ������ ����� 
���

������� ��� ������ �����	���� ����������� 

ε2 = ||e′
θ̃
||2I + d2||eγ̃||2I ≤ M2 :=M2

1 +M2
2, #$"��%

���

M1(˜̃y, ˜̃κ) := || ˜̃κ − θ̃′||I + cI|| ˜̃κ′ + ˜̃y||I + c2I ||g + ˜̃y′||I

�

M2(˜̃y) := d2(||˜̃y − γ̃||I + cI ||g + ˜̃y′||I).

&�� ������ ������� ����'���	 �������� ������ �(�����
���� �����)) ����
!

�� �����*����
	 
 ������� ������	 �������� �� ˜̃y = γ 
 ˜̃κ = θ′ ����
������

���������

M = ε.

+����������	 �� )(��� �
�� ���������� ��
(
'����� ��*��
�	 ������

��'�� (��� ������� � )(�� ������� �������� ��������) ,  �� ����� ������

���
�
������ ������"



���

���� �����		
� ��������
 ��� ����� ������	��

�� ��������� 		
 ����������� ������ ����������� � ������������

������ � ��� ���� � �� � ��  ������� � ���	��  � � �!�������" ���

��#��� �$����� %����& ������� ���������� �������" %������ ���� 


'���"���� ��������� ��� ���� ������ ()*+), ��� %����� �����%��& �

� � ��� � !���#�� ������ ������ -� 
& ���� ��& (
 ./0102& 3
 45677889:;8<6&

=
 >5?69 @�ABCD
 E���!�	� ���� ����������� ��� ������ )4=F= !��� �����

� %����� � ������� G��������H�����& � ����� �� ��������������&

�%����#��� ��������
 E������� ����% !�� ������� ������� � ��

��� %����� �! �%	�!� !���� I� �#��� J ��%������� ���!������� ������ 

� @�BKC � � ��L������ ���#���� ������� � @��MC


N�	���� ��������� ������������	� O������ ��� ��	����� �����"P

L� �!��%� Q

• R ������ )4=F= ��� �� �L� ,S)(�AATO�� ���� ���!��$�� ��#�����

%����� �! �%	�!� !����


• R�� ��!���� �� ������� ���� � ��%������� ������� ��	��$�"���

��� ����������� �� ��#��  �����& ������� ��������� �����������"

�����
 U��� ���	��  ��  ����� �����%��� ��� �� �L� ����� ���

������ �%��� .V>*>)4 �������� ���WX���A


G��� ������"��� !���� ���  ����& ��� � ������ ���L�� � ��%���� � ����P

�� � � ��� ��%� �	��$���


Y� ��� & ��� ���	��  � �!���������� ��������� ����� ��	��#����&

����L�� � ������ ����� ��������� -W
��D
 Z������ �� � ��	��#����& ����P

L�� � ����� �����& ����������� ��� � �� ������& ��	�� ����� ������������

��#��� �%�����& ��� ���������� ��%� ��� �� �L� ���������� O�����	�

��#���
 I���� ���������  �$�� �%�������� ����������� �����" ����P

��� �#�!��
 Z�� ���������&  �$�� �������� ���� ��#����� O�����������
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������	��
�	� 
����� ������ � ������ ���������� �����	� ��������	� �����

��� ��� ���������� �������������

���� �������� ����������� ������� ������ �������� ��

�������� ���

����� �� �������� ���� !�
" �����
��" # $%&'()" * +,-%&. /01234 5�" ��6��

���
������ �� �������� � ����� 	���� ���7������� " ����������� 
����� ����

�� ��	����8��� � ���	��

��
 �7���������
 ��� ��9������� ��������" ����

��� �����7����� ���	�
 ����������
 � ������ ���������� ������ :������"

���������� 
�9�����" ���������� � ��
��� ;������������	� �������" ����

7��� ������������ ����� �� ������ ���������� <�
 �� 
����" ��� ��������

�����" �����������8=� ;��������� �7���������� ���������� ������ � ����9�

��� ������ ��	�������� ��9� 7�� ����� ��;��
���� � ���������� ��������

������� ����������" �������������� � ������ ��� ��������� ���7��9����	�

������� > ���
 ������ ������ ����������� ;������������	� ������� ������

����� �� ������ ��9��
" � ����8=�


?���
����
 ��������� ���
���� @���� ��������� � �����8" ��	�� 
��

���� <�
������ � 
����� A�������BC ���� ���9�� ������ ����� 7������

����������" � ��������� D � �����������9��
� E��������� ����
���" ���

���� � ��9������� ������� ������������ ��� ����������� ������� 7�������

���� 
����� D ��� ���;;������ ������������ ���=�����" ��������
� ��

;��
���

SR :=
GAl2

EIsec
.

F��� �������� ���	� ���;;������� ���������� ������ !������4" 
����� ������

8��� ���������
�

������ ���� ����� � �����	
��� SR > 10000

> �����
 ���
��� ����
����
 7���� ���������	� ������� ������������


���	� ���
��� D ����� ����� �G ��� ������� ���������	� �������" ����� 

��
����������� �	
��



���

����� ���	�
� �����	�� ���	����	��� 	� ���� ��������� �	���	�� ��� ���

���	���� ���������� 	��� !�������	�� � ��		� ��"��� � ����� � �������#�

	���� 	� "����������� $������������� ����"���� ������%

u′′′′ = g,

u(0) = u(1) = 0,

u′(0) = u′(1) = 0,

��� g = 3.84� & !�� ��"��� ������	� ������� �	����������� ����	��

u = 0.16 x2 (1− x)2,

� ����" �����'� ���������� ����� ��� ����������"�� ��������(�	�� � ���

�������

)��'��(�		�� ����	��� �������		�� *+,-, 	� ������ ��������. �� ���

!���	���� ���'��(�	� 	� $��"	�� /��� )�� ������ ���� ��� 	�����	���� ���

��� �"���� 	�(���� � ���	�. 0��� & ��'��
�1 ����� Nel �'��	���	� ����� !���

�	��� ������ 2	�	�� ���	��� ����	�� ��������� �
�	�� �������� �	����
��

����� 	��� ����������	�� ������	���� ��� ����� ��'��� ����� �"�� �����

	�	�� � ����		� ����������	�� ������	���� 	� �	�������� 3 ��� � ��"���

����������	� 	� $��"	�� /�/� ��� ������	� �	��������� �������		�1 �� !���

�	��� 	�������	� 	� ������ 	�� �	���	�� ����� 	��� ������ ��� �(��

��	��� 3� ���"� ������ ��'��		�1 � 4�'��
� /��� �(	� ������ ������ ���

$��"	�� /��% )��'��(�		�� ����	�� ��� ������ /���



���

�����	
 ���� �����	� ������������� �	�����	��� 	��	�������	 �������	� ����


� �������� � ����
���� �	�����	��� ��� �	�	 � ��!	����" ������� ��� ����

���� ��#�

$�%���� ��#� &�'����	 	���
� �	�����	��� �� �	����	�������	��� ��	!���"(

��)%����* � ������� ��#

Nel ε M Ieff

�++ ,�+� ×10−2 ,�+� ×10−2 ��+�

#++ #�+� ×10−2 #�+� ×10−2 ��+�

,++ ��+� ×10−2 ��+� ×10−2 ��+�

-++ +�.+ ×10−2 +�.+ ×10−2 ��+#

�//�
����	��� ���	�� 	������� ���%����	* � ��	����� �	����	�������	�	 �)�

����'���� ���
���� 0��	����� ��!	����" M 
 ������	�� )��'���1 	��%
�

ε 	'��� %��)
	 
 �������2 ��� ��	�2 � �	��	� �		��������� � ��	���*2 ������

	������� %	����� 0������2 '�	 ���%��!���	� ������� �� �	������* ���
�2 �	�

��	� �* �) -++ �������	�2 ����� �	'�	��� 3��. 42 � /��
��	������� ��!	�����

�
�)"���� �� ��
	* !� ��)
�* ��	���� �	�����	����

������ ���� ����� � �����	
��� SR ����� 600

5	 ��	�	� ������� ��������������� %��
� 
����	�	 ��'���� ������* �	��

 ��" 6 �� ����� ����� �2 � ������� �	����'�	�	 ��'���� ����� +��� 7�� ��	�	

�� ��� �������	
���� ����� ���
��� �
���� �����	��� ���������
���� 	
����� �����
����



���

�����	
 ��� ����������	� ������� ��� ������� ����

������� ��� �������	 	���
� �	 ����	��� �� �	����	�����!�	��� ��	����"#

��$�����% � ������� ���

Nel ε M Ieff

�&& &�'' ×10−2 ���( ×10−2 ���)

*&& &��' ×10−2 &�(+ ×10−2 ���)

�&& &�*( ×10−2 &�*' ×10−2 ���)

+&& &��* ×10−2 &��� ×10−2 ���+

������ �	��	� ������� ���$�����	, �	-�	�� �����	 �� 	 ���	�!$����� -���	�.

�	� �������, �	������	� �� ���
	% ���
�� ����������	� ������� �� ���
� �

�&& -������	� �$	������	 �� �����
� ���, � ��$��!���" �	����" � ������� ����

/$ ��# ����	, ��	 -00�
����	��! ���	�� �	����	��	 �"�	
� � �	#�������� �	.

��	���	%� 1�������, ������� �� ���
� � +&& -������	� ����� 	��	�����!��2

�	��	��! ''�*3� 4 -�	 �� ����� �	��	��!, 
	�	��2 �	
�$"���� ���	�����, �	.

�������� ''�&3� 5���	�����!�	, ���������� 0��
��	���!�	 	 �	�#	�� ����	.

��� 
 
��%�� ��$�������!�	% ����	���
� ������	% �������" �	 ����	���, ��	

�� ������ ��	�#	���	��� �$�"�	��	 	 ������� ����������"# ������%�

������ ���� ����� ��� ��	
���� ��������� ����������� ����������

4 �	������� ������� ��������������� ���
� �$ ������� ��*, �	 � ������

������	����	 	 �� �������, 
	�	�	� ������ � ����������"� �������� �$	�.



���

�����	
 ��� ���������� � ����������	� ������� ��� ������� ����

������� ��� ����� !	 	���
� �	�����	� � �� �	����	!� ��"�	� � !�	����#$

��%�����& ! ������� ���

Nel ε M Ieff

�'' (��) ×10−2 (�)* ×10−2 ����

('' ���� ×10−2 ���* ×10−2 ���'

�'' '��+ ×10−2 '�+� ×10−2 ���'

*'' '��� ×10−2 '��+ ×10−2 ����

�����	 �� �����
� ���� ,��!�� �� !�� " ��������� ! �	�	�� ��"�	� �����!-

����� . �& �		 !� � !�� g = 19.2� /	��� ������� ��� " ��������� ! 	 ����-

 ��"�	� �����!�����0 �	 ���� �����%
� ! �� " ��% ���"�� 1g = −3.842�
3		 !� � !�45�� �������#� ��%��" � # ����� �!���# ! ������� ���� 6��

�	
�%#!�4 0 � 	 ���	��� � M 	�������!��  	��#& 
	� �	�" ��	���"�	& !�-

�����# �	�����	� � ! 7����� ����
	& �	���� ������� �� �	������& �� 
� �%

*'' 7����� 	! ����  	��	� " 	
	�	 )���80  	��� 
�
  	��	� " ����������	�	

������� �	�����	 ��	� ���	��	& 	���
� �	� �!��� 	
	�	 )���8� 9% ����� �!-

����#$ ��%��" � 	! �	��	 ����� " !#!	�0 � 	 :��
��	���"�#& �	�$	� 	�����-

��!�� ������#& 
	� �	�" �	�����	� �� 6�  �
�� �	%!	��� �	���� " �	�	�-

�� ��"��4 ����
���4 !	%�	��#$ ��	���� �	 �$	���	� "4 ���	�� �� ������-

�	�	 ������� ��$	��	& %������
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���� �����	
������ ��
����	
���� 
����	 
�	��	 ���

���
� �������	�������

� ������	�
	 � ��	����	�� ��������� ��������
� �����
�	���� ������

����� �����
 �� 
��
�	 ����
 �	�����
����	�� !�� �������	��" � ��#�$�	�

�

 ����� ����%

 u& ������" �����	����"	� �
��	�	�%
��'���� �����	�
�

�	��	����� ���"���

(EIsec(x)u
′′(x))

′′
= f(x), x ∈ I. () *+,

-�	�����$
�& ��� ����� ��	���� 
� 
���������� ���	�
���& �� 	��' E . ����

������& � ���	�	���	 �	�	�
	 ��$	� ��' ��� �����"���& ��� 
 �	�	�	��� 

!����
�
� ���� ��������
��	�# ����� �����	�& ����� f ∈ L2(I)& � ����� ���	�

���� �� ���%�# -���	��		 ��	�����
	 �	 "��"	��" ��
�%
�
��'�� 
 ��	�	��

� %	�'� �����	�
" ������� /����	��������" �����" ���������� ������	��

�" ����$	�
	� �����	�
" () *+, �� ������� ����%
� 
 
��	��
�����
	� ��

����"� 0�� � ��
#��
� � ������1	�
�
∫

I

EIsecu
′′w′′dx =

∫

I

fwdx, ∀w ∈ U0, () *�,

��	 U0 :=
{
w ∈ W2

2(I) | w(0) = w(l) = w′(0) = w′(l) = 0
}
.

-�	�����$
�& ��� �	� 
�
 
�� �������� �����	�� �������
��%
" ũ ����

���� �	1	�
" �����
 u& ��
����	$���" ������������ U0 . 2�� 	�
����	���	

�����
�	�
	 ���		 ����& ��$	 	��
 �	1	�
	 ������	�� �	���������
 �	�

�����
& �� ��$�� ��������	�' �����3�
�� 
� �������� ���	%
�����
" 2����

2�	�	��� �� ������������ U0 
 �������
�����' �$	 �������' �����
�1	���"

2�	�	��� 0���� ���#�� �	��
�����& � ��������
& � �����	 4 567689:& ; 4<=>?&

; @9A68 B*)CD& ��	 ����$�����" ����%
����'�	 �����	�
���	 �%	��
 ����

����
 �������
��%
�& �����	��# ��
 �����
 ��������� �	���� E��	��
�� 

!������
� �	�	� e := u−ũ ����	1����' ��
��
$	����� �	1	�
" -�����'�

�� ��������
��	��" 	�
����	���	 ����"���	 ���	& �� �	� ��
�
� ����$�"�'



���

������	 
�
������� ��� ��
 �����
 � ������	��� ���������� ���
����	�

�

�
 ��� !"�#�$� �
�	����

∫

I

EIsece
′′w′′dx =

∫

I

(fw − EIsecũ
′′w′′)dx, ∀w ∈ U0. !"�##$

%�� �
�
 ��
�� �
���
��& ���������	' 
(��	 �
��� 
���� �������
� �
�
)

�
� �
*
 ���
 �� 	�������&� ������ � �������&
� �
*�����
 ��
�
���

������ ˜̃μ ∈ W2
2(I)� ��� �
�
�
�
 ����������� �
��	��

∫

I

˜̃μ′′wdx =

∫

I

˜̃μw′′dx, ∀w ∈ U0.

+��
�&�	� �� � !"�##$� ���,
��� � �

�
 ��'

∫

I

EIsece
′′w′′dx =

∫

I

(f − ˜̃μ′′)wdx+

∫

I

(˜̃μ− EIsecũ
′′)w′′dx. !"�#"$

-������ � �������� ��
���&
� ������� ε� �
��
���	'��� �
��� 
��&�

�����������	' 
��	 
���
��� ������*�
�
 �� ��� 
� �
�
�
 �� �)

��� �
����� w = e � �

�
 ��� !"�#"$� ������� ��������
 .
 �/0���)

(�� ����� 
(��	

||
√

EIsece
′′||2I ≤ ||f − ˜̃μ′′||I ||e||I + ||(˜̃μ− EIsecũ

′′)/
√
EIsec||I ||

√
EIsece

′′||I ,

� �
�
�
� ���
�&�	���� ��������� 
��� � ��
�������� L2(I)� 1(��� ||e||I
����,	 ��� �
�
�� ����	'���
 ���������2

||e||I
||
√
EIsece′′||I

≤ c := λ−1/2, !"�#3$

λ := inf
w∈U0,w �=0

||
√
EIsecw

′′||2I
||w||2I

,

��� �
����� c ���� � ������ � �
������ ���
� ����
� ����� 	������ �

�������� 
���� ��� ��
�
 ���� ������, 	��
���� 4� �������� �� �
�	���)

���� �
����
�
 ��	�
 
(���& ����,	� ��
 �������� �����	�����
�� �
��
�&�	



���

�����	
�	 ���
� �	��
�� ��	
�� ����� ������

� ���	� ��������� 
	������

���
�� �����	�� ��������� � �!"#$ �������� � 
	���	
����

ε ≤ ||(˜̃μ− EIsecũ
′′)/
√
EIsec||I + c||f − ˜̃μ′′||I . � �!%#

&����� ����� ��	
�� 
	 ���	���� ���
�'� �	(	
�� ������$ � ������ ���)���	
�


�	 �	(	
�	 ũ� *����	����
�� ��	
�� ���
� ��� ��	��+,	� �)��	 ���)��
��

�	�	�	

��-

˜̃μ = EIsecu
′′.

.	���$ ������ 
	����	����	

�'� ��
����� ��'�	(
����$ ��	� �����
��	���


�	 ��	���,	����$ ��������� �	�	�	

�� ˜̃μ ��	�������	� ��)�� 
	��������+

�� EIsecũ
′′ ������������+ ��'�)�+,	'� ���	
��� / 		 ����,�+ ���
� ����	

�������� )��		 ���
�+ ������������+ �	�	�	���+,	� ����

/ �������	���� ����� ��	
�� ���)
� ��	�� ���������
�+ ��������� 0�
��

���
��� � ������ �����

ε2 ≤ M2(ũ, β, ˜̃μ), � �!�#

'�	 β > 0 1 ���������
� �����	��$

M2(ũ, β, ˜̃μ) := (1 + β)||(˜̃μ− EIsecũ
′′)/
√
EIsec||2I + c2(1 + β−1)||f − ˜̃μ′′||2I .

&����� ����� ����� ��	
�� ��	�������	� ��)�� ����� ������
� ������� 
�

������ 2�	�	
�	� 3�� ����� ��'�� ������� �
���������� �����	�	�	
��

��'�	(
���� �� ����	�
�� �)�����$ ������� 
� 2�	�	
� � )���(�� ��'�	(�


����+� 4�'�� ��,	����	� ��� ���	��
� ����	��� ��)��� 2�	�	
��� ��� ���

�	���	
�� ���)�	
��$ �� 	��� �������
�'� �'�,	
�� �	���� 5��)��		 �������

�����) 1 
���� ���������
� ������
� �
������� ��	�� ��	� 2�	�	
��� �

���)��� �	 �� 
��$ �
��	
�� �
��������� ��� ������ ��	�(�+� ������
�

���������
�'� �
��	
�� ����$ 
�����	�$ ��
�'��0�+ 6� 789:;<9=> ?%�@#�

&�� �	�������� � �!�#$ ��� ���
 �� ������
� �����
���$ �	�	���)���	


�)�� ����	�����	��
���� ��
	�
��	�
� ����������
��� {Wi}∞i=1 �������
�



���

���� W2
2(I)� 	
������� ��	����	� ��������	� ��	��	��� � ���� ����� ������

����� �	��	 ��	�	���� �	 ��������� ���	����� 

β0 = 1;

i = 1, 2, 3, ...;

˜̃μi := arg inf
˜̃μ∈Wi

M2(ũ, βi−1, ˜̃μ);

βi = c
||f − ˜̃μ′′

i ||I
||(˜̃μi − EIsecũ′′)/

√
EIsec||I

.

!������� ��	 �������� �������"� 	��	��� �� ��#�������$ ��
	�� ���	�

�� %&'()� *�+	�	��� ������ ���� ��������$ ���	��� 	
�������� � �	�	����

"�� ,� -./0� 1� 23044..567.80� 9� :3;05 %��)� < ��� �	+�#��	� ��	 ��� 	=��+� �	$���

������ ��� ���	���� ��	 ��	
	���� >������ �	��	 ��	�����	���� ������������

��������� ���	�����

?#�	������ ����� ��	�	
 �	���	���� ����	�	� 	=��+� @A�&�B� +	�	���

�+���� ��� ��#�������� ����������� �	��� 
��� �������� � � ������ #��

���� 	
 �#��
� 
��	+ C�������DE������ ��	 �	#�	���� ������ ��#�������� ���

��	+����=��� �		����������� ����� � �	�������

����� ����	
�������� �����

< #�+������ ����� +���+	 	����	����� �� �#������$ ��#�������$� +����

��$�� +��������+	� #����� �����������+	� "�#�+� F 
�����	�����+	� #�����

F ��+�� ������ 	��	G���� + ��	��� �	�+�$ �������� H	�$	�� + �	������

���
�������$ ��G���� +�����$ #���� ��+	�	 ���� � ���+�$ ���G����$ � +����

�����+�$ ���	�	� +	�����$ >������	� $	�	G	 �#����� F �	��	 ��	������� ���

������� :� I./8 %AJJ)� :� K/LM05N80� ,� 10OL553.P %AJ�)� Q� R����� %�)� S� TLU5NL5�

T� 10487.O.54. %A�()� T� VO.6W/3� :� I./8 %A��)� 1� -L58 %A�&)� <�<� X�����	� %�A)�

K� Y5Z3/ 34 ./ %A�A)�

Q��+=�	������� ��	�����	���� 	=��+� ��� ��� �	������� ��	�������+�

� �������	 ������	���� � ��
	��$ -� IOL/L[� 1� 23044..567.80� 9� :3;05 %�J')�



���

������ 	
 ���� ����� � ��������� � ����������� ������ �����
 � ������ �����

�� !"��� ��� ���� ���#�������$ %�&����� � ' (�)��%���"��*�# +���"�
 �

��(��� ,
 -./001123415/� 6
 7.8/2 ���9� � ' +���"� �( �+)�(� ���*�$ � �����

:��$)�;;�<='�� ���� �&��� ��� �)�"��� ����*� (� �� �(>�)� ����
 ?$ ��@

"�� ��� ���� ���#���� �(�!&��A��' ��*&� � ��BC�
 D�� )����"��$ !� ���'$�

����������!A>�$ &���*�# +��� *� *��' � ������� ��� %�)!� (��� ���%����� *

(�)��%���"��*�# +���"�
 E���*� %�&������ � ��$ �%�A� (� �� � �&�!A ���!*@

�!�! � �* A"�A� ��%%����"��# ���+�� �����)� ���)� � *�"����� ���#�������#

����%����# ˜̃κ
 � �����# %�&������ �+ ����� ����%����' ˜̃κ F �*� '���' ;!�*@

��' �+ ������������ W2
2(Ω)� � �� �����# ���(������ �� �� ) ��*���� �� �( ���

�� �!>���������' �����$ �(�(>����$ ����+�����$
 G�� ��� ��� ��� ��%�>�

�������' �����# ���� ���� ���# ����%����# ˜̃y �+ ������������ H(Ω, div)


� ����� ����%������ ��"�� ��� ���� ���#���� ����# �+ ���� �&����$

������������$ �����*
 H�*�+��� !����&������ *������ !������ ����� ) �(� �@

��� ���#���� %�&������ � �$���%���� ����*�� I;;�*�������� �� !"��%�# ����@

*� * ����%� ���%! +��"���A � �������� %���%�+����
 J�% %�&�� ��#�� ���@

%��� "�� ����# ��� �+����� ����������� ��*&� � �����'$ ����� � �����
 �

�����% ( �*� "�� ����$ I*�����%����� ���( �&����� ��K���� ũ �>���' *�*

*�%(�����' *!��"��L�� ���%�� ���$ ;!�*��#� �(����"���A>�$ �)� ������@

 �&����� �����������! W2
2(Ω)
 M����*��%���' ���#�������# ����%����# ˜̃κ�

�$��'>�# � %�&�����!� �������' ��� ��%�>� ) �(� ���$ ���)���%����"��*�$

(�+����$ ;!�*��#
 �� �����% ( �*� ���%���� ����%������ ��� �+���' %�&�@

������ *�����' ���� �+!�� ��+%�&����� ��*��� 	NOPNQ � ���������% ��@

��������% ����*
 D��( �&����� ��K���� ũ �� ��"�� '���'� � �������' ��$��'

�+ ��"��$ !+ ���$ +��"���# u
 H ' �� !"���' *��;��%��# �����*��%����

���� �+!���' ������� '�� �� ������ ��������)� ���!���������)� ���!)� ���@

)� I �%���� R��<: �;�<J�"��� S�%
� �����%��� T
 R�'� � ���� 	
 Q.�21UV�

W
L	
 Q/XX.�/. ��9��Y
 Z���� �������� ���� � ' ;!�*��# ;��%� � ��!)�� ���(��@
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Div σ + f = 0 � Ω,

σ = Lε � Ω,

ε(u) = 1
2(∇u+ (∇u)T ) � Ω,
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u = uD �� ΓD, "+#5;

� � �������� ����������

σn = g �� ΓS, "+#(;
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����
�B

����� =	����� u ∈ U ��2
�� :�


∫

Ω

Lε(u) : ε(w) dΩ =

∫

Ω

f · w dΩ +

∫

ΓS

g · w dΓ, ∀w ∈ U0, "+#+;
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U :=
{
w ∈ W1

2(Ω,R
d) | w = uD �� ΓD

}
,

U0 :=
{
w ∈ W1

2(Ω,R
d) | w = 0 �� ΓD

}
,

W1
2(Ω,R

d) :=W1
2(Ω)× ...×W1

2(Ω)︸ ︷︷ ︸
d

.
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��� �
� Ω � �����������

������� �����
� � �������� ����������� �� ������

f ∈ L2(Ω,R
d), g ∈ L2(ΓS,R

d), uD ∈ W1
2(Ω,R

d),

� 
����� ��
���
��� ����� L �������
 �����
�� �  �
�

Lijks = Lksij = Ljiks, i, j, k, s = 1, ..., d,

� 
�!"�

Lijks ∈ L∞(Ω) i, j, k, s = 1, ..., d

 ���������� ����
������� ����!�

α1

∫

Ω

|τ |2 dΩ ≤
∫

Ω

Lτ : τ dΩ ≤ α2

∫

Ω

|τ |2 dΩ, ∀τ ∈ L2(Ω,M
d×d
sym)

� ��!�
���  ����"
�����  !���
��
�  α1  α2� ���M
d×d
sym � ����
����
��

�  �
����� 
������� �
����� ����� ��� �����
 d# $����� � �!�������

���� ����%���� ��
��
����� ����
����
�� ��� ���!� ���� �����"���

�����
��

Hsym(Ω,ΓS,Div) :=
{
τ ∈ L2(Ω,M

d×d
sym) | Div τ ∈ L2(Ω,R

d), τn ∈ L2(ΓS,R
d)
}
.
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H(Ω,ΓS,Div) :=
{
τ ∈ L2(Ω,M

d×d) | Div τ ∈ L2(Ω,R
d), τn ∈ L2(ΓS,R

d)
}
,
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J (u) = 1

2

∫

Ω

Lε(u) : ε(u) dΩ−
∫

Ω

f · u dΩ−
∫

ΓS

g · u dΓ.

%
�� ��

�	����� ��	���	��	� ���"��&�	� ��'��� ũ ∈ U ������ ()�)*+

�	 �
�	&	 �	������+ ��	  ��������
��! 	��� �	���'	
��  �	�	 ��'��!

����&���
! ����� ���	
�� ������ �����	��� � ���"��&�	� � �	�	�

��'��!�+ � ���	

|||ũ− u|||2 = 2(J (ũ)− J (u)),

���

|||ũ− u||| :=

⎛
⎝∫

Ω

Lε(ũ− u) : ε(ũ− u) dΩ

⎞
⎠1/2

.
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|||ũ− u|||2 ≥ 2(J (ũ)− J (uref)),

��� ���
�	 �	�	�	 ��'��! u �	&	 ��!�� ���"��&�	� ��'��� uref � ���#
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��
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�������'��� �
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�� ���	���

%
�� 	��������
! 
������ uD = 0 � �	�
������ �	�	� ��'��� u � ���#

��	�� J + �	 � 
��� 
��"	� �	
��	��� ()�)*+ �� �	�����

J (u) = −1
2

∫

Ω

Lε(u) : ε(u) dΩ = −1
2

∫

Ω

σ(u) : ε(u) dΩ.
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���%� w ∈ U0∫

Ω

Lε(e) : ε(w) dΩ =

∫

Ω

f · w dΩ +

∫

ΓS

g · w dΓ−
∫

Ω

Lε(ũ) : ε(w) dΩ. B2 EC
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� �	�
������� �����	 ˜̃σ ∈ Hsym(Ω,ΓS,Div)� �����
��� ����
�
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��� �� 	����
� 
������� �����
 ���	���
���
�� �����	� ���	����
� !��

��"� ��	����
� #�	�$�� 
���"	
	���
� �� ������∫

Ω

˜̃σ : ε(w) dΩ+

∫

Ω

Div ˜̃σ · w dΩ =

∫

ΓS

˜̃σn · w dΓ, ∀w ∈ U0.

%������������ 
���� ����� �	��������
�

|||e|||2 =
∫

Ω

Lε(e) : ε(e) dΩ =

∫

Ω

(Div ˜̃σ + f) · e dΩ +

+

∫

Ω

(˜̃σ − Lε(ũ)) : ε(e) dΩ+

∫

ΓS

(g − ˜̃σn) · e dΓ.

&������$�� ��	������ '��
()�	�� ��� ����$���"� �����	��"� �	�
���

���
�*

(τ1, τ2)L :=

∫

Ω

Lτ1 : τ2 dΩ ≤
√
(τ1, τ1)L

√
(τ2, τ2)L, ∀τ1, τ2 ∈ L2(Ω,M

d×d
sym),

�� ����
∫

Ω

(˜̃σ − Lε(ũ)) : ε(e) dΩ ≤ |||e|||
√√√√∫

Ω

L(L−1 ˜̃σ − ε(ũ)) : (L−1 ˜̃σ − ε(ũ)) dΩ.

+��
 ���
 �,�������
� ��� ��������$��
� ������⎧⎨
⎩ R(˜̃σ) := Div ˜̃σ + f  Ω,

r(˜̃σ) := ˜̃σn− g �� ΓS,
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∫
Ω

R(˜̃σ) · e dΩ +
∫
ΓS

r(˜̃σ) · e dΓ ≤

≤
√

|Ω| ||R(˜̃σ)||2Ω + |ΓS| ||r(˜̃σ)||2ΓS

√
1
|Ω| ||e||

2
Ω +

1
|ΓS| ||e||

2
ΓS
,
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|||e||| ≤ D(ũ, ˜̃σ) +R(˜̃σ), 12 34
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D(ũ, ˜̃σ) :=

⎛
⎝∫

Ω

L−1(˜̃σ − Lε(ũ)) : (˜̃σ − Lε(ũ)) dΩ

⎞
⎠1/2

,

R(˜̃σ) := cV

(
|Ω| ||R(˜̃σ)||2Ω + |ΓS| ||r(˜̃σ)||2ΓS

)1/2
,

|| · ||Ω � || · ||ΓS
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���� ��
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1

|Ω|||w||
2
Ω +

1

|ΓS|
||w||2ΓS

≤ c2V |||w|||2
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|||w|||2
1
|Ω| ||w||

2
Ω +

1
|ΓS| ||w||

2
ΓS
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|||e|||2 ≤ M2(ũ, β, ˜̃σ) := (1 + β)D2(ũ, ˜̃σ) +

(
1 +

1

β

)
R2(˜̃σ), (+$6/

��� β � ��� ���'��� ����&�
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 ()*+./$ 0� #
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D2(ũ, ˜̃σ) + c1||R(˜̃σ)||2Ω + c2||r(˜̃σ)||2ΓS
,
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� Q1(K̂) , �	���	����
� ��������
 �� ����� �� ��	
�� �������

�� ������ ���	������ ��� "�������� "�������� K̂ := [−1, 1] × [−1, 1]� ����%

	�� ���� ����������& ������-���������& ���	�	�
��& ���	��������& ���

������ �� ��������� �����	� ���	������ , σ11, σ22 � σ12 .	�
���� �	���	 
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�� �� ���	��� �	�������� ��
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(� E = 207×
109 ��) ������	��
 *�����
� ν = +�,) ���
��� ρ = -.,+ �����) ��/��
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˜̃σ =

⎡
⎣˜̃σ11

˜̃σ12

˜̃σ21
˜̃σ22

⎤
⎦ , ˜̃σn =

⎡
⎣˜̃σ11n1 + ˜̃σ21n2

˜̃σ12n1 + ˜̃σ22n2

⎤
⎦ , Div ˜̃σ =

⎡
⎣˜̃σ11,1 + ˜̃σ21,2

˜̃σ12,1 + ˜̃σ22,2

⎤
⎦ ,

��� ˜̃σij,k := ∂ ˜̃σij/∂xk, i, j, k = 1, 2. ����� � ������ ��� ���	������� ����������

��� �� ������������� ��
����
� ˜̃σ12 = ˜̃σ21� ����� �������
����� ������	�
���

��	������� ���	��� �������� �� �
� �����
�!"��� �� ����� �	 �������

����� ������	�
��� ���#����� ����������$��

˜̃σ =
[
S1 S2

]
, S1, S2 ∈ H(Ω, div).
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����� ˜̃σ �	 
���������� sym (˜̃σ) � 	���
���������� skew (˜̃σ) �	
��

˜̃σ = sym (˜̃σ) + skew (˜̃σ), sym (˜̃σ) := (˜̃σ + ˜̃σT )/2,

skew (˜̃σ) := (˜̃σ − ˜̃σT )/2 =

⎡
⎣ 0 (S2

1 − S1
2)/2

(S1
2 − S2

1)/2 0

⎤
⎦ .

��� ��
���� 	

����� 
���	�� ����	 ������� �	������ �
����� � ������

������ �	�	�� �	 �
�� �	�� �� �� �
�! Γ = ΓD� ΓS = ∅� uD = 0" #������

$��� ���	�!��� 	��
������� � ����� 	

����� �������!��� ����� ˜̃σ

�� ��	�	����� 	��� ��	

	" ��� ���� 
�	�������

∫

Ω

sym (˜̃σ) : ε(w) dΩ =

∫

Ω

(S1
1w1,1 + (S2

1 + S1
2)
w1,2 + w2,1

2
+ S2

2w2,2) dΩ =

=

∫

Ω

((S1
1w1,1 + S1

2w1,2) + (S2
1w2,1 + S2

2w2,2)) dΩ−
∫

Ω

skew (˜̃σ) : ∇w dΩ,

���

(∇w)ij = wj,i, i, j = 1, 2.

%������� �� �	
���� �����	��

∫

Ω

sym (˜̃σ) : ε(w) dΩ = −
∫

Ω

(divS1w1 + divS2w2) dΩ−
∫

Ω

skew (˜̃σ) : ∇w dΩ.

�	���� ������� ���&	���	���� 	�	�������� 	����� '"(� ������� � 
����

��)����� � ������ ��������
� ����������!��� 
�	�	����� ���
�	�������
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|||e||| ≤ D(ũ, sym (˜̃σ)) + cV I ||R(˜̃σ)||Ω + cK||skew (˜̃σ)||Ω,

��� cV I = cV
√
|Ω|� 	 cK * ���
�	��	� 
���	��	� 
 ��	���
���� +��	 � ���
�	��

��� α1" ��� ���&	���	��� � ����� 	�	��������� ,'"-.� ���&������ �
���!���



���

���� ��� ��	
	��� ���������� � �����	

|||e|||2 ≤ (1 + β1)D2(ũ, sym (˜̃σ)) +

(
1 +

1

β1

)(
cV I ||R(˜̃σ)||Ω + cK||skew (˜̃σ)||Ω

)2 ≤
≤ (1 + β1)D2(ũ, sym (˜̃σ)) +

(
1 +

1

β1

)
(1 + β2)c

2
V I ||R(˜̃σ)||2Ω+

+

(
1 +

1

β1

)(
1 +

1

β2

)
c2K||skew (˜̃σ)||2Ω, �����

��� β1 � β2 � ��	���	����� �	�	��������� ���������� ��� ������ ���	! ��"

�����#�� �� ����	! �����#�� $�	
�	 �	�	���� ��������� ������� �����#�� �

�	��� 	���������% �	�% ����%����! ����� ����� � �	 &	��$���

β2 =
(
cK||skew (˜̃σ)||Ω

)
/
(
cV I ||R(˜̃σ)||Ω

)
;

β1 = (1 + 1/β2) cK||skew (˜̃σ)||Ω /D(ũ, sym (˜̃σ)),

��'(�� 	���������� ��� ���%�

���� �����		
� ������������ ����� �	��	
�

�����	�� ��� ���
�������	��� � 	����
�

������ �� ����������

)����	���� �	��	
��� ���	
���	������ ��%����'(�� ��	���	����! *��"

���� ���
����% K + *���	���� *������	� K̂ �)��$�	� ��, ����� � ������� �		�"

���������	�� -
	��� �� ��	  ���� F � �	 ���� K = F(K̂)� x = F(x̂)� x̂ = F−1(x)�

.		������� ���/�� *������� K ������ � ��	
����	! ������� �		������ x =

(x1, x2)� � *���	���! *������ ����� � �	�����	! ������� �		������ x̂ = (x̂1, x̂2)�

)����	���� ��	���	���$' &$��#�' ψ̂ : K̂ → R2� 0������	�  �	 *�� &$��#�%

�� ��	���	���	� *������� ���������% � �	�	(�' ���	
���	����% ��	��� 	
	"

��� ���	�	 ����� PF � � �����	

ψ = PF ψ̂ : K → R2;



���

ψ(x) =
1

[JF ](x̂)[DF ](x̂)ψ̂(x̂);

divψ(x) =
1

[JF ](x̂)d̂ivψ̂(x̂),

��� [DF ](x̂) � ��	
��� ���� �
���
�������� F � � [JF ](x̂) � �� ��
�����	���

����� ���
���
� ���� �� !"#� �� $!%� &�'� ()"* +�,-.� &�/� �0�) +112.3� 4��5��

��� �
���������6 �����
��6 78����� p̂ : K̂ → R ��
�������9 7�
�8�9

∫

K

divψ p dx =

∫

K̂

d̂ivψ̂ p̂ dx̂;

∫

∂K

ψ · n p dΓ =

∫

∂K̂

ψ̂ · n̂ p̂ dΓ̂,

��� p = p̂ ◦ F−1� � ∂K � ∂K̂ � �
����9 :�����	��� ���	��	�	������

;��8��� <��= >���� �8��
���� ��
?�� :	�������� :�����	� � �
�����������

@�	9
�A8���������

>	������� ������9 ��� �
��	�6?��� :�����	� ;����
�B4��� �8������ ��C


���� ����D	�� ��
�����9� ���	����DE�� ���	�
F78����� � ���	
�A 
���
�

	� ��	� ψ̂ · n̂i, i = 1, ...4� ��� n̂i � ���?��� ��
���� � iF�6 �	�
���� � �8��
����

�	�
�� 8������ �� ;��8��� <�� ��
���� >��	��	�	�8DE�� �
��	
���	�� ������C

@��	�� RT 0(K̂) := P1,0(K̂)×P0,1(K̂)� ��� Pi,j(K̂) � �
��	
���	�� ��������� ���

:	�����9� :�����	�� K̂ �	����� �� �9?� i �� x̂1 � j � �� x̂2� ��96 ��� 78��C

��6 7�
�9 �������@�� �A ϕ̂i, i = 1, ...43� ���	��	�	�8DE�A ��5��6 �	�
����
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�����	�
 �
����� �� ���
���

ϕ̂i · n̂j = δij, i, j = 1, ...4,

�	� δij � ����
� ��
������� �����

ϕ̂1(x̂) =

⎡
⎣ 0

(x̂2 − 1)/2

⎤
⎦ , ϕ̂2(x̂) =

⎡
⎣(x̂1 + 1)/2

0

⎤
⎦ ,

ϕ̂3(x̂) =

⎡
⎣ 0

(x̂2 + 1)/2

⎤
⎦ , ϕ̂4(x̂) =

⎡
⎣(x̂1 − 1)/2

0

⎤
⎦ ;

��� RT 0(K̂) ��� ABF0(K̂)

�����
� �� ! "������ ��
#
	$ 	�� �������������$% &������
��

ϕ̂1,1 =

⎡
⎣0
0

⎤
⎦ , ϕ̂2,1 =

⎡
⎣1/2
0

⎤
⎦ , ϕ̂3,1 =

⎡
⎣0
0

⎤
⎦ , ϕ̂4,1 =

⎡
⎣1/2
0

⎤
⎦ ;

ϕ̂1,2 =

⎡
⎣ 0

1/2

⎤
⎦ , ϕ̂2,2 =

⎡
⎣0
0

⎤
⎦ , ϕ̂3,2 =

⎡
⎣ 0

1/2

⎤
⎦ , ϕ̂4,2 =

⎡
⎣0
0

⎤
⎦ ;

d̂ivϕ̂i = 1/2,

�	� ϕ̂i,k := ∂ϕ̂i/∂x̂k, i = 1, ...4, k = 1, 2� ' ��#
�� (�)�* �� ������� ��+����

��������� ,����
�� ���+���$� ���
	
� � ���
	
� �������+�% ���	���
� �
-

�����
. �
 ��� ���������� 	�� ��$��%��
���$% &������
� ���$ ��
��������
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Q1(K̂) × RT 0(K̂)� ��� ���	
� ��
������	
 �

�	����	��� ��������
� ���
��

������ ������
� ��������
��  	�
�
� � ���
������� �	�����
� ���

�������
 �
���� ��� 	���
��
� ��������
� �������� � �
��� 	
!����� ��
�

����" �
 �#
���
���$ � �!������#� 
���%�"# 
� �	�
����
�
 �!������ 
��

���� � �	���"& '�� �����
���� 
���
� ������ ���
�
���� ��� ���
��!
	�

��� ����
� ��" ��
������	 Q1(K̂) × ABF0(K̂)� ���

ABF0(K̂) := P2,0(K̂) × P0,2(K̂) � �����
(���
� 	 )�*+, ��������
� ��
�����

��	
� �
���(-�� �
���
 ��#
��"# %��"��# �������� �	
�
�" � ����# �-�

�	� ������� �	
�
�" 	����� .������ ������
� /&0 & 1 .�
� (� ��
�� �
(�
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��� �#
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T
�
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� ��
� ������
	 ��� .������ U��
����V
22��W�� �	�

��$��� �����$-�� �������"X

∫

K̂

d̂ivψ̂ x̂1 dx̂,

∫

K̂

d̂ivψ̂ x̂2 dx̂.

Y
��%�� �

�	����	�$-�� 2������ 2
��"� 
�
!�%�	 �# φ̂1(x̂) � φ̂2(x̂)� �!

���
	��

∫

K̂

d̂ivφ̂1 x̂1 dx̂ = 1,

∫

K̂

d̂ivφ̂1 x̂2 dx̂ = 0, �/&Z 

φ̂1 · n̂j = 0, j = 1, ...4 	 �����# �����; �/&+� 

∫

K̂

d̂ivφ̂2 x̂1 dx̂ = 0,

∫

K̂

d̂ivφ̂2 x̂2 dx̂ = 1,

φ̂2 · n̂j = 0, j = 1, ...4 	 �����# �����.

T�� ����
�����"# ���� 2������ 		�����"� �������" �	�" ���$� �����
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∫

K̂

d̂ivϕ̂1 x̂1 dx̂ =

1∫

−1

1∫

−1

x̂1/2 dx̂1dx̂2 = 0,

∫

K̂

d̂ivϕ̂1 x̂2 dx̂ =

1∫

−1

1∫

−1

x̂2/2 dx̂1dx̂2 = 0,

�	 �
�� 	� �� ������� �	������ ���
�� �	��	� � ��	
����
���

P2,0(K̂) × P0,2(K̂) � 	���� ��� ����� ��	����������� �	�������� αij ��

i = 1, 2, j = 0, 1, 2

φ̂1(x̂) =

⎡
⎣α10 + α11x̂1 + α12x̂

2
1

α20 + α21x̂2 + α22x̂
2
2

⎤
⎦ ,


�	������ �
�	� !"�#�$ � �	���% �������� K̂

(0,−1), (1, 0), (0, 1), (−1, 0),

&��

n̂1 =

⎡
⎣ 0

−1

⎤
⎦ , n̂2 =

⎡
⎣1
0

⎤
⎦ , n̂3 =

⎡
⎣0
1

⎤
⎦ , n̂4 =

⎡
⎣−1
0

⎤
⎦ .

'���� ������� 

α20 − α21 + α22 = 0, α10 + α11 + α12 = 0,

α20 + α21 + α22 = 0, α10 − α11 + α12 = 0,


���	�������	� α21 = α11 = 0� α20 = −α22� α10 = −α12 

φ̂1(x̂) =

⎡
⎣α10(1− x̂2

1)

α20(1− x̂2
2)

⎤
⎦ .

(����� �
�	� !"�)$

1∫

−1

1∫

−1

2(α10x̂1 + α20x̂2)x̂1dx̂1dx̂2 = −1;

1∫

−1

1∫

−1

2(α10x̂1 + α20x̂2)x̂2dx̂1dx̂2 = 0,



���

����� α10 = −3/8, α20 = 0� �	 �
��

φ̂1(x̂) =

⎡
⎣3(x̂2

1 − 1)/8

0

⎤
⎦ ,

� �	 ��	���

φ̂2(x̂) =

⎡
⎣ 0

3(x̂2
2 − 1)/8

⎤
⎦ .
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����� 	
� ���
��
� ���������
� �����
����� ��� �������
� �
 �����
���

����
��

������ ���� ������� � �	�
�	�����	 ����
��

� ������ ������� ����
�����
� ������ � ������ ���������� � ���

��
�� ������ ����� �� !�"��� #�#� $���� ��������� ����� ����
� � �� ���

!�"��� #�#% &���� ����
�� �����'��� ��������� � ��(���� ��� ������� #���

���'��� ���������� )����"*+�� �
�� ���"���, �� ����,�"+�- ���������

�"
�� �- ������������ �����'����� �� �� ��� 
����� � ��� ����� .�� ������

�� 	����
����
� ��
����� �,�����
� ��(���� �� ������ �
��� $���
��

��
������ ��� 	
�� � ���"*+�� ������ 
����  �� ��� � ������� #�/� 0�1�����

��� f �����
� ����� "������� [−5.0 3.0] ���� � ���
��
' ��
�������

������� #��% .���,� ��� �������,- ������������ � ������� #��

Nel |||e||| e% Ieff(1) Ieff(2) Ieff(3)

/23 ����32 /��/4 /�5 ��3 /�6 7/��8

69� ����22 6��4 ��� ��3 /�6 7/��8

�265 ���/#/ 3��4 ��# ��# /�6 7/��8
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� �#� ����� ������������ $�
�� ��!%����!&����' (���� ����
��	 �����

Nel� ��)��*
��� ����	����	+,-�� ���.��/�

�� ��*�
�� � ���+� ���� ���
0

�� ��)��*
���� ���	���
� 	 "�.���� 1'�' 2 ������
� ����.�� 	 ���.��� +����0


� �
����� �������	
���� �
��������� +3���	�,-�)� ��� �� ���	�� ���)��0

�� �/���
��' 4� ��

�� ��.���� 	��
�� 3�� ��)�� 
��.������ +��	�
 ��30


���� 95% �����)
+�� ��� �� ������
�� �����. ���	����� ����
�	�� �������

	�3����
�� 
� ��

�� ��������' 5���� 
�� ���
�� �	��,��� �
�� ��3
��'

������ ���� ���������� 	
���� � ������� ��������� ���
�������

6���� ��������	����� ����3� 	 �	�����
�� �.�����' 5.7�
�� ���� f ��0

������ 3���� +�����
�� [−1.0 0.0] ����' �� ���	
�	�� �
����� �������	
�0

��� ���� �/���
� 
� ������� ������-�� �� �	������	 � �� 3������+)�� 
���	

�.-�)� 	��� ��' ���+
�� 1'8�' ��/
� �/���� � 3�� ��)���
� 9�8�: ������0

��� ���

���+
�� 1'8; 2����
�� 
�3�� 
�� ���.��
�� �.����� ��� ������ 1'#'

������ ��	 ���!"�� .+�+� ��	�� �������� ���+� ��� ��� �� 	 ���	�

��+3�� � �+-���	�

� ����)��	�� 	� 	����' <�� ��������/�
�� ����	��/��0

,� ��

��� ������� �������	��
� 	 "�.���� 1'# � "�.���� 1'1' <������	
��� 

���� �)� �
�������� �������� ������

��� � ��� 	����)� 
�.�,������ +�+�*�0


�� ��3���	� ���
�� ��� �������� � 
����+��+����	�

� ���.��
��'



���

�����	� 
�� ������ ��� ��������� ����������	�� � ������� 
�� ��� �����

����  !"

Nel |||e||| e% Ieff(1) Ieff(2) Ieff(3)

#
 ��#�! ×10−3 !#�$% !�& !�� !�#  !��"

�&# ����& ×10−3 '�#% !�� !�# !�#  !��"

!��
 ��!&� ×10−3 
��% !�' !�# !�#  !��"

�����	� 
�
 ������ ��� ��������� ����������	�� � ������� 
�� ��� �����

����  �"

Nel |||e||| e% Ieff(1) Ieff(2) Ieff(3)

&& ��''& ×10−3 �
�$% !�& ��� !��  !��"

��� ��
&� ×10−3 !���% !�# ��! !��  !��"

''� ����$ ×10−3 #�&% !�' ��� !��  !��"

������ ���� ������� � ��	
����


(���)�����*��� ������ ����+��,� ���������� �� ������-.�+� ���*��

,����� �������/ ����������� �� 0��-��� 
�#/ � ��������� -��������/ � ������

[−9.8 0.0] ����� 1� �����+�� � ������ �������� ������* �����2�� �����3

����� 4� ���������� ������� 5,,���������� ��� ���� ����� ����������	��

�� ������/ ������.�� �� ���������� 5�������� �/ ��������/ �������-+��*��3

��� ��.�+� ����� ������ �����	� 
�& �������2��)� ��������� ����� ����3

��� ���2� ����.��� �� ���� �������� ��� ,���/ ��� ��������� ��+��6�����/

���������� �� ������ ���+����� �	����/ �� ���� �������� ���� ����������

����6�� ���-�*���  ������� 5,,���������� �� !�� �� !��"� ��� �� �����/ +����3

��������-) �����)) +����	-/ ����+�� �� ���-.-) � �����	���� ��+��6�����/

��2�� ���-���* ���*�� � ��� ��-���/ ���� -����* ��� ���+������

����� �������/ ���������� 5,,�������� ������ �������	�� ,-��	�����*3

��� ������������� �	���� ��� ������� ����� �������� ������ -��-+����� 4�3
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Nel |||e||| e% Ieff(1) Ieff(2) Ieff(3)

� ! ���!�� ���"# ��$ ��� �� %���&

  � ���"!
 ����# ��
 ��� �� %���&

� !� ������ $��# "�� ��$ �� %���&

�� �� ������ ��"# "�$ ��$ ��! %���&

'��(��� 
�  )���� �����*�+ �����,��� ��������� � ��-���� ��� ������� 
�
�

*����� ��������� � ������.����� ��-�����+ ����������� � ����*� /0121�

3������*��,��� 4���������* �������+ �*� �(�-�� ���(�,*�* ���*�5��*�� ��

���-����� ����������	��� 6����,��78�99�7)����� :�� �� �����,�������

������ 499��*�����*� �	���� �� ������*���(�* ����*��5� ���*� � (����������

����� 4�����*�� ���������+ �*� �����*�� ����������� (������� ����������

��*����� � ��.������� ����*���� ;��� �5������*,�� �����,�������� ����<

��*��� ��5��-���*�+ ���������5� �� ������ ���5�����+ � �� 5����*���������

������� �	����+ *� �*����, �����	���� ��*����5� �������� �-���� �� �����-�<

�* ��#� :����*�������� ��-� ���(�,*�*� ��(��������� ��*���� � =��> � =��$>�

?*��*��+ �*� ����� � �����(@��*�� 9(��	�����,��� ��.����*� �� ������

(��*�� (������ �����*��� *������ �����.���� ��������(�* � ���������� ��<

�(�,*�*���+ ������������ � ����*� =

�>+ �����@�� � ����A �� *��� ����* � ��<

@�� ��*���� B� CDE+ F� 1GDHIJ =

$>+ B� CDE+ K� LMHNDOJ+ F� 1GDHIJ =
��>+ F� 1GDHIJ+

/� 1PQODHR+ K� 1PQHSMTJH =

�>� ?�� �����@��� �� ���*���A ��5��-���*�+ � ��<

���������A ����5� �� ����������� ��*���� ��-���� ������� �����+ ����A<
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�	������� �������� ���	� ���� ��� ��� � ��  �!���� "������ ����� #�

��
$��� �
��� %
�	&�� ���	���� ����� � '��(� �
��� ��&��� �	)

*��
�%	��(� +����(� %�
����
( ���� ���*��( � �,� ��	'!� -�'	�!( ��. /

�� '��� ���	 �	������ � �	������ 
�*'����� ��&�� �* �	����

-�'	�!� ��.� "������� �
��������($ !��� � �������
� %�
�0���� �� %1

�	������	����� �	&���($ �����2�	������($ 
�*'����� �	) %
���
� ��3

����� Nel |||u− ũ||| e% Ieff 4�������
5 Ieff 4678985

��
�) �

� : � �� �� .� ����3 ×100 �.�� ��; 4���5 ���

� : � �� �� ��� ����� ×100 �<�= ��< 4���5 ���

� : � �� <� ;.� ����3 ×100 �.�< ��< 4��35 ���

� : < �� �.� �<�� ��=�3 ×10−1 ;�� ��; 4��35 ���

��
�) �

� : � �� �� .� ����. ×101 .��= ��� 4��<5 ��.

� : � �� �� ��� ��;=3 ×100 ���� ��3 4��;5 ���

� : � �� <� ;.� ��3<; ×100 ���< ��3 4���5 ��;

� : < �� �.� �<�� ����; ×100 ���; ��. 4���5 .�=

��
�) �

� : � �� �� .� ����= ×101 ==�� ��� 4��.5 ���

� : � �� �� ��� ����� ×101 33�� ��� 4��;5 ��<

� : � �� <� ;.� ����. ×101 ���= ��� 4���5 ��;

� : < �� �.� �<�� ��<�� ×100 �<�3 ��� 4���5 3��

>���(� ' !���� %�
�0���� %
������	��( � �,. ��	'!�$ ��'	�!(� ?�

� ������ �	 
 � �� �� �������� ���� ���� � ����� ���������� �� ��������� � ��������� �� ��������
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 ����	 �� ����	����� ����
�� �

����	���� �����	
� �� �
�
�
�
�	� 	 �������

����� ��	
��� ���� ������ 
���������� ������� 
�	��� Ω ⊂ R2 �

�
���
��
 �	��
� ������� Γ� �	�������� �
���
�� ���� ��	������

� ��
 ����� � � �
� ���������� �
��� ��	
��
� ����! ����
��
� "���#

��� u := (u1, u2) $ ������%���� ��
	� 
��� 0x1 � 0x2& � ��	���
� "������

ω := ω3 $ �
�
�
� �
���� 
�� 0x3� �
	� ������%���� � �
�
�
�
� �
	 �!

��
�	���
���� ������� �������� '���& �������& (�)� *
�
�
� +,-�./

(λ+ 2μ)(div u),1 + (μ+ μc)(u1,22 − u2,12) + 2μcω,2 + f1 = 0, '0�1/

(λ+ 2μ)(div u),2 + (μ+ μc)(u2,11 − u1,21)− 2μcω,1 + f2 = 0, '0��/

4BΔω − 4μcω + 2μc(u2,1 − u1,2) + g = 0. '0��/

2���� � �	�� ����� � �� ��� ������� 
����� ��""�������
���� �
 �
#


���������%�� ��
����������
� �

������3 f := (f1, f2) � g $ 4�
 "������&

����������%�� ����!� ������ 
�	��� ��	
�!� � �
�����!� ������� �
�#

��������3 λ, μ $ �	��������� �
�����! 5��� �	� �����	3 μc, B $ �
��
#

���!�& ����������%�� ����� �
����� ��� 
��%���� �
�	����� � ��	� �!

����
��� � ��������� �	�������
� ��
��� �����
����

6��	 
��������� �	����& �
�� � ������ 
�	���& �
�
��� ���#

��� ��	
��� ����& ���! ��	
��� ��� 7����	�� 8��� 
���
�& � Γ ��#

�����! ������%���� u = uΓ � �
�
�
� ω = ωΓ� 7	�� �! �����
	���9

f ∈ L2(Ω,R
2), g ∈ L2(Ω);

uΓ ∈ W
1/2
2 (Γ,R2), ωΓ ∈ W

1/2
2 (Γ),

� ���
	����� �	����%�� 
�
�������9

Υ :=
o

W
1
2(Ω,R

2) + uΓ, Υ 0 :=
o

W
1
2(Ω,R

2);

Θ :=
o

W
1
2(Ω) + ωΓ, Θ0 :=

o

W
1
2(Ω).



���

������	
� ��
 �	���
	�� �	����� ��� �������������
� ������� 
������

��		�� 	� ���� �����	�
� (u, ω) ∈ Υ × Θ� ����� ��� ��� !"#

J (u, ω) =
∫

Ω

μ

(
u2
1,1 + u2

2,2 +
1

2
(u2,1 + u1,2)

2

)
dΩ +

+

∫

Ω

(
λ

2
(u1,1 + u2,2)

2 +
μc

2
(u2,1 − u1,2 − 2ω)2 + 2B(ω2

,1 + ω2
,2)

)
dΩ −

−
∫

Ω

(f · u+ gω) dΩ =

∫

Ω

1

2
Lε(u) : ε(u) dΩ +

+

∫

Ω

(μc

2
(u2,1 − u1,2 − 2ω)2 + 2B|∇ω|2

)
dΩ−

∫

Ω

(f · u+ gω) dΩ,

���

ε(u) =
1

2
(∇u+ (∇u)T), Lε = λ tr εI+ 2με.

$�� �
���	
��� �

���������� �����% ����& ��
������'

(��
��� �����
	��	
��� ��%� 	�� 
�������	�� 
)
)*�		
�
 ��+�	�� �����

��� ��� �
�
�
�
 �

�	
+�	�� �,'-#.�,'!# �
	���%��� � ���)
� 
���� � ���		


∫
Ω

(
Lε(u) : ε(v0) + p (v02,1 − v01,2)− f · v0

)
dΩ = 0, ∀v0 ∈ Υ 0; �,'�#

∫
Ω

(
4B∇ω · ∇θ0 − 2pθ0 − gθ0

)
dΩ = 0, ∀θ0 ∈ Θ0, �,',#

��� p := μc(u2,1 − u1,2 − 2ω)'

/
��
�� �
�����	
��� �

��������%*�� ������������
� �
���	
��� 0 ���

*����
��	�� � ���	����		
��1 
)
)*�		
�
 ��+�	�� �������
		
� ������ �

��	�������� �	���
	��� 0 
)��2��%���� � ����	
���� � �	��� 3'4' 5
�
�
�

��' 6�*����
��	�� ���� �����	�
�� 	� �
�
�
� �
��������� ��	���� J ���2�

������� �� ������	�& �����1���
� �������
		
�
 �������	��� ���
2�		�& �

�	��� 7'8' 9���2�	��
� � 3'3' (���1���
� �!:�"' ;���������1	
� �
��
�1��

����� ����
 
��	��

J (u, ω) ≥ J1(u) + J2(ω),



���

���

J1(u) :=

∫

Ω

(
1

2
Lε(u) : ε(u)− f · u

)
dΩ,

J2(ω) :=

∫

Ω

(
2B|∇ω|2 − gω

)
dΩ,

�� ��	
��������� J ������� �� ��	
��������� J1 � J2� ����
�� ����������

���� �
� ������ ��
����� ��
�� � �
��
����� ���
� �!" � ��
 ����
���
!�

���������" ��������#����� ��
���� ��� ���������   ���� � ��� ���#��

��� � ���$� ��
���� �����������  ��� #���� ��
��
�!� ������� ���
����

���������� ��� ����
������� ���
��������"� ��$�� ��"��  ������ %&'()�

���� �����	
����� �����	������� ���� �	������ �	

	����� ������

����� 	������! (ũ1, ũ2) � ω̃ * ������
�� �
� ��$���� � ��#���� 
�+��

��,� -�� ����������� 	������ p̃ := μc(ũ2,1 − ũ1,2 − 2ω̃)� ������ ����	 �
���

����	 ��������
 ������������� ������	 �
 
������ eũ := (u1, u2) − (ũ1, ũ2)�

eω̃ := ω − ω̃ � ep̃ := p− p̃� ��������� ����� ���������
� ����������

|||(eũ; ep̃; eω̃)||| :=

⎛
⎝∫

Ω

(
1

2
Lε(eũ) : ε(eũ) +

1

2μc
e2p̃ + 2B|∇eω̃|2

)
dΩ

⎞
⎠1/2

.

������
��� ������
� �������� ���� ������ !������ �� ������������ � 
��

��� ������	"#

J (ũ, ω̃)− J (u, ω) =
∫

Ω

(
1

2
Lε(ũ) : ε(ũ) +

1

2μc
p̃2 + 2B|∇ω̃|2

)
dΩ +

+

∫

Ω

(
−1
2
Lε(u) : ε(u)− 1

2μc
p2 − 2B|∇ω|2 + f · eũ + geω̃

)
dΩ =



���

=

∫

Ω

(
1

2
Lε(eũ) : ε(eũ) +

1

2μc
e2p̃ + 2B|∇eω̃|2

)
dΩ +

+

∫

Ω

(
f · eũ + geω̃ − Lε(u) : ε(eũ)−

1

μc
pep̃ − 4B∇ω · ∇eω̃

)
dΩ. �����

��	
��� ����	�� �	� ��������� ����	 ���	� �
���	������

pep̃ = μcp((u2 − ũ2),1 − (u1 − ũ1),2 − 2(ω − ω̃)),

	� �� ���	����� ����������� �
� v0 = eũ � θ0 = eω̃ ������	� �	� ��������

�	��
�� � ����� 
��� �� � !���� �"
����� ����	 ���	� 
����	��

|||(eũ; ep̃; eω̃)|||2 = J (ũ, ω̃)− J (u, ω).

#� ��� �������	�$ �"�"%��� �����	�� �&��� '�(� )�*��� +,-,. � ��
��/

&��� ������� ���	��	�	�� %� 
�����	
������� ������ 	��
�� 0����
��

���� �����	 �
��� ���	��������

1����� ���
�2�� L(v, θ; τ, q, s)� ��������$ ��
� ��*��3* ��
���3*

(v, θ) ∈ Υ × Θ

� 	
���� �����	��3* ��
���3*

(τ, q, s) ∈ H(Ω) := L2(Ω,M
2×2
sym)× L2(Ω)× L2(Ω,R

2).

0�� ������� ������ 4	� 4����	3 �
���	���$ 	 ��"�� �����	
��� � ����/

��	
��� ���	� 	���
� �����3* ��
$2��� � �����3� ������	3 	���/


� ����	3* ��
$2���� 5��
�2�� ����	 ���

L(v, θ; τ, q, s) =
∫

Ω

(
ε(v) : τ − 1

2
L−1τ : τ + q(v2,1 − v1,2 − 2θ)

)
dΩ +

+

∫

Ω

(
− 1

2μc
q2 + s · ∇θ − 1

8B
|s|2 − f · v − gθ

)
dΩ.



���

����� �	
������� �����������

sup
(τ,q,s)∈H(Ω)

L(v, θ; τ, q, s) =

=

∫

Ω

(
1

2
Lε(v) : ε(v) +

μc

2
(v2,1 − v1,2 − 2θ)2 + 2B|∇θ|2

)
dΩ−

−
∫

Ω

(f · v + gθ) dΩ = J (v, θ).

���� �� ��������� ���

inf
(v,θ)∈Υ×Θ

L(v, θ; τ, q, s) = I∗(τ, q, s) :=

:=

∫

Ω

(
ε(uΓ) : τ + q(uΓ

2,1 − uΓ
1,2 − 2ωΓ) + s · ∇ωΓ − (f · uΓ + gωΓ)

)
dΩ− �����

−
∫

Ω

(
1

2
L−1τ : τ +

1

2μc
q2 +

1

8B
|s|2
)

dΩ,

��� ������������ 	�
������� ��������
 �� ���������� �⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩
∫
Ω

(
ε(v0) : τ + q(v02,1 − v01,2)− f · v0

)
dΩ = 0, ∀v0 ∈ Υ 0,

∫
Ω

(
s · ∇θ0 − 2qθ0 − gθ0

)
dΩ = 0, ∀θ0 ∈ Θ0.

���!�

"�� #�� $� ���� �� ������ ���!� �� ��	������ �� ����� ��%�  �
��&

� ����� $���� 
���� −∞�

'�	�&�� ���(�)������ ��%�� 	������&� ��� *����� (Lε(u), p, 4B∇ω)� 	
�+

����%�,�� H(Ω)� ��������
 �� ��
������� � ���!�� � 	
� *��� ����� �����


��������

I∗(Lε(u), p, 4B∇ω) =

∫

Ω

(
Lε(u) : ε(uΓ) + p(uΓ

2,1 − uΓ
1,2 − 2ωΓ)

)
dΩ +

+

∫

Ω

4B∇ω · ∇ωΓ dΩ−
∫

Ω

(f · uΓ + gωΓ) dΩ −

−
∫

Ω

(
1

2
Lε(u) : ε(u) +

μc

2
(u2,1 − u1,2 − 2ω)2 + 2B|∇ω|2

)
dΩ = J (u, ω).



���

����� �	
����� ���������� ����� � ��
��� ��������  ���
�� ����������

��� �
���������� ���������� �����������

inf
(v,θ)∈Υ×Θ

J (v, θ) = sup
(τ,q,s)∈H(Ω)

I∗(τ, q, s).

�� ���� ���� �� ������ ���
��� !��
���������� ��
�� ���������� �
�	������

���� 
������ �� ������� "�
 ���� ������ # ������
��
��� ������ ���
�����

���$%

|||(eũ; ep̃; eω̃)|||2 = J (ũ, ω̃)− I∗(Lε(u), p, 4B∇ω) ≤ J (ũ, ω̃)− I∗(τ, q, s).

&
��	
�� �� �� �
� ' ����(%

J (ũ, ω̃)− I∗(τ, q, s) =

∫

Ω

(
1

2
Lε(ũ) : ε(ũ) +

1

2μc
p̃2 + 2B|∇ω̃|2

)
dΩ−

−
∫

Ω

(f · ũ + gω̃) dΩ+

∫

Ω

(
1

2
L−1τ : τ +

1

2μc
q2 +

1

8B
|s|2
)

dΩ−

−
∫

Ω

(
ε(uΓ) : τ + q(uΓ

2,1 − uΓ
1,2 − 2ωΓ) + s · ∇ωΓ − f · uΓ − gωΓ

)
dΩ =

=

∫

Ω

(
1

2
(Lε(ũ)− τ) : (ε(ũ)− L−1τ) +

1

2μc
(p̃− q)2 + 2B|∇ω̃ − 1

4B
s|2
)

dΩ+

+

∫

Ω

(
ε(ũ− uΓ) : τ + q

(
1

μc
p̃− (uΓ

2,1 − uΓ
1,2 − 2ωΓ)

))
dΩ+

+

∫

Ω

(
s · ∇(ω̃ − ωΓ)− f · (ũ− uΓ)− g(ω̃ − ωΓ)

)
dΩ.

�� ����������� ")*�$ �
� v0 = ũ − uΓ � θ0 = ω̃ − ωΓ� � ����� ��
��������

p̃ ���� ��� ��� � ��� ��������� � � �����
��� 
��� � �'* ����� �	
�����

�
������ � ��
����� 

|||(eũ; ep̃; eω̃)|||2 ≤
∫

Ω

1

2
(Lε(ũ)− τ) : (ε(ũ)− L−1τ) dΩ+ ")*+$

+

∫

Ω

(
1

2μc
(p̃− q)2 + 2B|∇ω̃ − 1

4B
s|2
)

dΩ,



���

��� ���	
� �������� �������� (τ, q, s) ������� ����������� ������

����
� ����� ������� ���� ��!�� �� ��������!����" ����#� !��������

��������� $������%&!�'�( ��'� ���  ����� �'� �)���������  )���	

���� ������ �!)���
��'�����	( !����� )�!����" ����� ��� ����
! ��#����!

)�!��!'����� ��*��!	� +�� ������*��!�( ��)!������  !��	 ,����( ��'��

��	�!  -./01�

���� �����	
������ ��
����	
���� 
����� 	 ��� ��

���	��	������ ��
����

&����� ����������� )�!�����!� ��������� ����� ������� )�������!� �)2

)��
�!���!	 � �#���� �����!#��!	 �����( 
������ �� )��
�!
� ������� ������

��������!�� ��#��� $������( 
�
 ! � ����!� ����!� ��!��!����� ����#��(

���!
��� �������!����� ���*!�!�� 
���� ��)���!��� ,��
�!	� 3!'� �� )�2


�'��( #�� ��� ��	��!������ ��'�� ��������

$���� ���� ���	
� �������� (˜̃τ, ˜̃q, ˜̃s) ��!������ !� 
�����

˜̃H(Ω) := Hsym(Ω,Div)×W1
2(Ω)×H(Ω, div).

$���������� �����( !�)������ ��������� ���������!
� ! ��������� 4�*! �

)��!������� )��������� β > 0

|||(eũ; ep̃; eω̃)|||2 ≤
1

2
|||Lε(ũ)− τ |||2∗ +

1

2μc
||p̃− q||2Ω +

1

8B
||4B∇ω̃ − s||2Ω ≤

≤ (1 + β)

(
1

2
|||Lε(ũ)− ˜̃τ |||2∗ +

1

2μc
||p̃− ˜̃q||2Ω +

1

8B
||4B∇ω̃ − ˜̃s||2Ω

)
+

+(1 + β−1)

(
1

2
|||τ − ˜̃τ |||2∗ +

1

2μc
||q − ˜̃q||2Ω +

1

8B
||s− ˜̃s||2Ω

)
,

��� || · ||Ω 5 ��!��� ������#��!� ��� ����������� L26����  ���������" !�

)�����������( �������� � �������" Ω( � |||τ |||2∗ :=
∫
Ω

L−1τ : τ dΩ.

7���� ������ τ̄ := τ − ˜̃τ ( q̄ := q− ˜̃q( s̄ := s− ˜̃s( ��� ������#��!� ��� ���2



���

�����	 
���� � ������� �� �������
��� 
� ��
�
���	 �������
�� �
������

|||(eũ; ep̃; eω̃)|||2 ≤ (1 + β)D2(ũ, ω̃, p̃; ˜̃τ, ˜̃q, ˜̃s) + (1 + β−1)r2(˜̃τ, ˜̃q, ˜̃s), ��� �!

���

D2(ũ, ω̃, p̃; ˜̃τ, ˜̃q, ˜̃s) :=
1

2
|||Lε(ũ)− ˜̃τ |||2∗ +

1

2μc
||p̃− ˜̃q||2Ω +

1

8B
||4B∇ω̃ − ˜̃s||2Ω,

r2(˜̃τ, ˜̃q, ˜̃s) := − sup
(τ̄ ,q̄,s̄)∈H(Ω)

⎧⎨
⎩−

∫

Ω

(
1

2
L−1τ̄ : τ̄ +

1

2μc
q̄2 +

1

8B
|s̄|2
)

dΩ

⎫⎬
⎭

�"� 
�"��������	⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩
∫
Ω

(
ε(v0) : τ̄ + q̄(v02,1 − v01,2)− f̄ · v0

)
dΩ = 0, ∀v0 ∈ Υ 0,

∫
Ω

(
s̄ · ∇θ0 − ḡθ0 − 2q̄θ0

)
dΩ = 0, ∀θ0 ∈ Θ0,

� 
�
"�	

f̄ :=

⎛
⎝f1 + ˜̃τ11,1 + ˜̃τ21,2 − ˜̃q,2

f2 + ˜̃τ12,1 + ˜̃τ22,2 + ˜̃q,1

⎞
⎠ ,

ḡ := g + 2˜̃q + div ˜̃s.

#���� ��� �! 
������� $�������������� ��
%���
� $����
������	 ��&
'

"��� 
��
����� 
� �
��
�
 "�(����� � �����
� 
�� �
��
�� �� �
�
���)*�	

�"�� �"��� �����%� � 
�
"�	 ���
 ������ ��� $�������� ��
��� ��&�*�� �


��
�� "������"�����
% �
���� ���
(�
% �"���� + ����
� ������� ��"��� ��

��	 
�"�&��� �
�"�(�
��� � ���
������ �&�
�
 �� 
�"�����)*�	 �

��
(�'

��%� �������)*�	 "�������� 
��
����� ���"�&���% � ��$
"����%� 
�
"��

��"�&��� ��"�� ��"���*���� � �
�
"
�� +�
"�� ����� ��)���� ���� ���	 �"�	

�"������% "���
������ ,�%���������
� ������ ��"�������
 ��"�������
 r ≥ 0�

� "�������
 ���) �
��������� �"� f̄1 = 0� f̄2 = 0 � ḡ = 0 �
��� ��)�� � Ω� ��


�

���������� �����)� 
��� �"
%� (˜̃τ, ˜̃q, ˜̃s) ��
�����
"��� �"�������� "���
'

������



���

�������	 
�� � ���
������ ����������� ����������� ���������� � ����

������ �����
����� ���������	 ��������� � ��
�������� ���
���� ��������

���� r ������ ��� !���� ���������� ��"�� #��$ �������� ���� ��
��������

������ ������	 ������� �� !��� ��������� ������ ����� ����
����� ������

������� %���"��	 ��� !�� �������� 

&����
���� �� ������� ����������� �� ������������ � �������� ���'�

�������' ����
�	 �� � ���������������' ����' 
���$�	 ����������' �����

����� f̄ � ḡ (���$��� ����������� ��������� ������ ���'����������	 ���'�

�������� ����
� ��"�� �������$ �� ������������)�� �' ����� ����
�

r2 = − inf
(ū,ω̄)∈Υ 0×Θ0

J̄ (ū, ω̄),

���

J̄ (ū, ω̄) =
∫

Ω

(
1

2
Lε(ū) : ε(ū) +

μc

2
(ū2,1 − ū1,2 − 2ω̄)2 + 2B|∇ω̄|2

)
dΩ−

−
∫

Ω

(f̄ · ū+ ḡω̄) dΩ.

*���� ����$���� �����������

||ū||2Ω + ||ω̄||2Ω ≤ c2VII
2

∫

Ω

(
Lε(ū) : ε(ū) + μc(ū2,1 − ū1,2 − 2ω̄)2 + 4B|∇ω̄|2

)
dΩ,

��� ��������� cVII ������� + ���������' � ����������� &�������� � � �����

���$��� ��#�������� ���
����� ������� L	 ������)�� �� ���'��� ��������� 

(����

r2 ≤ − inf
t∈R+

(
t2 − at

)
= a2/4, ��� a = cVII

(
||f̄ ||2Ω + ||ḡ||2Ω

)1/2
,

�� ���$

r2(˜̃τ, ˜̃q, ˜̃s) ≤ R2(˜̃τ, ˜̃q, ˜̃s),

���

R2(˜̃τ, ˜̃q, ˜̃s) :=
c2VII
4

(
||f1 + ˜̃τ11,1 + ˜̃τ21,2 − ˜̃q,2||2Ω +

+ ||f2 + ˜̃τ12,1 + ˜̃τ22,2 + ˜̃q,1||2Ω + ||g + 2˜̃q + div ˜̃s||2Ω
)
.



���

�������� 	
���������� ����� ��������	������ ��
	� ����������� ��

�����	� � ��� ���������� ���	�	������� �������� �	������� ���������

� 
	�	��	�	 !��"!�#�

������� ��	� ���������	
 �������
���� ����������� ������������� �����

��� ����� $!�%&�$!��& � ���������� ��������� �������� ������	��������� �

���� ����! ���	������ $!�#&�$!�!&� ���	�������	�� ��� ���� � ����	������

��! �"���� �����# ��� ����$

|||(eũ; ep̃; eω̃)|||2 ≤ (1 + β) D2(...; ˜̃τ, ˜̃q, ˜̃s) + (1 + β−1) R2(˜̃τ, ˜̃q, ˜̃s), $!�%%&

������� �! ��������� ���� (˜̃τ, ˜̃q, ˜̃s) � 	��!�� ���
���	���� ����	����	�

Hsym(Ω,Div) × W1
2(Ω) × H(Ω, div)� �������
��! ������	��
��! ������	�

β � ����	��	�� �� ����� �# �	 ������� ������	��"�� �������! �����%

'���	 $!�%%& �(�	�	� ����� �	��)�� ���*���	�� + ��	 ������� �����*

� �	�	������	���*�

���� ���*���� ���	�	�� ��� ��,������ �	�� (˜̃τ, ˜̃q, ˜̃s) ∈ ˜̃H(Ω)� 
�� �����

�) ������	��� �	������ 
�	��* � ���* �	���� -*���������� �	��������

� �	���� �	��* ���*�� ����� �.�� ���*������* �	��	������* �	�	��

(Lε(u), p, 4B∇ω)� /���� ˜̃τ = Lε(u) 
����	���� ��(�* ����������� �	���

�����	 �����) �	
�����* � �	��⎡
⎣(λ+ 2μ)u1,1 + λu2,2 μ(u1,2 + u2,1)

μ(u1,2 + u2,1) (λ+ 2μ)u2,2 + λu1,1

⎤
⎦ .

/���� ˜̃q = μc(u2,1−u1,2−2ω) ����������� ��(	��� �	��.	�,* ��������

�����	 �����) �	
�����* � ����	 ���) 0����	� 	 ˜̃s = 4B∇ω �������

�����) ���
����) �����	 ������) �	
�����*� ��	����	� �
�� ��	�

�	�) ��������	�	 R2(˜̃τ, ˜̃q, ˜̃s) � ��	������� $!�%&"$!��&� ����� ���	�� �)�

���� ��� ��������	� � ��������� �� �������� 
����	���� ��(�* �����

��	��	��� ���� ������ �����������,� ��	����* �	�������� ��1���� ��



���

�������	
� � ��� � 	���� ������ � ���� ������	� ������	� β �����

���� ����� ������ 
�������� D2(˜̃τ, ˜̃q, ˜̃s) 
�������	 
 ������	�� ������� ���

�� �	������ ����������� ������ �	 	������

 	���� 
���
	�� �!����	" ��#�����$" �	� �
� %	��� �������� �&��� 
	���

�� ��	���	���
�� ���
����" �	� ����	����	 
����������
	� �����
	��

��� ����� ����
	���� 	����� (˜̃τ, ˜̃q, ˜̃s)� ' 	����	���
��� 	���� !����" (��&���

����� ���
	������� �&��� )*�++, � �&��� -������.'��� %	�� 
���
	���

�������	 � ����� 
	����" � )*�++, ��������� � ��
	�	��� ������� ���

�"

�	� �����	 �� ����� ������ ��� ����	���
���� ���������  �#�	���$" ����

��
	�� �
	��	
� 
����������� ���� ��� �
����!����� �����" �������$

��� ������ ���
	�$ ��
���$ ���&����" ��
������ 	����� ������	������

�������� ������
�� � 	�����	
�� -�� ���
	����� � ������	� ������
�

�$ ����� �� ���$���� � �&��� -������.'���" ��� � ��
	��� 
������

���� ������	 
���� �� ��	������� ���	���� ���������

/���� ����(�&����	
� 
�
	��� ���!����� 0 (x1, x2, x3) ����	
� �

(x, y, z)" � ����
� 1, 2, 3 � x, y, z � ���!����� ����� � ��((���&������

�� �� ���
	��
	���� �������	�� 1	� 
����� ��� 	���" �	��� �!����	�

��!����$ ���	��������" 
��!��$ 
 �
����!������ � ��������� ��
���

��� ����
�&�� ��� �
������	����$ �������$" 
��
� ��	���� �	�����	
�

�	 �
	������� 
��	��	
	��� ����� ������	��� � ���
	��
	����� ���

�����	����

2	��" ������ ���!�����" 
$���	��� �	������ � 3�
��� *�+" � ����

� u := (ux, uy) 0 %	� ���������� ����� �
�� 0x � 0y" ωz 0 ������	 ������ �
�

0z� -����������	
�" �	� �
� ����&� ����
	� Γ 
�
	��	 �! ���$ �����
������$�


� ��
	�� ΓD � ΓS� 4��&�� f := (fx, fy) � gz $����	���!��	 !����� ��	�� Ω

��
��������� ����� ��!���
	��� )
��� � ����	," � (��&�� t := (tx, ty)

� mz 0 !����� � ��
	� ����&� ΓS �����$�
	�� 
��� � ����	� 5� ��
	�



���

�����	
 ��� ��	�
�� ������ � ��	��� �	������ 	��	���� �	��� 	��� �	� � �	!

���"�	���	� ��#��$����� #�������� ���	��� � �%���	#	 �����

#����&� ΓD 	������� ���� �� 	' ���	%�	' ����	'� ������ ���	��� ���� (���!

"�� ) �������� ���� �*���� u = uD � �	�	�	� ωz = ωD� (���� �����	��#�� �

��	

fx, fy, gz ∈ L2(Ω);

uD ∈ W
1/2
2 (ΓD,R

2), ωD ∈ W
1/2
2 (ΓD);

tx, ty, mz ∈ L2(ΓS);

� ���	�+��� �����,*�� 	�	���������

Υ := Υ 0 + uD, Θ := Θ0 + ωD,

#��

Υ 0 :=
{
v0 ∈ W1

2(Ω,R
2) | v0 = 0 �� ΓD

}
;

Θ0 :=
{
θ0 ∈ W1

2(Ω) | θ0 = 0 �� ΓD

}
.

-��
&�	��� .���#�� ��� ���� ������� 	' ������� 	����������' �� ����

.�� ���	� ((ux, uy), ωz) ∈ Υ × Θ� � ��� ��� /�0�1



���

J (ux, uy, ωz) =

=

∫

Ω

E

2(1 + ν)

(
u2
x,x + u2

y,y +
1

2
(uy,x + ux,y)

2 +
ν

1− 2ν
(ux,x + uy,y)

2

)
dΩ +

+

∫

Ω

(μc

2
(uy,x − ux,y − 2ωz)

2 + 2B(ω2
z,x + ω2

z,y)
)
dΩ −

−
∫

Ω

(fxux + fyuy + gzωz) dΩ−
∫

ΓS

(txux + tyuy +mzωz) dΓ,

��� E � ν � 	
������	�� 	�������� �
� ����������� �������
� �����
� ����

� 	���������� ��������� !��"� ""��� 	�������� #���

μ =
E

2(1 + ν)
, λ =

Eν

(1 + ν)(1− 2ν)

� ������"�� ���$%������ ��
�"�� �������� ���	�����
�& ��
����

∂

∂α
J (ux + αv0x, uy, ωz) |α=0=

=

∫

Ω

(
2μux,xv

0
x,x + μ(uy,x + ux,y)v

0
x,y + λ(ux,x + uy,y)v

0
x,x

)
dΩ −

−
∫

Ω

μc(uy,x − ux,y − 2ωz)v
0
x,y dΩ−

∫

Ω

fxv
0
x dΩ−

∫

ΓS

txv
0
x dΓ = 0; �� '��

∂

∂α
J (ux, uy + αv0y, ωz) |α=0=

=

∫

Ω

(
2μuy,yv

0
y,y + μ(uy,x + ux,y)v

0
y,x + λ(ux,x + uy,y)v

0
y,y

)
dΩ +

+

∫

Ω

μc(uy,x − ux,y − 2ωz)v
0
y,x dΩ−

∫

Ω

fyv
0
y dΩ−

∫

ΓS

tyv
0
y dΓ = 0; �� '��

∂

∂α
J (ux, uy, ωz + αθ0z) |α=0=

∫

Ω

(−2μc)(uy,x − ux,y − 2ωz)θ
0
z dΩ +

+

∫

Ω

4B(ωz,xθ
0
z,x + ωz,yθ

0
z,y) dΩ−

∫

Ω

gzθ
0
z dΩ−

∫

ΓS

mzθ
0
z dΓ = 0, �� '(�



���

��� (v0x, v
0
y) ∈ Υ 0 � θ0z ∈ Θ0 � 	
��������� ��������� � α � ����������

	�
����
� ��� ������ ���� ��� �	
�������� ����������� 
� �����

���� �����	
����� ��������	� � ��
�� ��

�
�
	����
�� 
���	������� �����

!
��	���"��� #�� �#������ 	
����"����� 
� ���� ����#�� $� �����

��
���#������ ��#���� 
� ������ ������������% &���#����
��% ����#�

������  &�#���� �		
�&����'��� ��#����� &���
�% ����%����� &���
���
�(

���� � 
������
��  ���������� � ������� )��&'���������� 	��%��� �����

 �
�&�� &���� )��&'��� !���� �������� (ũx, ũy) � ω̃z � ��&���
�� 	
����(

"���� & ��#���� 
� ����� 	���
������ ����� �� ������� ����	�#�����%

&��)�
������ 	���#����� �		
�&����'��� *����� ��� ��&������� &��	�����

	
����"������ 
� ���� �� ��#���� ex := ux − ũx� ey := uy − ũy � ez := ωz − ω̃z�

	���#�� ������ ������ ���� +,�-�./+,�-0.� 1����
������ ��"����� +,�-�. 	
�(

��
������� ��������� ��
����2

∫

Ω

(
2μex,xv

0
x,x + μ(ey,x + ex,y)v

0
x,y + λ(ex,x + ey,y)v

0
x,x

)
dΩ−

−
∫

Ω

μc(ey,x − ex,y − 2ez)v
0
x,y dΩ =

∫

Ω

fxv
0
x dΩ +

∫

ΓS

txv
0
x dΓ−

−
∫

Ω

(
2μũx,xv

0
x,x + μ(ũy,x + ũx,y)v

0
x,y + λ(ũx,x + ũy,y)v

0
x,x

)
dΩ+

+

∫

Ω

μc(ũy,x − ũx,y − 2ω̃z)v
0
x,y dΩ.

!��������  &�#���� 	
����% )��&'�� ������������� ��&�������

v0x = ex, v0y = ey,

θ0z = ez,



���

�����	�
 � 
�	�����������
� ���	�����
∫

Ω

(
2μe2x,x + μ(ey,x + ex,y)ex,y + λ(ex,x + ey,y)ex,x

)
dΩ−

−
∫

Ω

μc(ey,x − ex,y − 2ez)ex,y dΩ =

∫

Ω

fxex dΩ +

∫

ΓS

txex dΓ−

−
∫

Ω

(2μũx,xex,x + μ(ũy,x + ũx,y)ex,y + λ(ũx,x + ũy,y)ex,x) dΩ+

+

∫

Ω

μc(ũy,x − ũx,y − 2ω̃z)ex,y dΩ. ������

����������� � ������ ����!��"������ 	�# ������� ���	������ �
��

∫

Ω

(
2μe2y,y + μ(ey,x + ex,y)ey,x + λ(ex,x + ey,y)ey,y

)
dΩ+

+

∫

Ω

μc(ey,x − ex,y − 2ez)ey,x dΩ =

∫

Ω

fyey dΩ +

∫

ΓS

tyey dΓ−

−
∫

Ω

(2μũy,yey,y + μ(ũy,x + ũx,y)ey,x + λ(ũx,x + ũy,y)ey,y) dΩ−

−
∫

Ω

μc(ũy,x − ũx,y − 2ω̃z)ey,x dΩ. ����$�

%�# ����&��� �������

∫

Ω

4B(ez,xθ
0
z,x + ez,yθ

0
z,y) dΩ−

∫

Ω

2μc(ey,x − ex,y − 2ez)θ
0
z dΩ =

=

∫

Ω

gzθ
0
z dΩ +

∫

ΓS

mzθ
0
z dΓ−

∫

Ω

4B(ω̃z,xθ
0
z,x + ω̃z,yθ

0
z,y) dΩ+

+

∫

Ω

2μc(ũy,x − ũx,y − 2ω̃z)θ
0
z dΩ.

'��	������&���∫

Ω

4B|∇ez|2 dΩ−
∫

Ω

2μc(ey,x − ex,y − 2ez)ez dΩ = ������

=

∫

Ω

gzξz dΩ +

∫

ΓS

mzξz dΓ−
∫

Ω

4B∇ω̃z · ∇ξz dΩ +

∫

Ω

2μc(ũy,x − ũx,y − 2ω̃z)ez dΩ.



���

�����	
 ��������
 ������� ������ � ������ ������� �����	���

2|||ξ|||2 =
∫

ΓS

(txex + tyey +mzez) dΓ +

∫

Ω

(fxex + fyey + gzez) dΩ−

−
∫

Ω

(2μũx,xex,x + 2μũy,yey,y + λ(ũx,x + ũy,y)(ex,x + ey,y)) dΩ−

−
∫

Ω

μ(ũy,x + ũx,y)(ey,x + ex,y) dΩ−

−
∫

Ω

(4B∇ω̃z · ∇ξz + μc(ũy,x − ũx,y − 2ω̃z)(ey,x − ex,y − 2ez)) dΩ,

� � ξ := (ex, ey, ez) �

|||ξ|||2 :=
∫

Ω

(
μe2x,x +

μ

2
(ey,x + ex,y)

2 + μe2y,y +
λ

2
(ex,x + ey,y)

2

)
dΩ+

+

∫

Ω

(μc

2
(ey,x − ex,y − 2ez)

2 + 2B|∇ez|2
)
dΩ.

!	�������� ����"�#$ �����������#$� ��%��  �&���	'�$ γ� (���)

�#$ �#�	*	���
 ����% ������"��
 � ������� &�����	��

γxx = ux,x, γyy = uy,y;

γxy = uy,x − ωz, γyx = ux,y + ωz,

����� 	������� +� ,-./0123.14567-89� :� ;1-9<8 =�>�?� ��� �*� ����
��#� �	)

���# =@��? � =@�A?�� � ����������#� ��%���� �����#B 	��
*��$ σ  �


�%������$ ��� # C�����	  �&���	'�� ��
%#�	�� ���������

σ = (μ+ μc)γ + (μ− μc)γ
T + λ tr γ I.

D �	%������$ &���� %	���� �����

σxx = (2μ+ λ)ux,x + λuy,y;

σyy = (2μ+ λ)uy,y + λux,x;



���

σyx = (μ+ μc)(ux,y + ωz) + (μ− μc)(uy,x − ωz) =

= μ(ux,y + uy,x)− μc(uy,x − ux,y − 2ωz);

σxy = μ(ux,y + uy,x) + μc(uy,x − ux,y − 2ωz).

�����	
�� ���	�� ����� �
�������� �� ������������� �������� �	����

����

σ̃xx = (2μ+ λ)ũx,x + λũy,y

����������� σ̃xy, σ̃yx, σ̃yy � �� 	�	����� ! "�� �	��� ����������� #������ p̃ :=

μc(ũy,x − ũx,y − 2ω̃z) � 	��������	$�� ���� p := μc(uy,x − ux,y − 2ωz)!

%�&�� ����&��� #������� ˜̃τ := (˜̃τ1, ˜̃τ2) � ˜̃s� �&�

˜̃τ1, ˜̃τ2, ˜̃s ∈ H(Ω,ΓS, div) :=
{
η ∈ L2(Ω,R

2) | div η ∈ L2(Ω), η · n ∈ L2(ΓS)
}
,

�� ���'

˜̃τ1 =

⎛
⎝˜̃τxx
˜̃τyx

⎞
⎠ , ˜̃τ2 =

⎛
⎝˜̃τxy
˜̃τyy

⎞
⎠ , ˜̃s =

⎛
⎝˜̃sx
˜̃sy

⎞
⎠ .

(��� ˜̃τ1 � ˜̃τ2 ���	�� ���' ���	�����) 	��������	$�� ��������� ������	 �����

�* �	�������) σ� #������ ˜̃s � #�� 	��������	$�� �����	 4B∇ωz� ������+���

�� �������* ��������� ������	 ��������* �	�������)

Mxz = 4Bωz,x, Myz = 4Bωz,y.

,�� #������� �&������ ��� ������	���	 ���	�&��� -������ ��������

��	��� �� 
	����. &�� ����* (v0x, v
0
y) ∈ Υ 0 � θ0z ∈ Θ0

∫

Ω

div ˜̃τ1 v0x dΩ +

∫

Ω

˜̃τ1 · ∇v0x dΩ =

∫

ΓS

˜̃τ1 · n v0x dΓ,

∫

Ω

div ˜̃τ2 v0y dΩ +

∫

Ω

˜̃τ2 · ∇v0y dΩ =

∫

ΓS

˜̃τ2 · n v0y dΓ,

∫

Ω

div ˜̃s θ0z dΩ +

∫

Ω

˜̃s · ∇θ0z dΩ =

∫

ΓS

˜̃s · n θ0z dΓ.



���

�����	
� �� �����

2|||ξ|||2 =
∫

ΓS

(txex + tyey +mzez) dΓ +

∫

Ω

(fxex + fyey + gzez) dΩ−

−
∫

Ω

(σ̃xxex,x + σ̃yyey,y + σ̃yxex,y + σ̃xyey,x) dΩ−

−
∫

Ω

(4B∇ω̃z · ∇ez − 2μc(ũy,x − ũx,y − 2ω̃z)ez) dΩ =

=

∫

Ω

((˜̃τxx,x + ˜̃τyx,y + fx)ex + (˜̃τxy,x + ˜̃τyy,y + fy)ey) dΩ+

+

∫

Ω

(
(˜̃τxx − σ̃xx)ex,x + (˜̃τyy − σ̃yy)ey,y + (˜̃τyx − σ̃yx)ex,y + (˜̃τxy − σ̃xy)ey,x

)
dΩ+

+

∫

Ω

(˜̃s− 4B∇ω̃z) · ∇ez dΩ +

∫

Ω

(
div ˜̃s+ 2μc(ũy,x − ũx,y − 2ω̃z) + gz

)
ez dΩ+

+

∫

ΓS

((tx − ˜̃τxxnx − ˜̃τyxny)ex + (ty − ˜̃τxynx − ˜̃τyyny)ey) dΓ+

+

∫

ΓS

(mz − ˜̃sxnx − ˜̃syny)ez dΓ. ������

�
�������� ��	������ �	��� ��� � !"
������!��� ������������� ���#

���
�� �
$������% sym(σ) �  �&���
'�% ε 	 �"��
� $"��!�%  �&���
'��

ε = sym(γ) :=
γ + γT

2
; ε(u) =

1

2

(
∇u+ (∇u)T

)
;

sym(σ)xx = λ tr ε+ 2μεxx;

sym(σ)yy = λ tr ε+ 2μεyy;

sym(σ)xy = sym(σ)yx = 2μεxy.

(�) 


tr(sym(σ)) := sym(σ)xx + sym(σ)yy = 2(λ+ μ) tr ε;

ε = L−1 sym(σ) :=
1

2μ

(
sym(σ)− λ

2(λ+ μ)
tr (sym(σ)) I

)
;



���

sym(σ) = Lε,

��� L � ��	
�� ��������� ��	���

���
	��� η := ˜̃τ − σ̃� �������
��� ���� ��������� ������ ���� ���� !"

ηxxex,x + ηyyey,y + ηxyey,x + ηyxex,y =

=
ηxy + ηyx

2
(ex,y + ey,x) + ηxxex,x + ηyyey,y +

ηxy − ηyx
2

(ey,x − ex,y) =

= sym(η) : ε(ξ) +
ηxy − ηyx

2
(ey,x − ex,y).

#	������ �� ������� ���������� �$�	������% ��� ����&� �
����	��� 	�����	'

���� (	��)*�	���%

∫

Ω

sym(η) : ε(ξ) dΩ ≤

⎛
⎝∫

Ω

L−1 sym(η) : sym(η) dΩ

⎞
⎠1/2⎛⎝∫

Ω

Lε(ξ) : ε(ξ) dΩ

⎞
⎠1/2

.

+����� ��������� �������
����%

ηxy − ηyx
2

(ey,x − ex,y) =

=

(
˜̃τxy − ˜̃τyx

2
− μc(ũy,x − ũx,y − 2ω̃z)

)
(ey,x − ex,y − 2ez)+

+
(
˜̃τxy − ˜̃τyx − 2μc(ũy,x − ũx,y − 2ω̃z)

)
ez.

��,���	%% � �����������-&��� ���������� ���� !� ������� �����

∫

Ω

1√
μc

(
˜̃τxy − ˜̃τyx

2
− μc(ũy,x − ũx,y − 2ω̃z)

)√
μc(ey,x − ex,y − 2ez) dΩ+

+

∫

Ω

(div ˜̃s+ ˜̃τxy − ˜̃τyx + gz)ez dΩ,



���

� ������� ��	
� ����
��� 
���
���� ������� � �������� ����	����
��

��������

|||ξ|||2 ≤

≤

⎛
⎝∫

Ω

1

2
L−1(˜̃τ − sym(σ̃)) : (˜̃τ − sym(σ̃)) dΩ

⎞
⎠1/2⎛⎝∫

Ω

1

2
Lε(ξ) : ε(ξ) dΩ

⎞
⎠1/2

+

+

⎛
⎝∫

Ω

1

2μc

(
˜̃τxy − ˜̃τyx

2
− p̃

)2

dΩ

⎞
⎠1/2⎛⎝∫

Ω

μc

2
(ey,x − ex,y − 2ez)

2 dΩ

⎞
⎠1/2

+

+

⎛
⎝∫

Ω

1

8B
|˜̃s− 4B∇ω̃z|2 dΩ

⎞
⎠1/2⎛⎝∫

Ω

2B|∇ez|2 dΩ

⎞
⎠1/2

+

+
1

2

∫

Ω

((˜̃τxx,x + ˜̃τyx,y + fx)ex + (˜̃τxy,x + ˜̃τyy,y + fy)ey dΩ +

+
1

2

∫

ΓS

((tx − ˜̃τxxnx − ˜̃τyxny)ex + (ty − ˜̃τxynx − ˜̃τyyny)ey dΓ +

+
1

2

∫

Ω

(div ˜̃s+ ˜̃τxy − ˜̃τyx + g)ez dΩ +
1

2

∫

ΓS

(mz − ˜̃sxnx − ˜̃syny)ez dΓ.

��������� ���

� � �����
�� �����
��� ���� ��������� �����
�����

�� ��
�� ��� ���� 
�!������ ����������� ���� ���!� �����
���� ��	���

����� �������"�� ���
� �� �����
���� ��
����
��� J #� ��

�� �����

�1/2$% &�
�� ����� ��� ��� ���� �����
� � ����������� � '��� ����(

���% )�" �� ������
�" �����
���� � �����
� !��� �� *��� ��� ����

���� ��
���
�� cx, cy, cz � dx, dy, dz �����
���� ���4� ���4� ���2 � ���3�

���3� ���� ���������

�%

+�������� 
���
����

1

c2VIII
≤ inf

(v0x,v
0
y ,θ

0
z)∈Υ 0×Θ0

|||(v0x, v0y, θ0z)|||2

Δ2(v0x, v
0
y, θ

0
z)
,

 �

Δ2(v0x, v
0
y, θ

0
z) := ||c1/2x v0x||2Ω + ||c1/2y v0y||2Ω + ||c1/2z θ0z ||2Ω +

+||d1/2x v0x||2ΓS
+ ||d1/2y v0y||2ΓS

+ ||d1/2z θ0z ||2ΓS
,



���

� �����	
�
��� ����	��	� cVIII ������	 � �
���	
 	������ L  � �����	
��


��� �� ����
�� ����� ����	��	� 
 ����
���	
� �������� ����� ���	�

�������� ������ �� �!��
�"	�� �����"� 
���#��� $

R(˜̃τ1, ˜̃τ2, ˜̃s) |||ξ|||,

���

R2(˜̃τ1, ˜̃τ2, ˜̃s) :=
c2VIII
4

×

×
(
||c−1/2

x (˜̃τxx,x + ˜̃τyx,y + fx)||2Ω + ||c−1/2
y (˜̃τxy,x + ˜̃τyy,y + fy)||2Ω +

+ ||c−1/2
z (div ˜̃s+ ˜̃τxy − ˜̃τyx + gz)||2Ω + ||d−1/2

x (tx − ˜̃τxxnx − ˜̃τyxny)||2ΓS
+

+ ||d−1/2
y (ty − ˜̃τxynx − ˜̃τyyny)||2ΓS

+ ||d−1/2
z (mz − ˜̃s · n)||2ΓS

)
.

% 	��� ����� ����	������� �� ����� ������� ��!������&����� ��������


�	� ������ ��&��� ����	��	' ��������� (	� 
����	 �� ��&�� ���&��� ��	�

�������	� ���	������ cVIII ' ��(	� � �
�#� � ������� � ���� �	��  �����'

 �"�  ���������" ��� �����	�� )��	�' ���� ��'

cx = cy =
μ

|Ω| , cz =
B

|Ω| , dx = cx|ΓS|, dy = cy|ΓS|, dz = cz|ΓS|.

)� ���� ����
���	
� *��+,
��!�' ������� ���
�" ����	������" �!���

��$

|||ξ||| ≤ D(σ̃, p̃, M̃ ; ˜̃τ1, ˜̃τ2, ˜̃s) +R(˜̃τ1, ˜̃τ2, ˜̃s), -.�/01

��� M̃ := 4B∇ω̃z'

D2(σ̃, p̃; ˜̃τ1, ˜̃τ2, ˜̃s) :=

∫

Ω

1

2
L−1(˜̃τ − sym(σ̃)) : (˜̃τ − sym(σ̃)) dΩ+

+

∫

Ω

1

2μc

(
˜̃τxy − ˜̃τyx

2
− p̃

)2

dΩ +

∫

Ω

1

8B
|˜̃s− M̃ |2 dΩ.

2�������� ����
���	
� *�� � ���� �	�� ' ����� � ������� � ������	�	�

  �#� �3�� ����
�	� �����"��" 	���� �' 3��	���� ���������" 
����



���

������� ��	� ��� ������	 
��� � ������ ��������� ������� � ���������

��������� ���������� ���� ����������� ��������� ������������� �������

�������������� � ������� � !� �����"���� ������ ��������	 #�������� �


������ ������ $ ���%������� ������������ H(Ω,ΓS, div)

|||ξ|||2 ≤ (1 + β)D2(...; ˜̃τ1, ˜̃τ2, ˜̃s) + (1 + β−1)R2(˜̃τ1, ˜̃τ2, ˜̃s). ������

�	
 ����
���
 �����
������
 ��
��� ������ ������������� ũx� ũy �

ω̃z� �������� ������� �� ���������
� �
�
� �����
 ������
������� σ̃� p̃ �

M̃ � �� �� � � �
	! ���	�"��
 #
�
��� ˜̃τ1� ˜̃τ2 � ˜̃s� $������ #��� #
�
����

� ������ ��!� ������ � ���
����� ����!%
��� "�
� #&&
������ ��
�'

�� ��(�
)������ *
������
���� &�������� R2 ��
"����!
� ��	�� ���
)
�'

�� ����� ���"����� ���� �
�!��� �����
����� +�� �����
��� ������
��!

"! ��
"� ,���
��� ������
 ��%�� ������ ������
� � -�./0� -�.10� -�1/0� -���0

� "��(�� ����������� 2 ��� ��
�
"�� ����
��
 &��������� D2 �� ������

����
��!� ��
� �����"�
� � ���"����� ����� ��(�
)������ 3�������� �

������ ����� ������ 	�

 �"�	
� � �������
���� ����� ��
��!� �
� ���41�� ��'

������ ��

� ���"������� ���������� �
"����
���� ��
"� ����
(�� ��%
�

	��� ��
"����
� � ��"
 ����� ������� ���"�� � ���������� � ���
���


������(� ��"������� �����
"

��! ��(�
)������

5�� ���
��������
 ��� � ���
��� �������6�����!���� �� �������! ��
'

������
 ������������� 7 ������
�� ������������� 8����"�9$�&&�93�'

�� -��40� ���
)�� ����
�
���
 � ��
"�"�+
� (��
 7 ��%�� ����� �"��
���'

���� ����� (�������� ������� � ��
���

˜̃τ1 · n = tx, ˜̃τ2 · n = ty, ˜̃s · n = mz =Mxznx +Myzny,

��� ��� ��
� �� ��%����� ���
(���� �����!
��
 �� (�����
 �	����� ,��

�������� � -:�0� ����
�
��
 ����� ������������� "! ������
���� ������

��"�� �
���� ����(���� �����"�� � ��+
���
����� ����)
�� ���
���� �����'

!
��� ��
���� 5�� �� ��
� (�����
 �	���� ��"��� �����
 �� �
�
�
+
��!



���

� ������	
 	� �� ������� ��� � ���	���� ������ � ������	�	�
 �����������

� ����	� ���� � ����������� ����� � ����� !����" # ���� �����$ �����	%

�$ 	�� �� �������	����� ���������" &	������ ���� �'���� $��$�	�$ 	�


�	� ��� (�����	�
 ���$)�� � (	� 	�� ��
 ��!�	 ��	� ���	����� �� ������ ��%

��!� � 	�!� �� 	��� ����������'� 
 ��������� ��� ��� ����������	 ������

����	����	��
 � �� ������
 ��� �����"

���� �� ����	 
�
��������	 �������

*�$ ������$�)�!� ����+���	�� ��������
 ������	����� ��� ����	� ���

������	�'�� 
 ������ �� ����	 �����	��!� �����	������!� ��+���$" ,	� ��$��%

�� � ����������	�� ���������	� ����������	� -���'��������!� ������ ��

������� 	�!� ������+�!� ������	�� �����
 !�� 	���� ��+���$ ����� ����%

��	� ��� ���� ���	���	�
 ��������� ���	��	�	���)�� ������ ���	� ������%

��$ � !�������� ������$" .� ��������� �������'��
 � ��	��� ���� �� ���%

����� ����������� ��� �	�� ����	������� �'���� 	�����	� ��$ ����� � 	��%

��� ����!��	� /������
 ����	������ �	��	�	���	
 �������� �����	���$�	�$

����	� ������ � ������ � �����	������� ��+�����" # �����	�� 	���!� �������

������� ������ � ����!���� ��-����������� ����������!� ���$ +����� l
 ��%

+���� ��	��� ������� � ���� ������	�'�� 0"1" /���+" # ��	���-���	� ��2��

��� �������	�$ � ��� -����
 ��������� ���� $��� ���������	�$ �����	��$

������
 �	� ������$�	 ��������� �����	�	� ��� ��+���$"

3�����	��� ��������� ������ � �����	� Ω = [−l/2, l/2]× (−∞,+∞)
 ��

������ ���	$ !����'� ��	��� x = ±l/2 ������ ������� 	��� *����� 4

������� ������)���� � ������	" 5��	� �������������$ ��!�����
 �� �	���)�$

�� ��� 
 	�����
 �	� fx ≡ 0
 � fy ≡ const
 !�� fy �� �	���	 � �	��'�	������

����������� ��� ������	" 6�!�� ������� ����������	�
 �	� ��� ��+���$ ��

����	 ������	� �	 ��������� y
 	� ��	� ux ≡ 0
 uy = uy(x)
 ωz = ωz(x)" 7��%

������ ������$ ���������	�$ ������)�� �������8 uy(±l/2) = ωz(±l/2) = 0"



���

�����	�

�� ��
�� � ���� ����
�
�� � ������ ���
� �
	������� ������ ��	

(λ+ 2μ)(div u),x + (μ+ μc)(ux,y − uy,x),y + 2μcωz,y = 0; ������

(λ+ 2μ)(div u),y + (μ+ μc)(uy,x − ux,y),x − 2μcωz,x − fy = 0; ������

4BΔωz − 4μcωz + 2μc(uy,x − ux,y) = 0. ������

���� ��	�� ! ��� ��� �	���

�" ��
�� ���	����#�
��" ������ ����
�
�� ��$

����� �	������������� �������������! � ������ ��%�����

� ����%�����

(μ+ μc)uy,xx − 2μcωz,x = fy

� �
���������� ��
�

uy,x −
2μc

μ+ μc
ωz =

fyx

μ+ μc
+ const. ������

&��� � ����
�
�� ������� ���#� 
�'
������ 
� ����%����� � ����(��'����� �

��	���
����) ������

4Bωz,xx − 4μcωz + 2μcuy,x = 0,

	����

4Bωz,xx +

(
4μ2

c

μ+ μc
− 4μc

)
ωz +

2μc

μ+ μc
fyx = const

�! 
���
��!

ωz,xx −
μμc

B(μ+ μc)
ωz +

μcfyx

2B(μ+ μc)
= const.

*��������� �
����� �	
���	
�� ����
�
��

ωzo,xx =
μμc

B(μ+ μc)
ωzo.

������ �� ������� � 	�

�� ������ + 
����
�� ,�
����! ��

ωzo = Gz sinh

(
A
2x

l

)
, A =

(
μμcl

2

4B(μ+ μc)

)1/2

,



���

��� A � ��	
�	��
�� ��
����
� � Gz � ��������� �
������� ��
��������

������ 
����� ����
����� �
�����

ωzn =
fy x

2μ

��� � ������������ ���� ������!�� � ����"��� �
��	���!�� ��������

�	#	� �"������ $��%��� &���� ��
�	���

ωz = Gz sinh

(
A
2x

l

)
+

fy x

2μ
,

��� Gz �'������ �	 ������� ωz(l/2) = 0� ����������!��

ωz =
fy l

2μ

(
x

l
− sinh (2Ax/l)

2 sinh (A)

)
. ()��)*

+����!	�� �
���������� ()��)* � ()���*� ����"���

uy,x =
1

μ+ μc

(
μ+ μc

μ
fy x− μc

μ

l

2
fy
sinh (2Ax/l)

sinh (A)

)
+ const.

,����� ����
�
��� �"�������� "�� 
�	��!��� ��� � �
���������! ����� "��-

�� $��%��

uy =
fy x

2

2μ
− fy l

2 μc

4A μ(μ+ μc)

cosh (2Ax/l)

sinh (A)
+ Gy,

��� ��	������ �������� Gy �'������ �	 ������� uy(l/2) = 0� �� ���!

Gy = − fy
2μ

(
l2

4
− l2μc

2A(μ+ μc)
coth (A)

)
.

.�� ����� �
�'���� � 
�����

uy =
fyl

2

2μ

((x
l

)2
− 1

4
+

μc

2A(μ+ μc)

cosh (A)− cosh (2Ax/l)

sinh (A)

)
. ()��/*

0� �
����������� ()��)*1()��/* ���� � ��
������! �������� ��	�
�� ��-

$�
��%��� ������' � ������' ��
� ���

γxx ≡ 0, γyy ≡ 0, γxy = uy,x − ωz, γyx = ωz;

σxx ≡ 0, σyy ≡ 0, σxy = fy x, σyx = (μ− μc)uy,x + 2μcωz;



���

Myz ≡ 0, Mxz = 4Bωz,x.

�����	

�	 ������ ����� ����������
� � ���		 ����

���� �����		
� ��������
 � ���	�� �������

��������	��� �����	�	�� ���������� ���������

�������� ��� �	����� ������	���� ��������		
�

����	� � ������� ����!�� ������ ������� "������

� ������	 ������������� ���� �	 ������! 	"	
�	  ����# 	���$

����
� �		� ���
���
�	 ���� ����%�� �	����  �
	�
�# &�	�	
���! � �%	
$

 � ���	"
���� �������	��� � ����	�	
�	� ���� ����%�� '
�����()��*

��(+�� � 
��	���� ���� �! �����

�, � �	����-	, ����	� �� ���
�! ���

�	�����	��� �	���� � ��	��� ����	��� 
��	.
�,! 
� ��� ��	�	�	

���  ���$

�� ����� ��.	� � ������� 
	&��	 ���
�,� � &��� �����	! ��
� �! �� ��
	
�	

	"	
�� ��  ������	� ��� 
������ � ����! ��� ����
�� � �����	��� ����

/
	����	���
�,0 ��.��
�� �� �	����-	, ������ 1���.	

�	 ���		 	$

�������� ������ ���
� � �����# ����� 2���3! 2��43 � 2���3�

������ ���� ������ � �����	
�� 	�
�� ����
��� ��� �����
�
��� ����

�  ��	���	 �	���� ���	� ����
� ������ � ��������� �	�������
��

�	� �
	�
��� ����! ���  ����, ��.
� ���	��� ���
	
�	 � ���
�� 	"	
�	�!

������

�� ��
� � ������	 ��5� 6�
� � �� ������	
��  �
	�
�, ������

���� ��	

� ������	
�	 �����	��
�# �%	
� �������	� ���
������� ��$

����� �� ��
	
�� �����.	

��� 	"	
�� �� 
	���	��
��� ���
���! ��� ��� �

�
������	� �	 	"	
�	 
	 ��.	� ���		 � ���
�, �		 ���.��� ��
���, ���



���

������	
 ����������� ������ ����	��	���� ��������� ��� ������� ����

������� �����  ��� �������!  ���	" �������� ���	� �� ��� �������#�

�	�
 �� ����������!�

$ ������ ���� ��������
 ��
 ��#�	���
 ��	���� � ���������� ������ %

� %& �� ����� ���� ��������	����! ��'� ��! �	�" ��!�����(�! � �������	��

�� ������	�� �� 0y" � ��	��
  ��� )��	� �� ������� ����������
��

*� +����� ,�� ��������	��� ���	������  ���	������ -����	�����.

������
 �� ������ ������� ���� �(��
  ��������� /�#�� �����" ��� ���

(��������� ��	�� ��	����#� �����
 �� ���	������#� �������� ���	

�� 	� y = 0� 0� ���	�� ������" ���������� � 1��	�� ,�%"  ���� ����

	��� ����� � �� " ���  ���� 233������" �������  �����	
�� #�����������

�������� ����	
� �� ���	������ �����!� �� �� " ��� ����  ����� ���

������ 2	� ����� �����	�� � ���� �������� 4 � ���������  2	� ���� 

 � 2	� ���� " ���
����  ���	� ������	���! �� � ��������� % � ��

������ ���� ���������� 	
���� � ������� 	��������� ���	�	 �������

)	
 �����#� �� ��� -� � +����� ,�5. ����� �������
 ����� �� ����

 ��� � ��� ��� �����  ������������� /���
 ������� �������� ������	��

��" � � �����! ��	����� ����
#���(�
 ��������	����
 ��#������ 6��� ���

�� ����� ��
�� � ����� 7���89 ������� �������� %:�� ��" ����� �������


&��%: ��" λ = 0.11538 × 1010 ���2" μ = 0.76923 × 109 ���2" B; 5%�<:� �"

μc = 0.25638× 1011 ���2" ��#������ % �	
" ��� �� ����� &�� ���

1��	�� ,�%9 +���	����� �	
 ABF0(K̂)=������� �� � �� ��� ,�%

>��������� ����

��� 2	� �����

%9% %9�

?�	� ��� ������� :%, �%@< @�%% ,:< �&�% @&%�

6�#��������" % 5@�% %��@ %&�% �%�< %%�< :��

Ieff %�� %�� %�5 ��& %�@ %�:
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������� �	�
 ��������� ��� ������� �	�

����� � � � � RS a

����� ��	 ������� �� �!"� "��� �!�� ���"  

#�$��%&����' % ��	! ��	� "	�  	� �����&�&��

Ieff �	�� �	�� �	�� �	� �� ()*+*

β �	��! �	��� �	�!" �	��, ����� �	! -
a ��������� ����� ��� ��.����&�� /����&&�$� ��%�&��

��������� ���&�� ��$��%&���� ��� &��������0 %�$�� ���&����&�$� ����1

��&�� ����� �����&� � ������� �	�	 2 ��&&�0 ��3&� ������� �����' .�� �&1

���� /44�����&���� �������� �������&�� � ���0�� ��5��������&� �������� &�1

��3&��' ��������� ���0&�� ���&�� /&��$���.����5 &���� ��$��%&���� ���$��

$���&������&&��	 #������� β ��&���&&� ������3����� � &��6	 7��� �����1

&�&�� ���&�� ��� ���$�0 ���. � ������ ������6� &� ��' .�� ����� ������&��

��������� &���0����� ��� ����.�&�� ���������� �������.&� ������$� ��.�1

����	 8 �����&�&�� � $������&�5 ���&�� ��$��%&����' �������� ���� �&�������

�� ������&�$� ����������&�� �� ���.��&�5 ������� Ω' �������&&�5 &� ����&1

�� �	 	 7& ��3�� ���� �����& ��� ���������&�� ��������.����5 ���������

�����&��9���������&�� ���.��&�5 �����	

����&�� �	 
 2&������� ������&�$� ����������&�� ��$��%&���� ��� �����1

�� �	�	
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�����	� �
�� ��������� ��� ������ �
�

���� � � � � RS

����� ��
 ������� �� ��!" !"�� �""� �# !!"

$�%�&'����( % ��
� )
! !
) �
# �����''�

Ieff �
"� �
)� �
)� �
)) �� *+,-,

β �
�#" �
��" �
�� �
��� ����� �
#.

/�''�0 ����� ������� ����1'�0 ���2����	�0 � ����'�2 �����3

4''�0 � ����� ���������'�0 �	'�� 5�'�	��'���'�%� ���� � ���1�( ��%��

����� ��6���''� ����'� ��������������( ������ ����4��� �����1�

� �&'��7 �� ����� 8����� � ������1���0 �����
 9 '������7 ������7

:�� ���'�	� �����%��� ). � %������'�0 �'�%����'�0 '���


������ ���� ���������� 	
���� � 
	���� ���������� 	���������

����26�0 �����( � ��'�0 �����'�( ��7�4 '� ������6�0 � ��1�� ��3

'�� %��'�1'�7 ������0 ; ������'�� � �����4''�7 '�%�����
 � ���%�0 ���3

��'�( ������� � ������� � ����  ������ ��6���''� ����&( 1� � ����3

� �
�
 <���� �������� ���4 �������� ����'� '� ����1��� ���������


�������������� �������'�� �������( ��� ������0 �����'� ���'� � �( � ���%�3

'��� �������� �������'�0 5���� ��������� �
� � =��
 ����'�� �
�>
 ���0����

�������� ����� �� ?���@� λ = 0.20960× 1010 ���2( μ = 0.10330× 1010 ���2(

B = 0.10578×107�( μc = 0.11480×109 ���2( '�%��4'� ��� � ��' �����'�

���'�� � �	



��������� �	'�� ��%�&'���� ��������'� � �����	 �
�
 A'��� :53

5����'���� '�7������ � �������' �
)B�
#( � ������� β ��'�&���� � �����3

1'�� ����
 A'������� ������'�%� �������'�� �&���� '� ����'� �
 �

:��� ���1� ������ ' ������ ��'� �������( �4�6� ������ ������'��(

'� ���4 ��7'%� � '�4'%� �%�� ��������( ���'����2 ����4�� �������2(

������0 ������� ��7��'�� ����1�
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������	 �
�� ���	���� ��	������� ������������� ����������� ��� ������

�� �
�


������ ���� � �������� 	��
���
��� ������

� 	������� ������ ��� ������� �!��"������ 	�������� #������ � �!���

���$ ����������� �% �& ��!� �������'% 	������ !�& ��������%
 (�������'

��������� �'!���' ��	�� �!��&��$ ���!' �������� 	��%�� ����� ��&�����

��"�� )������'� �������� � 	��������	�� �������� *+,-, � L2.�����
 &

��&��������$ ��!����'/ � 0�!��1� �
2$ ��"�� ������� �'���$ ��� ������"�����

�1��	� ����������� ���� ��&������ /�"�$ ��� � ����'�� �/ ������/ 3 ����	�

)44�	�������� ��������� � ���������� !'���� ������
 5������������ ��	"�

� &������� ��������� β
 6����������% ������������% � )��� ������ ���������

0�!��1� �
2� ��&������' ��� ������� �
2

7��	� 8 9 � RS

:���� ��
 ���!��' 928 ;2; �<99 9=<92;

(����������$ % �<
9 9�
� <
� ��	�������

Ieff �
= 99
9 9�
� �� *+,-,

β 9
��� 9
�=� 9
<�� ����� 8
82 >

�� 4��	1��������� ������������� �1��	� ��� 	��������	�% ����%��% ������

���������$ ������������� � ����'�� �% ����� ��������1��
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�����	� �
�� ��������� ��� ������ �
�

���� � � � RS

����� ��
 ������� ���  !! !��� "#���

$�%�&'����( % ��
! �!
# )
" �����''�

Ieff �
"� �
"� �
") �� *+,-,

β �
� � �
��# �
��# ����� �
�.

������ ���� ������ � L��	�
��� �	�
���

/�''� 0 %������ ���1�'�2 ������� '� ����'� �
)( '�%��3'� �

���'����'� ����%� ���2���� �������� 0 ��� ����41����'�%� ������ �

%��� ����� �� ������ 5
 56789:;8:;( <
 =6>?8 @��"A( � ������2 �����������B

��� �������( ������3''�� '� ����'� �
)
 C�� ������� �� �����'�2 �
� �

� �����''�2 1�����4
 ����� %������( ����3�D�� �E���D�2 �%��( 1�B

��� ����������� � �������� ��� �����'���� ��1�������'�%� F������'B

�� � '���� '�����'� GH�����'�2 �������
 I�����'� �������� ����1�( ��B

�������''�( λ = 0.57692 ���2( μ = 0.38462 ���2( B = 0.24038 × 10−3 �(

μc = 0.16700 ���2
 I�J�'�� ���� ����'� ����4D�� �������� f = (1, 0) �

��'�2 1����( f = (0, 0) 0 � ������'�E


����'�� �
)� K���� ������� �  �����'� ��� ������ �
�


����''� ��������� ��������'� � �����	 �
�
 /�''�2 ����� ���B

'����4 ������3��� ����''� ��' ������
 L'��� FMM����'���� �'���

' ���'������� ��D���''�%� ����� � �����1'�� ���� � ������� � �'��B



���

���� �	
��	�� � ������� β �� ���� ��������� �������	 ����� ������� �����

����������� � ���� �� !�� ��"��������� �������� ���� �� ��#���� �� ������$

 ����!�	

���� ������	
 �	���	

% !���� �������� ������ ���&���������� �����'�����!� �� ������� � ��$

������������ ����"����& ��������� ���� � ��� ��� (���'��������� ��$

���������� �'���� ����!��� ����& ����� ���������� �� �� ��!� ��#���� ���

����������) ���(�����) �����*����) ��#���& �����) ���� � ������

���!���� +������	 ,����& ��������� �!���� ������� ���� ��� � !���� ��$

�� ��������� �� �����"���� � ������� � �����& - ��������� ��"�!� �����

���� ��"��� ���*� �������� ���� � ������	 %�� ��� ����� �'���� ����$

���� !��������������� � �� ���� .�� ����� ������ ��*�� ����& � ����&

 �����/	

0�������� �������� �� ������������!� �� ����������!� �����������

�������� ������"��1

�	 2�������'�� 2��������3�((��4���� ����������!� ������ �����$

 ����� �((�������& ����� �������'�� (���'��������!� ��)���	

�	 ,��)�� �������� ����*��� - �'���� !�������������� � ��)������ ���

���&���� �� ����� ����& �������'��	

5	 6������� �((������� ��� #�����!� ������ ���� � �������� ��������

������� �((���������� ���������� � �!� ��� ���� ��*�� � �������� ��

�	7 �� �	7	


	 8���� ���� ���������� ��������� �����'��� � ������) �������*���

���� ������� �������������� �� ��� ��#����	 % ���� ��� �� � �� �����

�������& ������������ ��*�� ������� �'����� ������������� � ����$

��"�& !����	
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���� 	���
 ���	������� ������� ��
�	�� �������
 �������
�

�������� ����
�	��	��� ������� ���
	���	����� 
�����
� �	� �������� 	�!

"���� ���#�� �	��
������ ������ ��	��������� ����� �
� �����
�� ���
$��!

����� ���
�� ���	������#� ��
���
������#� ������	������% &����
�
� ����!

���� ��� ����
��� ���� �������� � ����
�	�� ���� ��
���
������� '��!

��( ����� )�	���� ��� �	������� *������� � ����� ��''���+ ���� 
��	��

�#� � ����
�� &������	�,-�������� �#� � �	�����������  ���� .���"��!

�� � /�	�����,0���	�+ ������� ���� ������������ 
��	�� ��	�#��
� � ��!

���
��� 
��	�� ��	�#��
� 1����	�% � 	� �
� �	�������� ����� 
��	�
�������

������� � 
���� 	�	� �
��� � �	������� ��
����� ��������� 	�������� ��!

��	��
 ��#	�"���
� � ���� ���������� �	�#	���%

/���"�� �������� ������� �������
������� 2����	����
�� ���	�������!

�� �� ����� ��� �����
�� 	������� 	�������� '������������#� �������

� ���
	����� ����
�	��	��� ������% 3������� ������� � �	��������� ���!

������ 	����
�
�� �����
�� ���������( ������ �������
 ������
� 2''��!


����� ������ 2��	#�
������� ��	�� �"� �� ��� ���'�	���� ���	���������

	�"���� �������� �����% 4��"�� 	����
�
 � 
���� 	���� �����
�� ������

��#	�"���
� ���
�#��
�� �	� �	��������� ���	���������� ��	��
�	��� ���

���"����� ��
���� �������� 2�����
��% 5�
	�
�� ��
�	�� �����
 � �� �� 	�!

������� ����������� ��������	��
�� � ���
 �����	�������
� �������� ��
��!

�����
� � ������#� �����
�� ������� ���	����#� � 
�	����� � ���	���
�� ��!

	��
�	��
��� 6 ������� 2''��
�����
�% .���� � 	���� ����� 	����������
�

'������������� ������ � �	�������� �	� ������ 
�����
� �	� �������� 	�!

"���� 	������� �	����� ����� � ��� �����
� ��� ���������� ����
	����

� �����	������ ����
�� ��� ������	��#� ������� ��������� �#� �������!

�
� �	��������
 ��������
� ������������ ��
���� � 
��	�� ����
�	��	��#�

���
	��� 
�����
�%
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� �	��� ���� ��������

��� ��� ������������ �	��	����� �������������� �����	������ �����������

 �� ��!������� �	������" #��
���	�� ���
� ���� ���������	�� � �	
����

����� ��	���� � ���	��� �	��	����� ����� ���� �� ����������"

����� ����� ����� ��	��� ��!�� ���� �	����� � �	��	� ���������� �	�

��	������" $�%������� � �� �� ������������� ���
���	���  �� ��	���� #����

����	&'�� ���	 ���
��� � (�����  ��
��	)*�� ������ �	�������	����� �	

+��� ��	�� �	 	� ���� ���� 	� ������� �����	� �	 ����������� 	��������	��

,����� 	&-�((�&.	��	" $�%������� �	!��� +�	���  	�������� �����	���

�� ���� ������ � 	�	���
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