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���M(ũ, D) ≤ ε� 	� ����
�� ����	����

��
�NO�
	�W� ������
�� �����
**�
 �
�
*�
 �S����
	 *
�S[�����Y 	��\

*��	
��

��� 
 �*������W �����
*�T� �����
�
�
*�W ��T�
�*��	� � ���
�
�
*�
 ��*

�S���	�� O ��	��N[ �����
*N
 ���S�� �	*���	
�
*� O
�����

��� � ]���	���W �
	�� � ��O	��
*�
 ����
���� *���*�W � ^�T� ��

V ��	
��	��
 ��L*� O�	�
	�	
 � ���T�
 ��T���	�N ����	����� *
 ��*�O�**N


*� ����	
����*N[ ��
*��[� O ���	*��	� _ �����
���Z�
 T����
*	 ���S��L
*\

*�T� �
�
*�W ����� *�����
��  � �=2I@� +� %`6= 3>�5�� R�� a	�� ��O
���� ��
�\

����T�
	�W� �	� �
���
 ���
*
*�W �*��
*�W ���W �
�
*�W �S��
��
 T����
*	N�

	�
S��	 �T�Z
*�W �
	�� O 	���[ ��*�[� X�
O��*�� �	� a	�	 ����	�Y ���[�� *


���O��W
	 �	�
	�	
 	
 �����
*N
 �S���	�� O ��	��N[ ���S�� O
����� *� �
�
\

*�
 ��

	 ���	�	��*�� T������	
 � �
*W
	�W �
��
**�� 	� 
�	
 �* ���
�
�W
	

	��
�� ���	
 ��*� T�
 *
�S[����� ���
�
�
*�
 ��*
�*N[ a�
�
*	�O� � �� a	�Y

�����*
 ���

 *
 ������	��O�
	�W� b��L
 *
 �S��L��
	�W ������ ���	��
*�W



��

������	
���
 ������� �	���
 ����
������� ������� �	�	����� �����	 ����

����� ��� �����	
���� ��������� ���
� �������
 ������� !��
�����
��	"

�
������� ��"���� ������" �	��
 �	�	�� ��
	 �����	�	 #�� � �	�	
# $�%&

����� '' ���	 (�� � �	������� ) *+,-.+-� / 01-.2+ 34567 

8 �	���"���# ������# � �	��	& �����	 �������& 9
������� �:�������

�	
��� �����
��� ��#���& �	��	�
���
 �	�����" ������� 	������������� ����

���
" ����������� ;����� �� ��& ��
� ����
����� �	 �#���� <�=>�%& ���

��� '' ���	 � �	���	& ? @12AB.C1� D ) E,FG-2+HIJ 34K6� 34L6� 3446 � ����	
�

������� �����& 	������� ��� �����
� � ��"�
���� ��
����� ��
������	 �#��


��	M�
 �� �	���
 ���	���� � ������� ������	� 8 �������� >�%& ������ ���

�
	��� ? @12AB.C1 34N6� ���	" �����" ��� ��� �� ��
	 �	��	���	�	� �� ��
�

�:���#
����	�� ����������#���� M�
� � �	�	��� �� #��	����
��� ������ ����

����� ��	�����" ���&���� O��	�� #�� ����	 ��
 �����	� ��� :	��� ��� 9���

����
 �	���
 �����
���
���
 �	���	���� ����� ��
���� ��	��������� ��	���

���� � ��� ���
� � ���
������ � ���������� �	����	� P	 ������ �����
��

�� 
�� ��
� ����
��� ��������� �������� ������	��" � �M���	�� �� ����


�#�� ����������
����� ������ �	
���
���� �	�����" ���
 ������Q �7 �M���	

����������� ��
��	 ���� �����	�	 ��
��� �	 
��	
���& �����
���"&R 57 �
��

�	
��	" �M���	 ��
��	 ��� 9��� ��
#�	���" �	� ���#
��	� �	����	 
��	
���&

�����	����� �� �����#������ �������& 9
�������R K7 �M���	 �� ��
��	 �
���

��� ��
��� �����M����	�� �
� �����M����	�� ������#� ��
����# ������ (�� 

E S @1-C 34<67 O��	��� ����	��� �	 �#���� �7 � K7 T ��� :	�������� ���	�	�

��� ��� 
��	" �
��	
��	" �����
���
��	" ���M��#�	 
���� �	 �	��	�� �����

�� ���&��	� � ��� �����	��� �� ��"�	��
��� ��
��� ���� �	������ � �������

�����	���� �����
��# ���#����	 ��� �
����� ��
��	"� �����M���	 �������

������ �� ���� �	�#����� ���	������	 8	� �
�������� ���	�
"���� ��
�����

���� �������� ����
������& �
" ��	���& �	�	� �	�
����& ����� �	 9�� ��
��

��� ����M	�� �"�� 
��� �	&�����" � #�	�	���& ���� �	��	& U	���
�� ��
���

����	��� ������� � ���
�� �	 ����������#��#� 
����	�#�# ����� �	
�� �



��

�������	
 ��
�����	�
� �� ��������� �� !" ��#!" $� %&'()*���" +�,� -.�' �/0!"

1� 234�5(63" ,� 7��*�4*�8&( �/�!" 9� 23':����" �� �3''3;��� �/<!" =� >�&��33'?�36&"

7� ��@&' �/A!" 7� ��@&' �/B!" 1� 234�5(63" +��� 9�&��?3'" ,� 7��*�4*�8&( �/�!" -� $38&"

=� >�&��33'?�36&" 7� ��@&' �//!��

C �D�E��DF�

�G �	D���D��� 	������F�
	� ��

��� 
�H��F��
	� ��� I��J

�FK
 L���E ��� �MKI
�F�

K
 �	�����
N	��O
K
 ���F
�
	G 	 ���F
�
	G F

E��D
K
 H��	LF��
K
 H����D�F��
K" 
�D� 	 
� D�I P	��I� Q H�M�	I�N	G 
�

����I�� �LKI� ���F
	D��O
� 
��
���� R��	�� ���� �D�D�G S�T� U�H	
� M�L

���FD���F �/V!" �/ !" � D�IW� F ���FD���DF� � X�Y� Z�DF���PI	
K� �/#!" [�C� \�J

L���F�I	� �V0!" \�]� ^����FK� �V�!" �V<!" �VA! 	 [�C� _��F�I�G �VB!" �V�!" E��DO

	L I�D��K
 �M��W���D�� �����" ��W
� �H���
�DO �������	� ��M�DK 	 N	D	J

������ D�� �	D���D���� [�`� [��I���F" T�Y� \�

�F �V/!" [�X� X�I�P	
�I	G"

[�S� a��
�F �VV!" [�Y� X�����M�F" [�[� R�
	
 �V !" \�]� ^����F" \�[� Z��	��J

F� �V#!" \�]� ^����F � 0!" � �!" � <!" � A!" \�[� Z��	��F� � B!" � �!" � /!" C�_� b��J


��F � V!" �  !" Y�c� d���D��eF�" ]�S� Y	I����F � #!" �#0!" X�\� X����F" ]�c� b�J

��H�F�" C�C� f�G����F �#�!" [�S� b���F��F" S�R� b�HK��F �#<!" [�S� b���F��F"

S�R� b�HK��F" [�X� R�
����eF �#A!" S�R� b�HK��F" [�b� Y�F	I�F �#B!" \�U� g	J

���M��F �#�!�

h�
	� 	L H��FK
 ��D���F" H���E	FP	
 P	��I�� ���H���D��
�
	�" �F���DJ

�� ��D�� 
�F�L�I" I�D��KG ��
�F�
 
� �N�
I� 
���K 
�F�LI	 ���F
�
	� F H��J

�D��
�DF� �M��L�F �H���D��� ���DF�D�DF����G I���F�G L���E	� h
 MK� H���J

��W�
 F �H���
�DK
 FKP� ��M�D�
 ��B!" ��A!" ���! 	 F ���O
�GP�� ��LF	F��J

�� 	 �M�M����� �
��	�	 �FD����	 i���" 
�H�	���" ��j� 23'6" %� 9�&(�� �#/!"

1� 234�5(63" %� $&88�� �#V!" j� �3'6" -�k� l&�'6&�)&;m �# !" �� ��������� �##!" ��00!"

`� j�&6((*'" k� +*�'(*' ��0�!" k� +*�'(*'" =� n3'(4* ��<!" �� o��p3'" �� �*.�pq:�r

�m ��0<!" 1� 234�5(63" �� o��p3'" �� �*.�pq:��m ��0A!" �� �*.�pq:��m ��0B!" �� 2�;6��"

k� +*�'(*'" �� �3''3;��� ��0�!" �� 2�;6��" �� �3''3;��� ��0/!" `�s� 7&�4��� ��0V!"

+��� 7��)3��" ,�+��� n�:��( ��0 !" 2� 9*�8?���" �� n*@@� ��0#!" �� 2�;6" �� n&@�r

� ����� �����	 
��
�� ��
���
����� �

������� �������

� ��� ��
������� ������
��� ��
����



��

����� �	 
���
� �	 �������� ������ �	 �����
��
�� �	 �
������� ������ �	 ��
��

�	 ����
��� ������  	!	 !
�
�"� �	 �������� ���#�� �	 �����
��
� ���$�� ���%��

&	 '����((��� )	 *
����� ���+�� ,	 ���
��� �	 �����
��
�� �	,	 �
--. ���/�� &	 �
��0��

-� �
�(�� 1	 !��2��� ���3�� �	 �����
��
�� �	
	�	 
���
 ���4�� 5	 6
 ������ )	 �
�7

ß
� ������ 8	&	 
��9:���� '	 ;2�:�" ������ �	 �����
��
�� �	 !
�-�� ���#��  	 �����

)	 ��
� ���$� < =>?@?AABC D?ACC EFAFGD?H<< �%3�� �+��� �+��� �+�� < I<J<D=CE=K L

D?MFJ?N O<JCD?J=D=P	 QCDLBR <@ ECJFSFL S?AAFR GD=TTB AFU<J A?@L?A<C VLAFGF

ECJFS? ACLV@F>�	 WGF FMFUAFL?A<C M?@<D=CJUV A? UTCI<?OXAFR >FAUJD=>I<< FTCY

D?JFD? <AJCDTFO<DFL?A<V� TDCSOFZCAAFR [	 \OCE?AFE ]UE	 *�	 ��:
�
�� ���%�P	

^OV TFOAFICAAFGF TD<ECACA<V TFSNFS JDCM=CJ LB_<UOCA<V TFUJFVAABN L <AJCDY

TFOVI<FAABN ACD?LCAUJL?N� @?L<UV`<N FJ S<U>DCJ<@?I<< FMO?UJ< @?S?_<	 \?>

UOCSUJL<C LF@A<>?CJ ACFMNFS<EFUJX O<MF A?NFS<JX JF_ABC @A?_CA<V aJ<N >FAY

UJ?AJ L TDFICUUC ?S?TJ?I<< UCJ><� _JF UFTDVZCAF U UCDXC@ABE< @?JD=SACA<VE< L

JCFDCJ<_CU>FE TO?AC < SFTFOA<JCOXABE< LB_<UO<JCOXABE< @?JD?J?E< A? TD?>Y

J<>C� O<MF <ECJX ECJFS� FMCUTC_<L?K`<R LCDNAKK FICA>= >FAUJ?AJ	 QFTBJ><

TD?>J<_CU>FGF TD<ECACA<V J?><N ECJFSFL EFG=J TD<LCUJ< > U=`CUJLCAAFE= @?Y

LBbCA<K <UJ<AAFR LCO<_<AB TFGDCbAFUJ<	 c _?UJAFUJ<� L UJ?JXC �	 �����
��
��

)	d	 '��"
� ���+� TD<LCSCAB SFUJ?JF_AF TDFUJBC TD<ECDB� SOV >FJFDBN TCDCY

FICA>? <UJ<AAFGF @A?_CA<V AFDEB Fb<M>< SFUJ<G?CJ #�e/� D?@	 QDFMOCEC LBY

_<UOCA<V LCUFLBN EAFZ<JCOCR L VLAFE ECJFSC ACLV@F> J?>ZC TFULV`CA? D?MFJ?

d	 �

�
�� �	 �
������� ���/� < DVS SD=G<N D?MFJ� =TFEVA=JBN L GO?LC � S?AAFR

S<UUCDJ?I<<	 fCE AC ECACC� UOCS=CJ FUFMF TFS_CD>A=JX� _JF MC@ =_CJ? M?O?AU?

OF>?OXABN >FAUJ?AJ VLABR ECJFS ACLV@F> A?bCO b<DF>FC TD?>J<_CU>FC TD<ECY

ACA<C TD< <AS<>?I<< D?UTDCSCOCA<V TFGDCbAFUJ< TF FMO?UJ<	 c _?UJAFUJ<� TFSY

NFS DC?O<@FL?A L EFS=OC *,g 8���h�i >FEECD_CU>FGF TDFGD?EEAFGF >FETOC>U?

!d8&d� SOV ?S?TJ<LAFGF DCbCA<V DVS? >O?UU<_CU><N @?S?_� NFJV <AS<>?JFY

DB� J?>FGF J<T? < AC EFG=J FMCUTC_<JX G?D?AJ<DFL?AABN LCDNA<N FICAF> AFDEB

� �������	
��� �
�����	���� ������� � ������� � �
���� �	��


� ��� ����������� � 	��
�����
 ���
� �������
�� � �	���	
��� ������
�������



��

�������

	
��
� �
���
 �����
��
�� � �
��

�� ���
�������� ����
������ �
 ���

���� �������� �����
 �������� ����
�
 � 
������� ��������
��������� ���
���

��� �
�
� � �

������� ��������� ���
 	�
���� ���  �!�
�
� "�� ������

#���� �
�
���
� ��� ���������� 

���� $%�&� $'(&� $�)*&� +����� ,��! �
����

����-��� ����� �
���������� �� �� �
���-� �.���� �����
��� /����
��
� �
���

�� ���
 � 

������� �����
�� �

������ ������! ��� ���
����� �
�
� �
���

����
����� ��
��� ��������
�� 0 ���� �
�
���
� 1� 23456789:� ;�<� =>?4 $�*@&�

$()&� A� B834C� D� E9?34 $�*'&� F� GHI?J� K� FL8H?5� 2� MN?89L $��)&� O� BLPNQ5CL�

<� E987NP7NR35 � ������� $���&� $��*&� $���&� F� GS785?C� ;�1� 1?R?4C $��T&� /� 
��

�����
��� ,��� � �
���� 

��� �������� ��� 
���
����� ���-�
-#�� � ����

���.�
����! �����
 �

������ ������! 0 � �
�.���
�! �

��������
��� 0

��
���
-��� �
�������������� � ����� �
���� �
�����
 �.���� ���
������� �

�� �
��������� U������
��� �
��������� � $'(& � $�*'&� ��
���
-� �
 ,VV���

�������� ������
� �� �������-� �
��� ����
�� �
��-������ ��� �


���
��
��

��� �.���� �������� �
���������� 
�����! ��
���� �������� �� �����
� W
�

���
�
�� G�X� Y?RRZ $��%&� �
�� �� ���� �

��������
��� ,������

�� �����

���� ��������� ���� � ������
��� ����
�� [��
����� ,��� ��
�� ������� ����

�
�� � �
�������� � ��
�
���! ���� �����

V�� $()&� 	���
����� �����! ����




��� �� ���
���� �
��� ����� �
!�� � ����������� ������������ ���
���

��
���� K� FL8H?5� M� EL4975� F� GHI?J $��(&� \� ]L3� E� \:L4^ $��_&�

"#� ���� ����� ����
����� �����
��
�� ���
������� �����
� �
 �
� �
�

���
���� ,VV���� ����
���������� `��� ������������- 

���� a�b� c�
���

���
 � a�b� U����.
 $��@&� 
 �
��� 

���� �

������� 
���
��d 1� YQ8HIQJ?C�

F� K?399LL4eSLC3 $��'&� $�T)&� f�B� XL:RP34 $�T�&� 1�g� X:??R?8� ;�h�X:39?eL4 $�T*&�

;�M� B8LePR?� 2�M� Ei:L9J $�T�&� 1� \RHLeLR $�TT&� $�T%&� O� BLPNQ5CL� A� BL4?8j??�

;�D� =5P784 $�T(&k � 

�������� 
��
 �
�.���

� ��
������� �

�����
 �
��

���������� 
������� l ����
� �
�
� ���
���� � ����
����� m� ��
���#����

��n 
��� ���� � ������

����� ���� �
�
�����!� ����������� �� ����������!



��

�������	
��		 ���
 ����
����	�� ������� ����� 	��	����� ��	��	� �����

�������
�� �� 	�	 �2� ��	���	 ���� � !"# !$ %&� '��� �() *��+,� -���� ���./

�	� �	����� �������������	� � �	�. ����� 	���0�	���1��� �������� 	 �����/

�	���1��� ���	��	���1��� ��.���
����	 ����	���		� 2���	���� ������.��

��������	
 3���	���� ��	��	4����3� �����	
 ��	����� ����	
��� � ������5

6� 7 "8$9:;(� '�<� �=!" *>?,� @� A):BC"� 6�7� 6)8%( !;; � @� @9=:BDE)!& *��F,�

*��G,� ���� � !"# !$ %&� '��� �() *�H?,� � �	�����.�� 
�4�� ����	 �����������

���	������ ��	
���� ��3�� ��� 
���� ������
�� ���.���1 ����������.0 	��	/

���	0 ��3�������	 ��4� � ��5 ��.��
5� ��3�� �3� ��	
����	� �� 	
��� ����3�/

3� 
���
��	�����3� ���������	
� ������� 	������1�� �3���	�	�����1 ��.���


�����
����5 ����	��	� �������
	 I��
����
	 	 �����	� ���������� ����/

��� ��3.�
�����	� J� �3� IKK���	�����1� � ��������	� .������0� ���.�1��/

�� �	������5 I�����	
������ ��	�������� � .��

�.��� ������ *�L�,� � ���4�

���� � !"# !$ %&� '��� �() *��+,� *�H?,� *�H�,� M����������
 ����1 	���������	�

NNO ���� ����
���� ����	�. �������	
 	��	������� ����3� �	�� �� ��	������/

��5 ����	��	
5 P � ��������	� 6� Q %C889 *�HR,� S� 6 %(!T!;; � S� Q!:9;;9 *�HL,� �

���4� U� �C9 *�H�, 	 �	�	�.�
�
 ��
 �	�����.��� J���	
��� � ����1� *�HR,

��������� ��� �����	����	� ��V	��	����� ���� �� ��	��������5 �����5 ��/

�.�1��� ���4	����� ������3� �������� 	 ����	���1�� ������5��	� �����	��/

��	� 
���� 
���� ���
���� -���� ��������	
 ����� ��	
����	� � 	�4����/

��� �����	�� 	 ���0���� � ��������	� � ��

������	� ����� 7WSXS � ����/

����
	 
��	K	���	

	� Y�3��	�
 ������� �� �������		 Z.��������	���	


��	���[� 	���4����� � ������ O� \C])8̂#C� U��� @(! "]9T=; *�HH,� J��������

����������	 
�4�� ����	 � ������	������ ����	 �.��������� � �����. _*�H>�

����3��K �G�+,`� M������ ��� �������� ������ �������	� 	��	������� ����	��/

�����3� � ������� ���	�����
 �� 	��	������ *��+,� M�	3	���1��
 
����	�� ��/

��� ��������	���� 	��	��.0 ���	�	�. ��	��	 _�
�� ����	
��� '��� A9$ *�H+,`�

� ����	�������
 � 7WSXS� ��������� �� ��������	����� -������ ����������

�� ��������		 3���	���� ��	��	4����3� �����	
� ���������� �������� ��	/



��

���� � �	�	
���
�� ���� 
 ����� � �
�������� ����������� 
 �	��� ��	����

��	 �!���" � �	� �
���" 
��	�#$��%
� ���	! ��
���#&
� '��!���	�� (��$#

���!� 	�!��#���
 
�!
'��	���
" �	��������
 ��
 �	�	%
 ���	!	� ����)

$	' 
 	���!���
� 	����!�����" ����
���" � ���	�� *�+� +,- ����� 
  
�
���)

�	. ��� �
��������� � �����	��
" 	�	�%����� 	��� !��

� ���	�	� 
 !�����)

�� ���	! 	 �	�" ��	 
��	�#$	���
� �	!
�
'� 

 ���	!� �	$�	���� �	���
�#

��!���	��# 
�!
'� 

 �	
��&�	��
 ��
 �	�	%
 	���!���
� '�' � �������



� 
��	!���" ��' 
 � ���	!��
 ����$	'� /
��
	
���
���'
� 	�$	��" '����)

%
��� ��$�
�
� !���	. 
����� ��
	�
��	� �	��	 ��.�
" ����
���" � ���	)

��� 0� 12345678," *�9� :;<3 ����" +� =>2" ?� +,>3@ ���A�" B� CDE<F" *�*� GD6;<3>4"

:�=� +2<3H2<52IF �����" 1� J<3<;<882" ?� ;< 027>3;>" K� LM<78232 ������ (��!���

��'�� ��	�����# G�N� J>3H" *� O- ���P�" ���Q�" ?� J>78<R4" =� =>748<34<3 ���S�"

�����" =� =>748<34<3 �����" K� K2<776" 1� T<<4<7 ���U�" B�N� K>77<RR" ?� 02I,<R<882"

?� B<76886 ����� 
  
�
������ ��� �
���������

V�	��	!
�	 	�	�	 �	!���'���#" ��	 ��� 	�
������ ��&� 
����� ���	!	�

	�W�!
������ � �	!�	!" 	��	�����. �� �	� ��'��" ��	 ��������
����	� ��
)

��
����	� ��&��
� �	���!��� � 
����'
��'	. ����	'�
�� 
�. X �	���� ��)

&��
�� �		���������%�. '	����	����	. $�!��
� Y	
!� '�' �	��	� ��!���	
	

'	���	�� �	��	��
 ��
��
������ ��&��
. ������� �	���	��
� ��	����
	����

	 ��	'" �!	�����	���%
� ��!� �	��� ����'
� ����	���
.Z ��	��	!
�� �������)

����" '	�	��� �[ !��� 
�����
�	������� 
 ���
������� 	 ��'
 �	��	��
\ P[

�	!�	!�� !�� ��
��
������ ��&��
." �	�������� &
�	'
� '����	� ���	!	�\

Q[ �� �	!����� �	'��#��� �	��	����� 
 !��

� !�����" $��
��%
� 	� ���'



 ��	�	��������� 	�	����	���. �	���	��
� ��
��
����	
	 ��&��
�� ]���� ��

��!�� ��$����# ��!�����
 
����	 ���	!�" 
�����
���%
� ���	����
� �^Q�

_��	�
���'
 ������ �	���'
 �	���	��
� 	�%
� �	!�	!	� ' ��	����
	�)

� ������ ��	 ��
��� �����
������ ��������� ��� ����������� ����� ���� ���
����
�������� �����

������ �� ����	�� ��� 	���
� �
�	��!��	�� 
��������� �� ���!�� ��
"#���� ���
���!��	��� ��
���������

!�� ����� ����� ����	� �� ������$



��

���� ����	�
� �����
�� 	������ ����� �������� � ����������
��� ������

��
� �	���	����� ���� 	������ ��� ���
� ���������� 	����� � !" � � #"$

%��
��	��	��� �&����� ����	�� �����
��� ����	�
�	����� ��'	����
�� �	�(

����
���'� �����	���'� �	��
������'� 	������ �
������ ������� � �� ��
���

'�
�	���
��� ���	��
���&��� ��
� ���
��� � 
������ )$ *+,-.+� /$0$ 123-.

���4"� /$0$ 123-. ��56"� � ����� ����'	���� 7$8$ 9��
��� ��5�"$ : �
���� ���(

���� ���4"� ��������'� ������� '���	��	����
���� 
���� '�����	���
��� ���(


�'��� ��'�� ��� 9��
�� � 
���� 	����� �	��
�� � ��
�	����� ���
��	��	���

�&���� ������ ��	��&�����'� �
��

����$ ;�� �� ������ � 

���� ������ <�(

	��
� �
� �	������� =��

��� ��� ���� �	������ � ����� � ��� �� �&����

>��	'�����
��� ��	�� ������$ ?��� ������� ���������
� �	���� �	��������

�� �	������ ��@�� 
��&��
���� ��
�	������ ����������� �	� �� ����

����$

A� 	����� BB@BBC ����� 7$D$ E������ ��
 	��	������ ������� �����
��F��


�	���� ���
��	��	��� �&���� �����
��� ����
����	��F�� �
�� ��
�������

���� �	��������� �G! H 
�$ 1$ I.JK3� 0$1$ B,3LMKN ��5O"� 7$D$ E���� ��5!"� ��5#" �

	�� �	�'�� 	����� 

�
�� �� ����	�� ����� ����� � ����'	����� ��!"� ��#"� ���"�

� ����� 
������ ��5"� ��5 " � ��5�"$ ?&���� 
�	����
��� �
� 
���'� �	��
����(

��'� 	������ �� 
������
����F�'� 	�

���	������� ������ >��	'�����
��'�

�	�
�	��
���$ ?�� 
���	��� ��
��� '
���
���� ���
������ ��������F�� � ��(

��'	�
���� ��	����
���� P���	���� �
������Q �
� 	�

���	������� ��
�
��$

: 
�
� >��� 
���
�� � ��� �������� ����	�� �	��
����� �
� ��
������ ��	�(

���
��� ������� ��� ��
� ������� ���
��	��	���� �&������ ����&����
���'�

����� �
� �&������ ���
������ �� �����'� 	������$ ?������� ��� ������
�(

�� �
�������
� �� �	��
������ ������� ���	�� ����
������
�� ��	��&�����'�

�
��

���� P
�$� ���	���	� I$R$ ISTU,V.WW,+ ��55"� C$ XU.W,3Y� I$ R.Z,Z ��5["�

=$= 9�
�
��� :$=$ 9�
����� ��54"� E$ ;���� ��[6"� =$ =���'������
�
 ��[�"Q� 
�(

�����
����F�� ����&����
� ������
�
� \����
�������� ����	������]$ %�(



��

�������	
 ����������� 
���� ��������� 	���� �	����
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����
�	��
 ��������� ������������ �������

���	� ��������� ���� u ������	�������� ���	�
�⎧⎨
⎩ −Δu = f � Ω,

u = 0 �� Γ,
!"�"#

$�� Ω % �$���������� ������� �����	
 � ����������� �� &��'�(� $����(�� Γ �

������ ���	
 f ∈ L2(Ω) $�� L2(Ω) �������	 ����	����	�� &���$� ��

����
��

� ������	�
 )���(�� � �
���� ���	��	�	�����$� ��	�$����� *�� �����	�� 

������ ������ ��������	 ��������� ���������� )��
���������

���	� 	���� +��
��	 u ∈ U0 �	�

∫

Ω

∇u · ∇w dΩ =

∫

Ω

fw dΩ, ∀w ∈ U0, !"�,#

$�� U0 :=
o

W
1
2(Ω) % ���������	 �������	����	�� )���(�� �� ����	����	��

W1
2(Ω) ������������ � ���
 �� $����(� �����	� � W1

2(Ω) % ������������

����	����	�� -������� ���	����� �� )���(�� ������������� �
��	� �� ���.

�
� ���������
� ����������
� �����$� ������� ����	����	�� L2(Ω)� -�
���

:= �������	 ������	�� �� ����������� � ��������� ������������ �	�����	��

���������	�� 	������

/��	
 ��������� ����	���� ��������
�(�� ũ ∈ U0 	����$� ��'���� ���.

���� ������� *��	���
 �� 	�����	� � +	�
 ������ �����	�� � �(���� ��	�����.

���� ��� ���
� �	�������� e = u − ũ� 0 ������	�(�� ���
 �����	 �� ���.

�	�������� �(����� +���$�	������� ���
� ��� ��	���� ����	 �����
������
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������	
��� �
��������� � ||| · |||� � ������ �	����

|||e|||2 := ||∇e||2Ω =
∫

Ω

|∇e|2 dΩ.

�������� ��� �	� ���	����� L2����� ��	�� ������� ������ �
��������� �

|| · ||ω� � ������� ������ ω �������������� �
	���
�
 �!�� �����
� ��� �	� ���
	�"����!� ��#���� ũ ������ $��%& �#�
�� e

��	����� ��#����� ���	�!����' ������� �� � ����� !	����' �����' ����
(� �

������ ∫

Ω

∇e · ∇w dΩ =

∫

Ω

(fw −∇ũ · ∇w) dΩ, ∀w ∈ U0. $���&

)�"�� �������
 $���� ��������� *� +,-./01,�2�3� 45678-9:;< =>�?� 4� @6ABC.A<5 =>D?�

E� FA710098� 3� G958098 =�H�?&� ��� � I��� �	���� I���!��������� ����� �#�
J

�� ������	������� ����� ����� ������� f +Δũ �������!� ��KK�������	
��!�

��������� � ������������ W−1
2 (Ω)� L�� ����� ����� ���

sup
w∈U0,w �=0

∫
Ω

(fw −∇ũ · ∇w) dΩ

||w||1,Ω
,

!��

||w||21,Ω := ||w||2Ω + ||∇w||2Ω.

� ��'������	
������ ��	� ������ ���!�( $I�����	�����(& �����

[]f +Δũ[](−1) := sup
w∈U0,w �=0

∫
Ω

(fw −∇ũ · ∇w) dΩ

||∇w||Ω
, $��M&

� ������' � ���������	� ����� �� ��	��� ����� � ��������������� ��
�	������

������������� � ����#�� ������ �� �� ��	���� ������#����

||∇u−∇ũ||Ω = []f +Δũ[](−1), ∀ũ ∈ U0. $��>&

N���"�� �������	�����
 �����!� �����"������ O�'������	
��� �� ������#�J

��� $���&� ��	�"�� w = e� �����

||∇e||Ω =

∫
Ω

(fe−∇ũ · ∇e) dΩ

||∇e||Ω
≤ []f +Δũ[](−1).
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� �
������� ������ �� �������
��� �������� �������� � �����!

�"��#� ∫

Ω

(fw −∇ũ · ∇w) dΩ ≤ ||∇e||Ω||∇w||Ω, ∀w ∈ U0,

���

[]f +Δv[](−1) ≤ ||∇e||Ω.
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!�� 
������� ��� �������� ���% ���� 
������!��

&� '�#��� ��� (����������) ����� �����#� ��������� #������������� ��*

���+��
�� ��� ��,���
% ��+���	 ��

����������	 ������� �
������ #������
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*
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	 J� K������� � �� ��� @��AC� ��������� �������*

�������� '��#"��� �� ���!I�� ��� %�����	 ����#�
��� L���
���� ��� � ���
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#�	 � ��
�� Ω #��

���
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�� �
���������� ��� ������������� E������� u� #����
	 ����� ��+�

����
� � � I���
� ���������
�� M�#�� 
����"�� �����#��� �� ������� �����

�� �������� '��#"�� u � �������
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� G �� �*
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��� Ω �
 '������� � �	����#����

��
��
	���� 
��	
����
��� ���
�
 �
��#��� '������
�$ (��)��! �
� '�
 ���

�
����! �
 �	���	� �
��#�
��	�
"
 �
��	
��	
����
 Uh ⊂ U0! �
��#���
"
 �
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��� � ���
�&�
�
��� �	
����)�� ���
#�
*��������


��	
����
���$ + �
��
� ���#
� ������ h 
�
��
#
�� �
	
���	��� 	
���	 '���

����
� �����$

%	���
�
���! #�
 Ω , 
"	
��#���
� �����
� 
��
��& � R2 � �
��"
�
�&�

�
� "	
�����$ -
���
�	�� 	
������� 
��
��� �
 �	��"
�&��� '������� .�	�
��

"�����/0$  �
���� ���
� ����� X ������ �
�
����
��& �	���"
/1�� � ����

'������
� T ! 
�
��
#
���/ ΩX .��$ -����
� �$�0$ + �
�&���)�� ��� �	
��
���

����� �
��� ���
�&�
�
�&�� ��	��� 2�
�#3�$ -
���
�	�� �	
���
�&��/ �����

-����
� �$�4  
�
����
��& '������
� ΩX ! ���/#
/1�� X � �
#����� ��	)���$

��/ u ∈ U0 � �
��	
�� �� �
�
�&��/ �	
����/ �
 �	
��	
����
 Pk(ΩX) ,

�	
��	
����
 �
���
�
� ������� �� ��)� k$ (�
��
#
� �
��#����� �
���
�

ΠXu! ����� ∫

ΩX

u p dΩ =

∫

ΩX

(ΠXu) p dΩ, ∀p ∈ Pk(ΩX).

+ 
���#�� 
� �
�
� �������! ��
#���� �
���
�
 ΠXu � ���� ����� X ���"�
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��	����
�����
� Ih : U0 → Uh� ��� �������� ����	�
	 Ihu

� ���	 X ���	�	��	��� ��	����

 ������
� (Ihu)(X) = (ΠXu)(X)� � �����	

�	�����

���
 ��	�� ���	���� ���	���� �����
�� ��� ����
���� ����� ����	�
	

(Ihu)(X) ������	��� �����
 �����

������� �	���!��� ������ "#$%& ' (�� �	���	������ ��������
����
	

�	�����
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����	 ��� ���� ��	������ 
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���� � 

	���� ��� ��,���� (�	
	��� T 
 ��,�� 	�� ������� E �����	��
��

��	����
	 �)	��
�

||u− Ihu||T ≤ C̃ΩT
hT ||∇u||ΩT

, -#�./

||u− Ihu||E ≤ C̃ΩE

√
hE ||∇u||ΩE

, -#�0/

��	 ΩT 
 ΩE ' ��1	�
�	�
� (�	
	���� ��
������)

� 

	��
� ���
	 �	�2
+

�� � T 
 E� �����	����	���3 hT ' ��
�� ��
���!2	 ������� (�	
	���� hE '

��
�� E� 4��������	 C̃ΩT

 C̃ΩE

�	 ���
��� �� hT 
 hE � �� ���
��� �� �	�
�
��

����� (�	
	����� ������	 5��

���� ������
 ΩT 
 ΩE� 6� 7
����	 #�$ � ��+

�	���	 
�������)
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�%���%�( �����%������
( uh� 
�


�
� 
���)� �
!
��
� ���
�

�
��	�
( %��
����
���( #������ %�
���
 ����

��

����

 ��
��	�
�� ���
��!
��	*

∫

Ω

∇uh · ∇wh dΩ =

∫

Ω

fwh dΩ, ∀wh ∈ Uh.

+
�	�� ��
��

� �
� ��� ����#������&� ,�
�
�
� w ∈ U0 ��


 �
�
� ���
��
��

∫

Ω

∇uh · ∇(Ihw) dΩ−
∫

Ω

f (Ihw) dΩ = 0.

-�%�� �'��#��

∫

Ω

(fw −∇uh · ∇w) dΩ =

∫

Ω

(fw̄ −∇uh · ∇w̄) dΩ,

&�
 w̄ = w − Ihw� � ���&�( �
����)� ��
��
����� ��

&��� �� �'���
� � ���

�
 ����) ��

&����� �� ,�
�
�
�� � ����
��� .������ ��

&��������� ��

���
��� ������
�

∫

Ω

(fw̄ −∇uh · ∇w̄) dΩ =
∑
T∈Th

⎛
⎜⎝∫

T

(f +Δuh)w̄ dΩ−
∫

∂T \Γ

(∇uh · nT )w̄ dE

⎞
⎟⎠ ,

&�
 Th / ����%�����
� ��
 ,�
�
�
�� ��#'�
���� � nT / ��
!��� ������� %

&�����
 ,�
�
�
� T � 0 ����� � ���
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�
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��)
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 ������	
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� �
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�
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�
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�
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�
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'
� �

��%�	�
��
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 � %�
��)
 �
$�
 �� &�����
 �'���
� Ω� 2 ��
���

∑
T∈Th

⎛
⎜⎝−

∫

∂T \Γ

(∇uh · nT )w̄ dE

⎞
⎟⎠ =

∑
E∈Eh

∫

E

j(∇uh · nE)w̄ dE,
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��� nE � ��	
��
 � ��������������� ���	���� � j() � �������� ������ ����

��� ��	
��
��� ������������ �����	���� ���� ∇uh� ��� �� ���� 	�!	� E �

�������� ��������� 
� �� !"�
 �"!	��� ��!�� �# ���$ ���	������� ��	
����

%	� &��
 ������ ��	������ ��� 	�#����


j(∇uh · nE) := (∇uh |T1
−∇uh |T2

) · nE,

��� �����
��� ��
�	���� &��
����� � �!��� ���	���� E �"!	��� ���� ��� ��	�


��
 nE ���	������ �� T2 � T1�

'����
 ������
"� ��� #����
 ��

" �� ��	�������� ()�
��	� � �����
�

#��
 �����
�"� �������� ���	���	� ����	����	������ *��
���

∑
T∈Th

∫

T

(f +Δuh)w̄ dΩ+
∑
E∈Eh

∫

E

j(∇uh · nE)w̄ dE ≤

≤
∑
T∈Th

||f +Δuh||T ||w̄||T +
∑
E∈Eh

||j(∇uh · nE)||E ||w̄||E ≤

≤
∑
T∈Th

hT C̃ΩT
||f +Δuh||T ||∇w||ΩT

+
∑
E∈Eh

√
hEC̃ΩE

||j(∇uh · nE)||E ||∇w||ΩE
.

%	�
���� ��	�������� *�+�,-��	��� �!.������ ������ � ����� �"���� � ����

������� &��
��� eh := u− uh� �������
 ��������� ������/

||∇eh||Ω= sup
w∈U0,w �=0

∫
Ω

(fw −∇uh · ∇w) dΩ

||∇w||Ω
≤

≤ C̃1

(∑
T∈Th

h2
T ||f +Δuh||2T

)1/2

+ C̃2

(∑
E∈Eh

hE||j(∇uh · nE)||2E

)1/2

, 01�23

��� C̃1 � C̃2 � ��������"�� ����������� #�������� �� ��	����	" 	�#!����� � ��

����� ��!�	� �����
�"$ ��������"$ C̃ΩT
� C̃ΩE

� 4�� #������ ���!�� ����	�� ���

�	� ��������� ����� � �	������ 	�+���� #����� #������� �������� ���!$���
�

��	�����"���
� ��� ������ #� ��!�� ��	
�#�"� #��	������� �	� �	���������
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�	�� �	"��#		 ������	 �	����$ ��� �
	�	� � �%	��	 �� ��&	�
�� �	
��'
�
��

(���	���	�
� ����������' � ��
��&���� �������� ����
��
) �� �� ���� �
 ��$

�	 ��
����� ����&�
' ������'��$ �%	��� ���
�
�&��� 
�&���
� ��� "�������

������ 
���& �� �	������	���$ ��
��	���$� *
��� �
�	 �
' �����	� � �%	����

���
�����$) &��
� ������
 � 
��) &
� ���	&��� %	�' 
����&�	
�� ��"' � ��!

����%�� 
��) ��	 ����	"���
� �	���� �
����
	�'�� ��	��	�� 
��&	��� �� ��	�

�����
�� + ,
�� ���&�	 
��&	��� ��� �
	�	� ������� �� �� ���� �
' �����!

�� 	����%	 ��� �
 ����$-
� ������ 	��� ��	��� �
' ������ ������ �	 ��

�����

+ ��
	��
��	 �
�	�
�� ��
��&��	 ������
���) ���������	 �� �%	��	 ./�01�

+ &��
���
� 2 ,
� ����3���%�� ./�41) ���	� �#�� �����&�
	�'�� ���&��� 5�!

�����	 ������
� ���� ���
��) ������	�) � ����
�$ 6� 789:;<9=> ?@0A) �� BCDE-

FG9=>) H��� IJ8D ?KLA) M� MN9E=8DE8D) 6� 789:;<9=> ?///A) O� 6NDP) I�M� QC8DPC8-

FCRS ?40A

ηjT :=

(
1

2

∑
E∈ET

hE||j(∇uh · nE)||2E

)1/2

, ./�41

��	 ET 2 ����������
' �	�	� ,�	�	�
� T ) �	 �������#�$ �� �����%� �����
�

Γ�

T����� &��
��� ���&�	� ����	
�� �
�	�
��� ������
�� U� VNW<XEPN) B� �CY-

Y89 ?4�A .���) 
�� 	) 6� 6GJ9Z[\<8S ?/L]A1

ηBM
T :=

(
|T | ||f +Δuh||2T +

1

2

∑
E∈ET

hE||j(∇uh · nE)||2E

)1/2

, ./�/L1

��	 |T | 2 ���#��' ,�	�	�
�� + ����
	 U� VNW<XEPN) 6� ^<9ZND) 6� 6GJ9Z[\<8S ?/L�A

�� 	 ������
�	�� �	
��&�
	�'��� ����3���%�� ������� ������
��� ��� ���!

� �������� �	��
 �� ���	��� 
����
 ����� ��
�� 
 �����
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ηBDR
T :=

(
|T |2(fT )2 +

1

2

∑
E∈ET

h2
E|j(∇uh · nE)|2

)1/2

, ������

��	 fT :=
1
|T |

∫
T

f dΩ� � �����	 ��
�����	���� ��� ����
���� �
�����	��	� ��� !


	� "�#���� �������� �#$	���#%� ��
�	 &���'��	����	 &��������	 c1 � c2�

���

c1 ≤

(∑
T∈Th

(
ηBDR
T

)2)1/2
||∇(u− uh)||Ω

≤ c2.

(�� ���� ��'�� ���	���� �������
 ����� )�*�+ � ���� ��� ����	��	 
�������

�
�����	������� c1 � c2 �#$	���	��� ������� �� �	��	���� �	�
� �� � �	���	


��	&	��� �� ����
���� ������� �	�	��� u� ,&�	�	��%$#% ���� &�� ��
�����


����
�-�� &���	������ � ���� ��#��	 ����	� �	������ ������������ #��� �

��	�	���� ������#��-��� .�	�#	� ���	����� ���  	� ������ ����	��� &������!

��
 c1 ����
����� ��&� ����*� ��� ������ �	 ���#� � 	�&	���� ���������������

�	����� �-	��
 ����� ��� 
�� /�&���	�� � ���� ����	�	�����#%� �	�#����!

��� &���	�	���	 � �� ��	 0�1� 234567855� 2� 94:7855� ;� <345=>?64 )@A@+� B	�

�	 �	�		� � �	
������ ������ �� ���� ���� &����� �������������� 
�
 ���	'!

��
 � ��%$�
 ��������������	 �	����	 �-	�
� &���	������ � ��	��	���	�
�


����	 &�� ������� #&��$	���
 �	����
� ����	�� 
������� ���� C� D3=5E35�

F� G85E?3 )H@+�� I$	  ��		 �	����������
 ���#�-�� ��������� 	��� �	�� ��	� �

hpJ�	���� �	���� 
��	���� ��	�	����� , ��� ���	���#��� 
���%$	
�� &���	!

�	��� 
������	�
�� �	����� �&���	�������� 
������� &���	������ ��� �����

��#��� ��'�� ��
��� ��&���	�� � �� ��	 D�K� K6L65M� 2�N� O3=L7>P= )���+� �

�	
 ��������	�� � � $	��	 �&	������� ��&� Q�	���� �� ��#��
 hpJ�	���� ���

�	�	��� ������ "�����	 ��� #����	��� (#������ � R2� � ��
'	 &��#�	�� �	� !

������	 �	����	�
�	 �-	�
�� R���	���	 �	�#������ &�
�����%�� ���  	� #�	��

�	��� ����
����� &�����	���
 &�� &���$� ������ �	���� �	����
 ��� pJ�	�����
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�
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�
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 ����� ����	
� �������		�/ �
�
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 ����
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�
�� 1	 ��
�
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�� ��-�� �
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���� '� �"(3"#&

'� '�  �(%"# )45*,� 6��� ����� �
��� ��
��	
� ��-0�� � �
-���
	��
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������

�
�
.
��& �� ���0 ���	�� ����	
�� ����������278
� ��	��	����	�� �
�
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9��
��� ��	��	�� 
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 �������	
��

�	��0& 	
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���
	
� ����	���	
�
∫

Ω

∇u · ∇w dΩ =

∫

Ω

fw dΩ, ∀w ∈ U0,


���� ∫

Ω

∇eh · ∇w dΩ =

∫

Ω

fw dΩ−
∫

Ω

∇uh · ∇w dΩ, ∀w ∈ U0,

��� eh = u− uh� :
������
� �������		27 �
�
�2 �-��278��� �
�
& �����
� �

�
		�� �-2�
� �
��� ����
	
 � 2�
�	�	
�� 92
���	
;

	
/�
 <-���	� uc ∈ U0 �
��/& ���∫

Ω

∇uc · ∇w dΩ = ||∇eh||−1
Ω

∫

Ω

∇eh · ∇w dΩ, ∀w ∈ U0

��
 �
��
���
		�� <-���	�� eh� =���
& �����
�-�� w = eh& 
����∫

Ω

∇uc · ∇eh dΩ = ||∇eh||Ω =
∫

Ω

fuc dΩ−
∫

Ω

∇uh · ∇uc dΩ.

>���-0�2�� �
-���
	��27 ������	
-0	���0
∫

Ω

∇(u− uh) · ∇wh dΩ = 0 =

∫

Ω

fwh dΩ−
∫

Ω

∇uh · ∇wh dΩ, ∀wh ∈ Uh.

� ��� � ���� �	
��
	� �	�
���� �	
���
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������	

 ��� 
�����	�� ����	���	�
� 
�������

||∇eh||Ω =
∫

Ω

f(uc − wh) dΩ−
∫

Ω

∇uh · ∇(uc − wh) dΩ =

=
∑
T∈Th

⎛
⎜⎝∫

T

(f +Δuh)(u
c − wh) dΩ−

∫

∂T \Γ

(∇uh · nT )(u
c − wh) dE

⎞
⎟⎠ ≤

≤
∑
T∈Th

(
||f +Δuh||T ||uc − wh||T +

∑
E∈ET

||1
2
j(∇uh · nE)||E||uc − wh||E

)

� 
����	

 	�����	���� ������������ 
������� � ��������� ����� ����

!"#� $% #&�#'(

||∇eh||Ω ≤
∑
T∈Th

ωTρT ≤
(∑

T∈Th
h2
Tρ

2
T

)1/2(∑
T∈Th

h−2
T ω2

T

)1/2

;

ρT :=

(
||f +Δuh||2T + h−1

T

∑
E∈ET

||1
2
j(∇uh · nE)||2E

)1/2

;

ωT :=

(
||uc − wh||2T + hT

∑
E∈ET

||uc − wh||2E

)1/2

.
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�
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�� 
�����������


����	�	�� ���	����� ��
���� ��
��		*, � 
�+���	��� - ����+� .��+� ����	�
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 �����	�, ������% )���� 
��������
� ��� 
�� ����,


�������� ���
���
 ��	��	�� ������	���� 
�	�+� ������ 	��
��� / 	����
 �*0

�������� 	�
 ����������� 
�����	�
 �	��������% 1 ��		�, +��

* ��������

��	���� ��� �2� ��	� 
����	�	�� / 
����� ��
�� �����
 
�� 
������	�� ���0

	�� � �����	�� 
������	�3����	������		*� ������	� � �����*� ��� 
�,���

�� �����, ����� +���*%
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∫

Ω

∇eh · ∇w dΩ =
∑
T∈Th

∫

T

∇(u− uh) · ∇w dΩ,

∫

Ω

(fw −∇uh · ∇w) dΩ =
∑
T∈Th

∫

T

(f +Δuh)w dΩ +
∑
E∈Eh

∫

E

j(∇uh · nE)w dE.
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����� �	
�
�� eT ∈ P0
2 (T )� 
���	
��������� �������
���∫

T

∇eT · ∇wT dΩ =

∫

T

fwT dΩ +
1

2

∑
E∈ET

∫

E

j(∇uh · nE)wT dE

�	� 	���� ������� �
����� wT ∈ P0
2(T )� ��
 P0

2(T ) ��������
� ������������

����������� ��	������� ��������� �� � ��	! � �
����� �	
�
��� T " #
$

	����� ηT := ||∇eT ||T ��
� ��� 	���	!��� ��������� ����
������ ||∇eh||T � �
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 � ������������� �����	!��� ������	���
� ������ ∇u �� 
�� �
��� " P��

�	
�

� �� ��
�����	
���� ��	
�
����� ���	
 ���
���������� �� ������∑
T∈Th

∫

T

∇(u− uh) · ∇w dΩ =

� ���������	� 
���� 	 ��
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=
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T∈Th
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T

(fw −∇uh · ∇w) dΩ+
∑
E∈ET
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E

(∇u · nE)w dE
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∫

T

∇eT · ∇wT dΩ =

∫

T

(fwT −∇uh · ∇wT ) dΩ+
∑
E∈ET

∫

E

gET wT dE,
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gET1
= −gET2

, ∀E ∈ Eh,∫

T

f dΩ +
∑
E∈ET

∫

E

gET dE = 0, ∀T ∈ Th,
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a(u, w) :=

∫

Ω

∇u · ∇w dΩ, l(w) :=

∫

Ω

fw dΩ,
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�0�(��) +�(��� &�2�� �3�4 +�$
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��	�
 6��&��� u ∈ U0 ��
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a(u, w) = l(w), ∀w ∈ U0,
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|||u||| := (a(u, u))1/2 .
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a(uh, wh) = l(wh), uh ∈ Uh, ∀wh ∈ Uh.

8&��� &���� ���(-./�� ���	����5

|||u− uh||| = inf
vh∈Uh

|||u− vh|||. 9:�: ;

<�	���
���4���

|||u− vh|||2 = |||u− uh + uh − vh|||2 = |||u− uh|||2 +

+|||uh − vh|||2 + 2

∫

Ω

∇(u− uh) · ∇(uh − vh) dΩ.
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|||u− vh||| ≥ |||u− uh|||, ∀vh ∈ Uh,
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Uh ⊂ Ūh ⊂ U0,
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|||u− ūh||| ≤ β|||u− uh|||, ������

�	� β < 1 � ���������� �� ��������� �� ������������ ������� ����� h� �����

���� ��� ����������� β ≤ 1 �����	�� � ��� �
�	 �� �� ����!�� �� ��� ���" ����
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$������ vh �� uh� uh �� ūh � Uh �� Ūh� �� ���
���� � ����!� ���
�
��

�������# ���������

|||u− uh|||2 = |||u− ūh|||2 + |||ūh − uh|||2.
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#� � ���&���� ������� ��
 ���� 	� ��������� �����������

(1− β2)|||u− uh|||2 ≤ |||ūh − uh|||2 ≤ |||u− uh|||2.
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#)�& ������������ ���

����	���� '���� �"������ �����
���
#��� �� 	�������# ������
� �����)���

��� " 	�� ����	��� ��)�� ��� �� 	�������# ��)���� ����	��& ��	���� �� ���

*��� ��
 ����� 
�)# �(���� �)�"�� ���� � �� ���# ��� 
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Ūh = Uh

⊕
W̄h,
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⊕

�"�������� ���� + � �� ��	����������� ����	���� 
���&���� ����
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|a(vh, w̄h)| ≤ β̄ |||vh||| |||w̄h|||, β̄ < 1, ∀vh ∈ Uh, ∀w̄h ∈ W̄h. ����.�
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Ω

∇ēh · ∇w̄h dΩ =

∫

Ω

(fw̄h −∇uh · ∇w̄h) dΩ, ∀w̄h ∈ W̄h.
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(1− β2)(1− β̄2)|||u− uh|||2 ≤ |||ēh|||2 ≤ |||u− uh|||2. *+,+-.
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||∇u−G∇uh||Ω ≤ β ||∇u−∇uh||Ω GH#H(I
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����	�� β < 1� �� ��	��
����� ������	����� �C
���

1

1 + β
||∇uh −G∇uh||Ω ≤ ||∇u−∇uh||Ω ≤ 1

1− β
||∇uh −G∇uh||Ω.
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7
�
�
 P� $
��� �
��� ������� u ∈ U0� ���

J (u) = infP := inf
w∈U0

J (w),

��� /�������
� ����� 
��

J (w) =
∫

Ω

(
1

2
|∇w|2 − fw

)
dΩ.
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�������	
�� ��	��
�� ����
 	�������� J �� ����	������� ������������ ���

����� ũ ∈ U0 � �� ������ ������� u

J (ũ)− infP =

∫

Ω

(
1

2
|∇ũ|2 − fũ

)
dΩ−

∫

Ω

(
1

2
|∇u|2 − fu

)
dΩ =

=
1

2
||∇ũ−∇u||2Ω +

∫

Ω

(∇u · ∇(ũ− u)− f(ũ− u)) dΩ.

� 
����� 
���������� ����� ��� w = ũ − u ����� 
���
 !�� ����
��������

"������� ����# ����"�$

||∇ũ−∇u||2Ω = 2(J (ũ)− infP).

% "��&� '�(�) ��������� 
��
�� ���
����� 
"��� 
&���� �����* �+��"� �������

�# (− infP) 
���,
� -�� 
�����
� ��� ����!� ��"����#, ����* q ∈ L2(Ω,R
2).


���������� !�, � ����!����� 
�#
�� 
��������� div q + f = 0. �� �
��

/��������. ����������!�, �����
��


Qf :=

⎧⎨
⎩q ∈ L2(Ω,R

2)

∣∣∣∣∣∣
∫

Ω

q · ∇w dΩ =

∫

Ω

fw dΩ, ∀w ∈ U0

⎫⎬
⎭ ,

&�� div q ���	������ �����&��+� ��"�����&� ���� q� -+��"� ����� ���

−2 infP = ||∇u||2Ω ≤ ||q||2Ω

� 
���������� ��� ��� � ��&� q ∈ Qf . ��� �������� " �������
��


||∇ũ−∇u||2Ω ≤
∫

Ω

(
|∇ũ|2 − 2fũ+ |q|2

)
dΩ

��� � ��
&�� ����
��������

||∇ũ−∇u||Ω ≤ ||∇ũ− q||Ω, ∀q ∈ Qf .

0���� ���� ���� � ������ &�����"�
���
��*. ������������ �!� � "��+�

123, &���� � ������ 4� 567896. :�;� <=>89 '��?). "������ ��
��!��� �+��"� ������


�� ����������#, ������* "����#, 	���� ����*��* ������ 
��
&�
��� -
���

��* ���,��� ���� �
� ���
�����#� ��


������. ����� !��
� �� &����������


"�� �����&��� ��	���� �� �� ���� �#�� �
����	����� � ������ :�;� <=>89 '�(2)
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���� ���������� �!
 �����
 L1 � L2 �
�
�
���"�
�� ��� ������ �#���

���� $������ ��%� ! ��	�
 S�

$������ ��%& '
��
���	
���� ���
���
��
�� �
���� #��
����������
(�

)���* ��!
���� ���������� �!�+ ��	
� S1 ∈ L1 � S2 ∈ L2� ,������� ��

�

���* �
��������
��
 �
�
�
	
��� �����+ � ���������
 �� -��+ ��	
� ��

�
#�. /
#�� !��
�* 	�� ��	�� S ���
� �
���* �� ���������� 

����� ������(

�!��
��� �
�
���� ���
��� S1S2 � �������� 0 ����!��� ����� -��#� ���
���� 1

���#�( ������� ���������
 �
��� ��	���� S1 � S2 ���� ��� #��������!�����

�

��� �!
�+� ��� ���������� �
��� S1 � �
��!
����( ��	��( �
�
�
	
��� S �

��
���

| S1S |≤| S1S2 |, ∀S2 ∈ L2. ������

)��!
�
� �����#�� � ���������!�
��( ����	
(� , ������ ���	�
 2�������

��*�3 �!��
��� ����������!� L2(Ω,R
2)� )����� L1 ������� �� !
������+ ���
(

∇w #�
 w ∈ U0� 4�	�� �� �����( L2 0 -�� -�
�
��� q !!
�
���#� ���

 ����
�

��!� Qf � /
#�� !��
�* 	�� ! ���� ���5� ��	��( �
�
�
	
��� -��+ �!�+ �����+

��� ��� �!��
��� #����
�� ����"
���#� �
�
��� ����	� ������ , ��	
��!
 ��	��

S1 !��
�
� #����
�� �������
���#� �
�
��� ∇ũ� )����
� !�����
��
 �
���
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����
 ������������
��� ���
����������

∫

Ω

(q −∇u) · (∇ũ−∇u) dΩ =

∫

Ω

(q · ∇(ũ− u)−∇u · ∇(ũ− u)) dΩ =

=

∫

Ω

(f(ũ− u)− f(ũ− u)) dΩ = 0.

����� �������� ����� ��������	���
��� �������� � ������	 ������ � � !" 
��#

�	$%��� ����&

||∇ũ−∇u||Ω ≤ ||∇ũ− q||Ω, ∀q ∈ Qf . � � �"

'���� ��������� (�� ������
 �������$ 
 ���
�)�� ��������(�
���� ��
����#

��
��� �) �������� � ��� �� 
���� ������� (�� � ��� ����%� �������������

������� *������� +����� � � �" 
������� 
������	$ ��������	$� ���(����#

�	$ 
������	 ������(���$� ,���) ���	(��� ���� ��	�	$ ��������$ �����-#

��
�� ��� ����%� ������� �������
���� ���������� ��
������ .������ q� ��#

���)� � ��(��
�� 	���������
�� 
�����-���$ div q + f = 0� �	
�� ���� � �

����%����� 
�)
��� ��
 ������ (�
�� f ������������� ���� ����� ��
�������

�)������� �������� ����������� ���� ��� ���	��)� ������(���
� �� ���
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���

8��	
�R � ���!	 ����	
 �����	!	 !	�����	���!	� �����	���	
 	 �������	


��������	
 �����8	��L� 
��<Q��� �����	
 	 ����� ��������	���<�
 !�! S����

���T ������Q��	
� ����� !�! �"�����
L#�� ������Q��	� ��#�������� ���	�	�

�� ��
����� �����	 	 �������	 �"�������	
 � �� !�������� ��
������ �� ��� �

�����	 �����	���� O���������<��� 	����� �Q	
!� � �"�����
L#�� ������Q��

�		 ���8�� 
��< ���� ���������	 ��Q��	
 	 ���8�� 
��< �	�	�	�	������

UE>V��������� ��� $� %&'()*(+( 34�46W� X�!	� �
������ "����������
 ������	�<

��� ������Q��	
 � "�������!� �����	 �� ��	 !������		R !	�����	���!	� �����

�	���	
� �������	
 ��������	
 	 �"�����
L#	� ������Q��	
� Y��	 "�	
�	�

8����� ��Q��	� ����� ����������
�� "������	�� �� Z�� ��������� !�! "���	���

��� ����Q�L��
 �������	
 ��������	
� [��
 ������ \ !������	�����< ����

����< "�	
�	8������ ��Q��	
 "���������� �"�M	��<��� ��"���	���<��� "��

�� � ����� ����������
L#	� ���� !	�����	���!	� �����	���	
� 	 �������	
�

��������	
� ] �"���������� ������� ��!� �"���
 ��8�� ��	���< �"�M	��<���

���	����� "����
��
��!	�

] 345�6 Z�	 "��
 ������� S��"���	���	 ���Q	���	
�	T 	 "�	 ��������	�

������ ����	���� �����	
� �����
��
 !�! Z������� ���8����

Û :=

⎧⎨
⎩v ∈ U0

∣∣∣∣∣∣
∫

Eh

(v − uh)ϕi dE = 0, ∀i ∈ Nh

⎫⎬
⎭ ,

�� ��� � ���	
�
�
�
� ����
��� ����� �	
���
��	



��

Q̂ :=

⎧⎨
⎩q ∈ Qf

∣∣∣∣∣∣
∫

T

(q −∇uh) · ∇λα
T dΩ = 0, ∀T ∈ Th, ∀α � �����	 
�����
 T

⎫⎬
⎭ ,

��� Eh � �����	�
� ����� ���������� Nh � �����	�
� 
	�� 
����� �����
�

	����� ϕi � 	���
��	�
����� �� ����	�
� ���� ��� � λα
T � ���� ��� ������

���� �����!�	��� ���������
 
����� "������� T � 	
�����
� # ����$ �� ���


����� 	 �����	�� α% &���� �������� '�� '�	������� ���!�
�� ���!���� ���(

�� �� 	��� '���������
� '��� uh � ∇uh� � 	������ ���!���� '��
��� '���

'� 	������� "�������
 � 
������ '��� � '� 	����� "�������� 	���
��	�
����%

)�		�����
�� 	�	���� 	���������$

∫
T

∇uh · ∇λα
T dΩ =

∫
T

fλα
T dΩ +

∑
E∈ET

∫
E

λα
Tq · nE dE,

∀q ∈ Q̂, ∀T ∈ Th, α � �����	 
�����
 T,

�
���
 *+,-. ����!���� !�� �'��������� q ∈ Q̂ "�
�
������� �'��������� ���

�����$ 	�����
 E 
���!��
 '����� q · nE% /���� 	��
��	� ����!� '��	�� 0�'(

�����1���� ��'�	������ ��	�������2 (û, q̂) ��� ������� 	�������$ ����!�3

��$�� '��� (û, q̂) ∈ Û × Q̂ ����� !��

||q̂ − q(û)||2 ≤ ||q − q(u)||2, ∀(u, q) ∈ Û × Q̂,

�� �	�1 '���� ������� �������� ��!�� ���
���
����� �'����������� 	�������(

���%

4 ���������� 	��!�� ����� '�� ����� �'������	�� '�	���1�� ����

� ���(

!���� '���$ û � q̂ 

!�	����	� '� ����

� �������� �*+,-� #% 5-�.�� � ����!�

�'������ �� ��	'�����	� �� �����1�
� ����!� �� �����
����% 6�� "��� '���(

'�������	�� !�� '��
�� !�	�1 �	������� ���
����� �
����	� ��	�!��7����$��$

���� ��$% 4 ����� '��� û � q̂ '���	��
���� 	���$ '���������1�
� �''���	�(

�� �� ����1��� � 
������ '������ 	���
��	�
����� ����� ��� ��� '�	������� �	(

������� '������������ ������� uh '���'�������	� '��
��!���� 	���������$

��� ������ ����!�
� "�������
 ��	�!��7����$��$ �''���	��� ��% 8������!(



��

��� ����	���
� ��
 �������� �����
 ���	
�
����� 
 ����� ��
���� � 	���
��

�
�� 
������� ���������� �����
 �� ��������� �����
 �� ���������� 	����
�

����	�� ����� ���� 
��� ���
���� � ������� ���
 �	���
 ����� 
��
���
 ���

����� �����
���� !"#$%� &' (%)*+' ,��� 
� �	
��������� ���� ������
����� 
����

���

 ����� �����
��� ��� �	�-���	� �������� �� �	���������

� � �	�����

�
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� 
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���������� ������' / �� �����
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 �
�� ���������� �����

������ �-����'
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������ �
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 	�������� �� ��� ����� . ���������� !��	�

���+ 
 ��������� !���	��+� �	
��� ��	��� ���� ��		��
	��� � �	�������
�

���
�� � ��
���� ������ ���
���� ������
���� ��	�� 	����
�� ���������

�����' 1���2�����
 �� � �����	������� ����	���

 �� ���� �����������
 	��

��	 ��������� 	���
��

 ����	� ����
	��� ���
�
�
{
gE
}
E∈Eh� ���	���
�
	��
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� ��
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 ��	������� �������
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��� 
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 ��
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 	���	�����
� � ���
��
�������' 5� ���	�� ����� �����������

	���2��
 �����
 ����	���

 ����� q̂h(T )� �������� �	������������ � �	����

�����2 �	�����

 
 ���������
 �� ��	��� ����� �	��
����
 �����

�
 ��


������� ��������

div q̂h(T ) + f = 0 ����	
 �������� T,

q̂h(T ) · nE = cET g
E , ∀E ∈ ET ,

��� ET . ������������ 	���	 �������� T � �
��
� 
����� h ��	����� ��3�������

��2 ���
�
����� ����	������� �������� �� ��	����	� ����
� cET = ±1� �	
���

cET1
+ cET2

= 0 ��
 �2���� ����	������ 	��	� E� ����	�� ���
� ��� ������� �	��

������
�� T1 
 T2' 6��������� ���� q̂ ����������
�����
 
� ����	� {q̂h(T )}T∈Th'
5��������
 ������ �������� ����
��� . ���
 ���� �-���� 7	���	�89
� 
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(� A#B ����
���
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1

2
|||u− ũ|||2 = J (ũ)− infP,
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�� ���
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!! ���
 ������ ��	��� 
� ���
�! ����
!! ���
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������ L	 � ��
���

J (u) = inf
w∈U0

{
sup

q∈L2(Ω,R2)

L(w, q)
}
,

��


L(w, q) :=
∫

Ω

(
q · ∇w − 1

2
|q|2 − fw

)
dΩ.


������
���� ������ ��� ������ P∗ ������
��� ���
��� ����
�����
�������

������ �������� � ����
���� �� ��������	 �� 
��� inf sup �� sup inf�

������ P∗� ����� �� �� !�
�
�� p ∈ Qf 	 ���

I∗(p) = supP∗ := sup
q∈Qf

I∗(q),

��


I∗(q) = −
∫

Ω

1

2
|q|2 dΩ.


��

	 ��������� ����
�� ������"
���

infP = supP∗ ≥ I∗(q), ∀q ∈ Qf ,

����� ���#����  $%�%&'�

( ������)

 ��
�� ���#�� ����� �������
 ��� *����������	 ��� ��� �

�
�������+	 �����
��+
 ��� ����)� �
���� �������
������ �����*������� ��,

����
��� �����

 �+�� ���������+ ������� ���������	 � ���������	 ��
������,

����
� ����)
���� �������� � ������� -� �
 ���
�����
� �
 ������
��� ��,

��� ���

 ����
������+� #��� �
� � ����� �+�� �+����
�+ ���
 � ��� �����
	

 ���� �+ ��#������ �� ��� ��� ����
������� �
���� �������
�������

.�
������
� �
���
����� $%�%&' �� �� �������	 ����+ ��������� �
�
�
�,

��� � �
� �+�� ������
�� ���

 ������� �������
���� (�
�
� ��� !���� ���,

��� ��������� �
�
�
���� y ∈ L2(Ω,R
2)� -���� �� �
���
����� ��
������� �

��

�

||∇ũ−∇u||Ω ≤ ||∇ũ− y||Ω + ||y − q||Ω, ∀q ∈ Qf .
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������	 �
� ��
�� � ������� � �������� ����
���� ����
�����
��� �������
���

���� 
� 
��
����� ���������� �
��� ��������� ���� ���� ��
��	 !"#�� 
� $$%&

2|a1a2| ≤ βa21 + β−1a22, ∀β > 0,

���'����

||∇ũ−∇u||2Ω ≤ (1 + β)||∇ũ− y||2Ω + (1 + β−1)||y − q||2Ω. �(�(#&

)��*��+��� ����
��������	 �
������ �� ��
��� ,� -./01� ,� ,234.5� 6� ,789021:

;<0 !(=>%� � ������+ �
���*������ ���������*��� ����� ���� ?��*����*@� ��	

A�������� ���
����
��� L2(Ω,R
2)� ����������� � ����� B�?� C�D���� !(>(%� �

������� ��	 �E
��� A������� y ∈ L2(Ω,R
2) 
���������� 
���'EF�� ����
���G

�����H

y = ∇w0 + q0, w0 ∈ U0, q0 ∈ Q0, �(�"I&

���

Q0 :=

⎧⎨
⎩q ∈ L2(Ω,R

2)

∣∣∣∣∣∣
∫

Ω

q · ∇w dΩ = 0 , ∀w ∈ U0

⎫⎬
⎭ .

J��'��� 
������ �@���' ������� 
��������� � �����+ ��
�� �(�(#& ��	

�������*���� 
�'��	� ����� f ≡ 0 � q K A������ ��� �
��� Q0� �� �
�* q = q0�

� 
��' ����
�������	 �(�"I& ����� y − q0 = ∇w0 �� 
���������*���

||y − q0||2Ω = ||∇w0||2Ω.

L�

������ M��������'EN ����' A������� div y� ����������'E ���������� 
�G

��������E �(�O&

[]div y[](−1) := sup
w∈U0,w �=0

−
∫
Ω

y · ∇w dΩ

||∇w||Ω
≥

∫
Ω

y · ∇w0 dΩ

||∇w0||Ω
.

P
���*�'	 ����� ���� �(�"I& � '������	� ��� q0 ∈ Q0 � �����∫

Ω

y · ∇w0 dΩ =

∫

Ω

(∇w0 + q0) · ∇w0 dΩ = ||∇w0||2Ω.



��

������ ��	�
	� �	�
������	 �	���	�����

||y − q0||Ω = ||∇w0||Ω ≤ []div y[](−1),

������	 �����	����� ��� ������������� ��	�	��� y ∈ L2(Ω,R
2)�

��	�������� �	�	��� ��� f �≡ 0� � ���� ��
��	 ��	�	�� q ����	� ������ 

�	���� �	 ����	���
 Q0� � ����	���
 Qf � !��
" ��������������� ��	�"�
#��

�	�
�������� ���	���� ��� y−∇u 	��� ��	�	�� ������������ L2(Ω,R
2)� ��� �� 

������ �	��� ������	��	 $	�������%�

y −∇u = q0 +∇w0

���

y = q0 +∇u+∇w0.

� ���
 ���	��������� ����	���� &'�() � ���	�	�	��� Q0� ��	�	�� q = q0 +∇u

�������	��� ����	���
 Qf � ������ ���
��	� �%	��


||y − q||Ω = ||∇w0||Ω ≤ []div(y −∇u)[](−1) = []div y + f [](−1),

������� �������� � �	���* +���	 +
��%��������* ��������" ��� ������ &'�')

||∇ũ−∇u||2Ω ≤ (1 + β)||∇ũ− y||2Ω + (1 + β−1)[]div y + f []2(−1). &'�(')

��������� ���
����"* ����� ������"� ��������	���� �	�	�	��"� ��	 

�	����� ������������

H(Ω, div) :=
{
y ∈ L2(Ω,R

2) | div y ∈ L2(Ω)
}
.

��������
 � �����	*,	� ��	�	�� y �����������	��� �� ��"��
 ��� ������ 

����%�� ������� �	,	��� ���*���	���* �����%�����* ������ - p� �� �
���� 

�	��	 �	��	��� �� ˜̃y� ���
" ��� ����	���
��� �� �������� �� ����������%��

ũ �	,	��� �����* ������ - u� .���� ������ �������	��� ���		 ����
 � ��� 

�"��	��� ���
	��� �����* � ��	� ����	���� ������ ����	���%��� � �����"�
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$���� ��� �������
	 H(Ω, div) 	 ���� �

��
%����

−
∫

Ω

˜̃y · ∇w dΩ =

∫

Ω

div ˜̃y w dΩ,

�����

[]div ˜̃y + f [](−1) = sup
w∈U0,w �=0

∫
Ω

(div ˜̃y + f)w dΩ

||∇w||Ω
≤ cI ||div ˜̃y + f ||Ω,

&�� cI ' �
������� 	 ����	����	� (����� ��� �
�
�
� ����� 	��

||w||Ω ≤ cI ||∇w||Ω, ∀w ∈ U0.

)�� �� ��� 
��� � �����
��! ��
�����
��
! 
����� �
��
���� ����	����	
!

��� �
�
&
 ����������
&
 ��%���� ũ ∈ U0*

||∇(ũ− u)||2Ω ≤ M2(ũ, β, ˜̃y), +,"--.

&��

M2(ũ, β, ˜̃y) := (1 + β)||∇ũ− ˜̃y||2Ω + (1 + β−1)c2I ||div ˜̃y + f ||2Ω, +,"-/.

˜̃y ' ��
��	
����! ������� ��
����	� H(Ω, div) � β ' ��
��	
����! �
�
���

������! ��������" 0������� ��
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�������	��
� L2(Ω,R
2)� ��
��� 
������ �	���	�� ��������� β ����� �
��	�

�������� ��������

||∇ũ−∇u||Ω ≤ []div∇ũ+ f [](−1) = []f +Δũ[](−1).

����� �������� �� ��		�� ����� ������	�� �� 
 ������
� ����	�
� ������

��� ���� � 	���
�	��
�� ������� �
������ ��	�
�� ������ 	�
�����

! ����"��	�� ����
���� ����	�
���� ������	�� 	� 
������ 
������	��

������		�� cI ��� ������ ���
�� ����
�� ������� #�� ������� �� 
��� ����$

��	�� %&�'()� ����� ���������� 	����	���� ��	����� ��
���	����� 	��� �����

�������� ��� cI �*�	�� �
�� �� ! ��+�� ������ ,�� ��	���	�� ������������ ��$

��� 	����	���� �����
�		�� �	���	�� λΩ ��������� -������ ��� ������� Ω� �

���		�

cI = 1/
√
λΩ,


��

λΩ := inf
w∈U0

∫
Ω

|∇w|2 dΩ
∫
Ω

|w|2 dΩ .

.������� ��� ��� ���
�� ����
�� ������ ����� ����� 	���
�	��
�

λΩ̄ ≤ λΩ, ∀Ω̄ ⊃ Ω, %&�'/)

������� ���
����� ��������	� ��
�� ������� �*�	�� �
�� � ��� cI� 0����
�$

����	�� ���� Ω̄ 1 �����2���� ��	�	������� ������� %	�������� ������
���	��

��� ���
)� �� λΩ̄ 	� ������ �	����������� ! ������
� �*�	�� �	��� ��� λΩ�

��������� ����	���	�� %&�'/)� ���	� 
���� �	���	�� ��� �
������ �� �����$

	�� α� ������� ��
	� 2π2/α2� ������ ���� Ω̄ 1 ,�� ������
���	�� ������� ��

�����	��� α1 � α2� ��

λΩ̄ =
π2(α2

1 + α2
2)

α2
1α

2
2

.

3���
� 
�
���� 
 ��+�� ������ 
 �����	�	�� � ����� ������	��� 	��� �����

����� ����� 
������	�� 
���	����
�		� 
�� 	� �*�	�� ��	���	�� 
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|||u− ũ||| .

����
���� ��� ���
������� ������
� 
������ ������
�����
 ����� ��
�
���

��� ����� ��� 
����� ��� �� �������! 
���"� ��
�
�#�  ����
� � ����$����


������� %�$�#� ���&����� ��$�����# �� ��"����
 !��!���! �� ���
������'

����� �"

��� % ����
��( 
������ ������
�����
 ��� ��������� ��� ��	�����'

�� ���
� �����!��#� c1 
 c2� ���

c1 ≤ Ieff ≤ c2,

��
��� ��
 �����!��#� �� ���
�!� �� (��������� � ������� ��������� ����
�

(��! �� �� ��	�������� ���
���� �� �� ��������& ��������#� % ������� ���



���� ����� ��������
� 
������ ������
�����
 � ��
�
�� ��
 
��������



����
�  ����!�� ��� 
��
����� ��
�����
����
 ������ )��
����������� �"

��

��! ��� 
( 
��
������� ��$�� 
#�� �������� ��
 ���������� �
	
( ��������'

$��
!( �����
������ ��������# ���

��
! �
����
 
  �������
 ����� � ��"�'

�
!� �� �� ��� ����������
� ��
�����
�����& �������
� ��� ����
��� ���
���

����$��
! ��	�������#( ������
�����#( � ���
���
&�

% *+,�- ��
 �
��$���

 ������� � ���� ����& �
������ 
������
! 
����'

�� ������
�����
 ��$�� ��
���� ����������
�����#� ��! ������ ���� ��
��'

���& ����#� 
� �
�
	��
! ����#( ����#( �
��������#( 
�����
���  ����
��!�

��� ������
! �� ,�. �� /�, !��!���! ��
�����#�
� 0 ��� �& ������#� �� ���'

�
� ������� �����
� ����������� �� 
( ��
�������� ��#��� ���&�� ���$�#�


1
�
 ��������
� 
���� �������
� ����������� �#���� � �������� � ������

�������
����
( ������ � ��������
� ��!����#( � �#�
����
�� ����!���#( �#'

"� ���
�����2��
���
������#( ������� 3���� ��$� 
��
�����# � 
�������

������
�����
 ���!��� ���!��� �� �� ��������
�����! ��� ����	
� ��������

������
������� 
�������
�� ����� �������
� ������ ��$�� ������
 
 � ���'

�����
������� � �
�������

 �����
��������� ���(��� � ���
� �
"� ����'

���
�� 4 ��������� �� ����  �����
������#� ���(�
�  ���
�# �"

�
 5��$�'



��

������	 �
 �� �����
�� ������
� 
������ ������ �
���� ��
�
��� ��� ��
�


������ �
 �
 ������
�� ��
��
� ��
���

 !� "�#$	 ����
���	 ������ �
����
�


� %�& �
 #�&'(�&��

)
��� ���� 
��� 
 �
�
���������* *�������
��
��*	 
��� �+,
* ����-

���
 �
�����
. 
��
���

 �
�����
��
	 �
����
� �
���� �� ��� 
��
������� /

�
�������� ��
�
��+��� �
������� 
������ �00���
��
��
	 ���
�
��� ���-

������ *�������
��
�
 
���
���
� 
��
���
�� 
� �
��
�
 �����������
� 
�
�-

�
	 ��
������� *�������
��
�
 ����
���
 
����������* ��� ������.���
 ���-

�
��
� �������
� ����
 
 �
�� �
�
��
�	 �
 �
 
��� 
� ��
* *�������
��
� ��

�������� 
�,���
���
. 
 �� 
��� ��� � �
��
. ���� �00���
��
��� �����
��-

���* ���
�
� � �
��
 ����
� 
��
���

 �
�����
��
 �� ��������* ����
��
��

)����
 �����
��
� ���
�
��� ���
��
������� ��
.���� �� 
����� !%�#(��

1����
�	 ��
 ����������
 !%�##� �
 �� ���� ���
���
 � 0
���
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M2(ũ, β, ˜̃y) = (1 + β)||∇ũ− ˜̃y||2Ω + (1 + β−1)c2I||div ˜̃y + f ||2Ω.
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div(G∇ũ) + f = 0.
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α1|ξ|2 � Aξ · ξ � α2|ξ|2, ∀ξ ∈ R2.
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|||u− ũ|||2 � M2(ũ, β, ˜̃y) := (1 + β)
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Ω

(A∇ũ− ˜̃y) · (∇ũ−A−1 ˜̃y) dΩ +

+

(
1 +

1

β

)
c2I
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(div ˜̃y + f)2 dΩ,
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cI

(∫
Ω

(div ˜̃y + f)2 dΩ

)1/2

(
α1

∫
Ω

(A∇uh − ˜̃y) · (∇uh −A−1 ˜̃y) dΩ

)1/2
.
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������	 
��
 ������� ������������ �������� �����	��

��������� T1 � T2� �� ���� ˜̃y · nT1
= −˜̃y · nT2

�� E = T1 ∩ T2� ��� nT1
� nT2

� ��� ��� ������� 	 E ��� ��������� T1 � T2� ��������������� !��� �" ��#

���	����$�%� �����������&'�( ������� ���)�����& � ��� �����	����$�� �

����'�& ��������� ������������ *
+
,� *�-,� .�� �������/ 0������� )/� ��#

���"���� 	���0�/% ������� ������������ �������� �����	�� �����1�'�% ���

������� ���)��/ � ��������/� ��������&'�� ˜̃y � ��������( ������ 2��� ����#

��	 
��3� 4� 	�1��� �������� ��")����� ���� �/��1����� 5������%

˜̃yT = yIψI + yIIψII + yIIIψIII =

⎛
⎝yIψI1 + yIIψII1 + yIIIψIII1

yIψI2 + yIIψII2 + yIIIψIII2

⎞
⎠ ,

��� yI = ˜̃yT · nI � yII = ˜̃yT · nII � yIII = ˜̃yT · nIII 6 nI � nII � nIII � ������� 	 ��)���

����������	� T � ��	�����% ������$��6 ��	����/� 5��	$�� 5���/ ψI � ψII �

ψIII ���&� ���

ψm =

⎛
⎝ψm1

ψm2

⎞
⎠ =

⎛
⎝ιm1 + ῑmx1

ιm2 + ῑmx2

⎞
⎠ , m = I, II, III,

��� x1 � x2 � ��������������/� 	��������/� � 	��55�$����/ ιm1� ιm2 � ῑm

��� ������������� 	�1��% �" 5��	$�% 5���/ �� �������� ��1�� ��%�� 0���"

�� ���� ������/ ����%�/( ����)���0��	�( ��������% �����&'��� ����


ψI · nI = 1, ψII · nI = 0, ψIII · nI = 0 � ��0	� I,

ψI · nII = 0, ψII · nII = 1, ψIII · nII = 0 � ��0	� II,

ψI · nIII = 0, ψII · nIII = 0, ψIII · nIII = 1 � ��0	� III,
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��� ����	 I
III ��
����� �����	���	 �������������	� ������ �
������� �	�

�������	� ������ ��
� �� �
������ ���� ���������

div ˜̃yT = 2(yI ῑI + yII ῑII + yIII ῑIII).

�� ���� � 
���	 ��
� ������
����� !����
��

˜̃y =

Ned∑
i=1

yiψi,

��� Ned " ��
	������ �� �� ���� �
������� � ��	����
��		 Th# yi " $�����	�

�� �� ���# � ψi " �������������	�  �$	��%� !����		� &��	� � ��$��# ��	

������ �	�� �������	���		 ��'�� ��(	�� $����� �	�	�	$��		

min
(y1,...,yNed

)
M2(uh, β, ˜̃y),

��	��� ��� ���	��� ��
��	� �	�	����

∂M2

∂yi
= 0, ∀i = 1, Ned

��	���	� � �	����� 
	����%� �
�� ��	����	� �������	� �����	��
���Ned ��	$�

�����%�# ����	�� ������� ���'� ��
�'	��
��� ������
����� 	 �	�����	����#

��� 	 � �
���� ���������%� �������	���	� ������ ������%� �
�������� )� � �

��� � ���� ���	����	� � ������ �% ������� ������
��	� �����
	 � �� ��# �

������	 ��� ��% ��������� ������ �'� � �� ���# � �� � �$
��� *�� ��$���	��
��

�� �����(��� ��$�������� �	����% �� �������	� � ����%���	� ����� ���

+��	����� �����(����	# ��	�%����	� 
���
��%� ��
��% �� ��'��� �
��

����� �
� �������	���		 ,������
&���# � �$���	� ����$

ηRT
T :=

⎛
⎝∫

T

(A∇uh − ˜̃y) · (∇uh −A−1 ˜̃y) dΩ

⎞
⎠1/2

.

-����
��� �� ������
����� ��� '�# ��� 	 � �
���� ���% ������%��%� �������

�	���	�� .����	�# ��� � ������ 	��
������		  %
 ���
�� �% �� � ��
�$� ����

����% ���
	$��		 	 ������		 �%�	�
	��
��%� ��������� /�	 ��� ���	����	
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,������� ��
 ��� �
�
(% 	�����
(

(ηT )
2 = (1 + β)

∫

T

(A∇ũ− ˜̃y) · (∇ũ−A−1 ˜̃y) dΩ +

+ (1 + β−1)
c2I
α1

∫

T

(div ˜̃y + f)2 dΩ ,

��� � �� ���	
� �������
� "�� (���� �

������� 		���


� ��
�� ��� (ηCAT )2
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����� ��	
�
� 
���
���� 	��	��
���� ��
��� � ������
 ����� ��	��	 ��

�
����
� T � �����
��� ������
 ������
	������ ����� �
�
����	� e = u − uh


���� ����
 ��
� �����
��
�� � �	�� ����� 
���
���� ��
	�	�

|||e|||2 =
∑
T∈Th

(ηeT )
2, ηeT :=

⎛
⎝∫

T

A∇e · ∇e dx

⎞
⎠1/2

.

������
�	� �
���� �� �����
��	�
	�� �����
�� 
���
���� 	��	��!		

"��# $# %&'() *+,-.� /#0# ���	�� 1#2# 3��
�� *,+.45

ITh := 1 +

∑
T |M̄T − ēT |∑

T ēT
,

���

ēT :=
(ηeT )

2

maxT∈Th {(ηeT )2}
, M̄T :=

(ηT )
2

maxT∈Th {(ηT )2}
.

6 ������ �
���� ����	�����	� ����
�� �� ���� �
����
�� ��7�	��	� Th� � ��8
�
��
�
��� 	� 
���
���� ��
��� ����	���
�� 
��� �
��� 	� ����	��
����

7�����	� �����
��� ��	�	!�# 9
��
	�� �
� ��� 	 �
� 	������ �::��
	����
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���� ������	7���	
 
���
���� ��������
��	� ������8

���
	 �� ��
��
	#

;�	����� ��� ��	���� 	7 ����
� ��
��� *<=>. "��#� 
���� *+?=. 	 *,+.4#

9
��
	�� �
� *,+. ��
��
�� ������ ����
��� � ��
���� :���!	���
���� ���8

��� �	�
���� �����	��
�� � �
���	����	�	 	��	��
����	 �
� �
���	� 7����#

6 *+?=. �� ��	���� �������	� ;������� 	��
������� ���	�
	
�
���� �����
��

���
��
�
��� �� �!���	# ��7�
�
�
� �����
�� 	 ��
�� �� �� 7����	 @ 7����	

A	�	�
� �
� �������	� �	::�7		 � ��7�����	 � ������ ���
	 	 ���::	!	8

��
�� �������	�# ;�	 �
�� ���
	7����� ����������� �������	��!		 ��
���

�������� �
����
�� �� :	��	�������� ��
��� ��7 ����
�!		#

0��	��
���� � ��
����	 ������	
�� �������	�� ��
����� ��	 ���� 	

������ ��
��� ����7�� 	 ��
��� ��������	� ����	��
�� ��	������ � �
��� +#
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	�������� ��	���	 ��� ���� ��� ���	������  ��
 	������ ������ ����������

��
��� � ��	 �
!���� ����� ����
�"����� ��#���� ��������� � ��
���������

��������	����� uh� $�
�� ����	�����% �
��!&��� �
���
��%� ���������% �

�����!������ ����������!&��
 �	 
���
��%
 ��
����'

( )�������� ηZZ ������� �� 
���
���� ������!�� ����������

ηZZ := ||A∇uh −G(A∇uh)||Ω,

��� G(A∇uh) ( �!�����*
������� ������%���� ��������� ��
�� +�� ���,

����� � !�
� X ������
����� �� ���	!
�

G(A∇uh)|X =
∑
T∈ΩX

|T |
|ΩX |

A∇uh|T .

( )�������� ηLS ������� �� L2*�������� �!�����*����������� ����������

��
� A∇uh �� ������������ �!�����*
�����%
 ������%��%
 ��
�� Yh

ηLS := min
y∈Yh

||A∇uh − y||Ω.

-��!& �������& 	�"�� ������� �������%	 ��������	 ����������� . ���,

�� /� 012345267 89:; �������� ����� ����������� ηZZ � ηLS� <�	���� ����,

������� ���
����� ������������ � ������������ L2(Ω,R
2) �� �
��!&���'

(q, y)h :=
∑
T∈Th

|T |
3

(
3∑

m=1

q(Xm(T )) · y(Xm(T ))

)
,

��� X1(T ), X2(T ), X3(T ) ( ���#��%  
�	���� T � 	% � �������� �����	 �

���������! ηZZ� )����� h ������������ ������%� 
������� �����������

( )�������� ηj ��
����� ��=��������	 �����!������ 
���
��%
 ��������,

��� ���� >���?

ηj :=

(∑
E∈Eh

hE ||j(A∇uh · nE)||2E

)1/2

.
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� �����
 	��
 ���
���
������ ����
�����#���

�
����		�� 	� �
��� ����
$ ������ 	�������� uh/4 %�� ��� �
�
���
�� ��	�� &

��
 
�'����	���� �������� (��
� ����	�� ����� 	����	
 )����
		
�*� " ���

������ �

��������+'��
 �
����	
�
 �	�����
�� ��������������� �����+'�$,

ηRS
T :=

⎛
⎝∫

T

A∇ẽ · ∇ẽ dx

⎞
⎠1/2

,

��� ẽ := uh/4 − uh 

-���$��� � ��������	
� �������� 

������ ���� ���������� 	
����
 � ��������	� �������
�

" ����
� ������� ��������������� ���
��	�� �� 	�����	���� .� �/� �
�
�

��� �
����	� ��� f ≡ 1 ��� ���
���� ��
 A & ���	��	�� �����#� !	� ����	��

������ � �	�����
���� ηZZ � ηj -�� ��
� �	���	�� �	����� ITh� 
�����+'��


�������
 �
����	
�
 �
���
������	�� �
����	
���� ����
 �
��� �
�� �
����	


��� ηZZ �
��� �
�����	�� � ������� "
�����	�� ��		
�
 �	����� ��� ��	
�


���
�� 	����
� ������� �	�	�� �
	���	� C̃1 � C̃2 � 	�����	���� ���� .0 1/ !��

	��
� ���� ������������� � �������� �	�����
�� �
����	
$ ��������
 
�����

�
���
 ��
�
� �������
�� �����		
� �
 �������� 	
�����	
$ �
������+'�$ ����

�
��� �
 �	���	�� ITh ��2�� 	
����
��� ��� 	� ����� �������� 
� �
	���	� "

(����#� � 0 �������	
 �	���	�� ��		
�
 �	����� ��� 3�	�#�
	���	
$ ���
�

��	�
 � �	�����
�
� ηZZ � ηj � �

��������		
 " 	�$ ����� ����������	
 
#�	�

�� 
������ �
����		
� ��� ���� ���	
���	
� ������	�$ 
������ Ω 4���� N
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 ���
� ������������ ������� �������� ������������ �������������

��� ��
���� ��� ���	� �� �� ��������
 � ������� ����
� �� ����	� ���������

!������ "�#$ %������� ��
������ ����������� ��� ����&� �����������' ���

��
��

N |||e||| M Ieff(M) ITh(M) ITh(η
ZZ) ITh(η

j)

#(# )�)*#+ )�)�(* #�#� #�"+ #�#, #�+#

,)- )�)+�- )�)-() #�"� #�#* #�#" #��#

,)- )�)+�� )�)()� #�"� #�") #��+ #�+-

,)- )�)(#, )�),#( #�#( #�#� #�-* #�(+

,)- )�)(** )�),*" #�#+ #�#* #�(+ #�,)
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f = −1, ���� x1 ≤ 0.5,

f = +1, ���� x1 ≥ 1.5,

f = 0, ���� x1 ∈ (0.5, 1.5)
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-����������� �����" �������	 ������� ��������	 �'����
 *��
��"#���%

����� ����� ������ ��� �� ���������
 
����! ��� � �� �������� ������(���

��	 ��'����
  -���
 (� ����"����" ��(�� ������! ��������% ��� �������	

��������%! ����������	 �� ���
��� �
.
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���� ����� 2�����!

����������� �
�������� ������3 � �� &�������������% ���	�%% ������! �����

�������% ��(������� 2�����! ����������� ����'��� ������3 ��% ������� �
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������	
� ���
�������
 	� ������ �
��� ����
���� 
��	�� ���	�� ���

����	�

� � �	����
���
��� 	���� 
 �	���
�� �����
��	�

� � �������	�

1.07�1.09  
�! 

�"��� # $��"��% &!' � (�
�	�� &!)*+ �
�+ ����
"��	�+ ,�",�
�


, ���	- .������ ����"-
�
��! /���

�� "���"-	�� �	������� 
���� �

��

,

�%
���� 0 1���
�2 �
��
�� �"���	
�� �", ��
"����3��� ������	�, �"���� �

�
�"�		�� 	� ������ �
������  
�! (�
�	�� &!4*+ �
� � �
��� � �������
 �

�"����� ��	�"-	%� 
�
���!

5", �"�

���
��. ��
���� 
"����
 �
��
�
-+ �
� � ��		�� ������� 

�	�

���
	%� �	����
�� ����
� 
���� ���
�������
 ��

�
��	� �����
��	�� �����


���� 
�
��! 6�	��� �	 �

����
 �� ����

�� ������	
�  
�! 

�"��% 7�8 $���

"��% &!' � (�
�	�� &!7 ����.�*! 9	����
��+ �
	���		%� 	� ��
��� �
���	�	�,+

���
 .������ ����"-
�
+ �
� ���"	� �

�

��		�+ ��
��"-�� ���

%� �""��
����


��� �����%� ������ ��� ����%��� � ���������	
�. ��� �

�


��� �
�"�	�	�,

�
 ��"����	
��. ������
������ ��� ��� � 
�

��",�
 ��"�

- �
���	��� ����

��	�	�, ����

	��� ���.���!

5�"�� 
���	�� ��� �"����
�� �%��
"�	�, ������	
%! : ������ �� 	�.

�", ˜̃y ���-��� �
���	�	�� 	� ��"��� 
�
�� A∇uh/4 ��� ��	�������� ��	����	��

"�! (���"-
�
% �", 
"���,+ ����� ������	
� 
��
��

, 	� 
�
�� 
 ������
���

h/4+ � ��
�� ��"��% 
������

, 
 ����"-��		%. �"���	
�� � �
.��	%� ����	%�+


����	% � $��"��� &!)! :
���� 
��
�� �
	���	 	� ����	�� "�	��	�� 
�

��%

�", ��
��
� ˜̃y  
�! $��"��� &!#*+ ��� �
� � �%"� 
��"�	� � �������		%. �%��

�

"�����	�,.! 5", �	�"��� ����"-
�
�� ������ ����	���	�, �", ��

�� �����

��	
% ��� ���
� �	���
�"��

D(ũ, ˜̃y) :=
(∫

Ω

(A∇ũ− ˜̃y) · (∇ũ− A−1 ˜̃y) dΩ

)1/2

,

R(˜̃y) :=
(∫

Ω

(div ˜̃y + f)2 dΩ

)1/2

.

9� 
��"�� ���	� 
��"�
- �%��� � 
��+ �
� 
�"-�� ��"	���		�, ��	�������,

������
��	��� ��	����	�"� ��

�
��	� ���	-���
 ��"�� �
����� 
"��������



���

� ������	
 ���
�	� ���� ������������

�� ������	�� �����
�
�� ���������


�� 
� ����������
� ����� !
��� ������
�� �
����� "�������
���� ���
���

#�������$ 
�� 
������ ��� �����% ���� ����� 
� ������� � �������� �������

���� &�� �����
� � ��������������� ������
��� �����'
���� �������������

˜̃y ( ���
���! ������������
�� �� � A∇u$ �� �
)����� ��'�
��� ���%����

�%

��������

�% ������$ � L2*
���� ������ �������$ ��� � � "��% �������������

	������ 
������ 	���
�
�� ���
������$ �� � 	��
!'�
�� �� �� ���
� ����)�


�� 
������� +��	���� ���� � 	� ����� �	������������� 
� ����� ���! ���

,�� ��� -�./ 0�����
�� �	
����
� !
�% ���
�� � ������� -�1$ ����� ˜̃y ������

 ����� ��� �����
�
�� A∇uh/4 
� �� ��% �����

2���� N M2 (1 + β)D2 c2I/α1(1 + β−1)R2 e% Ieff

� -3� �����-�- �������� �������1 �4�5� 1��6

� 16� �������4 ������53 �����451 ���55 1�4.

- .�� ������11 ������.4 ������51 ���-4 .�15

1 536 ������14 �������6 ������4� 6�45 3�55

� �-�� �����1�� �������1 �����-5� 5�.4 6�.4

. �6�6 �������6 ������11 �����15. .�.� �-��6

3 -3.� �����.�. ������-4 ������63 ��3. �.��.

5 ��1� ����-�53 ������-6 ����-��6 ���� -��.�

6 316� ����-��1 ������-� ����-�6� -�45 -5�51

���� �
� ��� ���� ���
�� ��� �� �� �� ��� ���������� !
�� ������
�%$ ���


��� ��������
�$ ����� !�	 � ���� �� ����% 
��������

� ������� ����� ��

�� !
�� �������� ���� 
��� !
�� ���	��
�� � �� !�	 �� 
���

�% ������	�

�� ��
�������� ���
� ����� 
�%�� � ������ 7�8� 89:;<<$ 7�8� =>?@A B-�-C� D
�

�����)�
� ��� ������ �	
����
� !
��� ������� � ����)!
 ���
���$ ��
���
�


�% 
� ����������������� �
� ����� 0������

�% � ����!� �����  ������	��

� ��� � ������	�
��
 ��������
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�� �	
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��� �	�����	��� ���

	
�� ��
�	���
��
�
 �
�	�

� ���

�� �����
�	����	� � ������ �� � ������


��	�� ���������! " #$%$& 	��'� ��	�
��
 
������ �	�����
���� ��
������

�����
���� ��'
���	 
(���� �� 
��
�� ��
��� � ��(���� ���	��� 
�������

�
������������ ��������� � �������	
� ��
�
��
�
 �


'�	�
��
�
 ������	��!

)��
��� $!*+ ,
������� -�����
��
��
� 
����� � ������� $!.� �
��� ˜̃y ���
�

��	�� ����/ ��(���� ���	���

0	��! N M2 (1 + β)D2 c2I/α1(1 + β−1)R2 e% Ieff

� $*% �!����.1 �!����.1 5× 10−8 �2!3� �!�3

� .1% �!����32 �!����32 2× 10−8 �%!33 �!�1

$ *�1 �!����%% �!����%% 4× 10−9 ��!�2 �!�3

. 1*� �!����$1 �!����$1 3× 10−9 1!32 �!�2

% �.�1 �!����$� �!����$� 2× 10−9 3!�� �!�3

� $�%1 �!������ �!������ 8× 10−10 �!%3 �!�2

* .��� �!�����3 �!�����3 1× 10−10 %!�% �!�3

3 %3�% �!������ �!������ 5× 10−11 .!11 �!�3

1 3�$� �!�����. �!�����. 9× 10−12 $!12 �!�3

������ ���� ������ � �����	
� 	 �

���������� ������� 	 ��
�����
� 
��

�����

4�
�� ������	�����	�� /����� 5$!�6 � ��/������ ����
� ���	� � �
7--��

����	� a11 ��	���� A� �
	
��� ���8	 �
���89�� /������� 5��! :����
� $!26⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

a11 = 10, f = 1 � �
�
�
��	� �,

a11 = 1 , f = 0 � �
�
�
��	� $,

a11 = 10, f = 1 � �
�
�
��	� .,



���

a12 = a21 = 0 � a22 = 1 �� ���	 �
���
� Ω� ��� � � ���������� ��������

������� � ������ � 
��� �� ��������� ���
����� �
���
� Ω� ���������
�� ���� 


�!�� ��
�� �� ������ ��"���� ������� ������!�� �����"���
� � �����#�����


�� $�����
��� �� ��
���� �����#��� �"�
�� ������� %!���� $�����
������	

����� �����"���
� �
������ �� &������ '���� &����#
�
� ������#��� �
��� 

!�	 ��
�
� ����
����� ������
���� ���
������� ��� ������ ������������

��
����� �����
������ � (�
��!� '�)� %
��
��� �
� � ������ ������ ���
��
 

�
��� ����� ���� ��������
�� �� �
��# ����� *����
����� �����#
�
�� �����

���	
� � ������� �
� � � ������ ������ �����#������� ������
���� ��
���	 �� 

����� �� +���!�����#��� �������� ����
������ ��������#�� �����, 
������

������������� �����"���
�� -
�
 ����� ���
�������
�� ��� ��������� ����� 

��� ���
����	 �� &������ '���� � 
���� ��� ������� ������ �� &������ '��.�

/��������� ������� �������,
 �� ���������
# ���
����������� 
���������

�����
����
�� �����#���� ������������� �����"���
�� ��
���� 
��� ������

������
����
��#���� �� +������������ ��
���� 0 ������� ��
��!��� ���� 

��#��� ��� �������
������ ��������� 
�� $�����
��� ��
���� �
������ ���

���#��	"��� �����#������ ����
 ������
� � ��������
��� �������� ������# 

�� �
�������� ���� �� ������
��	 �
���!�� ����
 �����
��#�� �������
#���

�� � �����#
�
� .12 $
���� ����
�!�� �������
# � 
������ ��
��� � 
�����	


�����
��� %������	 �������
�����	 ����	 �����
�� �����#��	 ������!�� ��

����������
� ������#��� �
���!�	 ���������
�� ���3
��� ���
�
# ���
��"����

����� �
�����	 ���
��� � ���������	 
�����
��

� ������ ����	
����
�	�
 ������ ������
 �����
�� ���� 	����
������ � ���
�
���� �����	
�����
 �

�
���� � 	������
������
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���� �
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�	�� 	���������� �!'������#
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������ %����� ,�- � ,�.�

/ ����"����� ����
���� 	������& ��	 ���������	�� �!����	��� �	
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 N M2 (1 + β)D2 c2I/α1(1 + β−1)R2 e% Ieff
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�� ('
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4
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 N M2 (1 + β)D2 c2I/α1(1 + β−1)R2 e% Ieff

( 		) (
(((�	* (
(((�	* 3× 10−8 ��
(	 �
(�

� 	�� (
(((	�) (
(((	�) 1× 10−8 ��
	+ �
�(

	 �(( (
(((�)) (
(((�)) 3× 10−9 ��
�+ �
(,

+ )	� (
((((�� (
((((�� 5× 10−9 *
�� �
(�

� ��	 (
((((,, (
((((,, 5× 10−10 �
,+ �
(,

) �()+ (
(((()� (
(((()� 5× 10−10 ,
,, �
(�

, �+�� (
((((+) (
((((+) 2× 10−10 )
)� �
(,

� ��() (
((((	) (
((((	) 3× 10−10 �
,+ �
(�

* 	,)� (
((((�� (
((((�� 4× 10−11 +
*) �
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((((�� (
((((�� 6× 10−12 +
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�( ��+( (
((((�( (
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(	 �
()

�� ,*	� (
(((((� (
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�	 ��)* (
(((((� (
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()

�+ �	�)( (
(((((+ (
(((((+ 7× 10−12 �
*( �
()
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����* �����	��� ������� u = u(x) � 

���	��� �����

��� θ = θ(x)� ����	�
� ����
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−Div (Cε(θ)) = γ 
 Ω,

− div γ = g 
 Ω,

γ = λt−2(∇u− θ) 
 Ω,

-� �.
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 Div / ��
	���	 ��
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λ =
Ek

2(1 + ν)
, ε(θ) =

1

2
(∇θ + (∇θ)T ),
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 α1 � α2� ���

α1|κ|2 ≤ Cκ : κ ≤ α2|κ|2 ∀κ ∈ M2×2
sym, |κ|2 = κ : κ,

��� 
����� : ����	����� ��	���	�� ���������	��� �M2×2
sym � ���
���	
��� 
������

���	
� ��	����� ������� ��	�� ������	�
�� ���� ���
����		�� � �	�� ����	�
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������ ����� ���
��	� 
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Cκ =
E

12(1− ν2)
( (1− ν)κ + ν trκ I ) ,

C−1κ =
12

E
( (1 + ν)κ − ν trκ I ) ,

��� I � ���	��	
# ��	��� ������� ��	��� � trκ � 
��� ��	���� κ�

$	����� ��

������ ��	����	
� ���	��	
� �
�����⎧⎨
⎩ u = 0 	� Γ,

θ = 0 	� Γ,
%��&'
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J (u, θ) =
∫

Ω

(
1

2
Cε(θ) : ε(θ) +

1

2
λt−2|∇u− θ|2 − gu

)
dΩ.

$�(�
�����	�� ���
 +����	���� 	� ������# ��
������
� ��	���� *�	� ��	��

�� J 	� �	���
��� S :=
o

W
1
2(Ω)×

o

W
1
2(Ω,R

2)� 
������ �� ����
�	
� �����������

����� ��		��� �
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��	�� ��� �
����
� ��+� ����	
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� ��		�# ������ 
������
� � ��C�	�! 
������
���!(�# ����� ��		�# ������

��� ���
��	
 D�����**�E=���� "����
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������
� � 	�
������� ������� ��

��� 	�������� F� GH/IIJ� K� FLHMJ2 7�NO:� 4� F10. 7�P9:� ; �	�� ������	�� ���

t → 0 ��
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 5647�
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 <���*� �������� &��'��((� � ����=

.�� θ = ∇u+ ���'�$�� > ���$�%-��� ��$� �������?

ε(∇u) = ∇∇u.

@ A��� ���B�� ����'�$��� �����������+ B���� A������ u �����$��.�� ���=

��������� W2
2(Ω)
 <��>���>� ������ ��������� � (��>C������ J ����-����*

� ����+ �� �� � ��B����� ����B��� �����C�����% ��$�B�+ ������������% �

������ �
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L���-����* ��������>� ��$�B� �� ������ ��������  �!������"#��$����

� �$��� �� �����.��' ��������� ������ ����� ��$?

��!�� ���!>� A�������� (u, θ, γ) ∈ U0×Θ0×Q+ �$��������*%-�% ������,���*�⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎩

∫
Ω

Cε(θ) : ε(ϕ) dΩ−
∫
Ω

γ · ϕdΩ = 0, ∀ϕ ∈ Θ0,

∫
Ω

γ · ∇w dΩ =
∫
Ω

gw dΩ, ∀w ∈ U0,

∫
Ω

(
λ−1t2γ − (∇u− θ)

)
· τ dΩ = 0, ∀τ ∈ Q,

M�
�N

�$�

U0 :=
o

W
1
2(Ω), Θ0 :=

o

W
1
2(Ω,R

2), Q := L2(Ω,R
2).

)%��� ��,���� ��$�B�+ ����$�%-�� ����,����! ���$>����%+ �$��������*��

��'�$��� ��������*� M�
�N
 O��$���������+ ��� *��*���* ��,����� �� ����>�

� ����-�����+ �� � � >�����B��>�� ������


P����� ���$����.��+ �� >��>��������* ����$+ B�� ��������������* ��=

����� ��,��� ������.����+ �� ���� ������* ��>�����* �����������* ���� >��=

(�����' �����>����C�! (ũ, θ̃) ��B���� ��,���* ��$�B� (u, θ) � S
 P��$� A��=

���� γ = λt−2(∇u − θ) �����>���������* � Q A�������� γ̃ = λt−2(∇ũ − θ̃)


L���$��** �����������%-�� �����,�����+ �� ���� ��>������* �� ��B��' ���=

B���!+ eũ := u − ũ+ eθ̃ := θ − θ̃+ eγ̃ := γ − γ̃+ � ��>.� >��$��� �,��>� ε2 :=



���

J (ũ, θ̃)− J (u, θ)� ����	
���� 
 ��	����� ����������� ���	���� ������� ����

������ ��
�	������ 

��
 !	���
��"��� �!!	��������� (ũ, θ̃) ∈ S ����� ����� ������#����

ε2 =
1

2

(
|||eθ̃|||

2 + λ−1t2||eγ̃||2Ω
)
, $�%&'

���

||eγ̃||2Ω :=
∫

Ω

|eγ̃|2 dΩ

�

|||eθ̃|||
2 :=

∫

Ω

Cε(eθ̃) : ε(eθ̃) dΩ.

(��������"��
�

)� �!	�������� �����

2ε2 =

∫

Ω

(
Cε(θ̃) : ε(θ̃) + λt−2|∇ũ− θ̃|2 − 2gũ

)
dΩ−

−
∫

Ω

(
Cε(θ) : ε(θ) + λt−2|∇u− θ|2 − 2gu

)
dΩ.

)	��*	���
 +���� !	�
�������� 
�#� 
�	�����
 � ��!��"��
����� �*�*����

��� !������
�� $�%�'� !���+��� 

∫

Ω

Cε(θ̃) : ε(θ̃) dΩ−
∫

Ω

Cε(θ) : ε(θ) dΩ =

=

∫

Ω

Cε(θ̃ − θ) : ε(θ̃ − θ) dΩ+ 2

∫

Ω

(
Cε(θ̃) : ε(θ)− Cε(θ) : ε(θ)

)
dΩ =

= |||eθ̃|||
2 − 2

∫

Ω

Cε(eθ̃) : ε(θ) dΩ = |||eθ̃|||
2
Ω − 2

∫

Ω

γ · eθ̃ dΩ;

λt−2
(
||∇ũ− θ̃||2Ω − ||∇u− θ||2Ω

)
=

= λ−1t2
(
||γ̃||2Ω − ||γ||2Ω

)
= λ−1t2||eγ̃||2Ω − 2

∫

Ω

γ · (λ−1t2eγ̃) dΩ.



���

������	
 �� ����	��
 ��
����

 �������
��
 �
��� ������
��
���

eθ̃ + λ−1t2eγ̃ = θ − θ̃ + (∇u− θ)− (∇ũ− θ̃) = ∇eũ, �����

���������
� ��� ��	�	
�� � �����!"�
� ������ ������ �����

−
∫

Ω

(γ ·
(
eθ̃ + λ−1t2eγ̃

)
− g(u− ũ)) dΩ = −

∫

Ω

(γ · ∇eũ − geũ) dΩ = 0.

#$����	
 ���	�����
 $	��! ���	�
��
% ��� ���� � �������
��� ���&��

�

��	�	
 $	��! ���&� ��
���	��

� ��'�( ��	��	� �����% ������� 
��
���
�)

�� �����!"��	�! ��
 �"�
�
��
 ����
������ � �
����	 ������
��( eθ̃ � eγ̃�

*	� ���	"	�� � "	���$��
�!��( $	��� �	�	��	+	 ���% �,
��	 -�� ��� ������
)

��( � �������
��
 ����� ��"���
�� �	��
 �����������	�! L2.����� ��	��
��	

������
��
 eũ�

���� �������	
� �������
��	
� ���	�� � ��
�����	
��

������� ����

 ��������		���
 ���
��
�		���


��
���	
�

/
"��!�	�� ��
�����
�� �	�	��	+	 ��	"��	�� �	 ��% $�� ��$����! ��)

'�( 	��������	,�� (ũ, θ̃) ���
� '��! �,
�
�	% 
��� �"�
���� "�	$
��
 ��$��(

����
( ��	�� ��
��( "	�	$�% �	�

 �'�"�	$	
��
 infP� 0
�����
 �	 ��% $�� �

�'�
� ���$	
 ��� �
�"�
����% �
�	
 $	��! ���&� ���
� '��! �,
�
�	 ��
� � �

�����!"��	��
� ���(���
���( �	��	,�����( +������������ 1�
�
� ��
 -����

�	��	���	�

L(w, ϕ, q) :=
∫

Ω

(
1

2
Cε(ϕ) : ε(ϕ)− gw + q · (∇w − ϕ)− λ−1t2|q|2

2

)
dΩ,

��


infP := inf
(w,ϕ)∈S

J (w, ϕ) = inf
(w,ϕ)∈S

sup
q∈L2(Ω,R2)

L(w, ϕ, q).



���

�����	�
���
 ������P∗� ������
���
 ������������ L� ��

	 ��
������ ����

���	� 	���� ��
�
�	 p ∈ L2(Ω,R
2)� �	�

I∗(p) = supP∗ := sup
q∈L2(Ω,R2)

I∗(q),

��


I∗(q) = inf
(w,ϕ)∈S

L(w, ϕ, q).

����� ��
 ���
�	�!
 �
��� 	�	! �!������� �������� ������
� "��#$� �����

������	 � �	� �����
����� ���	��%
��
 infP = supP∗� 	� 
�	 

inf
(w,ϕ)∈S

sup
q∈L2(Ω,R2)

L(w, ϕ, q) = sup
q∈L2(Ω,R2)

inf
(w,ϕ)∈S

L(w, ϕ, q). &�'()

*�� ������ ���	��%
��� &�'+) � &�'() ������
� �,
���

|||eθ̃|||
2 + λ−1t2||eγ̃||2Ω ≤ 2

(
J (ũ, θ̃)− I∗(q)

)
, &�'�)

��	���
 �����
����� ��
 ��-��� ��
�
�	� q ∈ L2(Ω,R
2)' .�� ��
��
	 �� ���
/

�
�
��
 �����	�
����� 0���,������

I∗(q) = inf
w∈U0,ϕ∈Θ0

L(w, ϕ, q) =

= inf
w∈U0,ϕ∈Θ0

∫

Ω

(
1

2
Cε(ϕ) : ε(ϕ)− q · ϕ− λ−1t2|q|2

2
+ q · ∇w − gw

)
dΩ.

1��� ��
�
�	 q �
 �������
��	 ����
�	�� Qg� ��


Qg :=

⎧⎨
⎩q ∈ L2(Ω,R

2)

∣∣∣∣∣∣
∫

Ω

q · ∇w dΩ =

∫

Ω

gw dΩ, ∀w ∈ U0

⎫⎬
⎭ ,

	� ����
��
 I∗(q) �
 �������
�� �����' *��	��� 0���,����� 0��	��
��� ���
/

�
�
� ��
 q ∈ Qg � ��

	 ���

I∗(q) = inf
ϕ∈Θ0

∫

Ω

(
1

2
Cε(ϕ) : ε(ϕ)− q · ϕ

)
dΩ−

∫

Ω

λ−1t2|q|2
2

dΩ.

*
���
 �����
��
 � ������ �!���
��� ����� ��
��	���	 ��
������ �-��/

����

inf
ϕ∈Θ0

∫

Ω

(
1

2
Cε(ϕ) : ε(ϕ)− q · ϕ

)
dΩ = sup

τ∈Nq

∫

Ω

(
−1
2
C−1τ : τ

)
dΩ,



���

���

Nq :=

⎧⎨
⎩τ ∈ L2(Ω,M

2×2
sym)

∣∣∣∣∣∣
∫

Ω

τ : ε(ϕ) dΩ =

∫

Ω

q · ϕdΩ , ∀ϕ ∈ Θ0

⎫⎬
⎭ .

��		
� �

�	

�	�� ��������� ������ � ��
�����		�� ������ ��������	
�


����� �	
 
�	
��	
 	� ���	����	�� ������	��� ��
��� ��
�����		
��� ����� 

��
		
�
 �������	��� ! ���������� ����
��� " ����#�	��

I∗(q) = sup
τ∈Nq

∫

Ω

(
−1
2
C−1τ : τ

)
dΩ−

∫

Ω

λ−1t2|q|2
2

dΩ.

$��	���� �
 �	���	�� 	�����	���


I∗(q) ≥ I∗(q, τ),

���

I∗(q, τ) := −
∫

Ω

(
1

2
C−1τ : τ +

λ−1t2|q|2
2

)
dΩ,

� ���
����� %��&'( �
������ 
��	"�

|||eθ̃|||
2 + λ−1t2||eγ̃||2Ω ≤ 2

(
J (ũ, θ̃)− I∗(q, τ)

)
, %���'

"
�
��� ���	� ��� ��)
�
 τ ∈ Nq( ��� q * ��
���
��	�� +�"���
��		�� ,�� 

��	� Qg�

$
"�#��( ��
 	�����	���
 %���' �
���"��� ����
� ����������	��

|||eθ̃|||
2 + λ−1t2||eγ̃||2Ω ≤ inf

q∈Qg

{
inf
τ∈Nq

D2(θ̃, τ) + λ−1t2||γ̃ − q||2Ω
}
, %��-'

���

D2(θ̃, τ) :=

∫

Ω

(
Cε(θ̃) : ε(θ̃) + C−1τ : τ − 2τ : ε(θ̃)

)
dΩ.

�����������	
(

2
(
J (ũ, θ̃)− I∗(q, τ)

)
=

=

∫

Ω

(
Cε(θ̃) : ε(θ̃) + λt−2|∇ũ− θ̃|2 − 2gũ+ C−1τ : τ + λ−1t2|q|2

)
dΩ =

= D2(θ̃, τ) + 2

∫

Ω

(
τ : ε(θ̃)− gũ

)
dΩ +

∫

Ω

λ−1t2
(
|γ̃|2 + |q|2

)
dΩ.



���

�����	
�� ���
�������

∫

Ω

τ : ε(θ̃) dΩ =

∫

Ω

q · θ̃ dΩ,

θ̃ + λ−1t2γ̃ = ∇ũ

� ∫

Ω

q · ∇ũ dΩ =

∫

Ω

gũ dΩ,

�������� � �������
������ ��
��	
�
��

2
(
J (ũ, θ̃)− I∗(q, τ)

)
= D2(θ̃, τ) + λ−1t2||γ̃ − q||2Ω+

+ 2

∫

Ω

(
q ·
(
θ̃ + λ−1t2γ̃

)
− gũ

)
dΩ = D2(θ̃, τ) + λ−1t2||γ̃ − q||2Ω.

����� ����
��� ������ ���
	 ������ �� ������
�� ��� � ����� �� ���
	� ����


�!
	 
������� � 
������� ���! ������������" (θ̃, γ̃)� � �� �������" ���! (ũ, θ̃)#

$���
������� ���������� ������ %�#�& ���	�
�� 
�
������� 
�� ���
��'


��	�
���� �
� ��� �!�������� �������  ����� �
�������� �
 
���� � �������

�������!� (�����
! q � τ ���������� �!����
	 �
 ���
��
�
��)*�� �����
�'

�!� ������
� Qg � Nq# $��
������ ���
������ ������������" � ��� ����


���
�
	�� ������� 
��������" 
�����"� 
�� ������ �
� �
���� ������
�� 
�'

����
 �
 �!���� (�����
� q# $� (
�" ������� ���	��"��" ���	) �����
�� ��'

��+������ ��������� � ��������
�� 
���� ����
��� �
��! �!�������� ������

�� ������
� �� 
�������� �����	
������ �������	�!� ������������"#

$��
���� ������ �� ������
�� � ��
���" ������ ���
	 ���������� �� ����

����
����
� H(Ω, div)× Nsym(Ω,Div)�  ��

Nsym(Ω,Div) :=
{
κ ∈ L2(Ω,M

2×2
sym) | Divκ ∈ L2(Ω,R

2)
}
.

,������ ��� ����� D2(θ̃, τ) � ����

D2(θ̃, τ) =

∫

Ω

C(ε(θ̃)− C−1τ) : (ε(θ̃)− C−1τ) dΩ.



���

� ���� �	
���	 �
��
�� C 	
������⎛
⎝∫

Ω

Cκ : κ dΩ

⎞
⎠1/2

��
����	��
� �
�
� �
��� 	 ��
�������	
 L2(Ω,M
2×2
sym)� ��	�	��
����� �����

�����
�� �
��	��� � 	������ ��
��	
� ��� ��
�
�� κ ∈ Nsym(Ω,Div)� � ���

�
� ��� �
��	
���	
 ��
�!
� ���� ��� ��
� �
���� ��

�

D(θ̃, τ) ≤ D(θ̃,κ) +

⎛
⎝∫

Ω

C−1(τ − κ) : (τ − κ) dΩ

⎞
⎠1/2

.

"���
��� �
��	
���	


2|ab| ≤ β1 a
2 + β−1

1 b2,

���#
��� � 
$
��


D2(θ̃, τ) ≤ (1 + β1)D2(θ̃,κ) +
(
1 + β−1

1

) ∫
Ω

C−1(τ − κ) : (τ − κ) dΩ,

�
�
��� 	
��� ��� ���
� �
�
%��
� �
� ����
��� �����
��� β1� &����� ���

�����
�� ��


inf
τ∈Nq

D2(θ̃, τ) ≤ (1 + β1)D2(θ̃,κ) +
(
1 + β−1

1

)
r2(κ), '(���)

!�


r2(κ) := inf
τ∈Nq

∫

Ω

C−1(τ − κ) : (τ − κ) dΩ.

"
��%
� ����	
���	
�� ��	
�%�
���*

��� ���
!
 ��
�
��� κ ∈ Nsym(Ω,Div) 	��
���
��� 
$
���

r2(κ) ≤ c2II ||q +Divκ||2Ω,

!�
 cII + �
��
������ ��
	�
�	
���,�� �
��	
���	�

||ϕ||Ω ≤ cII |||ϕ|||, ∀ϕ ∈ Θ0.



���

�������	
���
�

��	
�	� ���	�� �	�	�	���� σ := τ −κ 
 ���	�	
	��� r2(κ)� � ����� ��������

∫

Ω

τ : ε(ϕ) dΩ =

∫

Ω

q · ϕdΩ, ∀ϕ ∈ Θ0.

� ������ ��������

−
∫

Ω

κ : ε(ϕ) dΩ =

∫

Ω

Divκ · ϕdΩ, ∀ϕ ∈ Θ0.

�
	��
��	
���� σ ������
	��� ����	��
� Nr� ��	 r := q +Divκ�

Nr :=

⎧⎨
⎩σ ∈ L2(Ω,M

2×2
sym)

∣∣∣∣∣∣
∫

Ω

σ : ε(ϕ) dΩ =

∫

Ω

r · ϕdΩ , ∀ϕ ∈ Θ0

⎫⎬
⎭ .

������� �� ����
	 �������	���� ���
������� �	�� ���  �
� ���
	�	�� ���		�

��
���	��! ��	 �	��! �"	���� �	���
��	
����

r2(κ) = inf
σ∈Nr

∫

Ω

C−1σ : σ dΩ = − sup
σ∈Nr

∫

Ω

(
−C−1σ : σ

)
dΩ =

= − inf
ϕ∈Θ0

∫

Ω

(Cε(ϕ) : ε(ϕ)− 2r · ϕ) dΩ ≤ − inf
ϕ∈Θ0

(
|||ϕ|||2 − 2cII||r||Ω|||ϕ|||

)
≤

≤ − inf
a≥0

(
a2 − 2cII||r||Ωa

)
= c2II ||q +Divκ||2Ω.

�

�
	���
�	� �	��
	���
 #$�%&� #$��'& � ����������� ��
	���	��! !

!	��! �"	���

|||eθ̃|||
2 + λ−1t2||eγ̃||2Ω ≤ (1 + β1)D2(θ̃,κ)+

+ inf
q∈Qg

{(
1 + β−1

1

)
c2II ||q +Divκ||2Ω + λ−1t2||γ̃ − q||2Ω

}
,

������! ����
	�
�
� �
! 
� �� β1 > 0� q ∈ Qg � κ ∈ Nsym(Ω,Div)� (���� � )

������ �� �� �
�
��� �� �	�
��� �������	��!� (	�	�� �
� ����� �	�	�	����

* �	���� κ * ����� 
� ����� ���

	�
��!�+�� ��
�
�� Divκ ∈ L2(Ω,R
2)



���

� ����	�
 �����
���� � �
��� �����
� ����� ��������	�
� 	���
� κ �������

����� ˜̃κ� �
����
��� 
�
 �� 
� �
� 	  ����
	� �����	������� ������
� �����

��������	�
� ����� ����!�
� ���
������
 � ����������� �������"# ��
���	�

$��������� ���������	���
� ���	�������� 	 ��������� ��%� 	���
� ����

��	������� ������
� q ∈ Qg 	 ����
�������
 �!�� � ����� 		��
� �	�����"&

������
 ˜̃y ∈ H(Ω, div)

||γ̃ − q||2Ω ≤ (1 + β2)||γ̃ − ˜̃y||2Ω +
(
1 + β−1

2

)
||q − ˜̃y||2Ω,

||q +Div ˜̃κ||2Ω ≤ (1 + β3)||˜̃y +Div ˜̃κ||2Ω +
(
1 + β−1

3

)
||q − ˜̃y||2Ω,

��� β2� β3 ' �	�����"� ������
����"� ������
�"� (�������) �!�� �

inf
q∈Qg

||q − ˜̃y||2Ω ≤ c2I||div ˜̃y + g||2Ω,

	"	��  �
���& �����
�	��� 	 ���	� �� �" ���#���� ��) ����
�� *�&������+,��-

�����  ����	���
	� 	���

|||eθ̃|||
2 + λ−1t2||eγ̃||2Ω ≤ M2(θ̃, γ̃, β1, β2, β3, ˜̃κ, ˜̃y) :=M2

1 +M2
2 +M2

3 +M2
4, ./���0

���

M2
1 := (1 + β1)

∫

Ω

(Cε(θ̃)− ˜̃κ) : (ε(θ̃)− C−1 ˜̃κ) dΩ,

M2
2 := λ−1t2(1 + β2)||γ̃ − ˜̃y||2Ω,

M2
3 :=

(
1 + β−1

1

)
(1 + β3)c

2
II|| ˜̃y +Div ˜̃κ||2Ω,

M2
4 :=

((
1 + β−1

1

) (
1 + β−1

3

)
c2II + λ−1t2

(
1 + β−1

2

))
c2I ||div ˜̃y + g||2Ω.

1�)���� ��"�� �!�� � ./���0� � ����& �
����"� 	 ��� 	#��)
 ������
"

θ̃ � γ̃� 	 
������#  �
��"# �"  ��
�������� 
�����
� ����� ����!�� ��2��

��) ������
��	����& ������� � �����& �
����"� ��� 
� �� �������
 ���� �	��

����"# ��� !�& (˜̃y, ˜̃κ) � ��� ��� � ������
����"# ������
��	� 1��	�) ���
�

����	���
	� ./���0 ���
 �����
���	����
 �!�� � �	��#� ��)  	����
� ����"



���

������	�
� �� �����
� �	�	�
� ��
 ����� �����	 ˜̃y� ˜̃κ 
 β1� β2� β3 
� �����

�	�������
� ������
��� ��������  ����� �	������! ����� "�
� "�	�	����

��#	� ��
�	��
 � ���	���	���! �	�	�$	��	 
��
���
� ����	�
� ��
�	�����
�

% ���
�! �������� ��
 �����
 ��#������ ��#�� �����
�& ����& �
���� ����

��� �$	��� 
��	�	����	! ��� �	�
�
��� '	!���
�	�&��� ��� ���� ˜̃y = γ 


˜̃κ = Cε(θ) ���
�	��	 M2
3 
 M2

4� � �������&� �� ���#
�	�	! ��	���������
	

����! �������� ���� �	����� �
((	�	�$
��&��� �����	�
! 
������! �
��	�

��� ���������� � ���&� %�	�����	�&��� ��#�� ����#
�& β1� β2� β3 ������


����� 
 ��	��� �	���	����� ����

�	��� ���	������

)� �����	���! �$	��
 ���	��	� ���#	 �$	��� ��� ������	�
� eũ = ũ− u�

'	!���
�	�&���

||∇eũ||Ω ≤ ||eθ̃||Ω + λ−1t2||eγ̃||Ω ≤ cII |||eθ̃||| + λ−1t2||eγ̃||Ω.

 ����� ��	��	�� ���

||∇eũ||2Ω ≤ (1 + β)c2II|||eθ̃|||
2 +
(
1 + β−1

)
λ−2t4||eγ̃||2Ω,


�	 β * ���
����&��	 ����#
�	�&��	 �
���� +���#
� β = λ−1t2c−2
II � �� ��
���

�
� � �	���	�����

||∇eũ||2Ω ≤ (λ−1t2 + c2II)
(
|||eθ̃|||

2 + λ−1t2||eγ̃||2Ω
)
≤ (λ−1t2 + c2II) M2.

,��
� �������� (���$
���� M ������	�	��� �������	� �������
�����& ����

�� ��	� ��������
��	��� ������	�
!�

- ������	�
	 ���	�
�� ��� 
���#	���! ������ �����	�
� �����	�
���

��� �$	��� ������� �� �����	 %�)� .	�
�� 
 /�0� 1������ 2345 67� 89:;<�
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:;< 24�O5� )���	�����
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� ���
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�	�����
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������� �����	�
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���
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���	 
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�
	�
9����� �����
� 
 
��	��7 �����
7 ϕ ∈ Θ0∫

Ω

(Cε(θ) : ε(ϕ)− Cε(θ̃) : ε(ϕ)) dΩ =

∫

Ω

(γ · ϕ− Cε(θ̃) : ε(ϕ)) dΩ.

@��������� ϕ = eθ̃ = θ − θ̃� 
����
 
∫

Ω

Cε(eθ̃) : ε(eθ̃) dΩ =

∫

Ω

(γ · eθ̃ − Cε(θ̃) : ε(eθ̃)) dΩ. ;/$�3<

C� ������� ���������
� � �
��� � ;/$/<� ��	��
� ����9��
� γ̃ · ∇w
∫

Ω

(γ · ∇w − γ̃ · ∇w) dΩ =

∫

Ω

(gw − γ̃ · ∇w) dΩ


 
���9
� w = eũ = u− ũ� 
�
���
 � ���������
∫

Ω

eγ̃ · ∇eũ dΩ =

∫

Ω

(geũ − γ̃ · ∇eũ) dΩ.

B���������"��� 
� ��� ��� ;/$O< 
 �� 
∫

Ω

eγ̃ · (λ−1t2eγ̃ + eθ̃) dΩ =

∫

Ω

(geũ − λ−1t2γ̃ · eγ̃ − γ̃ · eθ̃) dΩ



���

��� ∫

Ω

λ−1t2eγ̃ · eγ̃ dΩ =

∫

Ω

(geũ − λ−1t2γ̃ · eγ̃ − γ · eθ̃) dΩ. �����	


��
���� ��������� �����	 � �����	� ��������

1

2

∫

Ω

(
Cε(eθ̃) : ε(eθ̃) + λ−1t2eγ̃ · eγ̃

)
dΩ =

=
1

2

∫

Ω

(−Cε(θ̃) : ε(eθ̃) + geũ − λ−1t2γ̃ · eγ̃) dΩ. �����	

�
��
��� �
� ������
�� �����	 ���������
 ����	� � ������

ε2 =
1

2

∫

Ω

(−Cε(θ̃) : ε(eθ̃) + geũ − λ−1t2γ̃ · eγ̃) dΩ.

������ ������ � ������
����� ���������  �����
� ˜̃κ ∈ Nsym(Ω,Div)� �


�!�� ˜̃y ∈ H(Ω, div)� "�����#�$ %������ ��
�&��������$ �� ���
$� ��$  
�'

 �����
�� ∫

Ω

˜̃κ : ε(eθ̃) dΩ +

∫

Ω

Div ˜̃κ · eθ̃ dΩ = 0

� ∫

Ω

˜̃y · ∇eũ dΩ +

∫

Ω

div ˜̃y eũ dΩ = 0,

�������#��� �����( ���
� ������
�� �����	 � �������

2ε2 =

∫

Ω

( ˜̃κ − Cε(θ̃)) : ε(eθ̃) dΩ+

+

∫

Ω

(˜̃y · ∇eũ − λ−1t2γ̃ · eγ̃ +Div ˜̃κ · eθ̃) dΩ+

+

∫

Ω

(g + div ˜̃y)eũ dΩ.


��
��)���� ∇eũ = λ−1t2eγ̃ + eθ̃ �����
 #� ����* �����
�������

2ε2 =

∫

Ω

C(C−1 ˜̃κ − ε(θ̃)) : ε(eθ̃) dΩ + λ−1t2
∫

Ω

(˜̃y − γ̃) · eγ̃ dΩ+

+

∫

Ω

(˜̃y +Div ˜̃κ) · eθ̃ dΩ +

∫

Ω

(g + div ˜̃y)eũ dΩ.



���

����� 	
���	�
 ����	��� � �����������

2ε2 ≤ |||C−1 ˜̃κ − ε(θ̃)||| |||eθ̃||| + λ−1t2|| ˜̃y − γ̃||Ω ||eγ̃||Ω+

+ cII ||˜̃y +Div ˜̃κ||Ω |||eθ̃||| + cI ||g + div ˜̃y||Ω ||∇eũ||Ω.

�������
 ��	 	
� �	��	����� cI � cII �� ������� 	� ��	�	
� �	���	���� ��������

�	� ������ � ���	�� �������� �� �		��	�����  !�"# �	$�����

||∇eũ||Ω ≤ cII |||eθ̃|||+ λ−1t2||eγ̃||Ω.  !��"#

%$��	����$&�	


2ε2 = |||eθ̃|||
2 + λ−1t2||eγ̃||2Ω ≤ |||eθ̃||| a + λ−1t2||eγ̃||Ω b,

'��

a := |||C−1 ˜̃κ − ε(θ̃)|||+ cII|| ˜̃y +Div ˜̃κ||Ω + cIcII ||g + div ˜̃y||Ω

�

b := || ˜̃y − γ̃||Ω + cI ||g + div ˜̃y||Ω.

(�$��
 ���	$&��� ����������	 )	��*+���,�
 �� ����	��� � 	,����

ε2 ≤ 1

2

(
a2 + λ−1t2b2

)
,  !���#

������ ����& �	�	�	� �	-�� 
��& �����$��� ���	
 ��� ��� �	���-�� �	$&�	 ���

������� ��$�����  ���
$�-���	� �������
 �	������� � ��	
	���� .$������#�

�������
 ��	 ��� �	$������ 	,���� ���	��������� �	��������� �		�����

����� �������	���� /��������� ��$����� ���
 ��������
 �$�'���	� λ−1t2||eγ̃||Ωb
���
������� ����� ����������� ����������� )	��*+���,� �$���01�� 	
���

�	�2 (λ−1/2t||eγ̃||Ω)(λ−1/2tb)� 3������	��& 	
	�� ��	-���$�� ����� �1/2
�

−1� 4

�$����
 �	'�� �� '����,� �����	 ���'	� ��$	���
 �	'$��	����� �������	����

��	
�	���	 ��	�	���& ���	�



���

���� ������	
� ��
����
� 	��������
 ��� ���
���

�����	 
���
� �	�� ������� ��	���� ��� ������	������ ��	����� ������

� ���	 �� Ω� !���" #������� �����	��� ���	����$ #������� �� �	 �	%��&

'��&���� �	�������( ��������&� #�����	���	��� #�	��$ �	 �� '���� ���	���)

 ��	 � ����(  ����%	*�&� ��	��	�" ���&( 	 �� ��	��	�" ��  �&&� +�� &�%��

�"��  ���	�� #�� #�&�*� #� �����	�������� #��&������ ���	��� ��	 ,���  

#	�	&����&( �	�*��� ������

a2 ≤ (1 + β1)|||C−1 ˜̃κ − ε(θ̃)|||2+

+
(
1 + β−1

1

)
(1 + β2)c

2
II ||˜̃y +Div ˜̃κ||2Ω+

+
(
1 + β−1

1

) (
1 + β−1

2

)
c2Ic

2
II ||div ˜̃y + g||2Ω

�

b2 ≤ (1 + β2)||γ̃ − ˜̃y||2Ω +
(
1 + β−1

2

)
c2I ||div ˜̃y + g||2Ω,

��� β1( β2 -  ������"� #���%������"� #	�	&���"� .� ������ 
���
� &" #���)

�	�&

|||eθ̃|||
2 + λ−1t2||eγ̃||2Ω ≤ M2 :=M2

1 + M̄2
2 + M̄2

3, 
�����

��� /�������	� M1 �#������� �	� � 
�����( 	 � �	���"� -  �����*�& ���	��&0

M̄2
2 := λ−1t2(1 + β2)

(
||γ̃ − ˜̃y||2Ω + β−1

2 c2I ||div ˜̃y + g||2Ω
)
,

M̄2
3 :=

(
1 + β−1

1

)
(1 + β2)c

2
II

(
||˜̃y +Div ˜̃κ||2Ω + β−1

2 c2I||div ˜̃y + g||2Ω
)
.

��&���& �*� �	�( ��� &	%��	��	 M2 � ���	��� ��� 
����� �� ������ � ������(

�� � #�� #��&������ #�������� �"�� ���� �	�	������	��"� ������� ��	���"

��� ��	��	�	 '��������� ��$ ���&" #������� ���

!���"  ���	�� /�������	� M2 ����� #������"& ��� #�	����� ���� � )

#������	���( #�����	���& ���  �	�	�&"� #�� #�&�*� �	&��" �����  ������"�

#	�	&����� �����&�� 1 �	�� ��� #��&��	 #��	%�&( �	� &�%�� &���/������	��

 �	�	�&�� M̄2
2� 2�	�	�	 �����& �&� �� β2 ���"$ #	�	&��� B2 = β2c

−2
I ( #������

M̄2
2 = λ−1t2(1 +B2c

2
I)
(
||γ̃ − ˜̃y||2Ω +B−1

2 ||div ˜̃y + g||2Ω
)
.



���

����� 	
���	�
 ���� �� ����� ���� ���
���������	� ������������� 	 ������

��� �	��	���	� cI 
 ��	 ���� �	��	��	��� �����	���� �������� ��������� B2 �	�

����	��	 ����� � �����
 ��	
� ��	���������� B2c
2
I �	��	 
��	 �����
���� 

�	!�� �	��	 ���	���	���� �����"#�" �	��$���%�" $���%�	���� M̄2
2&

M̂2
2(˜̃y) := λ−1t2

(
||γ̃ − ˜̃y||2Ω + B−1

2 ||div ˜̃y + g||2Ω
)
,

!�� ��	�	� ���!���	� ����� ����� '���$�	!	 ���!���	!	 � �		��������"#��

'���$��� ��������	� B2 (���	!����� 	
���	�
 ���������� �������� β1 �

���� B1c
2
II
 �	����� �	��� �������� 	����'�)�� ������ ���	�����
 � �����	

M̂2
1( ˜̃κ) :=

∫

Ω

(Cε(θ̃)− ˜̃κ) : (ε(θ̃)− C−1 ˜̃κ) dΩ

�

M̂2
3(˜̃y, ˜̃κ) := B−1

1

(
|| ˜̃y +Div ˜̃κ||2Ω + B−1

2 ||div ˜̃y + g||2Ω
)
.

*��!���	� M̂2
3 ����� ����� ����'���	� ����� �������	� �	�� �����	� �����)

���) ��������� ������� +, �- � ���� �	�	���� ˜̃y = γ � ˜̃κ = Cε(θ)
 �	 	�	

	
��#����� � ���� .�� ��	� ����� ���) ���!�) ���!����) ���� �	���" 	%����

�	!��'�	���

|||eθ̃|||
2 + λ−1t2||eγ̃||2Ω = M̂2

1(Cε(θ)) + M̂2
2(γ).

*���	�������	
 �	���	����� �����	 $���%�	���� M2 �������	� �	!��'�	���

M̂2 := M̂2
1 + M̂2

2 �	���� ����������	 �	���	���	���� �������� �	!��'�	���


�	 ������� ���� � ������
 �	!�� �������� (˜̃y, ˜̃κ) ��
���� ������	 

.������� 	��� ��������� ������ ���	���	����� 	������	!	 ��'� ���	�

�� /����	���� ������
 �	!�� 	
����� Ω �	������ )���������� ��� ���������

���) ����� 	�	
���	��� � �)	��#�� �!�� � 	�������� 0����� ������ 	�������

�������" �����%�"
 � �	�	�	� �	��	� ��'���� ������ �� 	
������ �	��'���	�

!����	���" �	!�� 	�	
���	 ����	 ����� ��	%����� ��	�����	��	!	 �	���	��

�	��	��� ���
�������) ��'����
 �	��	���� ����	���� 	%���� ��	�	��� �)	�

���	��� �� !��������"� ���	�1��
	 �����$�%��	����	� �)	���	���
 	
���	

�����	��!�"#���� ��� �����'���� )��������	!	 ������� ����� 
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������ ���� �������� �	��
	�����	� 
	��� � 	���������

������	
�� ��
��� ����� �
� ���	������ ���
���� g � �
�������� �������

��� ����� � � ���	� Ω 
��	�	���� � !��� ��
�" ��� 
�#����� �� ������� ����

$�� ��%&&�'���	��" �(�
�!�( � ���	������ ��
���" �� �
�� ��������" (�
���

������� ���) *����	
�� � ���	� Ω � �
� ��#����� �������� �
��� � ����	���

ũ" ���������� +,-.-�

	�
��� 
�� �	����) E = ��� ×1011 ���2" ν = /��" � 	��#� �	��
�
	��0 �����

���� ��

��	�
�������� ���#�	��� k = 123� ������	
�� ����	��� 	��!���

t = /�/� � �
� (�
��	�
��� 
����
� � ���	� ∼ 1 �� 4���� � 
����" �� ���

���
��� ������ #��	�� ���
�������� ����	���" ���0!�� ����0 	��!��� �

��(�
�!���� ��
 ���
���	���� 
������
�� 
���
�
������� ���
�����

5 4� ��'� ��� �
���
��� 
����6	�	� ���������� 
�� 	
�( 
�� ����� � �

���	� Ω ��������� %�����	���" ��#
�� �����
�0!�� �� ��	�
�( ��������

��	�� 
������
���� 

� ����� �
�
�
�!����� 7
� ��#����� 
�8���� ��
��

�� ���	
���� �
� ����!� �	��
�
	��( �
�
�	� ����	� +,-.-� �����
���	6


���
�	��� ��
��� �
���
�� �	
�� �
���8��	 ����� ����� ��	�� N � 4�����	6

� ��������	 �
����

 �
������� ��
��� ��������� �����
����� 
���� �	����������� �
�
����������

� �
��
� ������
 �
����� �������
 ������� �����
�



���

�����	� 
��� 
������������� ������������� ����	���������� ������

N ε Ieff(M̂)

���� ��� ��� 

!""!  ��
 ����


 � ! �
�� ����

��#���$ �	����� � ��%���&������� ���������� M̂' � ��(����� �	���� %����#)
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'� ������
 Γ �����
� 
� ���# 
���	�����()
#�$ ������ *

ΓD 
 ΓS� &�� ΓD * ����� � �����
�� ������
� � �����
� 
� ΓS ����
$���$ ������

+����$ �����
���� ��&�$�
� �
���&
�
�  !�!"� ,�
$(��$ ������ �	���	�
�����

����	�� ����
� �	

�������� �����
�� ���
�&� 	���

$⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎩

∫
Ω

Cε(θ) : ε(ϕ) dΩ−
∫
Ω

γ · ϕdΩ = 0, ∀ϕ ∈ Θ,

∫
Ω

γ · ∇w dΩ =
∫
Ω

gw dΩ, ∀w ∈ U,

∫
Ω

(
λ−1t2γ − (∇u− θ)

)
· τ dΩ = 0, ∀τ ∈ Q,

&��

U :=
{
w ∈ W1

2(Ω) | w = 0 
� ΓD

}
,

Θ :=
{
ϕ ∈ W1

2(Ω,R
2) | ϕ = 0 
� ΓD

}
.

-�
�'
�
�� J ����� ��#	�
$�� �	��������

�� � ��	�&	�.� !�/ �
�� +�������

����()�$ ������ �


�
��'

 ����
��$ 
� ��	� �	���	�
��� U ×Θ�

0� ���	�&� ����
���

$ ����)�

�� �����
���
 �	
 �����

 ������

��

&�������
 	���

$ ��������

∫

Ω

γ · ∇w dΩ = −
∫

Ω

div γ w dΩ+

∫

ΓS

γ · n w dΓ =

∫

Ω

gw dΩ.

1�
����$ �	��
�

� 	��
����
$ �
��	
 ������
 
 ������
�� ����
���

� ����

��� �����
���
� ����	�� ���
� �	�������� ��� 	���
���� ���# �����
��� �

�	���	�
���� L2(Ω,R
2)

γ = λt−2(∇u− θ),

�	
#��
� � ��������

��� &	�

�
��� �����
(

∂u/∂n = θ · n 
� ΓS.
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Cε(θ)n = 0 �� ΓS.

�������� ��� ������ 
������� 	���	�
����� � �	��	�
����� ��������� �	
��


� ���
������ ��������� 
 ������ !" #$%&'(� )" *+', -./�0"

1����
�� 	
������ ������ ˜̃κ �� �
� 	�	��

����� ˜̃κ = [˜̃κ1 ˜̃κ2]� ���

˜̃κ1, ˜̃κ2 ∈ H(Ω, div).

2�������� ��3�� ���������
���� ��		������� 
 �������4� 5"�� ��	3�
63� ������


�����	3� ���
�� ��� ��
� �	��7�� �	��
6��
��� �
����� �
� ������ � �
�	�

3� ��4����8�� 
 	���6� -/90� ��
�� : 
 ������ -/�0 �� ��3���8� �
� �
�	3��

����� ������ ������	�� ;�		��� <�
�
� �="

>	��
6��� ���
������� 
�7� ����	��

����� ��?�� ����	��6 	
�������

	�����7����� 
���
�
 	���������	3�� � 3�	�	���������	3�� ��	�� ��������
∫

Ω

sym ( ˜̃κ) : ε(ϕ) dΩ+

∫

Ω

(div ˜̃κ1 ϕ1 + div ˜̃κ2 ϕ2) dΩ+

+

∫

Ω

skew ( ˜̃κ) : ∇ϕdΩ =

∫

ΓS

( ˜̃κ1 · n ϕ1 + ˜̃κ2 · n ϕ2) dΓ.

@��
������ 
�3
��3�� �� A" �5�B�5C� �����

ε2 =
1

2

∫

Ω

(−Cε(θ̃) : ε(eθ̃) + geũ − λ−1t2γ̃ · eγ̃) dΩ+

+

∫

Ω

˜̃y · (λ−1t2eγ̃ + eθ̃) dΩ +

∫

Ω

div ˜̃y eũ dΩ−
∫

ΓS

˜̃y · n eũ dΓ =

=

∫

Ω

(sym ( ˜̃κ)− Cε(θ̃)) : ε(eθ̃) dΩ +

∫

Ω

(div ˜̃y + g)eũ dΩ+

+

∫

Ω

λ−1t2(˜̃y − γ̃) · eγ̃ dΩ +

∫

Ω

(˜̃y + [div ˜̃κ1 div ˜̃κ2]) · eθ̃ dΩ+

+

∫

Ω

skew ( ˜̃κ) : ∇eθ̃ dΩ−
∫

ΓS

[ ˜̃κ1 · n ˜̃κ2 · n] · eθ̃ dΓ−
∫

ΓS

˜̃y · n eũ dΓ.
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|||eθ̃|||
2 + λ−1t2||eγ̃||2Ω ≤ ||skew ( ˜̃κ)||Ω ||∇eθ̃||Ω +

+ |||C−1 sym ( ˜̃κ)− ε(θ̃)||| |||eθ̃||| + λ−1t2||˜̃y − γ̃||Ω ||eγ̃||Ω +

+
√

|Ω| ||g + div ˜̃y||Ω
1√
|Ω|

||eũ||Ω +

+
√
|ΓS| || ˜̃y · n||ΓS

1√
|ΓS|

||eũ||ΓS
+

+
√
|Ω| || ˜̃y + [div ˜̃κ1 div ˜̃κ2]||Ω

1√
|Ω|

||eθ̃||Ω +

+
√
|ΓS| ||[ ˜̃κ1 · n ˜̃κ2 · n]||ΓS

1√
|ΓS|

||eθ̃||ΓS
.

���	������ �����������

1

|Ω|||w||
2
Ω +

1

|ΓS|
||w||2ΓS

≤ c2III ||∇w||2Ω,

1

|Ω|||ϕ||
2
Ω +

1

|ΓS|
||ϕ||2ΓS

≤ c2IV |||ϕ|||2

� ����������	 ���� ����������� �	����

||∇eθ̃||
2
Ω ≤ c2K|||eθ̃|||

2.

�	��� ������ ����� 	����� �	�����	��� ���	�������� � ��������

λ−1t2 || ˜̃y − γ̃||Ω ||eγ̃||Ω + (cK||skew ( ˜̃κ)||Ω + |||C−1 sym ( ˜̃κ)− ε(θ̃)|||) |||eθ̃|||+

+
√
|Ω| || ˜̃y + [div ˜̃κ1 div ˜̃κ2]||2Ω + |ΓS| ||[ ˜̃κ1 · n ˜̃κ2 · n]||2ΓS

cIV |||eθ̃|||+

+
√
|Ω| ||g + div ˜̃y||2Ω + |ΓS| || ˜̃y · n||2ΓS

cIII(cII|||eθ̃|||+ λ−1t2||eγ̃||Ω),

�	������ � � �	�	!�" #�$��% � ����������� �	��&'�����$ (�������� �����)

�� � � 	�����	� �� �	��	������� �	�����	���
 �	������ 	�����
 ����	���)

��" #�$�*%$

� ��������	 ��
�� �����
����� ��
�������� � �� ���� � �������� �������� ���� ��������� ���������

� ������ ���� �� !"# $%&'(
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������� ��	� ��� �����	��
���� ���
��������� ������� (ũ, θ̃) ∈ U × Θ ���

���� �
 ����
� �������� ������������������ ����	����	� ��������� �������

������� ���� �!

|||eθ̃|||
2 + λ−1t2||eγ̃||2Ω ≤ â2 + λ−1t2b̂2,

���

â := |||C−1 sym ( ˜̃κ)− ε(θ̃)||| + cK||skew ( ˜̃κ)||Ω+

+ cIV

√
|Ω| || ˜̃y + [div ˜̃κ1 div ˜̃κ2]||2Ω + |ΓS| ||[ ˜̃κ1 · n ˜̃κ2 · n]||2ΓS

+

+ cIIcIII

√
|Ω| ||g + div ˜̃y||2Ω + |ΓS| || ˜̃y · n||2ΓS

,

b̂ := ||˜̃y − γ̃||Ω + cIII

√
|Ω| ||g + div ˜̃y||2Ω + |ΓS| || ˜̃y · n||2ΓS

.
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�� 	�� ˜̃y = γ � ˜̃κ = Cε(θ) 
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 H(Ω, div)�
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∂u/∂n = θ · n �� ΓS

�� ���� ����
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�� ��!�
��
� ��(
���
���
 �����



u = 0 �� ΓS.
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∫
ΓS

˜̃y · n eũ dΓ 
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�����	 
���
���� �������� ����� �� ��������� ��������� ������������

������ ��������� �����! " �#���������� ������ $�� ������ ������ � ���%

��� ��������������	 ����� � &����! '�� � � ������ #������% ������� #�������

�����������( #��������� ������)

����� #��� $�������� (u, θ)% �����������(��( �� ��������� I := [0, l] �������

��������� ⎧⎪⎨
⎪⎩

(CS(u
′ − θ))′ + f = 0,

(CBθ
′)′ + CS(u

′ − θ) = 0,

&�� 
���� �������� ��**����+�������� #� ������������ #��������������� ��,

�������� x% l - ����� �����% u = u(x)- #��&�� �����% θ = θ(x)- #������ #�#�,

�����&� �������% f = f(x) - ���#���������� #�#������� ��&�����% CB = CB(x)

� CS = CS(x) - ��&����� � ����&���� .�������	% ��������������! /��������

�#������(��� #� *�������

CB = EIsec, CS = kGA,

&�� E - �����	 0�&�% Isec - ������ ����+�� �������%

G =
E

2(1 + ν)

- �����	 ����&�% ν - ��$**�+���� 1�������% A - #�����	 #�#������&� ����,

���% � k - ���������������� ��$**�+����!

2�� �#������� �������� #���#���&�����% ��� �������� ����� ������#��

� #�#������� ������� �� ��������! 3���������	��% CB � CS #�������� � �������

��.�� #���#����	 � �����(��� ����)⎧⎨
⎩ γ ′ + g = 0,

θ′′ + γ = 0,



���

��� ⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

g = C−1
B f,

γ = d−2(u′ − θ),

d2 = CB/CS.

�� 	
��� 
���
��
�
��� �	� �
��
 ���	�� �
���
�
 �
 ����
�� 	� ��	�

u(0) = u(l) = 0,

θ(0) = θ(l) = 0.

����
 ��
�
� ���������
��  ���!�"��#�
 �
�
�" ����!$�
�%

�
&	" 	��&�!  !���"& (u, θ, γ) ∈ U0 × Θ0 ×Q 	
�"�� �	�⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

∫
I

θ′ϕ′ dx−
∫
I

γϕ dx = 0, ∀ϕ ∈ Θ0,

∫
I

γw′ dx =
∫
I

gw dx, ∀w ∈ U0,

∫
I

(
d2γ − (u′ − θ)

)
τ dx = 0, ∀τ ∈ Q,

�'(�)�

��� U0 :=
o

W
1
2(I)� Θ0 :=

o

W
1
2(I) " Q := L2(I)� 
 g ∈ L2(I)(

*
����	�"� 
��"�#����!$ 

�! +�����	�# (ũ, θ̃)� ��	��
� ����
��"#
�	

��� ����!$ 


����"�
�"$ 

�� (u, θ) # U0 ×Θ0( ����
 
��� γ̃ := d−2(ũ′ − θ̃)




����"�"�!�	 +�����	 γ # Q( ,#��� ���	#�	�	#!$�"� �	������"� �	 	�����

��
���"&

eũ := u− ũ, eθ̃ := θ − θ̃, eγ̃ := γ − γ̃,

�
����	�"� ����!$�!$ ����! 
����-���	"%

ε :=
(
||e′

θ̃
||2I + d2||eγ̃||2I

)1/2
.

.
����&-"� 
��	����"� ����#
�� �
 
����& ���" "�
�"" ��
��& 
��	
/

��#�" �
�
�" �'(�)� 
�" 
����" ��������"� ��
���"	������ ��
�
����� #���"/



���

�����	 
 ��
�	 �����	 �������
���⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

∫
I

e′
θ̃
ϕ′ dx =

∫
I

(γϕ− θ̃′ϕ′) dx, ∀ϕ ∈ U0,

∫
I

d2eγ̃τ dx =
∫
I

(u′ − θ − d2γ̃)τ dx, ∀τ ∈ Q;

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

||e′
θ̃
||2I =

∫
I

(γeθ̃ − θ̃′e′
θ̃
) dx,

d2||eγ̃||2I =
∫
I

(u′ − θ − d2γ̃)eγ̃ dx.

� �
�������
 ��
������
���� ���	���� � ��
����
�� 
����
��� 

ε2 =

∫

I

(γeθ̃ − θ̃′e′
θ̃
) dx+

∫

I

(u′ − θ − d2γ̃)eγ̃ dx.

!�"�� �������
��
 ∫

I

(u′ − θ)γ̃ dx =

∫

I

(ũ′ − θ̃)γ dx


�
�
� �� �����

∫

I

(γeθ̃ + (u′ − θ)eγ̃) dx =

∫

I

γ(θ − θ̃ + u′ − θ − ũ′ + θ̃) dx =

∫

I

geũ dx,

� 
 ���"
 ������
��� ���"�
 ��
����
�
��
 ������

ε2 =

∫

I

(geũ − θ̃′e′
θ̃
− d2γ̃)eγ̃ dx.

#�� ��"�$ ����� ��������� %���&��������� �&
��� ��"�
������$ 

����'

�� ���� ��������
����	 �
�
�
���	$ ������
 �
������ �����
������� (�
'

�
����� ˜̃y � ˜̃κ ����������
� )����

� W1
2(I)* +������ ���
"����
���� �� ��'

����

∫

I

˜̃ye′ũ dx+

∫

I

˜̃y′eũ dx = 0,

∫

I

˜̃κe′
θ̃
dx+

∫

I

˜̃κ′eθ̃ dx = 0

��� (��	 (�
�
���
 ���� �������
��


ε2 =

∫

I

(
(g + ˜̃y′)eũ − d2γ̃eγ̃ + ˜̃ye′ũ

)
dx−

∫

I

(
( ˜̃κ − θ̃′)e′

θ̃
+ ˜̃κ′eθ̃

)
dx.



���

�����	 
���
���� ���������

e′ũ = d2eγ̃ + eθ̃,

��
�����

ε2 =

∫

I

(
(g + ˜̃y′)eũ + d2(˜̃y − γ̃)eγ̃

)
dx+

∫

I

(
( ˜̃κ′ + ˜̃y)eθ̃ + (˜̃κ − θ̃′)e′

θ̃

)
dx.

��
����� 
�������� �����������

||eθ̃||I ≤ cI ||e′θ̃||I ,

||e′ũ||I ≤ d2||eγ̃||I + ||eθ̃||I ,

��
���
� � �������
����� ������ �����
���
����� �
�� � ���
���
����
  
�!

������
 ˜̃y 
 ˜̃κ"

������� ��	� �������� �	
��� ���
������� ���
��������� ������� ������

�
 ����
� 
���� ��������� � ������ ������� ������� �� ������ ����� 
���

������� ��� ������ �����	���� ����������� 

ε2 = ||e′
θ̃
||2I + d2||eγ̃||2I ≤ M2 :=M2

1 +M2
2, #$"��%

���

M1(˜̃y, ˜̃κ) := || ˜̃κ − θ̃′||I + cI|| ˜̃κ′ + ˜̃y||I + c2I ||g + ˜̃y′||I

�

M2(˜̃y) := d2(||˜̃y − γ̃||I + cI ||g + ˜̃y′||I).

&�� ������ ��
����� ����'���	 �����
��� ������ �(�����
���� �����)) ����
!

�� �����*����
	 
 ��
����� ������	 �����
��� �
� ˜̃y = γ 
 ˜̃κ = θ′ ����
������

���������

M = ε.

+
�������
���	 �
� 
)(��� �
�� ���������� ��
(

'����� ��*��
�	 ������

��'�� (��� ��
����� � 
)(�� ������� �������� ��������) ,  �� ��
��� ������

���
�

��
���� ������"



���

���� �����		
� ���
�����
 ��� ����� ������	��

�� ��������� 		
 ��
����
���
�� ������ ����������� 
� ������������

�����

� � ��� �
�
�� � �� � ��  ������� � ���	��  
� � �!������
�" ���

��#�
�� �
$�
��
�� %����& ������� ���������� ���
����" %������ ���� 


'���"��
�� ��������� ��� �
�
�� ������ ()*+), ��� %����� �����%��& 
�

� 
� ��� � !���#�� �����
� ������ -� 
& 
���� ��& (
 ./0102& 3
 45677889:;8<6&

=
 >5?69 @�ABCD
 E���!
�	� ���� ���������
�� ��� ������ )4=F= !��� 
�����

� %����� � ������
� G����
����H�
���
�& 
� 
����� �� ������������
��&


�%����#�

�� ��������
 E��
���

�� �
���% !�� ������� �������
 � �

�

��� %����� �! �%	�!� !���� I� �#�
�� J ��%������� ���!������
� ������ 

� @�BKC � � ��L�����

� ���#���

� �����
�� � @��MC


N�	���� �����
���� �����������
�	� O������ �
�� ��	����� �����"P

L� �!��%� Q

• R ������ )4=F= ��� �� �L� ,S)(�AATO�� �
��� ���!��$�

� ��#�����

%����� �! �%	�!� !����


• R�� 
��!���� �� �����
�� ��

�� � ��%������� ������� ��	��$�"���

��� ����������� �� �
�#
��  �����& ������� ��������� ����������
�"

���
��
 U��� ���	��  
��  ����� �����%���
 ��� �� �L� ����� �

��

������ �%��� .V>*>)4 ���
����� ���WX���A


G��� ������"��� !���� ���  ����& ��� � ����
�� ���L�
� � ��%���
� � ����P


�� � � ��� ��%
� 
�	��$�
��


Y� ��� & ��� ���	��  � �!���������� �������
�� ���
�� ��	��#
����&

����L�� � ������ ����� 
�����
���� -W
��D
 Z������ 
�� � ��	��#
����& ����P

L�� � ����� �����& ����������� ��
� � �� ������& ��	�� ���
�� �
�����������

��#�
�� �%����
�& ��� ���
������� �
�%� ��� �� �L� ������
���� O����

�	�

��#�
��
 I���� ���������  �$�� 
�%
�������
� 
������
����� ����

�" ����P

��
� �#�!��
 Z�� ���������&  �$�� 
�������� ���� �
�#����� O�������
����
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������	��
�	� 
�����
 ������ � ������ ���������� �����	� ��������	� �����

��� ��� ���������� �������������


���� �������� ����������� ������� ������ �������� ��

�������� ���

����� �� �������� ���� !�

" �����
��" #
 $%&'()" *
 +,-%&. /01234
 5�" ��6��

���
������ �� �������� � ����� 	���� ���7������� " ����������� 
����� ����

�� ��	����8��� � ���	��

��
 �7���������
 ��� ��9������� ��������" ����

��� �����7����� ���	�
 ����������
 � ������ ���������� ������
 :������"

���������� 
�9�����" ���������� � ��
��� ;������������	� �������" ����

7��� ������������ ����� �� ������ ����������
 <�
 �� 
����" ��� ��������

�����" �����������8=� ;��������� �7���������� ���������� ������ � ����9�

��� ������ ��	�������� ��9� 7�� ����� ��;��
���� � ���������� ��������

������� ����������" �������������� � ������ ��� ��������� ���7��9����	�

�������
 > ���
 ������ ������ ����������� ;������������	� ������� ������

����� �� ������ ��9��
" � ����8=�



?���
����
 ��������� ���
����
 @���� ��������� � �����8" ��	�� 
��

���� <�
������ � 
����� A�������BC ���� ���9�� ������ ����� 7������

����������" � ��������� D � �����������9��
�
 E��������� ����
���" ���

���� � ��9������� ������� ������������ ��� ����������� ������� 7�������

���� 
����� D ��� ���;;������ ������������ ���=�����" ��������
� ��

;��
���

SR :=
GAl2

EIsec
.

F��� �������� ���	� ���;;������� ���������� ������ !������4" 
����� ������

8��� ���������
�


������ ���� ����� � �����	
��� SR > 10000

> �����
 ���
��� ����
����
 7���� ���������	� ������� ������������


���	� ���
��� D ����� ����� �
G ��� ������� ���������	� �������" ����� 

��
����������� �	
��



���

����� ���	�
� ��
���	�� ���	����	��� 	� �
��� ��������� �	���	�� ��� ���

���	���� ���������� 	��� !������
�	�� � ��		�
 ��"��� � ����� � �������#�

	���� 	� "����������� $���
���������� ����"���� ������%

u′′′′ = g,

u(0) = u(1) = 0,

u′(0) = u′(1) = 0,

��� g = 3.84� & !��
 ��"��� ������	� ������� �	����������� ����	��

u = 0.16 x2 (1− x)2,

� 
����
"
 �����'� ���������� ����� ��� ����������"�� ��������(�	�� � ���


�������

)��'��(�		�� ����	��� �������		�� *+,-, 	� ������ ��������. �� ���

!��
�	���� ���'��(�	� 	� $��"	�� /��� )�� ������ ���� ��� 	�����	���� ���

��� �"���� 
	�(���� � ���	�. 0��� & ��'��
�1 ����� Nel �'��	���	� ����� !���


�	��� ������ 2	�	�� ���	��� ����	�� ��������� �
�	�� �������� �	����
��

����� 	��� ����������	�� ������	���� ��� ��
��� ��'��� 
����� �"��
 �����

	�	�� � ����		�
 ����������	��
 ������	���� 	� �	�������� 3 ��� � ��"���

����������	� 	� $��"	�� /�/� ��� ������	� �	��������� �������		�1 �� !���


�	��
� 	��
�����	� 	� 
����
�� 	�� �	���	�� ����� 	��� ������ ��� 
�(��

��	��� 3� ���"� ������ ��'��		�1 � 4�'��
� /��� 
�(	� ������ ������ ���

$��"	�� /��% )��'��(�		�� ����	�� ��� ���
��� /���



���

�����	
 ���� 
�����	� ������������� �	�����	��� 	��	�������	 �������	� ����


� �������� � ����
���� �	�����	��� ��� �	�	 � ��!	����" ������� ��� ����

���� ��#�

$�%���� ��#� &�'����	 	���
� �	�����	��� �� �	����	�������	��� ��	!���"(

��)%����* � ������� ��#

Nel ε M Ieff

�++ ,�+� ×10−2 ,�+� ×10−2 ��+�

#++ #�+� ×10−2 #�+� ×10−2 ��+�

,++ ��+� ×10−2 ��+� ×10−2 ��+�

-++ +�.+ ×10−2 +�.+ ×10−2 ��+#

�//�
����	��� ���	�� 	������� ���%����	* � ��	����� �	����	�������	�	 �)�

����'���� ���
���� 0��	����� ��!	����" M 
 ������	�� )��'���1 	��%
�

ε 	'��� %��)
	 
 �������2 ��� ��	�2 � �	��	� �		��������� � ��	���*2 ������

	������� %	����� 0������2 '�	 ���%��!���	� ������� �� �	������* ���
�2 �	�

��	� �* �) -++ �������	�2 ����� �	'�	��� 3��. 42 � /��
��	������� ��!	�����

�
�)"���� �� ��
	* !� ��)
�* ��	���� �	�����	����

������ ���� ����� � �����	
��� SR ����� 600

5	 ��	�	� ������� ��������������� %��
� 
����	�	 ��'���� ������* �	��

 ��" 6 �� ����� ����� �2 � ������� �	����'�	�	 ��'���� ����� +��� 7�� ��	�	

�� ��� �������	
���� 
����� ���
��� �
�
��� �����	��� ���������
���� 	
����� �����
����



���

�����	
 ���
 ����������	� ������� ��� ������� ����

������� ���
 �������	 	���
� �	 ����	��� �� �	����	�����!�	��� ��	����"#

��$�����% � ������� ���

Nel ε M Ieff

�&& &�'' ×10−2 ���( ×10−2 ���)

*&& &��' ×10−2 &�(+ ×10−2 ���)

�&& &�*( ×10−2 &�*' ×10−2 ���)

+&& &��* ×10−2 &��� ×10−2 ���+

������ �	��	� ������� ���$�����	, �	-�	�� �����	 �� 	 ���	�!$����� -���	�.

�	� �������, �	������	� �� ���
	% ���
�� ����������	� ������� �� ���
� �

�&& -������	� �$	������	 �� �����
� ���, � ��$��!���" �	����" � ������� ����

/$ ��# ����	, ��	 -00�
����	��! ���	�� �	����	��	 �"�	
� � �	#�������� �	.

��	���	%� 1�������, ������� �� ���
� � +&& -������	� ����� 	��	�����!��2

�	��	��! ''�*3� 4 -�	 �� ����� �	��	��!, 
	�	��2 �	
�$"���� ���	�����, �	.

�������� ''�&3� 5���	�����!�	, ���������� 0��
��	���!�	 	 �	�#	�� ����	.

��� 
 
��%�� ��$�������!�	% ����	���
� ������	% �������" �	 ����	���, ��	

�� ������ ��	�#	���	��� �$�"�	��	 	 ������� ����������"# ������%�

������ ���� ����� ��� ��	
��
�� ��������
� ����������� ���������
�

4 �	������� ������� ��������������� ���
� �$ ������� ��*, �	 � ������

������	����	 	 �� �������, 
	�	�	� ������ � ����������"� �������� �$	�.
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�����	
 ���
 ���������� � ����������	� ������� ��� ������� ����

������� ���
 ����� !	 	���
� �	�����	� � �� �	����	!� ��"�	� � !�	����#$

��%�����& ! ������� ���

Nel ε M Ieff

�'' (��) ×10−2 (�)* ×10−2 ����

('' ���� ×10−2 ���* ×10−2 ���'

�'' '��+ ×10−2 '�+� ×10−2 ���'

*'' '��� ×10−2 '��+ ×10−2 ����

�����	 �� �����
� ���� ,��!�� �� !�� " ��������� ! �	�	�� ��"�	� �����!-

����� . �& �		 !� � !�� g = 19.2� /	��� ������� ��� " ��������� ! 	 ����-

 ��"�	� �����!�����0 �	 ���� �����%
� ! �� " ��% ���"�� 1g = −3.842�
3		 !� � !�45�� �������#� ��%��" � # ����� �!���# ! ������� ���� 6��

�	
�%#!�4 0 � 	 ���	��� � M 	�������!��  	��#& 
	� �	�" ��	���"�	& !�-

�����# �	�����	� � ! 7����� ����
	& �	���� ������� �� �	������& �� 
� �%

*'' 7����� 	! ����  	��	� " 	
	�	 )���80  	��� 
�
  	��	� " ����������	�	

������� �	�����	 ��	� ���	��	& 	���
� �	� �!��� 	
	�	 )���8� 9% ����� �!-

����#$ ��%��" � 	! �	��	 ����� " !#!	�0 � 	 :��
��	���"�#& �	�$	� 	�����-

��!�� ������#& 
	� �	�" �	�����	� �� 6�  �
�� �	%!	��� �	���� " �	�	�-

�� ��"��4 ����
���4 !	%�	��#$ ��	���� �	 �$	���	� "4 ���	�� �� ������-

�	�	 ������� ��$	��	& %������
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	 � ��	�
���	�� ��������� ��������
� �����
�	���� ������

����� �����
 �� 
��
�	 ����
 �	�����
����	�� !�� �������	��" � ��#�$�	�

�

 ����� ����%

 u& ������" �����	����"	� �
��	�	�%
��'���� �����	�
�

�	��	����� ���"���

(EIsec(x)u
′′(x))

′′
= f(x), x ∈ I. () *+,

-�	�����$
�& ��� ����� ��	���� 
� 
���������� ���	�
���& �� 	��' E . ����

������& � ���	�	���	 �	�	�
	 ��$	� �
�' ��� �����"��
�& ��� 
 �	�	�	��
� 

!����
�
� ���� ��������
��	�
# ����� �����	�& ����� f ∈ L2(I)& � ����� ���	�

���� �� ���%�# -���	��		 ��	�����
	 �	 "��"	��" ��
�%
�
��'�
� 
 ��	�	��

� %	�'� �����	�
" �
������ /����	��������" �����" ���������� ������	��

�" ����$	�
	� �����	�
" () *+, �� ������� ����%
� 
 
��	��
�����
	� ��

����"� 0�� �
 ��
#��
� � ������1	�
�
∫

I

EIsecu
′′w′′dx =

∫

I

fwdx, ∀w ∈ U0, () *�,

��	 U0 :=
{
w ∈ W2

2(I) | w(0) = w(l) = w′(0) = w′(l) = 0
}
.

-�	�����$
�& ��� �	� 
�
 
�
� �������� �����	�� �������
��%
" ũ ����

���� �	1	�
" �����
 u& ��
����	$���" ������������ U0 . 2�� 	�
����	���	

�����
�	�
	 ���		 ����& ��$	 	��
 �	1	�
	 ������	�� �	��������
�
 �	�

�����
& �� ��$�� ��������	�' �����3�
�� 
� �������� ���	%
�����
" 2����

2�	�	��� �� ������������ U0 
 �������
�����' �$	 �������' �����
�1	���"

2�	�	��� 0���� ���#�� �	��
�����& � ��������
& � �����	 4 567689:& ; 4<=>?&

; @9A68 B*)CD& ��	 ����$�����" ����%
����'�
	 �����	�
���
	 �%	��
 ����

����
 �������
��%
�& �����	��
# ��
 �����
 ����
����� �	���� E��	��
�� 

!������
� �	�	� e := u−ũ ����	1����' ��
��
$	����� �	1	�
" -�����'�

�� ��������
��	��" 	�
����	���	 ����"���	 ���	& �� �	� ��
�
�
 ����$�"�'
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 �
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∫

I

EIsece
′′w′′dx =

∫

I

(fw − EIsecũ
′′w′′)dx, ∀w ∈ U0. !"�##$

%�� �
�
 ��
�� �
���
��& ���������	' 
(�
�	 �
��� 

���� �������
� �
�
)

�
� �
*

 ���
 �� 	�������&� ������ � �
������&

� �
*�����
 ��
�
�
��

�����
� ˜̃μ ∈ W2
2(I)� ��� �
�
�
�
 ����������� �
��	��

∫

I

˜̃μ′′wdx =

∫

I

˜̃μw′′dx, ∀w ∈ U0.

+��
�&�	� �� � !"�##$� ���,
��� � �

�

 �
�'

∫

I

EIsece
′′w′′dx =

∫

I

(f − ˜̃μ′′)wdx+

∫

I

(˜̃μ− EIsecũ
′′)w′′dx. !"�#"$

-������ � �������� ��
���&

� ������
� ε� �

��
���	'��� �
��� 

��&�

�
����������	' 

��	 
���

�
�� ������*�


�
 �� �
�� 
� �
�

�
 �� �)


��� �
����� w = e � �

�

 �
�� !"�#"$� �����
�� 
�����
���
 .
 �/0���)

(�� ����� 
(�
�	

||
√

EIsece
′′||2I ≤ ||f − ˜̃μ′′||I ||e||I + ||(˜̃μ− EIsecũ

′′)/
√
EIsec||I ||

√
EIsece

′′||I ,

� �
�
�
� ���
�&�	���� ���
����
�� 

��� � ��
����
���� L2(I)� 1(�
�� ||e||I
����,	 ��� �
�
�� ����	'���
 
�����
����2

||e||I
||
√
EIsece′′||I

≤ c := λ−1/2, !"�#3$

λ := inf
w∈U0,w �=0

||
√
EIsecw

′′||2I
||w||2I

,

��� �

���
�� c 
���� 
� �����
� � �

����
�� ���
� ����
� ����� 	���
�
�� �

�������� 
���� ��� ��


�
 ���� ���
��
�, 	��
���� 4� �������� �� �
�	���)

���� �
����
�

 ��	�
 
(�
��& ����,	� ��
 �������� �����	�����
�� �
��
�&�	
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�����	
�	 ���

� �	��
�� ��	
�� ����� ������


� ���	� ��������� 
	������

���
�� �����	�� ��������� � �!"#$ �������� � 
	���	
����

ε ≤ ||(˜̃μ− EIsecũ
′′)/
√
EIsec||I + c||f − ˜̃μ′′||I . � �!%#

&����� ����� ��	
�� 
	 ���	���� ���
�'� �	(	
�� ������$ � ������ ���)���	
�


�	 �	(	
�	 ũ� *����	����
�� ��	
�� ���
� ��� ��	��+,	� �
)��	 ���)��
��

�	�	�	

��-

˜̃μ = EIsecu
′′.

.	���$ ������ 
	����	����	

�'� ��
����� ��'�	(
����$ ��	� �����
��	���


�	 ��	���,	����$ ��������� �	�	�	

�� ˜̃μ ��	�������	� ��)�� 
	��������+

�� EIsecũ
′′ ������������+ ��'�)�+,	'� ���	
��� / 		 ����,�+ ���
� ����	

�������� )��		 ���
�+ ������������+ �	�	�	�
��+,	� ���
�

/ �������	���� ����� ��	
�� ���)
� ��	�� ���������
�+ ��������� 0�
��

���
��� � ������ �����

ε2 ≤ M2(ũ, β, ˜̃μ), � �!�#

'�	 β > 0 1 ���������

� �����	��$

M2(ũ, β, ˜̃μ) := (1 + β)||(˜̃μ− EIsecũ
′′)/
√
EIsec||2I + c2(1 + β−1)||f − ˜̃μ′′||2I .

&����� ����� ����� ��	
�� ��	�������	� ��)�� ����� ������

� ������� 
�

������ 2�	�	
�	� 3�� �����
 ��'�� ������� �
���������� �����	�	�	
��

��'�	(
���� �� ����	�
�� �)�����$ ����
��� 
� 2�	�	
�
 � )���(�� ��'�	(�


����+� 4�'�� ��,	����	� ��� ���	��

� ����	��� ��)��� 2�	�	
��� ��� ���

�	���	
�� ���)�	
��$ �� 	��� �������
�'� �'�,	
�� �	���� 5��)��		 �������

�����) 1 
���� ���������

� ������

� �
������� ��	�� ��	� 2�	�	
��� �

���)��� �	 �� 
��$ �
��	
�� �
��������� ��� �����
� ��	�
(�+� ������
�

���������
�'� �
��	
�� ����$ 
�����	�$ ��
�'��0�+ 6� 789:;<9=> ?%�@#�

&�� �	�������� � �!�#$ ��� ���
 �� ������

� �����
���$ �	�	���)���	


�
)�� ����	�����	��
���� ��
	�
��	�

� ����������
��� {Wi}∞i=1 �������
�



���

���� W2
2(I)� 	
����
��� ��	����	� ��������	� ��	��	��� � ���� ����� ������

����� �	��	 ��	�	���� �	 �����
���� ���	����� 

β0 = 1;

i = 1, 2, 3, ...;

˜̃μi := arg inf
˜̃μ∈Wi

M2(ũ, βi−1, ˜̃μ);

βi = c
||f − ˜̃μ′′

i ||I
||(˜̃μi − EIsecũ′′)/

√
EIsec||I

.

!������� ��	 �������� �������"� 	��	��� �� ��#�������$ ��
	�� ���	�

�� %&'()� *�+	�	��� ������ ���� ��������$ ���	��� 	
�����
��� � �	�	����

"�� ,� -./0� 1� 23044..567.80� 9� :3;05 %��)� < ��� �	+�#��	� ��	 ��� 	=��+� �	$���

������ ��� ���	���� ��	 ��	
	���� >������ �	��	 ��	�����	���� ������������

��������� ���	�����

?#�	������ ����� ��	�	
 �	���	���� ����	�	� 	=��+� @A�&�B� +	�	���

�+�
��
� ��� ��#�������� ����������� �	��� 
��� �������� � � ������ #��

���� 	
 �#��
� 
��	+ C�������DE������ ��	 �	#�	���� ������ ��#�������� ���

��	+����=��� �		��������
��� ����� � �	�������

����� ����	
���
����� ����
�

< #�+�
����� ����� +���+	 	����	����� �� �#������$ ��#�������$� +���
�

��$�� +��������+	� #����� �����������+	� "�#�+� F 
�����	�����+	� #�����

F ��+�� ���
��� 	��	G���� + ��	��� �	�+�$ �������� H	�$	�� + �	������


���
�������$ ��G���� +�����$ #���� ��+	�	 ���� � ���+�$ ���G����$ � +����

�����+�$ ���	�	� +	�����$ >������	� $	�	G	 �#����� F �	��	 ��	������� ���

������� :� I./8 %AJJ)� :� K/LM05N80� ,� 10OL553.P %AJ�)� Q� R����� %�)� S� TLU5NL5�

T� 10487.O.54. %A�()� T� VO.6W/3� :� I./8 %A��)� 1� -L58 %A�&)� <�<� X�����	� %�A)�

K� Y5Z3/ 34 ./ %A�A)�

Q��+=�	������� ��	�����	���� 	=��+� ��� ��� �	������� ��	�������+�

� �������	 ������	���� � ��
	��$ -� IOL/L[� 1� 23044..567.80� 9� :3;05 %�J')�
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:��$)�;;�<='�� ���� �&��� ��� �)�"��� ����*� (� �� �(>�)� ����
 ?$ ��@

"�� ��� ���� ���#���� �(�!&��A��' ��*&� � ��BC�
 D�� )����"��$ !� ���'$�

����������!A>�$ &���*�# +��� *� *��' � ������� ��� %�)!� (��� ���%����� *

(�)��%���"��*�# +���"�
 E���*� %�&������ � ��$ �%�A� (� �� � �&�!A ���!*@

�!�! � �* A"�A� ��%%����"��# ���+�� �����)� ���)� � *�"����� ���#�������#

����%����# ˜̃κ
 � �����# %�&������ �+ ����� ����%����' ˜̃κ F �*� '���' ;!�*@

��' �+ ������������ W2
2(Ω)� � �� �����# ���(������ �� �� ) ��*���� �� �( ���

�� �!>���������' �����$ �(�(>����$ ����+�����$
 G�� ��� ��� ��� ��%�>�

�������' �����# ���� ���� ���# ����%����# ˜̃y �+ ������������ H(Ω, div)


� ����� ����%������ ��"�� ��� ���� ���#���� ����# �+ ���� �&����$

������������$ �����*
 H�*�+��� !����&������ *������ !������ ����� ) �(� �@

��� ���#���� %�&������ � �$���%���� ����*�� I;;�*�������� �� !"��%�# ����@

*� * ����%� ���%! +��"���A � �������� %���%�+����
 J�% %�&�� ��#�� ���@

%��� "�� ����# ��� �+����� ����������� ��*&� � �����'$ ����� � �����
 �

�����% ( �*� "�� ����$ I*�����%����� ���( �&����� ��K���� ũ �>���' *�*

*�%(�����' *!��"��L�� ���%�� ���$ ;!�*��#� �(����"���A>�$ �)� ������@

 �&����� �����������! W2
2(Ω)
 M����*��%���' ���#�������# ����%����# ˜̃κ�

�$��'>�# � %�&�����!� �������' ��� ��%�>� ) �(� ���$ ���)���%����"��*�$
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������ *�����' ���� �+!�� ��+%�&����� ��*��� 	NOPNQ � ���������% ��@
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� ���� ���������� ����������� ������������� ������� ��� �!

����"����# $ % "� ����&�� �����'$�( ��� C1)*�������(+ ��� ������$ ,�� $� !

"���� � ��� ��- ���&� �-�' �����'$�( �- �� �% ���-� �&��"��)����#�-�

 �������� ,�� � � %�� ���������# ˜̃κ+ � � � %�� ���������# ˜̃y� .��"�� ���

�������� � ����(� ��# �� � ��# �����+ "�� � ������������ �������� /$ ���!

(�%���-0 ( 	1


 � 	12

 ��$&�'� ��( ����� �%�� �' (-(�%+ "�� ����% � � ��#

�(���%�-0 *�������( ( ˜̃κ, ˜̃y) ��$(����� �,����' ���� �'�&3 (���"��& ������!

����� ����������-0 ������# � ��%����� *������(����� Ieff ≈ 3� .�� *���

�����( � ���� ��&4 ���� ( ��0 ��� ���0+ �%� ��� �'� � (���"�� ������ � 

� " �'��# ����� (���� � 5 ��� �������' � ��� ��� � ��+ "�� *� ���� ��� % !

�� ���������#+ �(�#��(����# � ���������-� ��"�-� ��������+ ��� ���+ "��

� " �'� � ���� �� (���% (-��� � �' ��������"��#�
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Div σ + f = 0 � Ω,

σ = Lε � Ω,

ε(u) = 1
2(∇u+ (∇u)T ) � Ω,
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u = uD �� ΓD, "+#5;
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σn = g �� ΓS, "+#(;
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∫

Ω

Lε(u) : ε(w) dΩ =

∫

Ω

f · w dΩ +

∫

ΓS

g · w dΓ, ∀w ∈ U0, "+#+;
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U :=
{
w ∈ W1

2(Ω,R
d) | w = uD �� ΓD

}
,

U0 :=
{
w ∈ W1

2(Ω,R
d) | w = 0 �� ΓD

}
,

W1
2(Ω,R

d) :=W1
2(Ω)× ...×W1

2(Ω)︸ ︷︷ ︸
d

.
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f ∈ L2(Ω,R
d), g ∈ L2(ΓS,R

d), uD ∈ W1
2(Ω,R

d),
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Lijks = Lksij = Ljiks, i, j, k, s = 1, ..., d,

� 
�!"�

Lijks ∈ L∞(Ω) i, j, k, s = 1, ..., d
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α1

∫

Ω

|τ |2 dΩ ≤
∫

Ω

Lτ : τ dΩ ≤ α2

∫

Ω

|τ |2 dΩ, ∀τ ∈ L2(Ω,M
d×d
sym)
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Hsym(Ω,ΓS,Div) :=
{
τ ∈ L2(Ω,M

d×d
sym) | Div τ ∈ L2(Ω,R

d), τn ∈ L2(ΓS,R
d)
}
.
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H(Ω,ΓS,Div) :=
{
τ ∈ L2(Ω,M

d×d) | Div τ ∈ L2(Ω,R
d), τn ∈ L2(ΓS,R

d)
}
,
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J (u) = 1

2

∫

Ω

Lε(u) : ε(u) dΩ−
∫

Ω

f · u dΩ−
∫

ΓS

g · u dΓ.
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|||ũ− u|||2 = 2(J (ũ)− J (u)),

���

|||ũ− u||| :=

⎛
⎝∫

Ω

Lε(ũ− u) : ε(ũ− u) dΩ

⎞
⎠1/2

.
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|||ũ− u|||2 ≥ 2(J (ũ)− J (uref)),
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J (u) = −1
2

∫

Ω

Lε(u) : ε(u) dΩ = −1
2

∫

Ω

σ(u) : ε(u) dΩ.
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∫
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Ω

˜̃σ : ε(w) dΩ+

∫

Ω

Div ˜̃σ · w dΩ =

∫

ΓS

˜̃σn · w dΓ, ∀w ∈ U0.
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|||e|||2 =
∫

Ω

Lε(e) : ε(e) dΩ =

∫

Ω

(Div ˜̃σ + f) · e dΩ +

+

∫

Ω

(˜̃σ − Lε(ũ)) : ε(e) dΩ+

∫
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(g − ˜̃σn) · e dΓ.
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(τ1, τ2)L :=

∫

Ω

Lτ1 : τ2 dΩ ≤
√
(τ1, τ1)L

√
(τ2, τ2)L, ∀τ1, τ2 ∈ L2(Ω,M

d×d
sym),

�� ����
∫

Ω

(˜̃σ − Lε(ũ)) : ε(e) dΩ ≤ |||e|||
√√√√∫

Ω

L(L−1 ˜̃σ − ε(ũ)) : (L−1 ˜̃σ − ε(ũ)) dΩ.
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⎩ R(˜̃σ) := Div ˜̃σ + f 
 Ω,

r(˜̃σ) := ˜̃σn− g �� ΓS,
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∫
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R(˜̃σ) · e dΩ +
∫
ΓS

r(˜̃σ) · e dΓ ≤

≤
√

|Ω| ||R(˜̃σ)||2Ω + |ΓS| ||r(˜̃σ)||2ΓS

√
1
|Ω| ||e||

2
Ω +

1
|ΓS| ||e||
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|||e||| ≤ D(ũ, ˜̃σ) +R(˜̃σ), 12 34
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D(ũ, ˜̃σ) :=

⎛
⎝∫

Ω

L−1(˜̃σ − Lε(ũ)) : (˜̃σ − Lε(ũ)) dΩ

⎞
⎠1/2

,

R(˜̃σ) := cV

(
|Ω| ||R(˜̃σ)||2Ω + |ΓS| ||r(˜̃σ)||2ΓS

)1/2
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|||e|||2 ≤ M2(ũ, β, ˜̃σ) := (1 + β)D2(ũ, ˜̃σ) +
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��

�����
	 � ��
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��*, �����,��* � ���-��� &���� 3���. ��������. 6�7� 89:; '
�
( � 	�,��#��#*
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��(

������%��,�� H�����,. �����2�+�� ��! �,����� �������4� I���� ��%����� ��0

��,�� #$�, H,�%� #������ � ������ &����. ��,���� ��)�����, �����-)���,- ���0

�,��/�� ���/����� ����������	��� 1� �����%�� � '�
(. ���#$�� H,# �	���# �

,�� ����. ��,���� �������, ��� ���������� ���/����� ����������	��. ���$0

�� �����-)#���� ��� ��/���� #�������� 1#������� 
�� ����,�$����� �����0

)�	�� #������ �����,�� �� ,��)����� &���� )�����. ��,���� �����-)������-



���

������ � ��	
������
 	����� �� �����������

˜̃σ =

⎡
⎣˜̃σ11

˜̃σ12

˜̃σ21
˜̃σ22

⎤
⎦ , ˜̃σn =

⎡
⎣˜̃σ11n1 + ˜̃σ21n2

˜̃σ12n1 + ˜̃σ22n2

⎤
⎦ , Div ˜̃σ =

⎡
⎣˜̃σ11,1 + ˜̃σ21,2

˜̃σ12,1 + ˜̃σ22,2

⎤
⎦ ,

��� ˜̃σij,k := ∂ ˜̃σij/∂xk, i, j, k = 1, 2. ����� � ������ ���
 ���	������� ����������

��� �� �������������
 ��
����
� ˜̃σ12 = ˜̃σ21� ����� �������
����� ������	�
���

��	������� ���	��� ����
���� �� �
� �����
�
!"��� ��
 ����� �	 �������

����� ������	�
��� ���#����� ����������$��

˜̃σ =
[
S1 S2

]
, S1, S2 ∈ H(Ω, div).

%�� ��	
��
�� ������������� ��� ��������� ����#�� ����������
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 ��	*


���
 ���#����� ������
 ����� �� ��� ��������� 
 �������(�
� 1� 234556�

7� 18396: .�;/� <�=� >64:?64@6A5� B�C� DEFG83 .��/� H� 23E4II .&�/� J�=� 234::43�

B�C� JA899 .K;/ � �����
� B� J94:L43M .;KN/� .;K�/� H�O� P3:8GQ� B� R6:9S43 .;KT/�
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����� ˜̃σ �	 
�����
����� sym (˜̃σ) � 	���
�����
����� skew (˜̃σ) �	
��

˜̃σ = sym (˜̃σ) + skew (˜̃σ), sym (˜̃σ) := (˜̃σ + ˜̃σT )/2,

skew (˜̃σ) := (˜̃σ − ˜̃σT )/2 =

⎡
⎣ 0 (S2

1 − S1
2)/2

(S1
2 − S2

1)/2 0

⎤
⎦ .

��� �
�
���� 
	

���
�� 
���	�� ����	 ������� �
	������ �
����� � ��
����

������ �	�	�� �	 �
�� �
	�� �� �� �
�! Γ = ΓD� ΓS = ∅� uD = 0" #������

$��� ���	�!��� 	��
��
��
��� � ����� 
	

���
�� �
������!��� �����
 ˜̃σ

�� ��	�	����� 
	��� ��	

	" ��� ���� 
�
	�������

∫

Ω

sym (˜̃σ) : ε(w) dΩ =

∫

Ω

(S1
1w1,1 + (S2

1 + S1
2)
w1,2 + w2,1

2
+ S2

2w2,2) dΩ =

=

∫

Ω

((S1
1w1,1 + S1

2w1,2) + (S2
1w2,1 + S2

2w2,2)) dΩ−
∫

Ω

skew (˜̃σ) : ∇w dΩ,

���

(∇w)ij = wj,i, i, j = 1, 2.

%����
�
�� �� �	
���� �����	��

∫

Ω

sym (˜̃σ) : ε(w) dΩ = −
∫

Ω

(divS1w1 + divS2w2) dΩ−
∫

Ω

skew (˜̃σ) : ∇w dΩ.

�	���� �����
�� �
��&
	���	���� 	�	�������� 
	����� '"(� �
������ � 
����

��)����� � ����
�� ��������
� ����������!��� 
�	�	����� �
��
�	�������


�&�� )�
	$ �	 ������������ �
����� 
�����
�� � ����� ����

|||e||| ≤ D(ũ, sym (˜̃σ)) + cV I ||R(˜̃σ)||Ω + cK||skew (˜̃σ)||Ω,

��� cV I = cV
√
|Ω|� 	 cK * ���
�	��	� 
���	��	� 
 ��
	���
���� +�
�	 � ���
�	��

��� α1" ��� �
��&
	���	��� � ����� 	�	��������� ,'"-.� ���&������ �
���!���



���

���� ��� ��	
	���
 ���������� � �����	

|||e|||2 ≤ (1 + β1)D2(ũ, sym (˜̃σ)) +

(
1 +

1

β1

)(
cV I ||R(˜̃σ)||Ω + cK||skew (˜̃σ)||Ω

)2 ≤
≤ (1 + β1)D2(ũ, sym (˜̃σ)) +

(
1 +

1

β1

)
(1 + β2)c

2
V I ||R(˜̃σ)||2Ω+

+

(
1 +

1

β1

)(
1 +

1

β2

)
c2K||skew (˜̃σ)||2Ω, �����

��� β1 � β2 � ��	���	����� �	�	��������� ���������� ��� ������ ���	! ��"

�����#�� �� ����	! �����#�� $�	
�	 �	�	���� ��������� ������� �����#�� �

�	��� 	���������% �	�% ����%����! ����� ����� �
 �	 &	��$���

β2 =
(
cK||skew (˜̃σ)||Ω

)
/
(
cV I ||R(˜̃σ)||Ω

)
;

β1 = (1 + 1/β2) cK||skew (˜̃σ)||Ω /D(ũ, sym (˜̃σ)),

��'(�� 	���������� ��� ���%�

���� �����		
� ����
�������� ���
�� �
	��	
�

�����	�
� ��� ���
�����
��	��
� � 	��
�
�
�

������ �� ����������

)����	���� �	��	
��� ���	
���	������ ��%����'(�� ��	���	����! *��"

���� ���
����% K + *���	���� *������	� K̂ �)��$�	� ��, ����� � ������� �		�"

���������	�� -
	��� �� ��	  ���� F � �	 ���� K = F(K̂)� x = F(x̂)� x̂ = F−1(x)�

.		������� ���/�� *������� K ������ � ��	
����	! ������� �		������ x =

(x1, x2)� � *���	���! *������ ����� � �	�����	! ������� �		������ x̂ = (x̂1, x̂2)�

)����	���� ��	���	���$' &$��#�' ψ̂ : K̂ → R2� 0������	�  �	 *�� &$��#�%

�� ��	���	���	� *������� ���������% � �	�	(�' ���	
���	����% ��	��� 	
	"

��� ���	�	 ����� PF � � �����	

ψ = PF ψ̂ : K → R2;



���

ψ(x) =
1

[JF ](x̂)[DF ](x̂)ψ̂(x̂);

divψ(x) =
1

[JF ](x̂)d̂ivψ̂(x̂),

��� [DF ](x̂) � ��	
��� 
���� �
���
�������� F � � [JF ](x̂) � �� ��
�����	���

����� ���
���
� ���� �� !"#� �� $!%� &�'� ()"* +�,-.� &�/� �0�) +112.3� 4��5��

��� �
���������6 �����
��6 78����� p̂ : K̂ → R ��
�������9 7�
�8�9

∫

K

divψ p dx =

∫

K̂

d̂ivψ̂ p̂ dx̂;

∫

∂K

ψ · n p dΓ =

∫

∂K̂

ψ̂ · n̂ p̂ dΓ̂,

��� p = p̂ ◦ F−1� � ∂K � ∂K̂ � �
����9 :�����	��� ���	��	�	������

;��8��� <��= >���� �8��
���� ��
?�� :	�������� :�����	� � �
�����������

@�	9
�A8���������

>	������� ������9 ��� �
��	�6?��� :�����	� ;����
�B4��� �8������ ��C


���� ����D	�� ��
�����9� ���	����DE�� ���	�
F78����� � ���	
�A 
���
�

	� ��	� ψ̂ · n̂i, i = 1, ...4� ��� n̂i � ���?��� ��
���� � iF�6 �	�
���� � �8��
����

�	�
�� 8������ �� ;��8��� <�� ��
���� >��	��	�	�8DE�� �
��	
���	�� ������C

@��	�� RT 0(K̂) := P1,0(K̂)×P0,1(K̂)� ��� Pi,j(K̂) � �
��	
���	�� ��������� ���

:	�����9� :�����	�� K̂ �	����� �� �9?� i �� x̂1 � j � �� x̂2� 
��96 ��� 78��C

��6 7�
�9 �������@�� �A ϕ̂i, i = 1, ...43� ���	��	�	�8DE�A ��5��6 �	�
����
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�����	�
 �
��
��� �� ���
���

ϕ̂i · n̂j = δij, i, j = 1, ...4,

�	� δij � ����
� ��
������� �����

ϕ̂1(x̂) =

⎡
⎣ 0

(x̂2 − 1)/2

⎤
⎦ , ϕ̂2(x̂) =

⎡
⎣(x̂1 + 1)/2

0

⎤
⎦ ,

ϕ̂3(x̂) =

⎡
⎣ 0

(x̂2 + 1)/2

⎤
⎦ , ϕ̂4(x̂) =

⎡
⎣(x̂1 − 1)/2

0

⎤
⎦ ;

��� RT 0(K̂) ��� ABF0(K̂)

�����
� �� ! "������ ��
#
	$ 	�� �������������$% &������
��

ϕ̂1,1 =

⎡
⎣0
0

⎤
⎦ , ϕ̂2,1 =

⎡
⎣1/2
0

⎤
⎦ , ϕ̂3,1 =

⎡
⎣0
0

⎤
⎦ , ϕ̂4,1 =

⎡
⎣1/2
0

⎤
⎦ ;

ϕ̂1,2 =

⎡
⎣ 0

1/2

⎤
⎦ , ϕ̂2,2 =

⎡
⎣0
0

⎤
⎦ , ϕ̂3,2 =

⎡
⎣ 0

1/2

⎤
⎦ , ϕ̂4,2 =

⎡
⎣0
0

⎤
⎦ ;

d̂ivϕ̂i = 1/2,

�	� ϕ̂i,k := ∂ϕ̂i/∂x̂k, i = 1, ...4, k = 1, 2� ' ��#
�� (�)�* �� ������� ��+����

��������� ,����
�� ���+���$� ���
	
� � ���
	
� �������+�% ���	���
� �
-

�����
. 
�
 ��� ���������� 	�� 
��$��%��
���$% &������
� ���$ ��
��������
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Q1(K̂) × RT 0(K̂)� ��� ���	
� ��
���
���	
 �
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���
��

���
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� ��������
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� �
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 �
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��� �
 �	
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�"& '�� �����
���� 
��
�
� ��
���� ���
�
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���	 Q1(K̂) × ABF0(K̂)� ���

ABF0(K̂) := P2,0(K̂) × P0,2(K̂) � �����
(���
� 	 )�*+, �
�������
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���
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∫

K̂

d̂ivψ̂ x̂1 dx̂,

∫

K̂

d̂ivψ̂ x̂2 dx̂.

Y
��%�� �

�	����	�$-�� 2������ 2
��"� 
�
!�
%�	 �# φ̂1(x̂) � φ̂2(x̂)� �!

���
	��

∫

K̂

d̂ivφ̂1 x̂1 dx̂ = 1,

∫

K̂

d̂ivφ̂1 x̂2 dx̂ = 0, �/&Z 

φ̂1 · n̂j = 0, j = 1, ...4 	 �����
# �����; �/&+� 

∫

K̂

d̂ivφ̂2 x̂1 dx̂ = 0,

∫

K̂

d̂ivφ̂2 x̂2 dx̂ = 1,

φ̂2 · n̂j = 0, j = 1, ...4 	 �����
# �����.

T�� �
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�����"# �
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	�" ���$� �
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∫

K̂

d̂ivϕ̂1 x̂1 dx̂ =

1∫

−1

1∫

−1

x̂1/2 dx̂1dx̂2 = 0,

∫

K̂

d̂ivϕ̂1 x̂2 dx̂ =

1∫

−1

1∫

−1

x̂2/2 dx̂1dx̂2 = 0,

�	 �
�� 	�
 �� ������� �	�
�
���

� ���

�� �	�
�	� 
� ��	
����
���

P2,0(K̂) × P0,2(K̂) � 	���� �
�� ����� ��	����������� �	���
�
���� αij ��


i = 1, 2, j = 0, 1, 2

φ̂1(x̂) =

⎡
⎣α10 + α11x̂1 + α12x̂

2
1

α20 + α21x̂2 + α22x̂
2
2

⎤
⎦ ,



�	������ �
�	�
 !"�#�$ � �	���% �������� K̂

(0,−1), (1, 0), (0, 1), (−1, 0),

&��

n̂1 =

⎡
⎣ 0

−1

⎤
⎦ , n̂2 =

⎡
⎣1
0

⎤
⎦ , n̂3 =

⎡
⎣0
1

⎤
⎦ , n̂4 =

⎡
⎣−1
0

⎤
⎦ .

'���� �������
 

α20 − α21 + α22 = 0, α10 + α11 + α12 = 0,

α20 + α21 + α22 = 0, α10 − α11 + α12 = 0,


���	�������	� α21 = α11 = 0� α20 = −α22� α10 = −α12 


φ̂1(x̂) =

⎡
⎣α10(1− x̂2

1)

α20(1− x̂2
2)

⎤
⎦ .

(�
���� �
�	�
 !"�)$

1∫

−1

1∫

−1

2(α10x̂1 + α20x̂2)x̂1dx̂1dx̂2 = −1;

1∫

−1

1∫

−1

2(α10x̂1 + α20x̂2)x̂2dx̂1dx̂2 = 0,



���

����� α10 = −3/8, α20 = 0� �	 �
��

φ̂1(x̂) =

⎡
⎣3(x̂2

1 − 1)/8

0

⎤
⎦ ,

� �	 
�
�	���

φ̂2(x̂) =

⎡
⎣ 0

3(x̂2
2 − 1)/8

⎤
⎦ .
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� ������ ������� ��

��
�����

� ������ � ���
��� ���������� � ���

��

�� ������ ����� �� !�
"��� #�#� $���� ��������� ����� ����

� � �� ���

!�
"��� #�#% &���� ����

�� �����'��� ��������� � ��(���� ��� ������� #���

���'��� ���������� )�
���"*+�� 
�
�� ���"���, �� ����,�"+�- ���������

�"
�� �- ������������ �����'����� �� �� ��� 

����� � ��� ����� .�� ������

�� 	����
����

� ��
����� �,��
���

� ��(���� �� ������ 
�
��� $���

��

��
������ ��� 	
�� � 
���"*+�� ������ 
����  �� ��� � ������� #�/� 0�1�����


��� f �����

� ����� "
������� [−5.0 3.0] ���� � ���
��

' ��
�������

������� #��% .���,� ��� �������,- ������
������ � ������� #��

Nel |||e||| e% Ieff(1) Ieff(2) Ieff(3)

/23 ����32 /��/4 /�5 ��3 /�6 7/��8

69� ����22 6��4 ��� ��3 /�6 7/��8

�265 ���/#/ 3��4 ��# ��# /�6 7/��8
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���� $�
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��	 �����

Nel� ��)��*
��� ����	����	+,-�� ���.��/�

�� ��*�
�� � ���+� ���� ���
0

�� ��)��*
���� ���	���
� 	 "�.���� 1'�' 2 ������
�
 ����.�� 	 ���.��� +����0


� �
����� �������	
���� �
��������� +3���	�,-�)� ��� �� ���	�� ���)��0


�� 
�/���
��' 4� ��

�� ��.���� 	��
�� 3�� ��)�� 
��.����
�� +��	�
 ��30


���� 95% �����)
+�� ��� �� ������
�� �����. ���	����� ����
�	�� �������

	�3����
�� 
� ��

�� ��������' 5���� 
�� ���
�� �	��,��� 
�
�� ��3
�
�'

������ ���� ���������� 	
����
 � ������� �����
���� ���
�������

6���� ����
����	����� ����3� 	 �	�����
�� �.�����' 5.7�

�� ���� f ��0

������ 3���� +�����
�� [−1.0 0.0] ����' �� ���	
�	��
 �
����� �������	
�0

��� ���� 
�/���
� 
� ������� ������-�� �� �	������	 � �� 3������+)�� 
���	

�.-�)� 	��� ��
' ���+
�� 1'8�' ��/
� �/���� � 3�� ��)���
� 9�8�: ������0

��� ���

���+
�� 1'8; 2����
�� 
�3�� 
�� ���.��
�� �.����� ��� ���
��� 1'#'

��
���� ��	 ���!"�
� .+�+� ��	�� ����
��
�� ���+� ��� ��� �� 	 ���	�


��+3�� � �+-���	�

� ����)��	�� 	� 	����
' <�� ��������/�
�� ����	��/��0

,� ��

��� ������� �������	��
� 	 "�.���� 1'# � "�.���� 1'1' <������	
��� 

���� �)� �
�������� �������� ������

��� � ��� 	����)� 
�.�,������ +�+�*�0


�� ��3���	� ���
�� ��� �������� � 
����+��+����	�

�
 ���.��
��
'
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Nel |||e||| e% Ieff(1) Ieff(2) Ieff(3)

#
 ��#�! ×10−3 !#�$% !�& !�� !�#  !��"

�&# ����& ×10−3 '�#% !�� !�# !�#  !��"

!��
 ��!&� ×10−3 
��% !�' !�# !�#  !��"

�����	� 
�

 ������ ��� ��������� ����������	�� � ������� 
�� ��� �����

����  �"

Nel |||e||| e% Ieff(1) Ieff(2) Ieff(3)

&& ��''& ×10−3 �
�$% !�& ��� !��  !��"

��� ��
&� ×10−3 !���% !�# ��! !��  !��"

''� ����$ ×10−3 #�&% !�' ��� !��  !��"

������ ���� ������� � ��	
����



(���)�����*��� ������ ����+��,� ���������� �� ������-.�+� ���*��

,����� �������/ ����������� �� 0��-��� 
�#/ � ��������� -��������/ � ������

[−9.8 0.0] ����� 1� �����+�� � ������ �������� ������* �����2�� �����3

����� 4� ���������� ������� 5,,���������� ��� ���� ����� ����������	��

�� ������/ ������.�� �� ���������� 5�������� �/ ��������/ �������-+��*��3

��� ��.�+� ����� ������ �����	� 
�& �������2��)� ��������� ����� ����3

��� ���2� ����.��� �� ���� �������� ��� ,���/ ��� ��������� ��+��6�����/

���������� �� ������ ���+����� �	����/ �� ���� �������� ���� ����������

����6�� ���-�*���  ������� 5,,���������� �� !�� �� !��"� ��� �� �����/ +����3

��������-) �����)) +����	-/ ����+�� �� ���-.-) � �����	���� ��+��6�����/

��2�� ���-���* ���*�� � ��� ��-���/ ���� -����* ��� ���+������

����� �������/ ���������� 5,,�������� ������ �������	�� ,-��	�����*3

��� ������������� �	���� ��� ������� ����� �������� ������ -��-+����� 4�3
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Nel |||e||| e% Ieff(1) Ieff(2) Ieff(3)

� ! ���!�� ���"# ��$ ��� �� %���&

  � ���"!
 ����# ��
 ��� �� %���&

� !� ������ $��# "�� ��$ �� %���&

�� �� ������ ��"# "�$ ��$ ��! %���&

'��(��� 
� 
 )���� �����*�+ �����,��� ��������� � ��-���� ��� ������� 
�
�

*����� ��������� � ������.����� ��-�����+ ����������� � ����*� /0121�

3������*��,��� 4���������* �������+ �*� �(�-�� ���(�,*�* ���*�5��*�� ��

���-����� ����������	��� 6����,��78�99�7)����� :�� �� �����,�������

������ 499��*�����*� �	���� �� ������*���(�* ����*��5� ���*� � (����������

����� 4�����*�� ���������+ �*� �����*�� ����������� (������� ����������

��*����� � ��.������� ����*���� ;��� �5������*,�� �����,�������� ����<

��*��� ��5��-���*�+ ���������5� �� ������ ���5�����+ � �� 5����*���������

������� �	����+ *� �*����, �����	���� ��*����5� �������� �-���� �� �����-�<

�* ��#� :����*�������� ��-� ���(�,*�*� ��(��������� ��*���� � =��> � =��$>�

?*��*��+ �*� ����� � �����(@��*�� 9(��	�����,��� ��.����*� �� ������

(��*�� (������ �����*��� *������ �����.���� ��������(�* � ���������� ��<

�(�,*�*���+ ������������ � ����*� =

�>+ �����@�� � ����A �� *��� ����* � ��<

@�� ��*����
 B� CDE+ F� 1GDHIJ =

$>+ B� CDE+ K� LMHNDOJ+ F� 1GDHIJ =
��>+ F� 1GDHIJ+

/� 1PQODHR+ K� 1PQHSMTJH =

�>� ?�� �����@��� �� ���*���A ��5��-���*�+ � ��<

���������A ����5� �� ����������� ��*���� ��-���� ������� �����+ ����A<
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 �������� a3 = 9.8 ���2 * /�� ����������2� ���� ������ �	��+3 E4 �%�� ���3

ν4 %��&3 ��������5 ρ = 1.83×103 ����3� ������ �� �	���� ��2��6����� ���,�

������� � �����	� 
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+� 8�����5� 

����� �	���� ������/���� ��������� � �������- ��2��6����503 �� ��������2�.

�� ���- �����	�- � ���������� �����5��� ������ � ��-� 7 ��������� �����	�

������ ���/���� ���������� ���������5��- ��/����� ��6����3 ������� ����.
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/�� ��/����� �	���� ��2��6����� ����������� �������3 ������5� �����5� �.

��� ��<����� ����/��� �������� *#=>?@+ ����6� �������� ��� ��6���� ���.

��- ����/�� 8����� � ��/����5 ������,����2� ��6���� �����2��� �������

(&A3 �/���01�-�� � ��,������- �������� �������/��-� 8���� !"#$# ������5.
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(λ+ 2μ)(div u),1 + (μ+ μc)(u1,22 − u2,12) + 2μcω,2 + f1 = 0, '0�1/

(λ+ 2μ)(div u),2 + (μ+ μc)(u2,11 − u1,21)− 2μcω,1 + f2 = 0, '0��/

4BΔω − 4μcω + 2μc(u2,1 − u1,2) + g = 0. '0��/
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� ω = ωΓ� 7
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��9

f ∈ L2(Ω,R
2), g ∈ L2(Ω);

uΓ ∈ W
1/2
2 (Γ,R2), ωΓ ∈ W

1/2
2 (Γ),

� ���
	����� �	����%�� 
�
��
�����9

Υ :=
o

W
1
2(Ω,R

2) + uΓ, Υ 0 :=
o

W
1
2(Ω,R

2);

Θ :=
o

W
1
2(Ω) + ωΓ, Θ0 :=

o

W
1
2(Ω).
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��		�� 	� ���� �����	�
� (u, ω) ∈ Υ × Θ� ����� ��� ��� !"#

J (u, ω) =
∫

Ω

μ

(
u2
1,1 + u2

2,2 +
1

2
(u2,1 + u1,2)

2

)
dΩ +

+

∫

Ω

(
λ

2
(u1,1 + u2,2)

2 +
μc

2
(u2,1 − u1,2 − 2ω)2 + 2B(ω2

,1 + ω2
,2)

)
dΩ −

−
∫

Ω

(f · u+ gω) dΩ =

∫

Ω

1

2
Lε(u) : ε(u) dΩ +

+

∫

Ω

(μc

2
(u2,1 − u1,2 − 2ω)2 + 2B|∇ω|2

)
dΩ−

∫

Ω

(f · u+ gω) dΩ,

���

ε(u) =
1

2
(∇u+ (∇u)T), Lε = λ tr εI+ 2με.
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��� �����
	��	
��� ��%� 	�� 
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)*�		
�
 ��+�	�� �����

��� ��� �
�
�
�
 �

�	
+�	�� �,'-#.�,'!# �
	���%��� � ���)
� 

���� � ���		


∫
Ω

(
Lε(u) : ε(v0) + p (v02,1 − v01,2)− f · v0

)
dΩ = 0, ∀v0 ∈ Υ 0; �,'�#

∫
Ω

(
4B∇ω · ∇θ0 − 2pθ0 − gθ0

)
dΩ = 0, ∀θ0 ∈ Θ0, �,',#

��� p := μc(u2,1 − u1,2 − 2ω)'

/
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�� �
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��������%*�� ������������
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��� 0 ���
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)
)*�		
�
 ��+�	�� �������
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	��� 0 
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�
�
�

��' 6�*����
��	�� ���� �����	�
�� 	� �
�
�
� �
��������� ��	���� J ���2�

������� �� ������	�& �����1���
� �������
		
�
 �������	��� ���
2�		�& �

�	��� 7'8' 9���2�	��
� � 3'3' (���1���
� �!:�"' ;���������1	
� �
��
�1��

����� ����
 
��	��

J (u, ω) ≥ J1(u) + J2(ω),



���

���

J1(u) :=

∫

Ω

(
1

2
Lε(u) : ε(u)− f · u

)
dΩ,

J2(ω) :=

∫

Ω

(
2B|∇ω|2 − gω

)
dΩ,

�� ��	
����
����� J ������� �� ��	
����
����� J1 � J2� ����
�� ������
��
��

���� �
� ������ ��
�
����
 ��
�� � �
��
����� ���
� �!" � ��
 ����
���
!�

���
������" ��������#����� 
��
���� ��� �������
�� 
  ���� � ��� ���#��

��� � ���$� 
��
���� ����������� 
 ��� #���� ��
��
�!� ������� ���
����

���������� ��� ����
������� ���
��������"� ��$�� ��"�� 
 ������ %&'()�

���� �����	
���
�� �
����	������� 
���� �	���
�
�� �	

	��
��� ����
��

����� 	������! (ũ1, ũ2) � ω̃ * ������
�� �
� ��$���� � ��#���� 
�+��

��,� -�� ����
����
��� 	������ p̃ := μc(ũ2,1 − ũ1,2 − 2ω̃)� ������ ����	 �
���


����	 ��������
 ������������� ������	 �
 
������ eũ := (u1, u2) − (ũ1, ũ2)�

eω̃ := ω − ω̃ � ep̃ := p− p̃� ��������� ����� ���������
� ����������

|||(eũ; ep̃; eω̃)||| :=

⎛
⎝∫

Ω

(
1

2
Lε(eũ) : ε(eũ) +

1

2μc
e2p̃ + 2B|∇eω̃|2

)
dΩ

⎞
⎠1/2

.

������
��� ������
� �������� ���� ������ !������ �� ������������ � 
��


��� ������	"#

J (ũ, ω̃)− J (u, ω) =
∫

Ω

(
1

2
Lε(ũ) : ε(ũ) +

1

2μc
p̃2 + 2B|∇ω̃|2

)
dΩ +

+

∫

Ω

(
−1
2
Lε(u) : ε(u)− 1

2μc
p2 − 2B|∇ω|2 + f · eũ + geω̃

)
dΩ =



���

=

∫

Ω

(
1

2
Lε(eũ) : ε(eũ) +

1

2μc
e2p̃ + 2B|∇eω̃|2

)
dΩ +

+

∫

Ω

(
f · eũ + geω̃ − Lε(u) : ε(eũ)−

1

μc
pep̃ − 4B∇ω · ∇eω̃

)
dΩ. �����

��	
��
� ����	�� �	� ��������� ����	 ���	� �
���	����
��

pep̃ = μcp((u2 − ũ2),1 − (u1 − ũ1),2 − 2(ω − ω̃)),

	� �� ���	
���
�� ����������� �
� v0 = eũ � θ0 = eω̃ ������	� �	� ������
��

�
	��
�� � ����� 
���
 
�� � !���� �"
����� ����	 ���	� 
���
�	��

|||(eũ; ep̃; eω̃)|||2 = J (ũ, ω̃)− J (u, ω).

#� 
��� �������	�$ �"�"%�
�� �����	
�� �&�
�� '�(� )�*��
� +,-,. 
� ��
��/

&��

� ������� ���	��	�	�� %� 
�����	
������� ������ 	��
�� 0����
��

���� �����	 �
���
 ���	�����
���

1����� ���
�
2��
 L(v, θ; τ, q, s)� ��������$ ��
� ��*��
3* ��
���

3*

(v, θ) ∈ Υ × Θ

� 	
���� �����	��

3* ��
���

3*

(τ, q, s) ∈ H(Ω) := L2(Ω,M
2×2
sym)× L2(Ω)× L2(Ω,R

2).

0�� ������
� ������ 4	� 4����
	3 �
���	���$ 	 ��"�� �����	
��
� � 
����/

��	
��
� ���	� 	�
��
� �����3* 
��
$2�
�� � 
�
����3� �����
�
	3 	�
��/


� ����
	
3* 
��
$2�
��� 5��
�
2��
 ����	 ���

L(v, θ; τ, q, s) =
∫

Ω

(
ε(v) : τ − 1

2
L−1τ : τ + q(v2,1 − v1,2 − 2θ)

)
dΩ +

+

∫

Ω

(
− 1

2μc
q2 + s · ∇θ − 1

8B
|s|2 − f · v − gθ

)
dΩ.



���

����� �	
����
��� �����������

sup
(τ,q,s)∈H(Ω)

L(v, θ; τ, q, s) =

=

∫

Ω

(
1

2
Lε(v) : ε(v) +

μc

2
(v2,1 − v1,2 − 2θ)2 + 2B|∇θ|2

)
dΩ−

−
∫

Ω

(f · v + gθ) dΩ = J (v, θ).

��
�� �� ���
������ ���

inf
(v,θ)∈Υ×Θ

L(v, θ; τ, q, s) = I∗(τ, q, s) :=

:=

∫

Ω

(
ε(uΓ) : τ + q(uΓ

2,1 − uΓ
1,2 − 2ωΓ) + s · ∇ωΓ − (f · uΓ + gωΓ)

)
dΩ− �����

−
∫

Ω

(
1

2
L−1τ : τ +

1

2μc
q2 +

1

8B
|s|2
)

dΩ,

��
� ������������ 	�
������� ����
����
 �� ���������� �⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩
∫
Ω

(
ε(v0) : τ + q(v02,1 − v01,2)− f · v0

)
dΩ = 0, ∀v0 ∈ Υ 0,

∫
Ω

(
s · ∇θ0 − 2qθ0 − gθ0

)
dΩ = 0, ∀θ0 ∈ Θ0.

���!�

"�
� #�� $� ���� �� ��
���� ���!� �� ��	�
����� �� ����� ��%�  �
��&

� ����� $���� 
���� −∞�

'�	�
&�� ���(�)������ ��%�� 	������&� ��� *
����� (Lε(u), p, 4B∇ω)� 	
�+

���
�%�,�� H(Ω)� ����
����
 �� ��
������� � ���!�� � 	
� *��� ����� �����


��������

I∗(Lε(u), p, 4B∇ω) =

∫

Ω

(
Lε(u) : ε(uΓ) + p(uΓ

2,1 − uΓ
1,2 − 2ωΓ)

)
dΩ +

+

∫

Ω

4B∇ω · ∇ωΓ dΩ−
∫

Ω

(f · uΓ + gωΓ) dΩ −

−
∫

Ω

(
1

2
Lε(u) : ε(u) +

μc

2
(u2,1 − u1,2 − 2ω)2 + 2B|∇ω|2

)
dΩ = J (u, ω).
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����� �	
����� 
���������� 
����� � ��
��� ��
������ 
 ���
�� �
����
�����

��� 
�
���������� ���������� �����������

inf
(v,θ)∈Υ×Θ

J (v, θ) = sup
(τ,q,s)∈H(Ω)

I∗(τ, q, s).

�� ���� ���� �� ������ �
��
��� !��
���������� ��
�� ���������� �
�	������

���� 
������ �� ������� "�
 ���� ���
��� # ������
��
��� ������ ���
�����

���$%

|||(eũ; ep̃; eω̃)|||2 = J (ũ, ω̃)− I∗(Lε(u), p, 4B∇ω) ≤ J (ũ, ω̃)− I∗(τ, q, s).

&
��	
�� �� �� �
�
 ' ����(%

J (ũ, ω̃)− I∗(τ, q, s) =

∫

Ω

(
1

2
Lε(ũ) : ε(ũ) +

1

2μc
p̃2 + 2B|∇ω̃|2

)
dΩ−

−
∫

Ω

(f · ũ + gω̃) dΩ+

∫

Ω

(
1

2
L−1τ : τ +

1

2μc
q2 +

1

8B
|s|2
)

dΩ−

−
∫

Ω

(
ε(uΓ) : τ + q(uΓ

2,1 − uΓ
1,2 − 2ωΓ) + s · ∇ωΓ − f · uΓ − gωΓ

)
dΩ =

=

∫

Ω

(
1

2
(Lε(ũ)− τ) : (ε(ũ)− L−1τ) +

1

2μc
(p̃− q)2 + 2B|∇ω̃ − 1

4B
s|2
)

dΩ+

+

∫

Ω

(
ε(ũ− uΓ) : τ + q

(
1

μc
p̃− (uΓ

2,1 − uΓ
1,2 − 2ωΓ)

))
dΩ+

+

∫

Ω

(
s · ∇(ω̃ − ωΓ)− f · (ũ− uΓ)− g(ω̃ − ωΓ)

)
dΩ.

�� ����������� ")*�$ �
� v0 = ũ − uΓ � θ0 = ω̃ − ωΓ� � ����� ��
��������

p̃ ���� ��� ��� � ��� ��������� �
 � �����
���
 
�
�� � �'* ����� �	
�����

�
������ � ��
�
����
 

|||(eũ; ep̃; eω̃)|||2 ≤
∫

Ω

1

2
(Lε(ũ)− τ) : (ε(ũ)− L−1τ) dΩ+ ")*+$

+

∫

Ω

(
1

2μc
(p̃− q)2 + 2B|∇ω̃ − 1

4B
s|2
)

dΩ,



���

��� ���	
� �
������� ��������
 (τ, q, s) ������� ���
���
����� ������

����
� ����� �
������ ���� ��!�� �� ��������!
����" ����#� !�
�������

����
����
� $������%&!�'�( ��'� ��� 
 ����
� �'� �)��������� 
 )��
�	

���
� ������ �!)���
��'�����	( !����� )�!����" ����� ��� ����
! ��#����!

)�!��!'����� ��*��!	� +�� ������*��!�( ��)!������ 
 !��	 ,����( ��'��

��	�! 
 -./01�

���� �����	
���
��� ��
����	
���� 
����� 	 ��� ��

���	��	���
��� ��
����

&����� ������
����� )�!�����!� ����
����
� ����� ������� )�������!� �)2

)��
�!���!	 � �#���� �����!#��!	 �����( 
������ �� )��
�!
� ��
����� ������

���
���
��!�� ��#��� $������( 
�
 ! 
� ����!� ����!� 
��!��!����� ����#��(


���!
��� �������!����� ���*!�!�� 
���� ��)���!��� ,��
�!	� 3!'� �� )�2


�'��( #�� ��� ��	��
!������ ��'�� ��������

$���� ��
�� ���	
� ��������
 (˜̃τ, ˜̃q, ˜̃s) 
��!������ !� 
�����

˜̃H(Ω) := Hsym(Ω,Div)×W1
2(Ω)×H(Ω, div).

$���������� �����( !�)������ ����
����
� ���������!
� ! ����
����
� 4�*! �

)��!�
������ )��������� β > 0

|||(eũ; ep̃; eω̃)|||2 ≤
1

2
|||Lε(ũ)− τ |||2∗ +

1

2μc
||p̃− q||2Ω +

1

8B
||4B∇ω̃ − s||2Ω ≤

≤ (1 + β)

(
1

2
|||Lε(ũ)− ˜̃τ |||2∗ +

1

2μc
||p̃− ˜̃q||2Ω +

1

8B
||4B∇ω̃ − ˜̃s||2Ω

)
+

+(1 + β−1)

(
1

2
|||τ − ˜̃τ |||2∗ +

1

2μc
||q − ˜̃q||2Ω +

1

8B
||s− ˜̃s||2Ω

)
,

��� || · ||Ω 5 ��!��� ������#��!� ��� ����������� L26���� 
 ����
����
�" !�

)���������
��( �
������� � �������" Ω( � |||τ |||2∗ :=
∫
Ω

L−1τ : τ dΩ.

7���� ������ τ̄ := τ − ˜̃τ ( q̄ := q− ˜̃q( s̄ := s− ˜̃s( 

��� ������#��!� ��� ���2
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�����	 
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� � �
������ �� �������
��� 
� ��
�
���	 �������
�� �
������

|||(eũ; ep̃; eω̃)|||2 ≤ (1 + β)D2(ũ, ω̃, p̃; ˜̃τ, ˜̃q, ˜̃s) + (1 + β−1)r2(˜̃τ, ˜̃q, ˜̃s), ��� �!

���

D2(ũ, ω̃, p̃; ˜̃τ, ˜̃q, ˜̃s) :=
1

2
|||Lε(ũ)− ˜̃τ |||2∗ +

1

2μc
||p̃− ˜̃q||2Ω +

1

8B
||4B∇ω̃ − ˜̃s||2Ω,

r2(˜̃τ, ˜̃q, ˜̃s) := − sup
(τ̄ ,q̄,s̄)∈H(Ω)

⎧⎨
⎩−

∫

Ω

(
1

2
L−1τ̄ : τ̄ +

1

2μc
q̄2 +

1

8B
|s̄|2
)

dΩ

⎫⎬
⎭

�"� 
�"��������	⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩
∫
Ω

(
ε(v0) : τ̄ + q̄(v02,1 − v01,2)− f̄ · v0

)
dΩ = 0, ∀v0 ∈ Υ 0,

∫
Ω

(
s̄ · ∇θ0 − ḡθ0 − 2q̄θ0

)
dΩ = 0, ∀θ0 ∈ Θ0,

� 

�
"�	

f̄ :=

⎛
⎝f1 + ˜̃τ11,1 + ˜̃τ21,2 − ˜̃q,2

f2 + ˜̃τ12,1 + ˜̃τ22,2 + ˜̃q,1

⎞
⎠ ,

ḡ := g + 2˜̃q + div ˜̃s.

#���
� ��� �! 
������� $�������������� ��
%���
� $��
��
������	 ��&
'

"��� 
�
�
����� 
� �
��
�
 "�(����� � �����
� 
�� �
��
�� �� �
�
���)*�	

�"�� �"��� �����%� � 

�
"�	 ���
 ������ ��� $������
�� ��

��� ��&�*�� �


��
�� "������"�����
% �
���� ���
(�
% �"���� + ����
� ������� ��"��� ��

��	 
�"�&��� �
�"�(�
��� � ���
������ 
�&�
�
 �� 
�"�����)*�	 �

��
(�'

��%� �������)*�	 "�������� 

��
����� ���"�&���% � ��$
"����%� 

�
"��

��"�&��� ��"�� ��"���*���� � �
�
"
�� +�
"�� ����� �
�)���� ���� ���	 �"�	

�"������% "���
������ ,�%���������
� ������ ��"�������
 ��"�������
 r ≥ 0�

� "�������
 ���) �
��������� �"� f̄1 = 0� f̄2 = 0 � ḡ = 0 �
��� ��)�� � Ω� ��


�

���������� �����)� 

��� �"
%
� (˜̃τ, ˜̃q, ˜̃s) ��
�����
"��� �"�������� "���
'

������



���

�������	 
�� � 
���
������ ����������� ����������� ���������� � ����

������ 
�����
����� ���������	 ��������� � ��
�������� ���
���� ��������

���� r ������ ��� !���� ���������� ��"�� #��$ 
�������� ���� ��
��������

������ ������	 ������� 
�� !��� ��������� ������ ����� ����
����� ������


������� %���"��	 ��� !�� �������� 

&����
���� 
�� ������� ����������� �� ������������ � �������� ���'�

�������' ����
�	 �� � ���������������' 
����' 
���$�	 �
���������' �����

����� f̄ � ḡ (�
��$��� ����������� ��������� ������ ���'����������	 ���'�

�������� ����
� ��"�� �������$ �� ������������)�� �' 
����� ����
�

r2 = − inf
(ū,ω̄)∈Υ 0×Θ0

J̄ (ū, ω̄),

���

J̄ (ū, ω̄) =
∫

Ω

(
1

2
Lε(ū) : ε(ū) +

μc

2
(ū2,1 − ū1,2 − 2ω̄)2 + 2B|∇ω̄|2

)
dΩ−

−
∫

Ω

(f̄ · ū+ ḡω̄) dΩ.

*���� ��
��$���� �����������

||ū||2Ω + ||ω̄||2Ω ≤ c2VII
2

∫

Ω

(
Lε(ū) : ε(ū) + μc(ū2,1 − ū1,2 − 2ω̄)2 + 4B|∇ω̄|2

)
dΩ,

��� ��������� cVII ������� + ���������' � ����������� &�������� � � �����

���$��� ��#�������� ���
����� ������� L	 ������)�� �� ���'��� ��������� 

(����

r2 ≤ − inf
t∈R+

(
t2 − at

)
= a2/4, ��� a = cVII

(
||f̄ ||2Ω + ||ḡ||2Ω

)1/2
,

�� ���$

r2(˜̃τ, ˜̃q, ˜̃s) ≤ R2(˜̃τ, ˜̃q, ˜̃s),

���

R2(˜̃τ, ˜̃q, ˜̃s) :=
c2VII
4

(
||f1 + ˜̃τ11,1 + ˜̃τ21,2 − ˜̃q,2||2Ω +

+ ||f2 + ˜̃τ12,1 + ˜̃τ22,2 + ˜̃q,1||2Ω + ||g + 2˜̃q + div ˜̃s||2Ω
)
.



���

�������� 	
���
������� ��
��� ��������	������ ��
	� ����������
� �
�

�����	� � ���
 ���
���
���� ���	�	�
������ �������� �	����
��� ���
������

� 
	�	��	�	 !��"!�#�

������� ��	� ���������	
 ����
���
���� ����������� ������������� �����

��� 
����� $!�%&�$!��& � ���������� ��������� �������� ������	��������� �

���� ����! ���	������ $!�#&�$!�!&� ���	�������	�� ��� ���� � ����	������

��! �"���� �����# ��� ����$

|||(eũ; ep̃; eω̃)|||2 ≤ (1 + β) D2(...; ˜̃τ, ˜̃q, ˜̃s) + (1 + β−1) R2(˜̃τ, ˜̃q, ˜̃s), $!�%%&

������� �! ��������� ���� (˜̃τ, ˜̃q, ˜̃s) �
 	��!�� ���
���	���� ����	����	�

Hsym(Ω,Div) × W1
2(Ω) × H(Ω, div)� ����
���
��! ������	��
��! ������	�

β � ����	��	�� �� 
����� �# �	 ������� ������	�
�"�� �������! 
�����%

'�
��	 $!�%%& �(�	�	
� ����� �	��)�� ���*���	�� + ��	 ����
��� �����*

� �	�	������	���*�

�
���
 ���*���� ���	�	
�� ��� ��,
������ �	��
 (˜̃τ, ˜̃q, ˜̃s) ∈ ˜̃H(Ω)� 
�� �����

�) ������	
��� �	�
����� 
�	��* � �
��* �	���� -
*�����
����� �	��������

� �	�
���
 �	��* ���*�� �����
 �
.
��
 ���*���
���* �	��	������* �	�	��

(Lε(u), p, 4B∇ω)� /�
�
�� ˜̃τ = Lε(u) 
�
���	���
� ��(�* ����
������� �	���

�
����	 �����) �	
���
��* � �	�
�⎡
⎣(λ+ 2μ)u1,1 + λu2,2 μ(u1,2 + u2,1)

μ(u1,2 + u2,1) (λ+ 2μ)u2,2 + λu1,1

⎤
⎦ .

/�
�
�� ˜̃q = μc(u2,1−u1,2−2ω) �����
�����
� ��(	��
� �	��.	�,
* ����
����

�
����	 �����) �	
���
��* � ����	
 ��
�) 0���
�	� 	 ˜̃s = 4B∇ω ���
����

�
���
�)
 ���
��
��) �
����	 ���
���) �	
���
��*� ��	����	� �


�� ��	�

�	
�)
 ��������	�	 R2(˜̃τ, ˜̃q, ˜̃s) � ��	��
����� $!�%&"$!��&� ����� ��
�	�� �)�

���� ��� ��������	� � ��������� �� ������
�� 
�
���	���
� ��(�* �����

��	��	��� ���� �
����� �����
������,� ��	��
��* �	����
���� ��1���� ��



���

�������	
� � 
��� 
� 	��
�� ����
�� � ���
� ������	� ������	� β ���
��


���� ����� ������ 
�������� D2(˜̃τ, ˜̃q, ˜̃s) 
�������	 
 ������	�� �����

�� 
���

�� �	���
�
�� ��������

��� ����
�� �	 	��
����

 	���� 
���
	�� �!
����	" ��#�����$" �	� �
� %	��� ������
�� �&�
�� 
	���

�� ��	���	���
�� ���

���
�" �	� ����
	����	 
����������
	� 
�����

	��

��� ����� ����
	���� 	����� (˜̃τ, ˜̃q, ˜̃s)� ' 	����	���
��� 	���� !��
��" (�
�&���


���
�� ���
	�����
�� �&�
�� )*�++, � �&�
�� -������.'�
�� %	�� 
���
	���

�������	 � ���
�� 
	���
�" 
� )*�++, ��������
� 
� ��
	�	��
� ������� ���

�"

�	� �����	 �� ����� ����
�� ��� ����	���
���� �����
�
���  �#�	���$" 
����

��

	�� �
	��	
� 
����������� ���� ��� �
����!���
�� �����" ������

�$

��� ������ ���
	�$ ��
��

�$ ���&����" ��
������ 	��
��� ������	����
��

����
�
��� ���
���
�� 
� 	�����	
�� -�� ���
	�
���� � ������
	� ���
���
�


�$ ����� �� ���$���� � �&�
�� -������.'�
��" ��� � ��
	
��� 
������

���� ������	 
���
� �� ��	������� ���	���� ���������

/���� ����(�&����	
� 
�
	��� ���!
���
�� 0 (x1, x2, x3) ��
��	
� 
�

(x, y, z)" � �
���
� 1, 2, 3 
� x, y, z � ���!
���
�� ����� � ��((���
&������


�� �� ���
	��

	��

�� ������
�	�� 1	� 
����
� ��� 	���" �	��� �!����	�

��!���
�$ ���	��������" 
��!�

�$ 
 �
����!���
��� � ����
����� ��
���

��� �
���
�&�� ��� �
������	���
�$ ������

�$" 
��
� ��	���� �	�����	
�

�	 �
	�
����
�� 
��	��	
	��� ����� �����
�
	��� � ���
	��

	��

��� ���

����
�	����

2	��" ������ ���!
���
��" 
$���	��
� �	����

�� 
� 3�
�
�� *�+" � ���
�


� u := (ux, uy) 0 %	� ��������
�� ����� �
�� 0x � 0y" ωz 0 ������	 ������ �
�

0z� -����������	
�" �	� �
� ���
�&� ����
	� Γ 
�
	��	 �! ���$ 
�����
������$�


� ��
	�� ΓD � ΓS� 4�
�&�� f := (fx, fy) � gz $����	���!��	 !���

�� �
�	�� Ω

��
�������

�� �
��
�� ��!���
	��� )
��� � ����
	," � (�
�&�� t := (tx, ty)

� mz 0 !���

�� 
� ��
	� ���
�&� ΓS �����$
�
	
�� 
��� � ����
	� 5� ��
	�



���

�����	
 ��
� ��	�
�� ������ � ��	��� �	������ 	��	���� �	��� 	��� �	� � �	!

���"�	���	� ��#��$����� #�������� ���	��� � �%���	#	 �����

#����&� ΓD 	������� ���� �� 	' ���	%�	' ����	'� ������ ���	��� ���� (���!

"�� ) �������� ���� �*���� u = uD � �	�	�	� ωz = ωD� (���� �����	��#�� �

��	

fx, fy, gz ∈ L2(Ω);

uD ∈ W
1/2
2 (ΓD,R

2), ωD ∈ W
1/2
2 (ΓD);

tx, ty, mz ∈ L2(ΓS);

� ���	�+��� �����,*�� 	�	���������

Υ := Υ 0 + uD, Θ := Θ0 + ωD,

#��

Υ 0 :=
{
v0 ∈ W1

2(Ω,R
2) | v0 = 0 �� ΓD

}
;

Θ0 :=
{
θ0 ∈ W1

2(Ω) | θ0 = 0 �� ΓD

}
.

-��
&�	��� .���#�� ��� ���� ������� 	' ������� 	����������' �� ����

.�� ���	� ((ux, uy), ωz) ∈ Υ × Θ� � ��� ��� /�0�1



���

J (ux, uy, ωz) =

=

∫

Ω

E

2(1 + ν)

(
u2
x,x + u2

y,y +
1

2
(uy,x + ux,y)

2 +
ν

1− 2ν
(ux,x + uy,y)

2

)
dΩ +

+

∫

Ω

(μc

2
(uy,x − ux,y − 2ωz)

2 + 2B(ω2
z,x + ω2

z,y)
)
dΩ −

−
∫

Ω

(fxux + fyuy + gzωz) dΩ−
∫

ΓS

(txux + tyuy +mzωz) dΓ,

��� E � ν � 	
����
��	�� 	�������� �
� ����������� �������
� �����
� ����

� 	���������� ��������� !��"� ""��� 	�������� #���

μ =
E

2(1 + ν)
, λ =

Eν

(1 + ν)(1− 2ν)

� ������"�� ���$%������ ��
�"�� �������� ���	�����
�& ��
�
���

∂

∂α
J (ux + αv0x, uy, ωz) |α=0=

=

∫

Ω

(
2μux,xv

0
x,x + μ(uy,x + ux,y)v

0
x,y + λ(ux,x + uy,y)v

0
x,x

)
dΩ −

−
∫

Ω

μc(uy,x − ux,y − 2ωz)v
0
x,y dΩ−

∫

Ω

fxv
0
x dΩ−

∫

ΓS

txv
0
x dΓ = 0; �� '��

∂

∂α
J (ux, uy + αv0y, ωz) |α=0=

=

∫

Ω

(
2μuy,yv

0
y,y + μ(uy,x + ux,y)v

0
y,x + λ(ux,x + uy,y)v

0
y,y

)
dΩ +

+

∫

Ω

μc(uy,x − ux,y − 2ωz)v
0
y,x dΩ−

∫

Ω

fyv
0
y dΩ−

∫

ΓS

tyv
0
y dΓ = 0; �� '��

∂

∂α
J (ux, uy, ωz + αθ0z) |α=0=

∫

Ω

(−2μc)(uy,x − ux,y − 2ωz)θ
0
z dΩ +

+

∫

Ω

4B(ωz,xθ
0
z,x + ωz,yθ

0
z,y) dΩ−

∫

Ω

gzθ
0
z dΩ−

∫

ΓS

mzθ
0
z dΓ = 0, �� '(�



���

��� (v0x, v
0
y) ∈ Υ 0 � θ0z ∈ Θ0 � 	
���
������ ��������� � α � 
�����
�����

	�
����
� ��� ����
�� ���� ��� �	
�������� ����������� 
� �����

���� �����	
���
�� ������
��	� � ��
�� ��

�
�

	����


�� 
���	�����
�� ���
��

!
��	���"��� #�� 
�#������ 	
����"����� 
� ���� ����#�� $� �����

��
���#�
����� ��#���� 
� ������ ����
����
����% &���#����
��% ����#�


������ 
 &�#���
� �		
�&����'��� ��#����� &���
�% ����%����� &���
���
�(


���� � 
������
�� 
 ����
����
�� � ����
��� )��&'���������� 	��%��� �����

 �
�&�� &���� )��&'��� !���� �������� (ũx, ũy) � ω̃z � ��&���
�� 	
����(

"���� & ��#���� 
� ����� 	���
������ ����� �� ������
� ����	�#�
����%

&��)�
������ 	���#����� �		
�&����'��� *����� 

��� ��&������� &��	�����

	
����"������ 
� ���� �� ��#���� ex := ux − ũx� ey := uy − ũy � ez := ωz − ω̃z�

	���#�� ������ ������ ���� +,�-�./+,�-0.� 1����
������ ��"����
� +,�-�. 	
�(

��
������� ��������� ��
����2

∫

Ω

(
2μex,xv

0
x,x + μ(ey,x + ex,y)v

0
x,y + λ(ex,x + ey,y)v

0
x,x

)
dΩ−

−
∫

Ω

μc(ey,x − ex,y − 2ez)v
0
x,y dΩ =

∫

Ω

fxv
0
x dΩ +

∫

ΓS

txv
0
x dΓ−

−
∫

Ω

(
2μũx,xv

0
x,x + μ(ũy,x + ũx,y)v

0
x,y + λ(ũx,x + ũy,y)v

0
x,x

)
dΩ+

+

∫

Ω

μc(ũy,x − ũx,y − 2ω̃z)v
0
x,y dΩ.

!�����
��� 
 &�#���
� 	
����% )��&'�� ����
����
����� ��&�������

v0x = ex, v0y = ey,

θ0z = ez,



���

�����	�
 � 
�	���
��������
� ���	�����
∫

Ω

(
2μe2x,x + μ(ey,x + ex,y)ex,y + λ(ex,x + ey,y)ex,x

)
dΩ−

−
∫

Ω

μc(ey,x − ex,y − 2ez)ex,y dΩ =

∫

Ω

fxex dΩ +

∫

ΓS

txex dΓ−

−
∫

Ω

(2μũx,xex,x + μ(ũy,x + ũx,y)ex,y + λ(ũx,x + ũy,y)ex,x) dΩ+

+

∫

Ω

μc(ũy,x − ũx,y − 2ω̃z)ex,y dΩ. ������

����������� � ������ ����!��"������ 	�# ������� ���	������ �
��

∫

Ω

(
2μe2y,y + μ(ey,x + ex,y)ey,x + λ(ex,x + ey,y)ey,y

)
dΩ+

+

∫

Ω

μc(ey,x − ex,y − 2ez)ey,x dΩ =

∫

Ω

fyey dΩ +

∫

ΓS

tyey dΓ−

−
∫

Ω

(2μũy,yey,y + μ(ũy,x + ũx,y)ey,x + λ(ũx,x + ũy,y)ey,y) dΩ−

−
∫

Ω

μc(ũy,x − ũx,y − 2ω̃z)ey,x dΩ. ����$�

%�# ����&��� �������

∫

Ω

4B(ez,xθ
0
z,x + ez,yθ

0
z,y) dΩ−

∫

Ω

2μc(ey,x − ex,y − 2ez)θ
0
z dΩ =

=

∫

Ω

gzθ
0
z dΩ +

∫

ΓS

mzθ
0
z dΓ−

∫

Ω

4B(ω̃z,xθ
0
z,x + ω̃z,yθ

0
z,y) dΩ+

+

∫

Ω

2μc(ũy,x − ũx,y − 2ω̃z)θ
0
z dΩ.

'��	������&���∫

Ω

4B|∇ez|2 dΩ−
∫

Ω

2μc(ey,x − ex,y − 2ez)ez dΩ = ������

=

∫

Ω

gzξz dΩ +

∫

ΓS

mzξz dΓ−
∫

Ω

4B∇ω̃z · ∇ξz dΩ +

∫

Ω

2μc(ũy,x − ũx,y − 2ω̃z)ez dΩ.



���

�����	
 ����
���
�
 ������� ������ � ������ ������� �����	���

2|||ξ|||2 =
∫

ΓS

(txex + tyey +mzez) dΓ +

∫

Ω

(fxex + fyey + gzez) dΩ−

−
∫

Ω

(2μũx,xex,x + 2μũy,yey,y + λ(ũx,x + ũy,y)(ex,x + ey,y)) dΩ−

−
∫

Ω

μ(ũy,x + ũx,y)(ey,x + ex,y) dΩ−

−
∫

Ω

(4B∇ω̃z · ∇ξz + μc(ũy,x − ũx,y − 2ω̃z)(ey,x − ex,y − 2ez)) dΩ,

� � ξ := (ex, ey, ez) �

|||ξ|||2 :=
∫

Ω

(
μe2x,x +

μ

2
(ey,x + ex,y)

2 + μe2y,y +
λ

2
(ex,x + ey,y)

2

)
dΩ+

+

∫

Ω

(μc

2
(ey,x − ex,y − 2ez)

2 + 2B|∇ez|2
)
dΩ.

!	�������� ����"�

#$ �
����������
#$� ��
%��  �&���	'�$ γ� (���)

�#$ �#�	*	���
 ����% ������"�
�
 � ������� &�����	��

γxx = ux,x, γyy = uy,y;

γxy = uy,x − ωz, γyx = ux,y + ωz,

����� 
	������� +� ,-./0123.14567-89� :� ;1-9<8 =�>�?� ��� �*� ����

��#� �	)

���# =@��? � =@�A?�� � 
����������
#� ��
%���� �����#B 
	��
*�
�$ σ  �


�%�����
�$ ��� # C�����	  �&���	'�� ��
%#�	�� ����
���
��

σ = (μ+ μc)γ + (μ− μc)γ
T + λ tr γ I.

D �	%���
���$ &���� %	���� �����

σxx = (2μ+ λ)ux,x + λuy,y;

σyy = (2μ+ λ)uy,y + λux,x;



���

σyx = (μ+ μc)(ux,y + ωz) + (μ− μc)(uy,x − ωz) =

= μ(ux,y + uy,x)− μc(uy,x − ux,y − 2ωz);

σxy = μ(ux,y + uy,x) + μc(uy,x − ux,y − 2ωz).

�����	
�� 
���	�� ����� 
�
�������� �� ������������� �������� �	����

����

σ̃xx = (2μ+ λ)ũx,x + λũy,y

����������� σ̃xy, σ̃yx, σ̃yy � �� 	�	����� ! "�� �	��� ����
����
��� #������ p̃ :=

μc(ũy,x − ũx,y − 2ω̃z) � 	��������	$�� ���� p := μc(uy,x − ux,y − 2ωz)!

%
�&�� �
���&��� #������� ˜̃τ := (˜̃τ1, ˜̃τ2) � ˜̃s� �&�

˜̃τ1, ˜̃τ2, ˜̃s ∈ H(Ω,ΓS, div) :=
{
η ∈ L2(Ω,R

2) | div η ∈ L2(Ω), η · n ∈ L2(ΓS)
}
,

�� ���'

˜̃τ1 =

⎛
⎝˜̃τxx
˜̃τyx

⎞
⎠ , ˜̃τ2 =

⎛
⎝˜̃τxy
˜̃τyy

⎞
⎠ , ˜̃s =

⎛
⎝˜̃sx
˜̃sy

⎞
⎠ .

(��� ˜̃τ1 � ˜̃τ2 ���	�� ���' ���	
�����) 	��������	$�� ��������� ������	 �����


�* �	�������) σ� #������ ˜̃s � #�� 	��������	$�� 
�����	 4B∇ωz� ������+���

�� ������
�* ��������� ������	 ��������* �	�������)

Mxz = 4Bωz,x, Myz = 4Bωz,y.

,�� #�������
 

�&������ 
��� ������	���
	 ���	
�&��
� -������ ��������

��
	��� �� 
	����. &�� ����* (v0x, v
0
y) ∈ Υ 0 � θ0z ∈ Θ0

∫

Ω

div ˜̃τ1 v0x dΩ +

∫

Ω

˜̃τ1 · ∇v0x dΩ =

∫

ΓS

˜̃τ1 · n v0x dΓ,

∫

Ω

div ˜̃τ2 v0y dΩ +

∫

Ω

˜̃τ2 · ∇v0y dΩ =

∫

ΓS

˜̃τ2 · n v0y dΓ,

∫

Ω

div ˜̃s θ0z dΩ +

∫

Ω

˜̃s · ∇θ0z dΩ =

∫

ΓS

˜̃s · n θ0z dΓ.



���

�����	
� ��
 �����

2|||ξ|||2 =
∫

ΓS

(txex + tyey +mzez) dΓ +

∫

Ω

(fxex + fyey + gzez) dΩ−

−
∫

Ω

(σ̃xxex,x + σ̃yyey,y + σ̃yxex,y + σ̃xyey,x) dΩ−

−
∫

Ω

(4B∇ω̃z · ∇ez − 2μc(ũy,x − ũx,y − 2ω̃z)ez) dΩ =

=

∫

Ω

((˜̃τxx,x + ˜̃τyx,y + fx)ex + (˜̃τxy,x + ˜̃τyy,y + fy)ey) dΩ+

+

∫

Ω

(
(˜̃τxx − σ̃xx)ex,x + (˜̃τyy − σ̃yy)ey,y + (˜̃τyx − σ̃yx)ex,y + (˜̃τxy − σ̃xy)ey,x

)
dΩ+

+

∫

Ω

(˜̃s− 4B∇ω̃z) · ∇ez dΩ +

∫

Ω

(
div ˜̃s+ 2μc(ũy,x − ũx,y − 2ω̃z) + gz

)
ez dΩ+

+

∫

ΓS

((tx − ˜̃τxxnx − ˜̃τyxny)ex + (ty − ˜̃τxynx − ˜̃τyyny)ey) dΓ+

+

∫

ΓS

(mz − ˜̃sxnx − ˜̃syny)ez dΓ. ������

�
�������� ��	������ �	��� ��� � !"
������!��� ������������� ���#

���
�� �
$������% sym(σ) �  �&���
'�% ε 	 �"��
� $"��!�%  �&���
'��

ε = sym(γ) :=
γ + γT

2
; ε(u) =

1

2

(
∇u+ (∇u)T

)
;

sym(σ)xx = λ tr ε+ 2μεxx;

sym(σ)yy = λ tr ε+ 2μεyy;

sym(σ)xy = sym(σ)yx = 2μεxy.

(�) 


tr(sym(σ)) := sym(σ)xx + sym(σ)yy = 2(λ+ μ) tr ε;

ε = L−1 sym(σ) :=
1

2μ

(
sym(σ)− λ

2(λ+ μ)
tr (sym(σ)) I

)
;



���

sym(σ) = Lε,

��� L � ��	
�� 
��������� ��	���

���
	�
�� η := ˜̃τ − σ̃� �������
��� 
���� ��������� ������ 
���� ���� !"

ηxxex,x + ηyyey,y + ηxyey,x + ηyxex,y =

=
ηxy + ηyx

2
(ex,y + ey,x) + ηxxex,x + ηyyey,y +

ηxy − ηyx
2

(ey,x − ex,y) =

= sym(η) : ε(ξ) +
ηxy − ηyx

2
(ey,x − ex,y).

#	������ �� ������� ���������� �$�	������% ��� ����&� �
����	��� 	�����	'

���� (	��)*�	���%

∫

Ω

sym(η) : ε(ξ) dΩ ≤

⎛
⎝∫

Ω

L−1 sym(η) : sym(η) dΩ

⎞
⎠1/2⎛⎝∫

Ω

Lε(ξ) : ε(ξ) dΩ

⎞
⎠1/2

.

+����� ��������� �������
����%

ηxy − ηyx
2

(ey,x − ex,y) =

=

(
˜̃τxy − ˜̃τyx

2
− μc(ũy,x − ũx,y − 2ω̃z)

)
(ey,x − ex,y − 2ez)+

+
(
˜̃τxy − ˜̃τyx − 2μc(ũy,x − ũx,y − 2ω̃z)

)
ez.

��,���	%% � �����������-&��� ���������� ���� !� ����
��� �����

∫

Ω

1√
μc

(
˜̃τxy − ˜̃τyx

2
− μc(ũy,x − ũx,y − 2ω̃z)

)√
μc(ey,x − ex,y − 2ez) dΩ+

+

∫

Ω

(div ˜̃s+ ˜̃τxy − ˜̃τyx + gz)ez dΩ,



���

� ������� ��	
� ����

��� 

���

���� �����
�� � �������� ����
	����
��

�
�������

|||ξ|||2 ≤

≤

⎛
⎝∫

Ω

1

2
L−1(˜̃τ − sym(σ̃)) : (˜̃τ − sym(σ̃)) dΩ

⎞
⎠1/2⎛⎝∫

Ω

1

2
Lε(ξ) : ε(ξ) dΩ

⎞
⎠1/2

+

+

⎛
⎝∫

Ω

1

2μc

(
˜̃τxy − ˜̃τyx

2
− p̃

)2

dΩ

⎞
⎠1/2⎛⎝∫

Ω

μc

2
(ey,x − ex,y − 2ez)

2 dΩ

⎞
⎠1/2

+

+

⎛
⎝∫

Ω

1

8B
|˜̃s− 4B∇ω̃z|2 dΩ

⎞
⎠1/2⎛⎝∫

Ω

2B|∇ez|2 dΩ

⎞
⎠1/2

+

+
1

2

∫

Ω

((˜̃τxx,x + ˜̃τyx,y + fx)ex + (˜̃τxy,x + ˜̃τyy,y + fy)ey dΩ +

+
1

2

∫

ΓS

((tx − ˜̃τxxnx − ˜̃τyxny)ex + (ty − ˜̃τxynx − ˜̃τyyny)ey dΓ +

+
1

2

∫

Ω

(div ˜̃s+ ˜̃τxy − ˜̃τyx + g)ez dΩ +
1

2

∫

ΓS

(mz − ˜̃sxnx − ˜̃syny)ez dΓ.

��������� �
�
�
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 ��
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�� ��

�� ��� �
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�!������ ����������� ���� ���!� ����
�
���� ��	���

����� �������"�� ���

� �� ����
�
���� ��
����
��� J #� ��

�� �����


�1/2$% &�

�� �
���� ��
� ��� �
��� ����
�

� � �����
������ � '��� ����(

��
�% )�" �� ������
�" ����
�
���
� � ����
�

� !���
 �� *
��� ��� �
���

��
�
� ��
���
�� cx, cy, cz � dx, dy, dz ����
�
���� ���4� ���4� ���2 � ���3�

���3� ���� �����
����


�%

+�������
� 

���

����

1

c2VIII
≤ inf

(v0x,v
0
y ,θ

0
z)∈Υ 0×Θ0

|||(v0x, v0y, θ0z)|||2

Δ2(v0x, v
0
y, θ

0
z)
,

 �


Δ2(v0x, v
0
y, θ

0
z) := ||c1/2x v0x||2Ω + ||c1/2y v0y||2Ω + ||c1/2z θ0z ||2Ω +

+||d1/2x v0x||2ΓS
+ ||d1/2y v0y||2ΓS

+ ||d1/2z θ0z ||2ΓS
,



���

� �����	
�
��
� ����	��	� cVIII ������	 
� �
���	
 	������ L 
 
� �����	
��


��
� ��
 ����

�� �����
 ����	��	� 
 ����
���	
� ��
��
���� ����� ���	�

�������
� ������ �� �!��

�"	�� �����"�
 
���#��
� $

R(˜̃τ1, ˜̃τ2, ˜̃s) |||ξ|||,

���

R2(˜̃τ1, ˜̃τ2, ˜̃s) :=
c2VIII
4

×

×
(
||c−1/2

x (˜̃τxx,x + ˜̃τyx,y + fx)||2Ω + ||c−1/2
y (˜̃τxy,x + ˜̃τyy,y + fy)||2Ω +

+ ||c−1/2
z (div ˜̃s+ ˜̃τxy − ˜̃τyx + gz)||2Ω + ||d−1/2

x (tx − ˜̃τxxnx − ˜̃τyxny)||2ΓS
+

+ ||d−1/2
y (ty − ˜̃τxynx − ˜̃τyyny)||2ΓS

+ ||d−1/2
z (mz − ˜̃s · n)||2ΓS

)
.

% 	���
 ����
� ����	
������� ��
 ����
� ������� ��!������&����� 
��������


�	� ������ ��&��� ����	��	' ��������� (	� 
����	 �� ��&�� ���&���
 ��	�

�������	� ���	������ cVIII ' ��(	� � �
�#� 
� ������
� � ���� �	�� 
 �����
'


 �"�
 
 ���������" ��� �����	�� )��	�' ����
 ��'

cx = cy =
μ

|Ω| , cz =
B

|Ω| , dx = cx|ΓS|, dy = cy|ΓS|, dz = cz|ΓS|.

)�
 ���� ����
���	
� *��
+,
��!�' ������� ���
�" ����	��
����" �!���

��$

|||ξ||| ≤ D(σ̃, p̃, M̃ ; ˜̃τ1, ˜̃τ2, ˜̃s) +R(˜̃τ1, ˜̃τ2, ˜̃s), -.�/01

��� M̃ := 4B∇ω̃z'

D2(σ̃, p̃; ˜̃τ1, ˜̃τ2, ˜̃s) :=

∫

Ω

1

2
L−1(˜̃τ − sym(σ̃)) : (˜̃τ − sym(σ̃)) dΩ+

+

∫

Ω

1

2μc

(
˜̃τxy − ˜̃τyx

2
− p̃

)2

dΩ +

∫

Ω

1

8B
|˜̃s− M̃ |2 dΩ.

2�������� ����
���	
� *��
 � ���� �	�� ' ��
���
 � ������� � ������	�	�
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���

������� ��	� ��� ������	 
���
 � ������ ��������� ������� � �����
����

��������� ���������� ���� ����������� ��������� ������������� �������

�������������� � ������� � !� �����"���� ������ ��������	 #�������� �


������ ������ $ ���%������� ������������ H(Ω,ΓS, div)

|||ξ|||2 ≤ (1 + β)D2(...; ˜̃τ1, ˜̃τ2, ˜̃s) + (1 + β−1)R2(˜̃τ1, ˜̃τ2, ˜̃s). ������

�	
 ��
��
���
 �����
������
 ��
��� ������ ������������� ũx� ũy �

ω̃z� �������� ������� �� ������
���
� �
�
� ��
���
 ������
������� σ̃� p̃ �

M̃ � ��
 �� � � �
	! ���	�"��
 #

�
��� ˜̃τ1� ˜̃τ2 � ˜̃s� $
������ #��� #

�
����

� ������ ��
!� ��
���� � ���
����� ����!%
��� "�
� #&&
������ ��
�'

�� ��(�
)������ *
������

���� &��������
 R2 ��
"����
!
� ��	�� ���
)
�'

�� ����� ���"����� ���� �
�!��� �����
����� +�� �����
��� ������
��!

"
! ��
"� ,���
��� ������
 ��%�� ������ ������
� � -�./0� -�.10� -�1/0� -���0

� "��(�� ����������� 2 ��� ��
�
"�� ����
��
 &��������
� D2 �� ������

����
��!� ��

� �����"�
� � ���"����� ����� ��(�
)������ 3��������
 �

������ ����� ������ 	�
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���



���
���(� ��"������� �����
"


��! ��(�
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5�
� ���
��������
 ��
� � ���
��� �������6�����!���� �� ����
���! ��
'

���
���
 ������������� 7 ������
�� ������������� 8���
�"�9$�&&�93�
'

�� -��40� ���
)�� ����
�
���
 � ��
"�"�+
� (
��
 7 ��%�� ����� �"��

���'

���� ����� (�������� ��
����� � ��
���

˜̃τ1 · n = tx, ˜̃τ2 · n = ty, ˜̃s · n = mz =Mxznx +Myzny,

��� ���
 ��
� �� ��%����� ���
(��
�� �����
!
��
 �� (�����
 �	
����� ,��

�������� � -:�0� ����
�
��
 ����� ������������� "
! �
�����
���� �
�����

��"�� �
���� ����(���� �����"�� � ��+
���
����� ����)
�� ���
���� �����'


!
��� ��
���� 5�
� �� ��
� (�����
 �	
���� ��"��� ��
���
 �� �
�
�
+
��!



���

� ������	
 	� �� ���
���� ��� � ���	���� ������ � ������	�	�
 �����������

� ����	� ���� � ����������� ����� � ����� !����" # ����
 �����$
 �����	%

�$ 	�� �� �������	�����
 ���������
" &	������ ���� �'���� $��$�	�$ 	�


�	� ��� (�����	�
 �
��$)�� � (	� 	�� ��
 ��!�	 ��	� ���	����� �� ������ ��%

��!� � 	�!� �� 	��� ����������'� 
 ��������� ��� ��� ����������	 ������

����	����	��
 � �� ������
 ��� �����"

���� �� ����	 
�
��
������	 �������

*�$ ������$�)�!� ����+���	�� ��������
 ������	�����
 ��� ����	� ���

������	�'�� 
 ������ �� ����	 �����	��!� �����	������!� ��+���$" ,	� ��$��%

�� � ����
������	�� ���������	� ����������	� -���'��������!� ���
��� ��

������� 	�!� ������+�!� ������	�� �����
 !�� 	���� ��+���$ ����� ����%

��	� ��� ���� ���	���	�
 ��������� ���	��	�	���)�� ������ ���	� ������%

��$ � !�������� ������$" .� ��������� �������'��
 � ��	���
 ���� �� ���%

����� ����������� ��� �	�� ����	�������
 �'���� 	�����	� ��$ ����� � 	��%

��� ����!��	� /������
 ����	������ �	��	�	���	
 �������� �����	���$�	�$

����	� ������ � ������ � �����	������� ��+�����" # �����	�� 	���!� �������

������� ������ � ����!���� ��-����������� ����������!� ���$ +����� l
 ��%

+���� ��	��� ������� � ���� ������	�'�� 0"1" /���+" # ��	���-���	� ��2��

��� �������	�$ � ��� -����
 ��������� ���� $��� ���������	�$ �����	��$

������
 �	� ������$�	 ��������� �����	�	� ��� ��+���$"

3�����	��� ��������� ������ � �����	� Ω = [−l/2, l/2]× (−∞,+∞)
 ��

������
 ���	$
 !����'� ��	��� x = ±l/2 ������ ������� 	��� *���
�� 4

������� ������)���� � ������	" 5��	� �������������$ ��!�����
 �� �	���)�$

�� ��� 
 	�����
 �	� fx ≡ 0
 � fy ≡ const
 !�� fy �� �	���	 � �	��'�	������

����������� ��� ������	" 6�!�� ������� ����������	�
 �	� ��� ��+���$ ��

����	 ������	� �	 ��������� y
 	� ��	� ux ≡ 0
 uy = uy(x)
 ωz = ωz(x)" 7��%

������ ������$ ���������	�$ ������)�� �������8 uy(±l/2) = ωz(±l/2) = 0"



���

�����	�

�� ��
�� � 
���� ����
�
�� � ������ ���
� �
	������� ������ ��	

(λ+ 2μ)(div u),x + (μ+ μc)(ux,y − uy,x),y + 2μcωz,y = 0; ������

(λ+ 2μ)(div u),y + (μ+ μc)(uy,x − ux,y),x − 2μcωz,x − fy = 0; ������

4BΔωz − 4μcωz + 2μc(uy,x − ux,y) = 0. ������

��
�� ��	�� ! ��� ��� �	���

�" ��
�� ���	����#�
��" ������ ����
�
�� ��$

����� �	������������� �������������! � ������ ��%�����

� ����%�����

(μ+ μc)uy,xx − 2μcωz,x = fy

� �
��
�������� ��
�

uy,x −
2μc

μ+ μc
ωz =

fyx

μ+ μc
+ const. ������

&��� � ����
�
�� ������� ���#� 
�'
������ 
� ����%����� � ����(��'����� �

��	���
����) ������

4Bωz,xx − 4μcωz + 2μcuy,x = 0,

	����

4Bωz,xx +

(
4μ2

c

μ+ μc
− 4μc

)
ωz +

2μc

μ+ μc
fyx = const

�! 
���
��!

ωz,xx −
μμc

B(μ+ μc)
ωz +

μcfyx

2B(μ+ μc)
= const.

*��������� �
����� �	
���	
�� ����
�
��

ωzo,xx =
μμc

B(μ+ μc)
ωzo.

������ �� ������� � 	�

�� ������ + 
����
�� ,�
����! ��

ωzo = Gz sinh

(
A
2x

l

)
, A =

(
μμcl

2

4B(μ+ μc)

)1/2

,



���

��� A � ��	
�	��

�� ��
����
� � Gz � ������

��� �
������� ��
�����
���

����
�� 
���
�� 
���
�
��
��� �
��
�
��

ωzn =
fy x

2μ

��� � ������������ ��
�� ������!�� 
� ����"��� �
��	���!
�� ������

��

�	#	� 
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ωz = Gz sinh

(
A
2x

l

)
+

fy x

2μ
,

��� Gz 
�'������ �	 ������� ωz(l/2) = 0� ����������!
��

ωz =
fy l

2μ

(
x

l
− sinh (2Ax/l)

2 sinh (A)

)
. ()��)*
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��������
�� ()��)* � ()���*� ����"���

uy,x =
1

μ+ μc

(
μ+ μc

μ
fy x− μc

μ

l

2
fy
sinh (2Ax/l)

sinh (A)

)
+ const.
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uy =
fy x

2

2μ
− fy l

2 μc

4A μ(μ+ μc)

cosh (2Ax/l)

sinh (A)
+ Gy,

��� 
��	����
�� ������

�� Gy 
�'������ �	 ������� uy(l/2) = 0� �� ���!

Gy = − fy
2μ

(
l2

4
− l2μc

2A(μ+ μc)
coth (A)

)
.
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uy =
fyl

2

2μ

((x
l

)2
− 1

4
+

μc

2A(μ+ μc)

cosh (A)− cosh (2Ax/l)

sinh (A)

)
. ()��/*
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γxx ≡ 0, γyy ≡ 0, γxy = uy,x − ωz, γyx = ωz;

σxx ≡ 0, σyy ≡ 0, σxy = fy x, σyx = (μ− μc)uy,x + 2μcωz;
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Myz ≡ 0, Mxz = 4Bωz,x.
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