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ГЕОМЕТРИЧЕСКИЕ АСПЕКТы ПРОВЕРКИ СЛОЖНых  
СТАТИСТИЧЕСКИх ГИПОТЕЗ В МАТЕМАТИЧЕСКОМ МОДЕЛИРОВАНИИ

Рассмотрены геометрические аспекты задачи проверки сложной статисти-
ческой гипотезы о принадлежности вектора параметров модели некоторой об-
ласти. Сформулирована и доказана основополагающая теорема для решения 
этой задачи. теорема утверждает, что задача решается проверкой простой ста-
тистической гипотезы относительно точки максимального правдоподобия. Рас-
смотрены типовые примеры применения в математическом моделировании.

ГРАНИчНАЯ тОчКА МАКСИМАльНОГО ПРАВДОПОДОБИЯ, ЗАДАчА лАГРАНЖА, Эл-
лИПСОИД НАДеЖНОСтИ, ОБОБЩеННАЯ еВКлИДОВА МетРИКА.

Введение

Процесс построения каких-либо мате-
матических моделей реальных процессов 
обычно содержит два неотъемлемых эта-
па: спецификация и идентификация. При 
учете факторов  стохастической природы, 
которые естественно возникают на этапе 
идентификации, состоящем, главным об-
разом, в  оценке параметров, возникает 
необходимость проверки статистических 
гипотез. Обычно эти гипотезы относятся к 
значениям параметров. Например, в хоро-
шо известных моделях эконометрики  про-
веряются, в основном, гипотезы о равен-
стве нулю некоторых параметров модели. 
Это позволяет определять целесообразность 
как включения анализируемых переменных 
в модель, так и построения самой модели. 
Проверка таких статистических гипотез 
осуществляется посредством хорошо из-
вестного аппарата математической стати-
стики. Однако на практике исследователь 
нередко сталкивается с ситуацией, когда  
интересен вопрос о принадлежности на-
бора параметров, рассматриваемого как 
точка пространства или вектор, некоторой 
(наперед заданной) области. В этом случае 
возникает задача проверки сложной много-
мерной статистической гипотезы. 

В работе [1], опубликованной в насто-
ящем журнале, решалась задача провер-
ки такой сложной гипотезы, в частности, 
речь шла о принадлежности вектора пара-

метров модели Вольтерры (системы двух 
дифференциальных уравнений) некоторой 
области, что позволяло делать выводы об 
устойчивости решения. Представленное в 
упомянутой публикации и в ряде других 
работ (например, в [2]) решение содержало 
в качестве обоснования лишь лаконичную 
ссылку на геометрические свойства нор-
мального распределения. 

С учетом важности этой проблемы для 
математического моделирования в целом, 
настоящая работа ставит целью полностью 
обосновать предлагаемый метод проверки 
сложной статистической гипотезы и сде-
лать все необходимые уточнения. 

При этом делается акцент на геоме-
трические аспекты развития общей идеи и 
обоснования этого метода, а также на ука-
занные аспекты решения различных при-
кладных задач математического модели-
рования, с тем, чтобы показать диапазон 
применимости рассматриваемого матема-
тического аппарата. По убеждению автора, 
такое представление метода должно улуч-
шить понимание его сути и прикладного 
значения. 

Далее везде в статье предполагается, что 
исходные данные подчиняются многомер-
ному нормальному распределению. 

Граничная точка максимального  
правдоподобия и эллипсоид надежности 

Хорошо известно, что когда одномер-



124

Научно-технические ведомости СПбГПУ. Физико-математические науки № 2(218) 2015

ный параметр θ оценивается статистически, 
например, как среднее значение по некото-
рой выборке, и проверяется 0 0H : ,θ = θ  то 
доверительная область есть симметричный 
относительно θ0 интервал, а критическая об-
ласть есть внешность или дополнение этого 
интервала.  Ширина доверительной области 
определяется выбором уровня значимости 
α (вероятность попадания в критическую 
область). При этом обычно использует-
ся распределение Стьюдента, симметрия 
функции плотности которого и приводит к 
симметрии доверительной области. 

Однако при достаточно большом объеме 
выборки можно использовать нормальное 
стандартное распределение (0, 1).N  Имен-
но так и поступали в эпоху статистических 
таблиц. Обобщение этой простой идеи на 
многомерный случай оказывается вполне 
конструктивным. Действительно, предпо-
ложим, что объем выборки настолько ве-
лик, что можно использовать нормальное 
распределение и в многомерном случае. 
Пусть вектор параметров 

θ = (θ1, θ2, …, θk)
T

(T – знак транспонирования) размерности 
k оценен по выборке {θi, i = 1, 2, ..., n}.  

Как известно, несмещенные оценки  ма-
тематического ожидания θ и матрицы вза-
имных ковариаций компонент этой оценки 
θ, соответственно, равны 

где 

При проверке простой гипотезы  
H0 : θ = θ0 доверительная область 0

αω  есть 
часть пространства, которая имеет вероят-
ностную меру (1 )− α  и ограничена эллип-
соидом 

т. е. (Int ) (1 ).P W α = − α   
Этот эллипсоид Wα хорошо известен в 

литературе как эллипсоид рассеяния, а 

)

– плотность многомерного нормального 
распределения N  [3]. 

Здесь и далее предполагается, что ма-
трица  – невырожденная (определение 
функции плотности в вырожденном случае 
см. в монографии [3]).

Предположим, что мы хотим проверить 
сложную гипотезу вида H :G θ ,G∈  где G – 
заданная область пространства параметров, 
которую, не уменьшая общности, будем 
считать замкнутой, так как при непрерыв-
ном распределении граница ∂G есть множе-
ство вероятностной меры нуль. 

Будем рассматривать НG как объедине-
ние простых гипотез вида Hτ : θ = θτ, где  
θτ G∈ . тогда доверительная область гипоте-
зы НG есть объединение доверитель-

ных областей гипотез Нτ , т. е. 

а критическая область НG есть пересечение 
 дополнений c α

τω  к .α
τω   

Границей раздела доверительной и кри-
тической областей будет огибающая (кри-
вая, поверхность или гиперповерхность, 
соответственно при k = 2, 3 и более) се-
мейства эллипсоидов 

центры которых лежат на границе ∂G.  
Проверку такой сложной гипотезы в 

первом приближении можно осуществить 
по следующему алгоритму, основанному 
на том, что в функции плотности распре-
деления вероятностей аргумент и параметр 
сдвига занимают симметричное положение 
относительно друг друга.

Геометрическая интерпретация это-
го факта состоит в следующем. Пусть два 
эллипсоида 1W α  и 2W α  конгруэнтны и со-
впадают с точностью до параллельного 
переноса, т. е. определяются одним набо-
ром параметров  тогда, если центр 

1W α  лежит на 2 ,W α  то и центр 2W α  лежит на 

1 .W α  Рассмотрим множество эллипсоидов, 
центры которых совпадают с  а форма 
определена матрицей . Один из эллип-
соидов этого множества W γ  соприкасается 
с границей ∂G в некоторой точке θ*. Значе-
ние cγ  для этого эллипсоида будет вычис-

(1)



Математика

125

ляться непосредственно как правдоподобие 
распределения N  в найденной точке 
θ*, т. е. ( , , ).c fγ ∗= V



ии и(θ*, . тогда, если ,c cγ α>  
то следовательно, (Int ) (Int )P W P Wγ α<  и 
точка θ* попадает в доверительную область 
одной из гипотез Hτ : θ = θτ. Это означает 
принятие общей гипотезы H :G θ .G∈  При 
выполнении условия ,αγ < cc  наоборот, 
точка θ* не попадает в доверительную об-
ласть ни одной из гипотез Hτ : θ = θτ и об-
щая гипотеза НG отвергается. 

В часто встречающейся ситуации, ког-
да оценка G∉



и  и мы заинтересованы от-
вергнуть гипотезу НG, вероятностная мера 
пространства (Int ),P W γ  ограниченного эл-
липсоидом ,W γ  по распределению N , 
есть оценка меры надежности [4, 5], поэто-
му сам эллипсоид W γ

∗  целесообразно име-
новать эллипсоидом надежности. 

Решение задачи нахождения точки θ*, 
как хорошо известно, дается методом ла-
гранжа. Геометрическая интерпретация и 
сама суть метода состоит в том, что в точ-
ке касания нормали к соприкасающимся 
поверхностям W γ

∗  и ∂G коллинеарны. Ре-
шение сводится к дифференцированию по 
всем аргументам функции лагранжа вида 
[1, 2]:

 

Здесь предполагается, что граница ∂G 
задается уравнением φ(θ) = 0 для некото-
рой гладкой функции .ϕ  если граница ∂G 
является кусочногладкой, т. е. задается не-
которым набором уравнений для системы 
гладких функций 

 
j = 1, 2, ..., J},

то вместо одной задачи (2) мы будем иметь 
систему задач и функций лагранжа: 

Lj λφj , 

j = 1, 2, …, J.

Из всех решений системы (3) выбира-
ется значение θ*, которое доставляет мак-
симум правдоподобия f(θ*, . Найденная 
таким образом точка θ*, очевидно, является 
граничной точкой максимального правдо-
подобия и для распределения N .

Проверка простой гипотезы  
относительно граничной точки  
максимального правдоподобия

Рассмотрим простую гипотезу  
H* : θ = θ*. ее проверку можно осуществить 
посредством следующих статистик. если 
ортогональная матрица Q такова, что 

где 1 2 ... ,kλ ≥ λ ≥ ≥ λ  то тогда компоненты 
вектора  

1/2
1 2( , , ..., ) ( )T T

ks s s −
∗= = −s Q



Л и и

будут иметь в точности распределение 
Стьюдента с числом степеней свободы  
(n − 1), т. е. 

1~j ns t −  (j = 1, 2, …, k).

Величина 
1( ) ( )Tr −

∗ ∗= − −V

 

ии иè è

при верной гипотезе H* имеет распределе-
ние, которое с увеличением объема выборки 
n асимптотически приближается к χ-квадрат 
с k степенями свободы, т. е. 2~ .kr χ

Предположим, что вектор параметров 
оценивается по схеме линейной регрессии 

где Y – вектор-столбец измерений размер-
ности n, X – ( )n k× -матрица, ε – вектор-
столбец погрешностей измерений размер-
ности n. 

В предположении независимости и нор-
мального распределения погрешностей ре-
грессии 

ε 2~ ( , ),N σ0 I

где 0 – нулевой вектор-столбец, I – еди-
ничная матрица.

Оценка методом наименьших квадратов 
(МНК) θ и матрица взаимных ковариаций 
этой оценки, соответственно, равны [3]:

  

Здесь несмещенная оценка 2σ  равна 

i 

где yi – i-я компонента, а Xi – i-я строка, 
соответственно, вектора-столбца Y и ма-
трицы X (см. [3]).    

(2)

(3)

(4)

(5)

(6)
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тогда, при условии, что гипотеза Н∗ 
верна, величина 

будет иметь в точности F-распределение 
со степенями свободы ( , ),k n k−  т. е. 

,~ .k n kq F −  
Для критерия Стьюдента (см. выше) в 

этом случае число степеней свободы равно 
n − k. Здесь следует напомнить, что сред-
нее арифметическое (см. раздел «Гранич-
ная точка максимального правдоподобия 
и эллипсоид надежности») также является 
МНК-оценкой.

При выполнении хотя бы одного из сле-
дующих неравенств, для некоторого, зара-
нее заданного, значения α, т. е.

2 ( );
k

r > χ α

, ( );k n kq F −> α

/2,j n ks t α
−>  j = 1, 2, …, k, 

где 2 ( ),
k

χ α  , ( )k n kF − α  и /2
n kt α

−  − суть критиче-
ские значения соответствующих распреде-
лений (здесь используется значение α/2, 
так как критерий Стьюдента относится к 
двусторонним), гипотеза Н∗ отвергается.

Для полноты общей картины линейного 
МНК-оценивания параметров рассмотрим 
случай, когда многомерный параметр  пред-
ставляет собой не вектор, а (m × h)-матрицу 
Θ. При этом его оценка получается из си-
стемы линейных уравнений регрессии: 

 l = 1, 2, …, m

(как, например, в упомянутой выше работе 
[1], где эта матрица параметров обознача-
лась B, а сами параметры − β), т. е. общее 
число параметров k = m × h (m – число 
уравнений, h – число параметров в каждом 
уравнении). 

В работе [1] рассматривался случай  
m = h = 2, k = 4, однако предложенная в 
данной работе методика легко обобщается 
на произвольные значения m и h. един-
ственное препятствие, состоящее в возмож-

ной вырожденности вычисляемых матриц 
(параметров многомерных распределений), 
преодолевается хорошо известными прие-
мами. Как показано в статье [1], при оцен-
ке матрицы параметров  

где θl – вектор параметров l-го уравнения 
системы (11), l = 1, 2, …, m, следует перехо-
дить к центрированным переменным, когда 
в матрицу параметров не входят свободные 
члены, а входят только коэффициенты при 
переменных правой части (как правило, 
именно они и представляют главный ин-
терес). 

Действительно, пусть Y имеет размер-
ность ( )n m×  (матрица, составленная из 
левых частей системы (11), т. е. 

Y = (Y1, Y2, …, Ym),

а X – ( ),n h×  и эти матрицы центрированы 
на средние по выборке значения перемен-
ных. 

тогда МНК-оценка матрицы параме-
тров равна 

если вместо матрицы рассматри-
вать составной вектор параметров 

 то матрица взаимных 
ковариаций  компонент оценки этого 
вектора 

строится следующим образом. 
Пусть R – (m × m)- и W – (h × h)-орто-

гональные матрицы, приводящие к диаго-
нальному виду матрицы TY Y  и ,TX X  со-
ответственно. 

тогда, как показано в статье [1],  

( ) ,T
h h= ⊗ ⊗V R I V R I 

и о ( ) ,T
h h= ⊗ ⊗V R I V R I 

и о

где h⊗R I  – кронекеровское произведение 
R (см. [6]) на единичную матрицу порядка h, 
а  – [(m⋅h) × (m⋅h)]-блочно-диагональная 
матрица следующего вида:

2 1
1

2 1

( ) ...

... ... ... .

... ( )

T

T
m

−

−

 δ
 

=  
 δ 

X X 0

V

0 X X







о  

Здесь, как обычно, 0 – нулевой блок, 

(7)

(8)

(9)

(10) (12)

(11)
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а коэффициенты диагональных блоков 
2 2 2
1 2{ , , ..., }mδ δ δ
  

 есть несмещенные оценки 
дисперсий погрешностей регрессии 2

1{ ,δ
2 2
2, ..., }mδ δ  на центрированные значения X 

также центрированных (см. ниже), но не-
зависимых переменных Zl (l = 1, 2, …, m), 
выборочная ( )n m× -матрица для которых 
равна 

Z = (Z1, Z2, …, Zm) = YR,

так как T T T=Z Z R Y YR  – диагональная ма-
трица (см. выше). 

Из структуры  следует, что ортого-
нальная матрица Q, приводящая  к диа-
гональному виду, равна  

( )( ).h m= ⊗ ⊗Q R I I W

При этом имеет место следующее, легко 
проверяемое, соотношение: 

( )( )h m⊗ ⊗R I I W  = ⊗R W  = 

= ( )( ),m h⊗ ⊗I W R I

означающее, что порядок перехода к не-
зависимым регрессорам и независимым 
компонентам отклика, когда  принимает 
диагональный вид, не имеет принципиаль-
ного значения.

Имея МНК-оценку 

и матрицу взаимных ковариаций  ком-
понент этого вектора, находим граничную 
точку максимального правдоподобия 

для распределения N .
При этом для проверки Н∗ также получа-

ются χ2- и t-статистики вида (5) и (4)  (т. е. 
величины r и s). В работе [1] вместо общей 
F-статистики вида (7) (т. е. q) было пред-
ложено использование m F-статистик для 
каждого l-го уравнения (l = 1, 2, …, m):

которые, при верной гипотезе Н∗, имеют 
распределение Fh,n–h–1 (здесь число степеней 
свободы не (n − h), а (n − h − 1), так как 
учитывается центрирование, приводящее к 
«исчезновению» свободного члена). 

Однако следует заметить, что только 
при определенном условии, а именно при 
верной и легко проверяемой гипотезе 

2 2 2
0 1 2H : ... ,mδ = δ = = δ

которая эквивалентна гипотезе для диспер-
сий погрешностей системы (11):

2 2 2
0 1 2H : ... ,m′ σ = σ = = σ

выполняется весьма важное соотношение:

 

В противном случае в качестве ql следу-
ет брать статистики 

где 

тогда условие (14) будет выполнено, т. е.

 

так как столбцы {Z1, Z2, …, Zm} матрицы 
Z не коррелируют между собой, а матрица 
взаимных ковариаций параметров регрес-
сии для этих переменных  имеет блочно-
диагональную структуру (см. выше). 

При верной гипотезе H0 выражения (13) 
и (15) совпадают. Условие (14) (или (16)) 
является весьма существенным уточнением 
результатов работы [1].

При выполнении хотя бы одного из не-
равенств

, ( )l k n kq F −> αn–h–1(α)

для каждого l-го уравнения (l = 1, 2, …, m) 
гипотеза Н∗ отвергается.

Обобщенная евклидова метрика  
и основная теорема

теперь, когда выяснен алгоритм на-
хождения граничной точки максимального 
правдоподобия θ∗ и проверки простой ги-
потезы Н∗ : θ = θ∗, придадим задаче провер-
ки сложной гипотезы НG : θ G∈  совершенно 

(13)

(14)

(15)

(16)

(17)

q

q
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строгий доказательный вид, отличный от 
предложенного в разделе «Граничная точка 
максимального правдоподобия и эллипсоид 
надежности». При этом мы не будем делать 
никаких существенных предположений от-
носительно объема выборки n. Для всех 
рассмотренных выше оценок имеет место 
следующая теорема. 

теорема. Пусть  (линейная МНК-оценка 
вектора параметров θ) не принадлежит зам-
кнутой области G, и  – матрица взаим-
ных ковариаций компонент этой оценки. 

Тогда, если для граничной точки макси-
мального правдоподобия θ∗ (θ∗∈∂G ) по рас-
пределению N  на некотором уровне 
значимости α гипотеза Н∗ : θ = θ∗ отвергает-
ся по какому-либо критерию ( 2χ , t или F), то 
и для любой другой точки θτ G∈  на этом же 
уровне значимости α отвергается гипотеза 

, а, следовательно, отвергается 
гипотеза НG : θ G∈ .

Доказ а т ельс тво . Введем в веще-
ственном k-мерном пространстве Rk обоб-
щенную евклидову метрику [7, 8]:

 

( , ),kR∈u v  порожденную распределением 
N .

Напомним, что метризовать Rk мы мо-
жем посредством любой невырожденной, 
положительно определенной, симметрич-
ной матрицы A. если определить скалярное 
произведение векторов по формуле  

,T⋅ =u v u Av

то норма (длина) вектора, а также расстоя-
ние и угол между векторами определяются 
соответственно следующими формулами:   

2
;T=u u Au

2d ( , ) ( ) ( );T= − −u v u v A u v

2 2
arccos( ( )).Tϕ = ⋅u Av u v

если матрица А не является положи-
тельно определенной (среди собственных 
значений есть отрицательные), то введен-
ная посредством А метрика (типа d2) на-
зывается индефинитной [7]. тот факт, что 
невырожденная матрица , как и обратная 
к ней, положительно определены, хорошо 
известен. Здесь как раз и  рассматривается 

невырожденный случай. 
Очевидно, что граничная точка θ∗ мак-

симального правдоподобия является бли-
жайшей из всех точек области G, включая 
границу, в метрике (18) к точке  (к полу-
ченной оценке вектора параметров по (1), 
(6), (12)). Следовательно, при выполнении 
неравенства (8) для θ∗, это неравенство бу-
дет выполняться и для любой другой точки 
θτ G∈ . то же самое утверждение справед-
ливо и для неравенства (9), использующего 
F-тест, так как в этом случае (оценка по 
одному уравнению регрессии) мы имеем 
дело с эквивалентной метрикой 

1/2
2 2d ( , ) d ( , )k −′ =u v u v

(см. неравенство (9)).  
Из равенства (4) непосредственно выте-

кает соотношение 

1 2
2

1

d ( , ) ( ) ( ) ,
k

T
j

j

s−
∗ ∗ ∗

=

= − − = ∑V

  

ии и и и и и

которое в свою очередь означает, что ис-
пользование стьюдентовских статистик, с 
геометрической точки зрения, есть переход 
к обобщенной метрике 

.

Эта метрика совпадает с обычной ме-
трикой d∞  (максимум модуля компонен-
ты) в пространстве, подвергнутом линей-
ному пребразованию с матрицей оператора  
Λ 1/2 ,T− QЛ  которое, как всякое линейное пре-
образование, является аффинным, т. е. 
сохраняет все метрические соотношения. 
Следовательно, при выполнении какого-
либо из неравенств (10) для θ∗ это неравен-
ство будет выполняться и для любой другой 
точки θτ из области G. 

Осталось рассмотреть случай примене-
ния статистик (13) и (15), когда параметры 
оцениваются по системе регрессионных 
уравнений, так как использование в этом 
случае статистик (5) и (4) (т. е. величин r и s)  
ничем принципиально не отличается от 
случая оценивания параметров как средних 
по выборке или по схеме одного уравнения 
линейной регрессии. 

Представим пространство Rk в виде де-
картова произведения m подпространств 
размерности h, т. е.

(18)

(19)
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сомножителей
... ,k h h h

m
R R R R= × × ×

и в каждом подпространстве Rh введем сле-
дующую метрику. 

Пусть
1

2,d ( , ) ( ) ( ),T
l l

−= − −g h g h V g h

( , ),hR∈g h

где 
2 1( )T

l l
−= δV X X



,

Xi – i-я строка центрированной матрицы X. 
тогда 

Последнее означает, как  это следует 
из равенств (16), что аналогично равенству 
(19) выполняется и равенство 

теперь, если в Rk ввести метрику 

( / ) 2,{1,2,..., }
d ( , ) max d ( , ),k h l l ll m∞ ∈

=u v u v

то из  равенства (20) следует, что эта метри-
ка так же, как и  метрика  d ( , )∞ u v , будет 
эквивалентна метрике 2d ( , ).u v  

Иными словами, метрика ( / )d ( , )k h∞ u v  
играет роль d ( , )∞ u v  в метрическом фактор-
пространстве размерности m ( / ),k h mR R R≅  
подвергнутом, за исключением случая вер-
ной гипотезы 0H ,  ортогональному, т. е. 
изометрическому, преобразованию с ма-
трицей оператора .TR  Вполне очевидно, 
что выполнение какого-либо из неравенств  
(17) для θ∗ влечет за собой непременное 
выполнение этого неравенства и для любой 
другой точки θτ из области G. 

таким образом, теорема доказана. 

Примеры применения методики в различных 
областях математического моделирования 

Рассматривая примеры применения 
разработанной методики проверки слож-
ной многомерной гипотезы, мы для векто-
ра параметров θ иногда будем использовать 
и другие обозначения, соответствующие 
принятым в рассматриваемой предметной 
области. Остальные обозначения, по воз-

можности, будем сохранять неизменными. 
Начнем с рассмотрения задач математиче-
ской экономики.

Оценка экономической состоятельности 
предприятий по модели Альтмана. Оценка 
осуществляется сравнением значения ли-
нейной формы

ϕ(x) = cTx

от выбранных Э. Альтманом экономиче-
ских показателей [9], образующих  век-
тор 1 2 5( , , ..., )Tx x x=x  размерности k = 5,  
с двумя значениями ϕС и ϕR (ϕС > ϕR). 
Коэффициенты ϕ(x), образующие век-
тор (вектор Альтмана) 1 2 5( , , ..., ) ,Tc c c=c  
как и значения ϕС и ϕR, определяют-
ся статистическими методами. Вектор c 
есть нормаль к гиперплоскости, кото-
рая минимизирует сумму квадратов от-
клонений по данным экономически 
стабильных предприятий. При условии  
ϕ(x) > ϕС предприятие считается успеш-
ным (принадлежащим области стабильно-
сти GС), а при ϕ(x) < ϕR – несостоятельным 
(принадлежащим области банкротства GR). 
Двойное неравенство 

ϕС ≥ ϕ(x) ≥ ϕС

трактуется как неопределенность (область 
неопределенности GN). 

Пусть по выборке данных показате-
лей какого-либо стабильного предприятия  
{xi, i = 1, 2, …, n} получены оценки  

1

1

,
n

i
i

n−

=

= ∑x x  

где 1

1

( 1) ( )( ) .
n

T
i i

i

n −

=

= − − −∑xV x x x x


1

1

( 1) ( )( ) .
n

T
i i

i

n −

=

= − − −∑xV x x x x


 

тогда, решив задачу лагранжа для

( , ) ln( ( , , ) ( ),T
CL fλ = − λ − ϕxx x x V c x

найдем точку максимального правдоподо-
бия на граничной плоскости ϕ(x) = ϕС.

Решение для этого случая имеет доста-
точно простой вид:  

,С = + λ xx x V c  1( )( ) .T T
C

−λ = ϕ − xc x c V c   

Используя в решении (21) значение ϕR, 
получаем точку xR. Как было отмечено в 
конце раздела «Граничная точка…», полу-
ченные значения не изменятся, если заме-

(20)

(21)
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нить в (21) xV  на xV


. Более того, для эллип-
соида надежности имеют место равенства

{ : ( , , ) ( , , )}

{ : ( , , ) ( , , )},

C C

C

W f f

f f

= = =

= =
x x

x x

x x x V x x V

x x x V x x V
 

как и для эллипсоида риска, определяемого 
точкой xR (рис. 1). 

Очевидно, что экономист предпочтет 
оценивать вероятностную меру надежно-
сти предприятия (Int )CP W  или меру ри-
ска 1 (Int )RP W−  по распределению векто-
ра самих показателей ~ ( , ),N xx x V



 а не по 
распределению оценки вектора его средних 
значений x  (с матрицей взаимных кова-
риаций xV ), так как последнее было бы с 
его точки зрения легкомысленным благоду-
шием (если учесть, что область допустимых 
значений ограничена, эти величины можно 
вычислять в терминах условной вероятно-
сти). Аналогично дело обстоит с гипоте-
зами потери стабильности и банкротства. 
Экономиста вряд ли будет интересовать 
формулировка этих гипотез в терминах ма-
тематических ожиданий, т. е. H :EN СG∉x  и 
H :E ,R RG∈x  соответственно. В последнем 
случае величины C −x x  и ,R −x x  соответ-

ственно, анализировались бы переходом 
к распределениям 1nt −  или 2

5χ  (поскольку 
рассмотрено пять показателей, (см. выше)), 
от распределения ( , ).N xx V  Это означа-
ет, что при вычислении соответствующих 
статистик использовалась бы матрица xV   
(см. формулы (4) и (5)). Однако, если учесть 
вышеизложенное, то следует использовать 
матрицу .xV



 Иными словами, проверяется 
не возможность попадания средних значе-
ний экономических показателей в опасную 
область, а возможность попадания в опас-
ную область текущих значений этих пока-
зателей. 

При этом наши статистики уменьшают-
ся, по сравнению с вышеуказанным случа-
ем, на величины n  и n, соответственно. 
Именно этот момент, собственно, и умень-
шает излишнее благодушие. Гипотезы  
H :EN СG∉xxH :EN СG∉x  и H :ER RG∈xxH :ER RG∈x  следует интерпре-
тировать как случаи неизбежной, хоть и 
случайной потери стабильности и банкрот-
ства.

Относительно альтмановской модели 
можно сделать следующие замечания.

Замечание 1. если по всей совокупности 
стабильных предприятий оценены параме-
тры распределения x ~ N(θx, Vx) то c = P5, 
где P5 – последний столбец ортогональной 
матрицы P, такой, что 

T
xP V P  = diag(d1, d2, …, d5)

и d1 ≥ d2 ≥ …. ≥ d5. 
Действительно, сумма квадратов откло-

нений всех значений x от гиперплоскости 
cтx = cтθx минимальна и равна (N – 1)d5, где 
N – объем всей выборки стабильных пред-
приятий, по которой производилась оценка 
параметров распределения N(θx, Vx). Кро-
ме того, если определен уровень доверия  
(1 – α) области стабильности, то 

ϕС  = cTθx – (d5)
1/2 /2

1,Nt
α

−

а для значения ϕR уровень доверия (т. е. /2
1Nt

α
− )  

берется предельно допустимым. 
Следует отметить, что минимальное 

собственное значение d5, с одной стороны, 
должно быть отлично от нуля (требование 
невырожденности или независимости по-
казателей), а с другой стороны, оно долж-
но быть относительно мало (существенно 

Рис. 1. Схема модели Альтмана для оценки 
экономической состоятельности предприятий:  

WС – эллипсоид надежности; WR – эллипсоид риска; 
GC, GN , GR – области успешности, неопределенности 

и банкротства соответственно  (остальные  
обозначения даны в тексте)
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(22)

(23)

меньше trVx /5, где tr − след матрицы). По-
следнее означает, что эллипсоиды рассея-
ния распределения N(θx, Vx) должны быть 
сжатыми в направлении вектора P5, иначе 
модель Альтмана не имеет смысла. 

Замечание 2. При оцененном распреде-
лении x ~ N(θx, Vx) можно рассматривать не 
плоскости, а эллиптические поверхности, 
задаваемые как 

x,  

или 

где ,gα  (так же, как и cα ) зависит от выбора 
уровня доверия 1 − α, так что 

(Int ) 1CP W α = − α
( RW α  определяется аналогично, см. замеча-
ние 1). 

При оценке отдельного предприятия 
функция лагранжа примет вид

Замечание 3. Используя вектор c = P5, 
можно ввести безразмерные показатели 
[10] относительной вариабельности 

1{ ( ) } / trT T
AV −= x xc V c c c V

 

и относительной стабильности 
1

11 { ( ) } / ,T T
AS −= − λxc V c c c



 

где λ1 – наибольшее собственное значение 
матрицы .xV



 
Показатель относительной вариабель-

ности VA есть отношение дисперсии в на-
правлении вектора c к общей дисперсии  
(т. е. VA определяет долю дисперсии в опас-
ном направлении). 

Показатель относительной стабильно-
сти SA приближается к единице, когда дис-
персия в направлении вектора c мала, по 
сравнению с дисперсией первой главной 
компоненты (к направлению максималь-
ной дисперсии), и близок к нулю в про-
тивоположном случае. Ситуация SA ≈ 0 мо-
жет иметь место, когда направление первой 
главной компоненты близко к направлению 
вектора c (существенные колебания в опас-
ном направлении), или из-за того, что все 
собственные значения xV



 мало различают-

ся между собой (хаотичные колебания). 
Здесь мы рассмотрели случай непосред-

ственной оценки параметров распределения. 
Перейдем к рассмотрению примеров  оцен-
ки параметров по регрессионной схеме.

Оценка параметров производственной 
функции. Указанная функция имеет вид

1 2 ,Y aK Lα α=

где K – капиталовложения (фонды); L – 
людские ресурсы (труд); Y – выпуск, ко-
торый осуществляется по данным наблю-
дений посредством перехода к уравнению 
линейной регрессии для логарифмов:

1 2ln ln ln lni i i iY a K L= + α + α + ε   

(i = 1, 2, …, n). 

Экономисты имеют твердое убеждение, 
что истинные значения параметров α1 и α2 
удовлетворяют соотношению  

α1 + α2 = 1,

т. е. в плоскости с координатами 1 2( , )α α
они лежат на прямой (23). 

Это убеждение они, как правило, выра-
жают записью производственной функции 
в виде 

1 .Y aK Lα −α=

Однако на практике нередко бывает так, 
что полученные МНК-оценки удовлетворя-
ют неравенству 1 2 1.α + α < 

 В этом случае в 
качестве окончательного результата в эко-
номике принято брать значения [11]:

1
1

1 2

,e α
α =

α + α



 

 2
2

1 2

,e α
α =

α + α



 

 

которые на координатной плоскости 

1 2( , )α α  соответствуют точке пересечения 
прямой, проходящей через начало коорди-
нат (0; 0) и точку 1 2( , ),α α   с прямой (23). 

Полученная таким образом точка (век-
тор) 

αe
1 2( , )e e e T= α αб

является центральной проекцией из начала 
координат.  

если из точки 1 2( , )α α 

 опускать пер-
пендикуляр на прямую (23) (ортогональная 
проекция), то получается точка 

αo
1 2( , )o o o T= α αб
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с координатами

1 2
1

1
,

2
о + α − α

α =
 

 2 1
2

1
.

2
o + α − α

α =
 

 

В регрессионной модели (22) удобно пе-
рейти к центрированным значениям, когда 
член lna отсутствует, что позволяет непо-
средственно получить (2 2)× -матрицу  

вектора МНК-оценок 1 2( , ) .T= α α  б  В про-
тивном случае эта матрица представляла бы 
правый нижний блок аналогичной матри-
цы  размера (3 3)×  для вектора 

0 1 2( , ) ,Tα α α  

 0 ln .aα =

если элементы матрицы  обозначить 
vi,j (i = 1, 2; j = 1, 2), то для координат гра-
ничной точки максимального правдоподо-
бия, лежащей на прямой (23), из решения 
(21) получаются следующие удобные фор-
мулы: 

1 1 1,1 1,2( ),v v∗α = α + λ +

2 2 2,1 2,2( ),v v∗α = α + λ +

 

1 2

1,1 1,2 2,1 2,2

1
.

v v v v
− α − α

λ =
+ + +

 

 

В этой задаче мы столкнулись с ситуаци-
ей, когда при проверке гипотезы HG : α ∈ G  
область G совпадает со своей границей  
G = ∂G, так как G – это прямая (23).

Конкретный пример. В табл. 1 приведе-
ны значения индексов выпуска, фондов и 
труда в СССР за период 1958 – 1990 гг. 

В табл. 2 представлены результаты, по-
лученные по данным табл. 1; графически 
они приведены на рис. 2. 

Как видно из табл. 2, точки, получен-
ные методами проектирования, не проходят 
статистическую проверку, т. е. отвергаются 
гипотезы Не:α = αe и Н0:α = αo при α = 0,05. 
Однако для точки максимального правдопо-
добия ни одно из неравенств (8), (9) и (10) 
не выполняется, а, следовательно, гипотеза  
Н∗:α = α* принимается. таким образом, 
условие (23) оказывается выполненным. 
При α = 0,01 все остается на своих местах. 

такой, несколько неожиданный резуль-
тат объясняется тем, что матрица  близ-
ка к вырожденной (т. е. и распределение 
вектора  близко к вырожденному). На это 
указывают величины собственных значе-

таблица  1

индексы выпуска, фондов и труда в СССР  
за период 1958 – 1990 гг. [12]

Год Y K L

1958 43,20 30,83 61,97

1959 46,45 33,94 64,19

1960 50,17 38,10 68,74

1961 53,59 41,59 73,06

1962 56,63 44,97 75,72

1963 58,90 49,79 78,16

1964 64,38 54,31 81,26

1965 68,81 60,16 85,25

1966 74,39 68,11 88,36

1967 80,85 78,00 91,24

1968 87,55 86,68 94,35

1969 91,68 93,01 97,45

1970 100,00 100,00 100,00

1971 105,65 107,84 102,88

1972 109,81 116,64 105,54

1973 119,62 125,98 108,09

1974 125,98 135,32 110,64

1975 131,73 145,69 113,30

1976 139,48 156,78 115,52

1977 145,81 167,69 117,96

1978 153,32 179,45 120,40

1979 157,10 191,56 122,62

1980 164,82 203,74 124,72

1981 173,55 216,58 126,39

1982 186,64 230,20 127,72

1983 195,43 244,73 128,71

1984 203,11 259,80 129,49

1985 206,29 274,32 130,60

1986 211,03 288,73 131,37

1987 214,41 303,50 131,49

1988 223,85 318,14 129,93

1989 229,43 333,94 127,94

1990 220,26 349,49 125,17

Обозначения : Y – выпуск продукции,  
K – капиталовложения,  L – людские ресурсы. 
Данные 1970 г. приняты за 100 %. 
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ний этой матрицы, которые отличаются на 
два порядка: λ1 = 8,62⋅10–3; λ2 = 2,7⋅10–5, а, 
следовательно, оси эллипсоида рассеяния 
(или надежности, см. раздел «Граничная 
точка…») отличаются на порядок. Поэто-
му направленный отрезок  име-

ющий координаты (–0,046; 0,155), почти 
коллинеарен первому собственному векто-
ру матрицы  (направлению максималь-
ной дисперсии, т. е. первому столбцу Q,  
(см. формулу (4)), который имеет коорди-
наты (–0,294; 0,956). 

Рис. 2. Значения параметров производственной функции по данным табл. 1:  
1 – МНК-оценка; 2, 3 – центральная и ортогональная проекции;  

4 – точка максимального правдоподобия

таблица  2

Результаты обработки данных табл. 1

Параметр
производственной

функции

Значение показателя

α1 α2 r q |s1| |s2|

МНК-оценка (n = 33) 0,63 0,26 – – – –

центральная
проекция

0,71 0,29 252,86 126,43 0,08 15,9

Ортогональная
проекция

0,69 0,31 169,83 84,91 0,39 13,03

точка
максимального
правдоподобия 

0,58 0,42 3,07 1,53 1,74 0,18

Для α = 0,05 2
2( ) 5,99,χ α =  2, 30( ) 3,32,F α =  /2

30 2,36t α =

1

2

3

4
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 Задача космической безопасности. Одна 
из таких задач состоит в оценке вероят-
ности схода с орбиты космического объ-
екта, каковыми являются спутники связи, 
спутники навигации и прочие. Рассмотрим 
в первом приближении самую простую 
модель движения космического объекта. 
Будем предполагать, в соответствии с за-
конами Кеплера, что орбита является эл-
липтической и лежит в плоскости, прохо-
дящей через центр массы Земли, с которым 
совпадает один из фокусов эллипса орби-
ты. В этом случае она может быть описана 
в стандартных полярных координатах (ρ, ϕ) 
уравнением вида [13] 

0 1 21 / cos sin .ρ = θ + θ ϕ + θ ϕ  

Параметры орбиты образуют трехмер-
ный вектор θ 0 1 2( , , )T= θ θ θ . Орбита, кото-
рая не пересекает и даже не касается сферы 
определенного радиуса RG (RG > R0, R0 – ра-
диус Земли), будет считаться безопасной. 

Предположим, что по выборке инстру-
ментальных наблюдений {( , ),i iρ ϕ  i = 1, 2, 
…, n} и формулам (6) получена оценка век-
тора параметров орбиты 0 1 2( , , )T= θ θ θ

   

и  и 
матрица взаимных ковариаций этой оцен-
ки  В данном случае  элементы регрес-
сионной модели  таковы: вектор 
Y имеет размерность n, X – (n × 3)-матрица, 
а компоненты вычисляются по формулам

yi  = 1/ρi, xi1  = 1, xi2 = cosφi, 

xi3 = sinφi (i = 1, 2, …, n), 

соответственно.  
Далее по формуле (21) находим  гранич-

ную точку максимального правдоподобия θ∗ 
для распределения N  В этом случае 
формулы, как и в приведенных выше при-
мерах, имеют простой, но принципиально 
отличный, зависящий от ϕ вид:

  

так как граница ∂G задается условием 

где ( ) (1, cos , sin ) ,Tϕ = ϕ ϕc  1.G Gс R−=  
Имея значения θ∗(φ), можно вычислять 

эллипсоид надежности (см. раздел «Гра-

ничная точка…») и таким образом оцени-
вать безопасность объекта в вероятностном 
смысле, или проверять гипотезу катастро-
фической ситуации 

При этом (при верной гипотезе HG) мы 
имеем полный набор статистик (4), (5) и (7): 

3~j ns t −  (j = 1, 2, 3), 2
3~ ,r χ  3, 3~ .nq F −

Зависимость точки θ∗(φ) (24) от угловой 
координаты ϕ дает возможность определить 
момент  наступления опасной ситуации. На-
конец, напомним, что здесь показана лишь 
общая идея решения задачи, в то же самое 
время предполагается, что данное решение 
незначительно изменится, если усложнить 
модель учетом всех необходимых и суще-
ственных факторов.  

Завершая краткий обзор задач, в кото-
рых может быть использован рассмотрен-
ный здесь метод проверки сложных много-
мерных статистических гипотез, отметим 
в самых общих чертах еще два достаточно 
важных направления. 

Задача проектирования машин и меха-
низмов. В указанной задаче при проведе-
нии серии испытаний эксперименталь-
ного образца получаем выборку вектора 
замеренных параметров и соответствую-
щие статистические оценки. Это позво-
ляет оценить надежность соответветствия 
образца техническим требованиям, выра-
жающимся в принадлежности вектора его 
параметров некоторой области. Когда па-
раметры измеряются непосредственно, не 
по схеме линейной регрессии, а оценки 
даются осреднением, задача отличается от 
модели Альтмана лишь тем, что границы 
области требуемых значений параметров 
определяются самой задачей, для решения 
которой и предназначен проектируемый 
механизм.

Математическое моделирование реаль-
ных процессов. Как было отмечено во вве-
дении, применение дифференциальных 
уравнений сталкивается с проблемой оцен-
ки параметров по данным наблюдений за 
моделируемым процессом. При этом воз-
никает вопрос о принадлежности истинных 
значений вектора параметров той или иной 

(24)
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области, определяющей поведение систе-
мы, например, о принадлежности области 
устойчивости решения. Примером здесь 
может служить не раз упомянутая выше ра-
бота [1], которая, кроме того, может слу-
жить примером случая, когда параметры 
модели оцениваются по системе регресси-
онных уравнений. При этом следует обра-
тить внимание на уточнение относительно 
F-статистик, сделанное в конце раздела 
«Проверка простой гипотезы относительно 
граничной точки максимального правдопо-
добия».

Заключение

Очевидно, что предложенный подход к 
проверке сложных статистических гипотез, 
относящихся к вектору параметров, по-
зволяет решать достаточно широкий класс 
задач математического моделирования.  
Предлагаемый  метод проиллюстрирован 
как в опубликованной ранее работе [1], так  

и в данной статье на ряде примеров.
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