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Аннотация. Рассматриваются геометрически и физически нелинейные теории упругих 

стержней (стержни Коссера – Тимошенко) и упругой среды Коссера. Эти теории характерны тем, 
что в них присутствуют независимые трансляционные и вращательные степени свободы. 
Постановки задач для этих теорий в виде систем дифференциальных уравнений хорошо 
известны. Однако до сих пор не получены вариационные постановки в виде задач о поиске точек 
стационарности соответствующих функционалов. 

Используются только вариационные постановки в виде принципа виртуальной работы 
(возможных перемещений). Наличие функционалов вариационных постановок важно для 
правильной формулировки алгоритмов метода конечных элементов при решении нелинейных 
задач, а также для постановки и решения задач устойчивости равновесия.  

В настоящей работе даны вариационные постановки статических задач для указанных 
теорий в виде задач поиска точек стационарности функционалов. 

Ключевые слова: независимые вращательные степени свободы; нелинейные стержни 
Коссера; нелинейная среда Коссера; функционал вариационной постановки 

Введение 
В статье рассматриваются геометрически и физически нелинейные пространственные 

статические задачи строительной механики и механики деформируемого твердого тела для 
упругих сред, в которых, наряду с трансляционными степенями свободы – перемещениями, 
имеются вращательные степени свободы – повороты, независимые от перемещений. 

Примером одномерных теорий такого рода является стержень Коссера – Тимошенко [1–20], 
трехмерными примерами являются среда Коссера – моментная теория упругости [19, 21–25] и 
редуцированная среда Коссера [26–29]. 

В мировой научной литературе для геометрически нелинейных задач с независимыми 
поворотами отсутствует вариационная постановка в виде задачи поиска точки стационарности 
некоторого функционала. Используется только вариационная постановка в виде вариационного 
уравнения – принцип виртуальных перемещений (виртуальной работы) [7, 14, 15, 17, 19, 20,  
30–33]. 

В настоящей статье даны вариационные постановки нелинейной теории упругих стержней 
Коссера – Тимошенко и нелинейной трехмерной упругой среды Коссера в виде задачи о поиске 
точки стационарности соответствующих функционалов. 

Описание больших поворотов 
Независимые повороты можно описывать с помощью вектора поворота iieϕϕ = , где ie – 

орты ортогональной декартовой системы координат. Здесь и в дальнейшем все индексы имеют 
значения от 1 до 3 и используется правило суммирования по немому индексу, например, 

332211 eeee ϕϕϕϕ ++≡ii .  

Альтернативное описание независимых поворотов дает тензор поворота Ρ . Через вектор ϕ  
тензор Ρ  выражается следующим образом [3, 14, 16, 20, 23, 34, 35]: 

ϕϕϕϕ 2
cos1sincos)(
Φ

Φ−
+×

Φ
Φ

+Φ=≡ IIΡΡ ,
 

(1)
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где 2
3

2
2

2
1 ϕϕϕ ++=Φ – модуль вектора ϕ ; iieeI = – единичный тензор; х – знак векторного 

умножения; ab  – диадное произведение векторов a  и b . 

Тензор Ρ  является ортогональным тензором, т. е. удовлетворяет равенствам 

IΡΡΡΡ =⋅=⋅ TT
 (где ⋅  – знак скалярного умножения) и имеет определитель, равный 1. 

Если тензор Ρ  зависит от некоторого числового параметра β , то его производная по β  
полностью определяется вектором b  по правилу [5, 34, 35]: 

x
T )(

2
1

ββ ∂
∂
⋅−=〈=〉×=

∂
∂ ΡΡbbΡΡ

, (2)

где x(...)  – векторный инвариант тензора [5, 34, 35]; T(...)  – транспонирование тензора. 

Пусть от параметра β  зависит вектор поворота ϕ : )(βϕϕ = , то есть ))(()( βϕβ ΡΡ ≡ . 

Производная β∂
∂Ρ  по-прежнему определяется вектором b  по формуле (2). Производная β

ϕ
∂

∂  

и вектор b  связаны соотношением 

β
ϕ
∂
∂
⋅= TZb , (3)

где тензор Жилина Z  определен формулой [34, 35]: 

ϕϕϕϕ 32
sincos1sin)(
Φ

Φ−Φ
+×

Φ
Φ−

+
Φ
Φ

=≡ IIZZ .
 

(4)

Несмотря на то, что выражение (4) было известно и раньше (см., например [2, 21, 36]), 
систематическое исследование свойств и использование этого тензора было проведено именно 
П.А. Жилиным, что объясняет использованное нами название тензора Z . 

Из (1) следует, что Ρ  можно рассматривать как функцию трех параметров iϕ . Введем три 

вектора iH  по формуле (2): 

i
i

HΡΡ
×=

∂
∂
ϕ

.
 

(5)

Согласно (3) 
i

T
i ϕ

ϕ
∂
∂

⋅= ZH , но i
i

e=
∂
∂
ϕ
ϕ

, следовательно i
T

i eZH ⋅= . Так как ie – линейно 

независимые единичные векторы, то последнее равенство эквивалентно следующему: 

ii
T eHZ = (6)

и, поскольку 0≡
∂
∂
β

ie
, то формулу (3) можно записать в виде 

β
ϕ
∂
∂

= i
iHb .

 
(7)

Вычисление вариаций 
Обозначим iiδϕδϕ e≡  – вариация вектора поворота ϕ . Для любой функции (в том числе 

векторной или тензорной) )(ϕA  вектора ϕ  вариация вычисляется следующим образом: 

0

)(

=∂
+∂

=
αα

αδϕϕδ AA , 
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где α  – скалярный параметр. 

Исходя из определения, получим 

i
i

ii

ii

AAA δϕ
ϕα

αδϕϕ
αδϕϕ
αδϕϕδ

α ∂
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.
 

(8)

Вычислим вариацию тензора Ρ . Согласно (8) и (5) можно записать: 

iii
i

ϕδϕδ
ϕ

δ HΡΡΡ ×=
∂
∂

= . 

Используя свойство [ ki
kiki

=
≠=⋅ ,1

,0ee , последнюю формулу можно записать в виде 

kkii ϕδδ eeHΡΡ ⋅×= . 

На основании (6) и определения δϕ , окончательно получим:  

ϕδδ ⋅×= TZΡΡ . (9)

Формула (9) – инвариантная запись вариации тензора поворота Ρ . 

Далее займемся вычислением вариации вектора b  из формул (2) и (3). Так как, согласно (3), 

вектор b  зависит не только от самого вектора ϕ , но и от его производной β
ϕ
∂

∂ , то его вариация 

должна вычисляться по формуле:  

)(
)( β

ϕδ

β
ϕϕδ

ϕ
δ

∂
∂

∂
∂

∂

∂
+

∂
∂

= i

i
i

i

bbb .
 (10)

Так как векторы iH  не зависят от β
ϕ

∂
∂ i , то из (7) следует: 

i
i

Hb
=

∂
∂

∂

∂

)(
β
ϕ .

 (11)

Используя равенство 
β
δϕ

β
ϕδ

∂
∂

=
∂
∂ )()( ii  и (11), последнее слагаемое в (10) можно записать 

следующим образом: 

β
δϕ

β
ϕδ

β
ϕ ∂

∂
=

∂
∂

∂
∂

∂

∂ )()(
)(

i
i

i

i
Hb

.
 (12)

Для вычисления первого слагаемого в (10) используем равенство вторых смешанных 
производных тензора Ρ . На основании (2) и (5) получим: 

i
i

ii ϕϕβϕ ∂
∂

×+××=×
∂
∂

=
∂∂

∂ bΡbHΡbΡΡ )()(
2

;
 

(13)
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i
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.
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Приравняв друг другу правые части формул (13) и воспользовавшись непосредственно 
проверяемым тождеством ),()()( baAabAbaA ××=××−××  справедливым для любых 

векторов ,a b  и тензора A , получим 0)( =
∂
∂

−
∂
∂

+××
βϕ

i

i
i

HbbHΡ , откуда  

i
i

i
Hb

Hb
×+

∂
∂

=
∂
∂

βϕ
. 

Подставляя последнюю формулу и формулу (12) в (10), получим:  

iiii δϕδϕ
β

δ HbHb ×+
∂
∂

= )( . (14)

Так как 0≡
∂

∂

β
ie

, то с использованием (6) формулу (14) можно записать в следующем 

инвариантном виде: 

δϕδϕ
β

δ ⋅×+⋅
∂
∂

= TT ZbZb )( .
 

(15)

В дальнейшем будет удобно использовать преобразованную формулу (15). Для этого 
воспользуемся тождествами [34]:  

ZΡZ ⋅= TT  и TT ΡbbΡ ×−=× )( . (16)

На основании последнего тождества из (2) следует T
T

ΡbΡ
×−=

∂
∂
β

. Теперь первое 

слагаемое в (15) можно преобразовать следующим образом: 

)()(

)()()(

δϕ
β

δϕδϕ
β

δϕ

δϕ
β

δϕ
β

δϕ
β

δϕ
β

⋅
∂
∂

⋅+⋅×−=⋅
∂
∂

⋅+⋅⋅×−=

=⋅
∂
∂

⋅+⋅⋅
∂
∂

=⋅⋅
∂
∂

=⋅
∂
∂

ZΡZbZΡZΡb

ZΡZΡZΡZ

TTTT

T
T

TT

. 

Подставив полученный результат в (15), получим: 

)( δϕ
β

δ ⋅
∂
∂

⋅= ZΡb T .
 

(17)

Напомним, что в (17) β  – произвольный скалярный параметр, от которого зависят вектор и 
тензор поворота. 

Вариационная постановка нелинейных задач 
для стержней Коссера – Тимошенко 

Выберем в качестве отсчетной конфигурации (ОК) начальное положение стержня в момент 
времени t = 0, актуальная конфигурация (АК) – текущее положение стержня в момент времени t. 
Будем использовать материальное (Лагранжево) описание, при котором любая точка стержня 
задается своей дуговой координатой s в ОК.  

Введем обозначения: 

( )ts,r  – радиус-вектор точек стержня в АК; 

( )sR  – радиус-вектор точек стержня в ОК ( ) ( )( )s0,s Rr = ; 

( )ts,P  – тензор поворота, описывающий независимые повороты; 
ρ – линейная плотность в ОК; 
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J  – массовая плотность тензора инерции в АК; 
ω,υ  – векторы линейной и угловой скоростей; 
μ,q  – векторы распределенной силовой и моментной нагрузок в текущем положении на 

единицу длины ОК;  
m,f  – векторы внутренних усилий (сил и моментов); 
γε,  – векторы деформаций (растяжение – сдвиг и изгиб – кручение); 

)(...(...) ′≡
∂
∂
s  

– частная производная по длине дуги; 

•≡
∂
∂ (...)(...)
t  

– частная производная по времени. 

Определение скоростей: 

PωP;rυ ×== •• . (18)

Определение деформаций: 

PP;RP-r ×=′′⋅′= γε . (19)

Уравнения движения: 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

⋅=+×′+′

=+′
•

•

)(frm

υqf

ωρ J

ρ

μ  
(20)

Формулы и уравнения (18)–(20) являются хорошо известными и стандартными для 
нелинейной теории стержней. В зарубежной литературе такая теория называется геометрически 
точной (geometrically exact theory) [1, 4–6, 8, 10, 11, 16]. 

Для упругих стержней энергия деформации зависит только от деформаций: ),( γεWW = , 
где W – линейная плотность энергии деформации текущего положения на единицу длины ОК. 

Известно, что векторы внутренних усилий m,f  и деформаций ε, γ не являются 

энергетически сопряженными, т.е. ,mf ••• ⋅+⋅≠ γεW следовательно, для таких векторов не 
может существовать классической вариационной постановки в виде задачи о поиске точки 
стационарности некоторого функционала. 

В работах [2, 8, 11, 16] доказано, что энергетически сопряженными являются повернутые 
векторы усилий и деформаций: 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

×=′⇔⋅=

′′=⋅=

ГPPP

R-rPP
T

TT

γГ

εΕ

 
(21)

mPMf;PF TT ⋅=⋅= . (22)

Для таких векторов в работе [8] доказано равенство: 

••• ⋅+⋅= ΓΕ MFW , (23)

где ),( ГЕWW = . 

Как показано в [8], из (23) вытекает следующая запись физических уравнений для нелинейно 
упругого материала: 

ΓΕ ∂
∂

=
∂
∂

=
WW M;F .

 
(24)
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В дальнейшем будем рассматривать статические задачи, правые части уравнений (20) 
будут равны нулю и уравнения равновесия, записанные через повернутые векторы (22) примут 
вид: 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=+⋅×′+′⋅

=+′⋅

0FPr)MP(

0F)P(

μ

q

 
(25)

Введем функционал: 

∫ −−=
l

dsrГЕWr
0

21 )](U)(U),([),(L ϕϕ , 

где )(U1 r  – потенциал силовой нагрузки; 

)(U2 ϕ  – потенциал моментной нагрузки; 
−l длина стержня в ОК. 

Будем считать, что один конец стержня, например при s = 0, закреплен, второй – свободен и 
не нагружен. Тогда главные граничные условия для вариационной задачи поиска точки 
стационарности функционала L: 

L→стац (26)

будут иметь вид: 

⎩
⎨
⎧

=
=

0(0)
(0)r(0)

ϕ
R

 
(27)

Статические граничные условия на свободном конце стержня имеют вид: 

0)F(0)f(
0)M(0)m(

=⇔=
=⇔=

ll
ll

 
(28)

Докажем, что уравнения Эйлера вариационной задачи (26), (27) будут равносильны 
уравнениям равновесия (25) при условии потенциальности нагрузок, а естественные граничные 
условия – равносильны граничным условиям (28). 

Вариация функционала L имеет вид: 

∫ ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⋅

∂
∂

−⋅
∂
∂

−⋅
∂
∂

+⋅
∂
∂

=
l

Γ
Γ

Ε
Ε0

21 dsUUWWL ϕ
ϕ

δδδδδ r
r

. 

Вариацию вектора Г получим из (17), отождествив параметр β с дуговой координатой s: 

′⋅⋅= )Z(PT ϕδδΓ . (29)

Вычислим вариацию вектора Ε из формулы (21): 

rPrP TT ′⋅+′⋅= δδδΕ . 

Согласно (9) и (16)  

TTT P)Z(P ×⋅−= ϕδδ ; 

).Zr(PZP)rP(Z)rP(rP)Z(rP TTTTTTTT ϕϕϕϕ δδδδδ ⋅×′⋅=⋅⋅×′⋅=⋅×′⋅=′⋅×⋅−=′⋅  

Окончательно,  

.)Zrr(PT ϕδδδ ⋅×′+′⋅=Ε (30)
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Используя (24), (29) и (30), первые два слагаемых вариации Lδ  можно записать в виде: 

.])Z(PM)Zrr(PF[
0

TT∫ ′⋅⋅⋅+⋅×′+′⋅⋅
l

dsδδδ ϕϕ  

В последнем выражении проинтегрируем два слагаемых по частям: 

;r)FP(r)FP()r(PF
0

0
0

T ∫∫ ⋅′⋅−⋅⋅=′⋅⋅
l

l
l

dsδδdsδ  

∫∫ ⋅⋅′⋅−⋅⋅⋅=′⋅⋅⋅
l

l
l

dsδδdsδ
0

0
0

T Z)MP(Z)MP()Z(PM ϕϕϕ . 

Так как ,Z)FPr(Z)rPF()Zr(PF TT ϕϕϕ δδδ ⋅⋅⋅×′−=⋅⋅′×⋅=⋅×′⋅⋅  то вариация Lδ  
окончательно запишется в следующем виде: 

( )
[ ] ,r)FP(Z)MP(

ds
U

ZFPr)MP(r
r

U
)FP(-L

0

21

ls

l

δδ

δδδ

=⋅⋅+⋅⋅⋅+

+
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

⋅⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∂
∂

+⋅⋅×′+′⋅+⋅⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

+′⋅= ∫
ϕ

ϕ
ϕ  

так как из (27) следует, что .0(0),0r(0) == ϕδδ  

Условие Lδ = 0 приводит к следующим уравнениям Эйлера и естественным граничным 
условиям: 

[ ]
⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=
∂
∂

+⋅⋅×′+′⋅

=
∂
∂

+′⋅

0UZFPr)MP(

0
r

U
)FP(

2

1

ϕ
 

(31)

0)FP(0Z)MP( =⋅=⋅⋅ == lsls . (32)

Так как тензор Z – неособенный (при Ф ≠ 0 и Ф ≠ π) ([34]), так же как и тензор Р, то 
естественные граничные условия (32) равносильны условиям (28). Аналогично, первое уравнение 
(31) равносильно первому уравнению (25) при условии потенциальности силовой нагрузки 

rU/q ∂∂= . Второе уравнение (31) будет равносильно второму уравнению (25) при условии  

Z⋅=
∂
∂ μ
ϕ

2U
.
 

(33)

Как показано в работах [37, 38], именно выражение (33) есть условие потенциальности 
моментной нагрузки.  

Таким образом, вариационная постановка (26), (27) не только равносильна уравнениям (25), 
но и позволяет автоматически получить нетривиальное выражение для потенциальной моментной 
нагрузки. 

Вариационная постановка нелинейных задач  
для среды Коссера (моментной теории упругости) 

При материальном (лагранжевом) описании каждая точка среды задается тремя 
координатами ix в ОК. Кинематические переменные: );( txir  – радиус-вектор в АК, тензор 

поворота );( txiΡ  или вектор поворота );( txiϕ , связанный с тензором Ρ  формулой (1). Векторы 
υ  – линейной и ω  – угловой скоростей определяются по формулам (18). 

60



ANALYSIS Magazine of Civil Engineering, No.4, 2015
 

Лалин В.В., Зданчук Е.В., Кушова Д.А., Розин Л.А. Вариационные постановки нелинейных задач с 
независимыми вращательными степенями свободы 

Ограничимся случаем одинаковой ориентации частиц в ОК, то есть будем считать, что для 
всех ix  в момент времени 0=t  справедливы условия 0)0;( =ixϕ  и IΡ =)0;( ix . 

Введем обозначения: 

mτ,  – тензоры напряжений и моментных напряжений (тензоры типа Коши) в АК; 
ke,  – тензоры деформаций растяжения – сдвига и изгиба – кручения; 
μf ,  – векторы объемной силовой и моментной нагрузок на единицу объема ОК; 

ρ  – объемная плотность в ОК; 
J  – массовая плотность тензора инерции в АК; 

k
k x∂

∂
=∇ e  – оператор-градиент в ОК; 

TrF ∇=  – градиент деформации; 
Fdet=J  – определитель тензора F . 

Для упругой среды энергия деформации зависит только от деформаций: ),( keWW = , где 
W  – объемная плотность энергии деформации текущего состояния на единицу объема ОК. 
Тензоры mτ, , ke,  определены в АК [7, 19, 21–23, 25, 39] и не являются энергетически 
сопряженными, то есть 

kmeτke &&& ⋅⋅+⋅⋅≠ TTW ),( . 

При материальном описании необходимо использовать следующие тензоры внутренних 
усилий [19,23]: 

ΡτFT ⋅⋅= −1J , ΡmFM ⋅⋅= −1J . (34)

Как показано в [19, 23, 25], энергетически сопряженными к тензорам (34) являются тензоры 
деформации KE, , которые определяются следующим образом: 

IΡFE −⋅= T ; (35)
TT ΡKΡ ×−=∇ ,

где sskeK = ;  

векторы sk  определяются равенствами T
s

s

T
s

s xx ΡkΡkΡΡ ×−=∂
∂⇔×=∂

∂ . 

Из последнего равенства и формулы (3) следует, что ZZk ⋅
∂
∂

=
∂
∂

⋅=
ss

T
s xx

ϕϕ
, откуда 

получаем следующее выражение тензора K  через вектор ϕ : 

ZK ⋅∇= ϕ . (36)

В работе [23] доказано, что введенные тензоры усилий (34) и деформаций (35) 
удовлетворяют равенству 

KMETke &&& ⋅⋅+⋅⋅= TTW ),( . (37)

Как показано в [23], из равенства (37) вытекает следующая запись физических уравнений 
для нелинейно упругого материала: 

E
T

∂
∂

=
W

.
 

(38)

В лагранжевых координатах уравнения движения имеют вид [23, 39]: 
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υfτF &ρ=+⋅⋅∇ − )( 1J ; 
•− ⋅=++⋅⋅∇ )()( 1 ωJμτmF ρxJJ . 

В дальнейшем будем рассматривать статические задачи, правые части уравнений движения 
будут равны нулю и уравнения равновесия, записанные с использованием тензоров (34), примут 
вид: 

0)( =+⋅⋅∇ fΡT T ,
(39)

0)()( =+⋅⋅+⋅⋅∇ μΡTFΡM x
TT . 

Рассмотрим тело, занимавшее в ОК объем V, ограниченный поверхностью 21 SSS += . На 
части поверхности 1S  заданы условия закрепления: 

0
1
=Sr ; 0

1
=Sϕ . 

На части поверхности 2S  тело свободно и не нагружено: 0*
2
=⋅ Sτn , 0*

2
=⋅ Smn , где n  – 

единичный вектор внешней нормали к поверхности тела в АК. 

Так как dSJdS 1* −⋅= FNn  [40], где dS  – элемент поверхности в ОК, который переходит в 
*dS в АК, N  – единичная внешняя нормаль к поверхности S, которая переходит в n  в АК, то 

граничные условия на 2S  можно переписать в виде: 

0
2

1 =⋅⋅ −
S

J τFN ; 0
2

1 =⋅⋅ −
S

J mFN , 

или с использованием тензоров (34): 

0
2
=⋅⋅

S
TΡTN ; 0

2
=⋅⋅

S
TΡMN .

 
(40)

Введем функционал 

dVUUWL
V

)]()(),([),( 21 ϕϕ −−= ∫ rKEr , 

где )(1 rU  – потенциал силовой нагрузки; )(2 ϕU  – потенциал моментной нагрузки. 

Рассмотрим вариационную задачу поиска точки стационарности функционала L : 

стацL →),( ϕr (41)

при условиях (40) (главные граничные условия). 

Докажем, что уравнения Эйлера вариационной задачи (40), (41) будут эквивалентны 
уравнениям (39) при условии потенциальности нагрузок, а естественные граничные условия будут 
равносильны условиям (40). 

Вариация функционала Lимеет вид: 

dVUUWWL
V

TT
))( 2

1 ϕδ
ϕ

δδδδ ⋅
∂
∂

−⋅∇−⋅⋅
∂
∂

+⋅⋅
∂
∂

= ∫ rK
K

E
E

. 

Вычислим вариации тензоров деформаций. Из определения тензора F  следует, что 
rF δδ ∇=T . Тогда, с учетом (9), из (35) получаем: 

ϕδδδ ⋅×⋅+⋅∇= TT ZΡFΡrE . (42)

Из определения вектора sk  и (17) получаем: 
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ΡZZΡk ⋅⋅
∂
∂

=⋅
∂
∂

⋅= )()( ϕδϕδδ
ss

T
s xx

. 

Отсюда и из определения тензора K следует: 

ΡZK ⋅⋅∇= )( ϕδδ . (43)

Теперь первые два слагаемые в Lδ  с учетом (38) можно записать в виде  

dV
T

V

TTT ])()([ ΡZMZΡFΡrT ⋅⋅∇⋅⋅+⋅×⋅+⋅∇⋅⋅∫ ϕδϕδδ .
 

(44)

Первое и третье слагаемые в (44) преобразуем с использованием свойства 

BA)(CC)(BA ⋅⋅⋅=⋅⋅⋅  [40], формулы aAaAaA ⋅⋅∇−⋅⋅∇=⋅∇⋅ )()(T
 [40] и формулы  

Гаусса – Остроградского dSdV
V S

aAnaA ⋅⋅=⋅⋅∇∫ ∫)(
 
[40]. 

Получим: 

dVdSdVdV
V

T

S

TTT

VV

T rΡTrΡTNrΡTΡrT δδδδ ⋅⋅⋅∇−⋅⋅⋅=⋅∇⋅⋅=⋅∇⋅⋅ ∫∫∫∫ )()()( , 

−⋅⋅⋅⋅=⋅∇⋅⋅⋅=⋅⋅⋅∇⋅ ∫∫∫ dSdVdV
S

T

V

TT

V

T ϕδϕδδϕ ZΡMNZΡMΡZM )()()(

 dV
V

T ϕδ⋅⋅⋅⋅∇− ∫ ZΡM )( . 

При преобразовании второго слагаемого в (44) используем следующие свойства [23]: 

x
T
x AA −= , 

aBAaBA ⋅⋅=×⋅⋅ x)()( , PAΡAΡ ⋅=⋅⋅ xx
T )(  и  ZZΡ =⋅ T . 

Получим: 

=⋅⋅⋅⋅−=⋅⋅⋅⋅=⋅×⋅⋅⋅ ϕδϕδϕδ T
x

TT
x

TTTTT ZTFΡZΡFTZΡFT )()()(
 ϕδϕδ ⋅⋅⋅⋅−=⋅⋅⋅⋅⋅−= ZΡTFZΡΡTF x

TT
x

T )()( . 

Так как 0
1
=Srδ , 0

1
=Sϕδ , то окончательно вариация Lδ  запишется в виде  

−⋅⋅⋅⋅+⋅⋅⋅= ∫ 2)(
2

dSL
S

TT ϕδδδ ZΡMNrΡTN

 
dV

U
U x

TT

V

T ]]))()([())([( 2
1 ϕδ

ϕ
δ ⋅

∂
∂

+⋅⋅⋅+⋅⋅∇−⋅∇+⋅⋅∇− ∫ ZΡTFΡMrΡT . 

Условие 0=Lδ  при любых rδ  и ϕδ  приводит к следующим уравнениям Эйлера и 
естественным граничным условиям: 

0)( 1 =∇+⋅⋅∇ UTΡT , 0])()([ 2 =
∂
∂

+⋅⋅⋅+⋅⋅∇
ϕ

U
x

TT ZΡTFΡM ,
 

(45)

0
2
=⋅⋅

S
TΡTN , 0

2
=⋅⋅⋅

S
T ZΡMN . (46)
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Условия (46) равносильны условиям (40). Первое уравнение (45) равносильно первому 
уравнению (39) при условии потенциальности силовой нагрузки: 1U∇=f . Второе уравнение (45) 
равносильно второму уравнению (39) при условии потенциальности моментной нагрузки: 

Zμ ⋅=
∂
∂
ϕ

2U
, аналогично условию (33). 

Заключение 
В работе даны постановки геометрически и физически нелинейных задач для упругих 

стержней Коссера – Тимошенко и упругой среды Коссера. Использованы энергетически 
сопряженные внутренние усилия и деформации. Даны вариационные формулировки в виде задач 
поиска точки стационарности соответствующих функционалов. Доказана эквивалентность на 
гладких решениях вариационных и дифференциальных постановок. Показано, что вариационные 
постановки автоматически приводят к правильному выражению для потенциальной моментной 
нагрузки. 

Полученные результаты являются важными для построения алгоритмов метода конечных 
элементов при численном решении нелинейных задач, а также для постановки и решения задач 
устойчивости равновесия. 
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Abstract 
We consider the geometrically and physically nonlinear theory of elastic rods (Cosserat – 

Timoshenko rods) and the elastic Cosserat medium. These theories consider independent translational 
and rotational degrees of freedom. Systems of differential equations for these theories are well known. In 
this paper we obtain the variational formulation of static problems for these theories.  

The variational problem was defined as a problem of searching for the stationary points of 
functionals. The variational functionals are important for the correct formulation of finite element method 
algorithms for nonlinear problems, as well as for the formulation and solution of stability problems. 
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