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КАНОНИЧЕСКОЕ РАЗЛОЖЕНИЕ ФЛУКТУАЦИОННЫХ ПОМЕХ  
С ИСПОЛЬЗОВАНИЕМ ФОРМАЛИЗМА ДЕЛЬТА-ФУНКЦИИ

На основании формализма обобщенных функций получено каноническое 
разложение нормальных флуктуационных помех, реализации которых могут 
быть не только положительнозначными, но и осциллирующими. Во втором 
случае за время действия отдельной помехи несколько раз происходит смена 
знака у соответствующей ей физической величины, причем в обоих случаях ка-
ноническое разложение представляет собой разложение по квазибелому шуму. 

КАНОНИЧЕСКОЕ РАЗЛОЖЕНИЕ, НОРМАЛьНАЯ ФЛУКТУАцИОННАЯ ПОМЕХА, УЗКО-
ПОЛОСНАЯ ФЛУКТУАцИОННАЯ ПОМЕХА, ОБОБЩЕННАЯ ФУНКцИЯ.

Введение

Данная работа посвящена нахождению 
канонического разложения флуктуацион-
ных помех, действующих на радиоприем-
ные устройства; при этом реализация от-
дельной помехи задается как функция на 
финитном носителе либо с фиксирован-
ным знаком (рис. 1, a), либо знакоперемен-
ной (осциллирующей) (рис. 1, b). В теории 
случайных процессов, как хорошо извест-
но, каноническим разложением случайно-
го процесса называют его представление 
в виде ряда, состоящего из произведений 
случайных величин на детерминированные 
функции времени. Этот ряд сходится к ис-
ходному случайному процессу в среднем 
квадратическом. Математическое обосно-
вание канонического разложения случай-
ных функций было получено К. Каруненом 
и М. Лоевом, а также В.С. Пугачёвым (биб-
лиографический список по этой тематике 
содержится в книге [1]). 

Задача спектрального разложения слу-
чайных процессов, рассматриваемая в дан-
ной статье, тесно связана лишь с работой 
[2], в которой В.А. Котельников привел 
разложение в ряд Фурье нормальных флук-
туационных помех [2], действующих на про-
тяжении «достаточно большого» времени 
наблюдения. Помехи представлены в виде 
произведений стандартизованных гауссов-
ских некоррелированных случайных вели-

чин на синусы и косинусы кратных аргумен-
тов с основным периодом, равным времени 
наблюдения. Напомним, что в работе [2] 
нормальные флуктуационные помехи оха-
рактеризованы как некоторые случайные 
положительнозначные импульсы, которые 
могут поступать на вход радиотехнических 
систем в результате действия различных 
природных факторов (разрядов молнии и 
пр.). При этом случайный характер помех 
определялся тремя факторами: случайным 
временем появления импульсов, случайным 
значением площади под графиком каждо-
го такого импульса, а также случайным их 
количеством за фиксированный интервал 
наблюдения T Последний значительно пре-
восходит некоторую эффективную (сред-
нюю) длительность импульсов. В работе 
[2] cпектрально-ортогональное разложение 
такого случайного процесса на временном 
промежутке длительностью T по тригономе-
трическому базису получено на основании 
центральной предельной теоремы (цПТ), а 
также теоремы о среднем значении из ин-
тегрального исчисления. Для применения 
второй из них как раз требовалось, чтобы 
каждая помеха представляла собой реали-
зацию знакопостоянной [2] непрерывной 
случайной функции. Если априорно за-
дать автокорреляционную функцию такого 
случайного стационарного процесса в виде 
дельта-функции, то на основании хорошо 
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известной формулы Винера – Хинчина мы 
получаем постоянное значение спектраль-
ной плотности мощности процесса, что эле-
ментарно вытекает из полученного автором 
канонического разложения.  

Мы отдаем должное заслугам В.А. Ко-
тельникова в становлении статистической 
радиотехники и радиофизики и считаем 
необходимым отметить ради исторической 
справедливости, что в своей монографии 
[2] он между прочими выкладками получил 
пример канонического разложения, хотя 
термин «канонический» вошел в лексику 
радиотехников несколько позднее. Незави-
симо от В.А. Котельникова и практически 
одновременно с ним рассмотрел аналогич-
ное разложение О. Райс. Их исследования 
в области радиофизики нашли затем при-
менение С.М. Рытовым, Л.А. Черновым и 
другими учеными, в том числе при анали-
тическом задании случайной составляющей 

электронной плотности применительно к 
задаче о распространении волн в случайно-
неоднородных средах.

В первом разделе нашей работы мы не 
приводим новых результатов, а фактически 
получаем на несколько другом математиче-
ском языке выкладки В.А. Котельникова в 
задаче, которую он рассмотрел во второй 
главе своей монографии [2]. При получе-
нии канонического разложения мы будем 
брать за основу формализм обобщенных 
функций, а также центральную предельную 
теорему. Будем полагать, что для ее при-
менения выполняется либо условие Ляпу-
нова [3, 4], либо условие Линдеберга [4]. 
Как хорошо известно, условие Линдеберга 
соблюдается для последовательности неза-
висимых и одинаково распределенных слу-
чайных величин с конечными дисперсиями 
[4]. Мы считаем, что проще использовать 
формализм обобщенных функций, чем 

Рис. 1. Графическое представление способов задания отдельной помехи U(t)  
на временном интервале [–T/2, T/2] в виде функции на финитном носителе:  

a – с фиксированным (положительным в данном примере) знаком, b – в виде  
знакопеременной функции 

а)

b)
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обычный математический анализ [2]. 
Во втором разделе, опираясь на фор-

мализм дельта-функции, мы получаем ка-
ноническое разложение флуктуационных 
помех для случая, когда указанные поме-
хи имеют осциллирующий характер. При 
этом за время действия отдельной помехи 
несколько раз происходит смена знака у 
соответствующей ей физической величины 
(например, напряжения). Этот результат, с 
нашей точки зрения, является новым.

В том же втором разделе, не умаляя 
общности, мы рассматриваем узкополосные 
случайные гауссовские помехи («микро-
всплески») и находим каноническое разло-
жение «кортежа» таких помех за достаточно 
большой промежуток времени T. Для этой 
задачи подход, предпринятый в работе [2], 
где использована теорема о среднем значе-
нии, непригоден из-за осциллирующего ха-
рактера случайной функции, входящей под 
знак интеграла. Однако формализм обоб-
щенных функций позволяет легко получить 
аналитическое представление такого слу-
чайного процесса, причем его канониче-
ское разложение также представляет собой 
разложение по белому шуму. Важно под-
черкнуть, что в обоих разделах канониче-
ское разложение выполнено с использова-
нием формализма обобщенных функций.

Каноническое разложение нормальных 
флуктуационных помех 

Рассмотрим фиксированный отрезок 
времени [–T/2, T/2] и выберем на нем N 
случайных точек ( 1, ),lt l N=  имеющих рав-
номерное распределение. Сначала ограни-
чимся рассмотрением только одного такого 
случайного эксперимента, в котором число 
N будем считать фиксированным (не слу-
чайным). Затем, рассмотрев множество ре-
ализаций, проведем усреднение по ансамб-
лю реализаций. Точки будем нумеровать в 
порядке их «бросания» на этот отрезок, а 
не в возрастающем порядке. В каждой точ-
ке tl зададим помеху ( )lU t  в виде ( ),l lq t tδ −  
так что на промежутке [–T/2, T/2] флуктуа-
ционную помеху U(t) зададим в виде 

1

( ) ( ),
N

l l
l

U t q t t
=

= δ −∑

где площадь ql под графиком каждого им-
пульса будем считать случайной величи-
ной. 

Полагаем, что случайные величины ql 
и tl являются статистически независимыми 
[5]. Разложим функцию (1) в ряд Фурье на 
промежутке [–T/2, T/2]:

0 1

2 2
( ) cos sin ,k k

k k

U t A kt B kt
T T

∞ ∞

= =

π π   = +   
   

∑ ∑

0 1

2 2
( ) cos sin ,k k

k k

U t A kt B kt
T T

∞ ∞

= =

π π   = +   
   

∑ ∑

2

0

2

1
( ) ,

T

T

A U t dt
T

−

= ∫

2

2

2 2
( ) cos  ( 1),

T

k
T

A U t kt dt k
T T

−

π = ≥ 
 ∫

2

2

2 2
( ) sin .

T

k
T

B U t kt dt
T T

−

π =  
 ∫

Ясно, что замена отдельной l-й помехи, 
действующей в течение «короткого» про-
межутка времени lt∆  на дельта-функцию, 
приводит к ограничению на номер высшей 
гармоники в разложении (2); иначе говоря, 
должно выполняться следующее неравен-
ство: 

max( ) .
2 ll

Т
k
>> ∆ ≡ ∆

π
Максимальное значение индекса k в 

разложении (2), удовлетворяющее ограни-
чению (6), обозначим max .k  Таким образом, 
формулы (4), (5) дадут правильные вы-
ражения для коэффициентов разложения 
шума (1) только до гармоники с номером 

max .k k=  Введем обозначения:
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и запишем иначе коэффициенты (3) – (5) 
для функции (1): 
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Из принятой ранее статистической не-
зависимости случайных величин ql и tl 
следует, что величины ql и Cl, а также ql 
и Sl также статистически независимы, так 
что все моменты ,m m

lq X  где X равно Cl  
либо Sl, факторизуются следующим обра-
зом [5]:

1 2 1 2 , 1, ,m m m m
l lq X q X l N= =

где m1 , m2  – произвольные натуральные 
числа.

Математические ожидания случайных 
величин ( )k

lC  и ( ),k
lS  в силу равномерного 

закона  распределения случайной величи-
ны tl, равны нулю, а их дисперсии равны 
1/2. Обозначим математическое ожидание 
случайной величины ql через q0, а ее дис-
персию – 2σ . В соответствии с равенством 
(8) выразим дисперсии коэффициентов 
Фурье (7):
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Согласно цПТ для независимых случай-
ных величин Yl, при N → ∞  выражение
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стремится к стандартизованной гауссов-
ской случайной величине. Отсюда при  
N >> 1 имеем следующие приближенные 
равенства:
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где 0,θ ( ),C
kθ

( )S
kθ  – стандартизованные гаус-

совские случайные величины.      

Отсюда получаем, что частичная сум-
ма ряда (2), содержащая постоянную со-
ставляющую и сумму первых kmax гармоник 
(удовлетворяющих неравенству (6)), в раз-
ложении нормальных флуктуационных по-
мех в ряд Фурье на отрезке [–T/2, T/2] бу-
дет иметь вид:
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Для того чтобы получить энергетиче-

ский спектр S(w) помехи (1) в диапазоне 

частот ( , ),w w−    где max

2
,w k

T
π

=  нужно воз-

вести выражение (10) в квадрат и провести 
усреднение по ансамблю реализаций. Из 
выражений (10) и (11) видно, что энерге-
тический дискретный спектр получается 
неравномерным: при 0 / 1q N σ <<  спек-
тральная составляющая энергетического 
спектра на нулевой частоте «проседает» 
в два раза. В случае, когда 0 / 1,q N σ >>  
спектральная составляющая при нулевой 
частоте сильно возрастает. Этот результат 
отсутствовал в работе [2]. Можно думать, 
что при выборе конечного (не очень боль-
шого) числа точек N, в окрестности нулевой 
частоты будет образовываться «пьедестал». 
Для энергетического спектра из формулы 
(10) получаем:
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где N  – среднее значение импульсов за 
время T. 

С увеличением Т дискретный спектр 
практически переходит в сплошной.

Каноническое разложение гауссовских  
узкополосных флуктуационных помех

Рассмотрим теперь ситуацию, когда на 

(9)

(8)

(10)

(11)
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промежутке [–T/2,  T/2] имеется много по-
мех: 

1

( ) ( ), 1,
N

l l
l

U t U t t N
=

= − >>∑
где ( )l lU t t−  – гауссовский стационарный 
узкополосный случайный процесс с нуле-
вым математическим ожиданием и диспер-
сий 2;σ  tl – время появления l-й помехи, 
которая длится за промежуток времени 

lt T∆ <<  (рис. 2). 
Каждую помеху ( )l lU t t−  зададим как 

периодический в среднеквадратическом [6] 
случайный процесс с периодом автокорре-
ляционной функции, равным ,τ  посред-
ством канонического разложения по функ-
циям Уолша:
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где нижний индекс ( ( ) )m n±  определяется 
записью m и n в двоичной нотации с по-
следующим сложением их разрядов по мо-
дулю 2 [7].

Переходя к формализму дельта-
функций, заметим, что на основании фор-
мулы (13) можно приближенно считать, что 
на достаточно малом промежутке 

min ,lt M
τ δ = ∆ 

 

функция ( )l lU t t−  принимает значение ql, 

(12)

Рис. 2. Графическое представление двух частных случаев способа задания одной  
из многих помех U(t) на временном интервале [–T/2,  T/2], которая длится  

в течение времени Δtl : a – max ;ll
t∆ ≤ τ

 
b – l lt n∆ = τ

 
(обозначения величин см. в тексте)

(13)

а)

b)

(13)
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которое является случайной величиной, 
являющейся линейной комбинацией слу-
чайных величин Pm с коэффициентами 
при них, равными либо плюс, либо минус 
единице:

( ) ( ) ( )
1 1 2 2 ... ,l l l

l M Mq P P P= α + α + + α  
( ) 1, 1, .l

j j Mα = =

Рассмотрим два частных случая.
Случай 1. Пусть max ,ll

t∆ ≤ τ  то есть пе-
риод τ  (рис. 2, a) первой гармоники ка-
нонического разложения имеет значение, 
не меньшее длины носителя любой помехи 

( ).l lU t t−  В этом случае флуктуационные 
помехи (12), которые мы намерены далее 
подвергнуть гармоническому анализу на 
промежутке длиной T, можно математиче-
ски задать с помощью дельта-функций:

1 1

( ) ( ) ( ),
N N

l l l
l l

U t U t q t t
= =

= = δ −∑ ∑
где вид случайных величин ql определяется 
формулой (14). 

Пусть все помехи ( )l lU t t−  характеризу-
ются нулевым математическим ожиданием 
и дисперсией 2.σ  Математические ожида-
ния случайных величин Pm равны нулю 
(поскольку математическое ожидание ис-
ходного процесса равно нулю), а диспер-
сия случайной величины ql, на основании 
формулы (14), равна сумме дисперсий не-
коррелированных случайных величин Pj 
( 1, );j M=  следовательно, она равна дис-
персии помехи (13) 2.σ  Тогда, применяя 
цПТ (как в предыдущем разделе), получим 
разложение случайного процесса (15) за 
время T:

max
( )

0
1

( )

1 2
2 cos

2
 sin .

k
C
k k

k

S
k k

U N kt
T T

kt
T

=

  π = σ θ + θ +   
 

π + θ  
 

∑

Случай 2. Рассмотрим теперь ситуацию, 
когда носитель каждой помехи ,l lt n∆ = τ  где 
nl – натуральное число, большее или рав-
ное двум, так что сумма ряда 

1 2 * .Nn n n N N+ + + ≡ >

В этом случае целесообразно осуще-
ствить дробление каждого отрезка lt∆  на 

nl  непересекающихся подинтервалов про-
тяженностью τ  (рис. 2, b).

На каждом таком подинтервале запи-
шем каноническое представление помехи 

( )l lU t t−  в виде (13). Положим, что помехи 
характеризуются нулевым математическим 
ожиданием и суммарной дисперсией 2σ  на 
каждом таком подинтервале длиной .τ

В этом случае 2σ  является средней мощ-
ностью случайного процесса за время .τ  За 
время ( 1)l ln nτ >  средняя мощность будет 

равна 2.ln σ  Полагая, что max ,ll

T
n <<

τ
 за-

меним (с целью получения сходимости в 
среднем квадратическом) исходный слу-
чайный процесс на процесс, который дает-
ся выражением, аналогичным по виду вы-
ражению (15):

( )

1

( ) ( ).
N

l l
l

U t q t tΣ

=

= δ −∑
Очевидно, что каждая случайная вели-

чина ( )
lq Σ  характеризуется нулевым мате-

матическим ожиданием и дисперсией 2.ln σ  
Суммарная энергия всех помех за время 
наблюдения Т будет выражаться как 

2 2 2
1 2 *( ) .Nn n n N∑σ = + + σ ≡ σ

В этом случае каноническое разложение 
суммарного действия помех по белому шуму 
будет иметь вид, сходный с (16), но с точно-
стью до замены в выражении (16) N на .N ∗  

Некоторые применения  
полученных формул в задачах  

о распространении электромагнитных волн

Первая задача касается неравновесных 
процессов в плазменной радиофизике, 
когда за счет флуктуации плотности элек-
тронной концентрации происходит транс-
формация одной электромагнитной вол-
ны, распространяющейся в такой среде, в 
другую волну с измененной частотой.

В такой задаче случайно-неоднородную 
среду распространения волны можно задать 
как «облачную» структуру [8] электронной 
концентрации.

Вторая задача состоит в описании  рас-
сеяния электромагнитной волны в слу-
чайных средах, неоднородности в которых 
характеризуются случайным полем флук-

(14)

(15)

(16)
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туаций электронной концентрации про-
ницаемости [8]. При решении таких задач 
флуктуации электронной плотности це-
лесообразно моделировать каноническим 
разложением по белому шуму. 

В некоторых случаях при рассмотрении 

плоских электромагнитных волн в ионос-
фере более пригодна модель среды волно-
вого типа, где часто наблюдается модуляция 
отраженного сигнала в результате интерфе-
ренции электромагнитной волны на квази-
периодических неоднородностях.
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СВЕДЕНИЯ ОБ АВТОРАХ

Denisov A.V., Sintsov A.A. CANONICAL DECOMPOSITION OF FLUCTUATION 
INTERFERENCES USING THE DELTA-FUNCTION FORMALISM.

The paper deals with the discrete spectral-orthogonal decompositions of centered Gaussian random 
processes for two cases.

In the first case, the process implementations are a sequence of pulses that are short in comparison with 
the observation time. The process decomposition was obtained as a generalized Fourier series on the basis 
of the delta-function formalism, and the variances of the coefficients (random values) of this series were 
found as well. The resulting expressions complement Kotelnikov’s formula because they cover both the high-
frequency and the low-frequency regions of the canonical-decomposition spectrum.

In the second case, a random process is a superposition of narrow-band Gaussian random processes, 
and its implementations are characterized by oscillations. For such a process the canonical decomposition 
in terms of Walsh functions was obtained on the basis of the generalized function formalism. Then this 
decomposition was re-decomposed in terms of trigonometric functions; it follows from the resulting series 
that the canonical decomposition spectrum is not uniform since a pedestal is formed in the constant 
component region.

CANONICAL DECOMPOSITION, NARROW-BAND GAUSSIAN PROCESS, GENERALIZED FUNCTION.
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