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ПОЛУМАРКОВСКАЯ МОДЕЛь СТРУКТУРы  
ТЕхНОЛОГИчЕСКАЯ ЯчЕйКА – НАКОПИТЕЛь

При построении модели структуры технологическая ячейка – накопитель 
(TM–SD) использовалась теория полумарковских процессов. На базе полу-
ченных выражений найдены стационарные характеристики для определения 
стационарного распределения вложенной цепи Маркова. Проведенное иссле-
дование позволило определить стационарное распределение полумарковского 
процесса и вычислить коэффициент готовности указанной структуры; приве-
дена расчетная формула. решены уравнения марковского восстановления для 
системы TM–SD с учетом отказов TM и SD при допущении об экспоненциаль-
ном поведении отказов. Полученные выражения описывают процесс функцио-
нирования такой системы и позволяют ее заменить эквивалентным элементом, 
имеющим два факторных состояния; это существенно упрощает задачу моде-
лирования более сложных систем. рассмотрена правомерность использования 
экспоненциальных законов распределения случайных величин (это времена 
наработки на отказы TM и SD). Проведенное имитационное моделирование 
показало, что уже для TM  (или SD), состоящей из шести узлов, можно при-
нять гипотезу об экспоненциальном распределении времени наработки на от-
каз TM в целом (или SD).

ПолУМАркоВСкАЯ Модель, УрАВНеНие МАркоВСкого ВоССтАНоВлеНиЯ, 
ВложеННАЯ цеПь МАркоВА, СтАциоНАрНое рАСПределеНие.

Введение

Временное резервирование по-прежнему 
остается одним из наиболее эффективных 
средств повышения надежности техниче-
ских устройств, особенно асинхронных 
автоматизированных линий, в которых 
технологические ячейки соединены друг с 
другом через накопители. данному вопросу 
посвящено значительное число исследова-
ний [1 – 7], во многих из которых авторы 
ограничиваются, как правило, определени-
ем коэффициента готовности рассматри-
ваемой системы. однако заметим, что  при 
моделировании сложных стохастических 
систем во многих случаях используется ие-
рархический подход к построению их мо-
делей [8 – 11], при котором необходимо 

стыковать отдельные элементы системы 
друг с другом. для этого требуется знать 
функции распределения времен наработки 
на отказ и восстановления этих элементов. 
к другим недостаткам предлагаемых мо-
делей следует отнести игнорирование на-
дежности накопителя [12 – 14], поскольку 
это существенно усложняет задачу. однако 
при построении моделей многофазных си-
стем необходимо оперировать функциями 
распределений времени между отказами и 
восстановлениями  элементов с временным 
резервированием. При этом временной ре-
зерв в общем случае будет зависеть от на-
дежности накопителя.

целью данной работы является по-
строение полумарковской модели процесса 
функционирования структуры технологи-
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ческая ячейка – накопитель, позволяющей 
определять ее коэффициент готовности, а 
также указанные функции распределения 
для рассматриваемой структуры в целом. 
фактически это означает эквивалентную за-
мену указанной структуры одним простей-
шим элементом, имеющим два факторных 
состояния: отказовое и работоспособное. 

Возможные структуры технологиче-
ских ячеек (далее TM, от англ. technological 
module) с накопителями (далее SD, от англ. 
storage device) промежуточной продукции, 
которые обеспечивают временной резерв 
(структуры работают в составе асинхрон-
ной автоматизированной линии), представ-
лены на рис. 1.

различие структур, представленных на 
рис. 1, обусловлено тем, что один и тот же 
SD может работать совместно с предыду-
щим TM на выдачу продукции и совместно 
с последующим на ее прием. С точки зре-
ния математического описания структуры, 
представленные на рис. 1, a и b,  идентич-
ны, поэтому модель будет строиться только 
для случая, приведенного на рис. 1, a.

Постановка задачи

Поставим задачу следующим образом: 
пусть известны функции распределения 
F01(t) и F10(t) случайных величин 1ξ  и 1,η  
которые являются  временами наработки на 
отказ и восстановления TM соответствен-
но, а также функции  распределения F03(t) 
и F30(t) случайных величин 3ξ  и 3,η , яв-
ляющихся временами наработки на отказ 
и восстановления накопителя. кроме это-
го, известна функция распределения 12( )F t  
случайной величины, 2,ξ  являющейся вре-
менем резерва. 

Вводим следующие допущения: 
пренебрежение вероятностью одновре-

менного отказа ячейки и накопителя (вви-
ду малой вероятности этого события); 

экспоненциальный вид функций рас-
пределения F01(t) и F03(t).   

В проводимом исследовании необхо-
димо определить функции распределения 
времен между отказами и восстановлени-
ями участка в целом, то есть эквивалент-
но заменить его простейшим  элементом,  
имеющим  два  факторных состояния.

Ставится задача определения стацио-
нарных характеристик системы и полу-
чение коэффициента готовности участка  
TM – SD. 

Построение модели

граф состояний системы представлен 
на рис. 2. описание вершин построенного 
графа (рис. 2) представлено в табл. 1.

Времена пребывания θ0 – θ3  в состояни-
ях S0, S1, S2x и S3, соответственно, определим 
из следующих выражений:

0 1 3 1 1 2

2 3 2

( ); ( );

; ,x x

θ = ξ ∧ ξ θ = η ∧ ξ

θ = θ = η

где ∧  – знак, обозначающий минимум слу-
чайных величин. 

тогда функции распределения времен 
пребывания в состояниях имеют вид, при-
веденный в табл. 1.

Стационарное распределение ( )xρ  вло-
женной цепи Маркова определяется по 
формуле

( ) ( , ) ( ) ,
x

x p x y y dyρ = ρ∫
где p(x, y) – плотность вероятности пере-
хода вложенной цепи Маркова. 

рис. 1. Структура технологическая ячейка  (TM) – накопитель (SD), работающая на выдачу (а)  
и на прием (b) продукции; k – порядковый номер

а) b)
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Выражения для P(x, y) имеют следую-
щий вид:

1
0 1 3 01 03

0

3
0 1 3 03 01

0

0
1 10 12

0

2
1 10 12

0
0

2
0

3

{ } ( ) ( ) ,

{ } ( ) ( ) ,

( ) ( ) ,

( ) ( ) ,

1,

1.

x

x

P F z f z dz

P F t f t dt

P F t f t dt

p f x t f t dt

P

P

∞

∞

∞

∞


ξ < ξ =



 ξ > ξ =




=


 = +



=
 =

∫

∫

∫

∫

используя систему (1), запишем систему 
уравнений для определения стационарного 
распределения вложенной  цепи Маркова 

( )xρ  [15 – 17]:
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Условие нормировки:
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( ) ( )xdx F w f w dw
∞ ∞

ρ + ρ + ρ +∫ ∫

таблица  1

Вид функций распределения промежутков времени пребывания в различных состояниях (рис. 2)

Состояние описание состояния
функция распределения времен 

пребывания

S0

TM исправна, SD исправен, 
временной задел ξ2 в SD,
состояние работоспособное

0 01 03( ) ( ) ( )F t F t F t= ⋅

S1

TM отказала, SD исправен, 
временной задел ξ2 в SD, состояние 
работоспособное

1 10 12( ) ( ) ( )F t F t F t= ⋅

S2x

TM отказала, SD исправен, 
резерв времени израсходован, 
поскольку запас продукции 
в SD исчерпан (ξ2 = 0), состояние 
неработоспособное

2 ( ) 1 ( ),x xF t t=  где

0, ;
1 ( )

1, .x

t x
t

t x

<
=  ≥

S3

TM исправна, SD отказал, 
состояние неработоспособное 3 30( ) ( )F t F t=

Сокращения : TM – технологическая ячейка, SD – накопитель.

рис. 2. граф состояний системы TM – SD

(2)
(1)

(3)
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определим стационарное распределение 

полумарковского процесса. Стационарные 
вероятности полумарковского процесса 
следуют выражениям:
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Учитывая, что функции распределения 

времени наработки на отказ TM и SD при-
няты простейшими, т. е.
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Полученные выражения стационарного 
распределения полумарковского процесса 
(ПМП) позволяют определять такие важ-
ные характеристики системы, как коэффи-
циенты готовности и простоя:

0 1,aК = π + π  2 3.dК = π + π

для определения функции распределе-
ния времен наработки на отказ системы в 
целом необходимо составить и решить си-
стему уравнений марковского восстановле-

ния. А для нахождения функции распре-
деления времени восстановления системы 
достаточно воспользоваться формулой [18]:
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однако ввиду того, что состояние 2xS  
является непрерывным, для нахождения 
функции распределения времени наработ-
ки на отказ (времени непрерывной работы 
системы) необходимо воспользоваться ста-
ционарным алгоритмом фазового укрупне-
ния устойчивых состояний [16, 17] для того, 
чтобы перейти от системы с непрерывными 
состояниями к системе с дискретными со-
стояниями. изображение графа такой си-
стемы подобно представленному на рис. 2, 
но вместо состояния S2x вводится состояние 
S2.

тогда вероятности переходов примут 
вид:
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∫

∫
А стационарное распределение вложен-

ной цепи Маркова (ВцМ):

0

01 03
0

1

2

01 03
0

3

1
;

2

( ) ( )

;
2

;
2

( ) ( )

,
2

B

F z f z dz

B
B

B

F z f z dz

B

∞

∞

ρ = +


ρ =
 +

ρ =
 +



ρ =
 +

∫

∫

где 
01 03 12 10

0 0

( ) ( ) ( ) ( ) .B F z f z dz f t F t dt
∞ ∞

= ∫ ∫
функция распределения времени пре-

(4)
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Сделав замену переменных и подставив 
1( )tϕ  в выражение для 0( )tϕ  в системе (6), 

получим:

0 01 03
0

0 10 12
0

01 03 10 12
0 0

01 03
0

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) .

t

x

t x

t

t f t x F t x dx

y f x y F x y dy

f t x F t x dx F y f y dy

F x f x dx

ϕ = − − ×

× ϕ − − +

+ − − +

+

∫

∫

∫ ∫

∫

Преобразовав выражение (7), имеем:

0 0 01 03 10 12
0

10 12 01 03
0 0

01 03
0

( ) ( )[( ) * ( )]( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ,

t

t yx

t

t y f F f F t y dy

F y f y dy f x F x dx

F x f x dx

−

ϕ = ϕ − +

+ +

+

∫

∫ ∫

∫
где * – знак операции свертки.

Введем обозначения

01 03 10 12( ) [( ) * ( )]( );x f F f F xΚ =

10 12 01 03
0 0

01 03
0

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) .

t yx

t

t F y f y dy f x F x dx

F x f x dx

−

Φ = +

+

∫ ∫

∫
тогда выражение (8) будет иметь вид

0 0
0

( ) ( ) ( ) ( ).
t

t x t x dx tϕ = ϕ Κ − + Φ∫
Введем оператор [20, 21]:

0 0
0

[ ]( ) ( ) ( ) .
t

A t x t x dxϕ = ϕ Κ −∫
тогда выражение (9) примет вид

0 0( ) [ ]( ) ( ).t A t tϕ = ϕ + Φ

решая уравнение (10), получим:

0
1

( ) [ ] ( ) ( ) [ ] ( ).n

n

t I A t t A t
∞

=

ϕ = − Φ = Φ + Φ∑
Проитерируя, получим:

0
0

( ) ( ) ( ) ( ) ,
t

t t h t x x dxϕ = Φ + − Φ∫ (11)

бывания системы в укрупненном дискрет-
ном состоянии S2 имеет следующий вид:

2 01 03 10 12
0 0

1

01 03 10 12
0 0

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) .

t t

t t

F t F z f z dz F t y f y dy

F z f z dz F y f y dy
−

 
= + × 
 

 
×  
 

∫ ∫

∫ ∫

Полумарковские ядра для графа дис-
кретной системы представлены в табл. 2.

Составим уравнения марковского вос-
становления (УМВ) [16, 17, 19]:

0 01 1 03
0

1 10 0 12
0

( ) ( ) ( ) ( );

( ) ( ) ( ) ( ).

t

t

t Q dx t x Q t

t Q dx t x Q t


ϕ = ϕ − +


ϕ = ϕ − +

∫

∫
Подставив полумарковские ядра табл. 2 

в уравнения (5), получим: 

0 1 01 03
0

01 03
0

1 0 10 12
0

10 12
0

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ;

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) .

t

t

t

t

t t x f x F x dx

F x f x dx

t t x f x F x dx

F x f x dx


ϕ = ϕ − +


+


ϕ = ϕ − +


+


∫

∫

∫

∫

(5)

(6)

(7)

(8)

(9)

(10)

таблица  2

Полумарковские ядра  
для дискретной системы TM – SD 

Состояние Полумарковские ядра  

S0

01 01 03
0

( ) ( ) ( )
t

Q t f x F x dx= ∫

03 01 03
0

( ) ( ) ( )
t

Q t F x f x dx= ∫

S1

1210 10
0

( ) ( ) ( )
t

Q t f x F x dx= ∫

12 10 12
0

( ) ( ) ( )
t

Q t F x f x dx= ∫
S2 2 0( ) 1 ( )x xQ t t=

S3 30 30( ) ( )Q t F t=
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где (*)
01 03 10 12

1

( ) [( ) * ( )] ( );n

n

h x f F f F x
∞

=

= ∑

10 12 01 03
0 0

01 03
0

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) .

t yt

t

t F y f y dy f x F x dx

F x f x dx

−

Φ = +

+

∫ ∫

∫
Полученная функция распределения 

(11) описывает время наработки системы 
на отказ.

Найдем функцию распределения вре-
мени восстановления системы, используя 
формулу (4):

0 0
2 2 2 3 3 3

23 0 0
2 2 3 3

( ) ( )
( ) .

F t P F t P
F t

P P
θ ρ + ρ

=
ρ + ρ

Поскольку 0
2 1P =  и 0

3 1,P =  функция 
распределения (12) принимает вид

2 2 3 3
23

2 3

( ) ( )
( ) .

F t F t
F tθ ρ + ρ

=
ρ + ρ

Полученные формулы (11) и (13) дают 
нам возможность полностью описать пове-
дение системы в целом, то есть представить 
ее в виде эквивалентного ей простейшего 
элемента, имеющего два факторных состо-
яния: отказа и рабочее. результаты моде-

лирования с использованием формулы (11) 
представлены на рис. 3.

исходными данными для моделирова-
ния служат функции распределения 01( ),F t  

03( ),F t  10( )F t  и 12( );F t  они распределены по 
обобщенному закону Эрланга второго по-
рядка с параметрами 01,λ  03;λ  1,µ  2;µ  1,υ  

2υ  соответственно; причем
01

01 01( ) ,tf t e−λ= λ

где λ01 = 0,1250 ч–1; 
03

03 03( ) ,tf t e−λ= λ

где λ03 = 0,0625 ч–1;
1 2

1 2
10

2 1

( )
( ) ,

t te e
f t

−µ −µµ µ −
=

µ − µ

где µ1 = 0,3333 ч–1, µ2 = 1,000 ч–1.
1 2

1 2
12

2 1

( )
( ) ,

t te e
f t

−υ −υυ υ −
=

υ − υ

где υ1 = 1,1 ч–1, υ2 = 10,9 ч–1.

Обсуждение полученных результатов

Сравним значения математического 
ожидания полученной нами функции (11) 
и математического ожидания, определяе-
мого с помощью выражения [16]:

рис. 3. Вид функции распределения φ0 (t) – времени наработки на отказ (см. формулу (11))

(13)

(12)
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.
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+
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∈
+

∈ ⊂ ∈

ρ
=

ρ

∑
∑ ∑

Математическое ожидание полученной 
нами функции распределения составляет 

6,453680520695,

тогда как определяемое авторами работы 
[16] –

6,453680520781.

Нетрудно констатировать, что различие 
наблюдается только в четырех последних 
значащих цифрах, т. е. фактически полу-
ченные значения совпадают.

рассмотрим влияние принятого нами 
допущения об экспоненциальном характе-
ре отказов TM и SD на точность модели. 

Введенные допущения о том, что функ-
ции распределения времени наработки на 
отказ TM и времени наработки на отказ 
накопителя (SD) являются экспонентами, 
существенно упрощают модель. Анализ 
условий, которые приводят к простейше-
му потоку отказов, могут привести к вы-
воду, что простейшие потоки достаточно 
редки. конечно, потоки отказов обладают 
последействием. Примером может служить 
то наблюдение, что отказ того или иного 
узла TM ведет, как правило, к отказу стро-
го определенного ряда других узлов. Воз-
можно также и нарушение ординарности: 
одновременный отказ нескольких узлов 
возможен, хотя при создании моделей та-
кая ситуация принимается маловероятной. 
Условие же стационарности практически 
всегда выполняется, поскольку интенсив-
ности отказов TM и SD с течением време-
ни не изменяются. 

однако использовать простейшие пото-
ки для описания отказов во многих случаях 
допустимо. любая TM представляет собой 
сложную техническую систему, состоящую 
из большого числа узлов и деталей. Поток 
отказов отдельной механической детали вы-
ражается, как правило, экспонентой. закон 
наработки на отказ для TM, состоящей из 
узлов и деталей, наработка на отказ кото-
рых  подчиняется экспоненциальному за-
кону, также будет выражаться  экспонентой  

[22]. В случае, если какой-либо из потоков 
оказывается ординарным и стационарным, 
можно воспользоваться теоремой хинчина 
[23]. 

А.Я. хинчин в свое время доказал, что 
если поток представляет собой суперпози-
цию стационарных, ординарных и взаимно 
независимых потоков, и λi – интенсивность 
i-го потока, то суммарный поток будет 
стремиться к простейшему потоку с интен-
сивностью 

рис. 4. листинг программы для TM,  
состоящей из двух узлов
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рис. 5. гистограммы времен наработки для TM, состоящих из двух (a),  
трех (b) и шести (c) узлов; получены на основе закона Эрланга второго порядка  

(∆N – количество отказов в промежуток времени)

а)

b)

c)
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Λ = (λ1 +…+ λi +…+ λn),

если n достаточно велико. 
Возникает вопрос, насколько вели-

ко должно быть значение n, чтобы можно 
было принять поток отказов TM экспонен-
циальным.

для оценки этого значения построим 
имитационную модель, используя систему 
GPSS World. В качестве  закона наработки 
на отказ примем обобщенный закон Эр-
ланга второго порядка. листинг программы 
для TM, состоящей из двух узлов, приведен 
на рис. 4.

Моделирование осуществлялось для 
TM, содержащей от двух до шести узлов. 
ряд гистограмм времени наработки на от-
каз приведен на рис. 5.

как видно из результатов моделирова-
ния, уже для TM, состоящей из шести узлов 
(см. рис. 5, c), можно принять гипотезу об 
экспоненциальном распределении време-
ни наработки на отказ всей TM. Поскольку 
TM реально содержит значительно большее 
число узлов и деталей, допущение, принятое 
нами в модели, вполне приемлемо. Анало-
гичные рассуждения справедливы и для на-
работки на отказ накопительных устройств.

Заключение

 В результате проведенного иссле-
дования  поставленная цель, а именно 

– построение полумарковской модели 
процесса функционирования структуры 
технологическая ячейка – накопитель, до-
стигнута: получены выражения для опре-
деления функций распределения времен 
наработки на отказ и на восстановление 
системы (см. формулы (11) и (13) соот-
ветственно).

Проведенное сравнение значений ма-
тематического ожидания времени нара-
ботки системы на отказ, определенно-
го с использованием полученной нами 
функции распределения, и полученного 
по формуле, приведенной в работе [16], 
показало практически полное совпадение 
результатов. 

Полученные выражения позволяют за-
менить исследуемую структуру эквивалент-
ным простейшим элементом, что значи-
тельно упрощает моделирование систем 
верхнего уровня иерархии. 

В дальнейшем планируется использова-
ние полученных выражений при моделиро-
вании асинхронных автоматизированных 
линий.

исследования выполнены при финансо-
вой поддержке Министерства образования и 
науки российской федерации по базовой части 
государственного задания № 2014/702 (про-
ект № 3858) и при поддержке гранта россий-
ского фонда фундаментальных исследований  
№ 15-01-05840.
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Kopp V.Ya., Kartashov A.L., Zamoryonov M.V., Klyukin V.Yu. THE SEMI-MARKOV 
MODEL FOR THE ‘TECHNOLOGICAL MODULE – STORAGE DEVICE’ STRUCTURE. 

The theory of semi-Markov process has been used to design the model of ‘technological module – 
storage device’ (TM-SD) structure.  Stationary characteristics based on obtained equations were determined 
to find stationary distribution of the Markov embedded chain.  Relying upon performed studies the stationary 
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distribution of semi-Markov process was determined. This allowed calculation of the availability ratio of 
TM-SD structure and the design formula was given. The Markov restoration equations for TM-SD system 
with taking into account TM and SD failures were solved assuming the exponential behavior of these failures. 
The obtained expressions describe operating of such a system and allow substitution of TM-SD   system 
with an equivalent element with two factor states. This result significantly simplifies the modeling problem 
for more complex systems. The legitimacy of using exponential distributions of random variables (error-free 
periods for TM and SD) was analyzed. The performed simulation modeling disclosed that the hypothesis for 
an exponential behavior of error-free periods for TM as a whole (and SD as well) can be accepted even in 
the case that TM (or SD) consists of six nodes. 

SEMI-MARKOV MODEL, MARKOV RESTORATION EQUATION, EMbEDDED MARKOV ChAIN, STATIONARY 
DISTRIbUTION. 
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