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Точное аналитическое решение задачи  
о среднем числе ВЫБРОСОВ узкополосного гауссовского 

случайного процесса

В представленной работе рассмотрена задача о количестве выбросов (пе-
ресечений уровня) стационарного узкополосного гауссовского процесса, за-
данного экспоненциально-косинусоидальной автокорреляционной функцией. 
Задача была решена ранее С. Райсом в терминах совместной плотности вероят-
ностей процесса и его производной по времени, но в данной работе получено 
решение с использованием функционала плотности вероятностей, получен-
ного И.Н. Амиантовым, а также канонического разложения случайного про-
цесса. Также в данной работе для решения задачи рассмотрено оптимальное 
каноническое разложение узкополосного случайного процесса на основе ра-
боты А.П. Филимонова и А.В. Денисова. Использование вышеперечисленных 
средств позволило получить точное аналитическое решение задачи  о выбросах 
стационарного гауссовского узкополосного случайного процесса. Полученные 
формулы применимы, например, при решении задач об остаточном ресурсе 
некоторых радиотехнических изделий, об обрушающихся морских волнах и в 
других случаях. 

Выброс случайного процесса, функционал плотности вероятности, 
каноническое разложение.

Задача о среднем числе выбросов (пере-
ходов через уровень) стационарным слу-
чайным процессом ξ( )t  впервые была ре-
шена С. Райсом [1] в терминах совместной 
плотности вероятностей ξ ξ( ( ), ( ))W t t  про-
цесса ξ( )t и его производной по времени 
ξ( ).t  Это решение вошло во многие учеб-
ники и обзорные статьи по статистической 
радиотехнике и радиофизике, например, в 
работы [2 – 4].

Эта задача не потеряла актуальности и в 
настоящее время. Формулу для нахождения 
числа переходов через уровень можно ис-
пользовать при решении следующих при-
кладных задач [5 – 7]:

об остаточном ресурсе некоторых радио-
технических изделий (например, дорогих 

массивных трансформаторов);
об обрушении морских (океанических) 

гравитационных волн (если решение таких 
задач основано на спектральной методоло-
гии).

Однако в работе [3, с. 456] при выводе 
формулы для числа переходов через уровень 
на достаточно малом промежутке Δt, осу-
ществляется переход от приращения произ-
водной случайного процесса ∆ξ  к диффе-
ренциалу ξ,d  но при этом не выполняется 
операция предельного перехода ∆ → 0.t  
Невыполнение указанной операции нам 
представляется не вполне корректным, 
вследствие чего формула С. Райса приоб-
ретает приближенный характер. 

При решении подобных задач исследо-
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ватель обычно располагает графиком спек-
тральной плотности мощности и (или) гра-
фиком автокорреляционной функции.

В связи с этим представляет интерес по-
лучение точного аналитического решения 
данной задачи с использованием функцио-
нала плотности вероятностей [8] и канони-
ческого разложения случайного процесса 
[9, 10].

Нахождение функционала плотности 
вероятностей ( ( )),F x t  который показыва-
ет относительную вероятность появления 
траектории, для произвольной автокорре-
ляционной функции представляет собой 
достаточно сложную математическую за-
дачу, связанную с решением интегрального 
уравнения Фредгольма. Однако в работе [8]  
получено точное выражение для функцио-
нала плотности вероятностей. Это выраже-
ние будет использовано как базовое в на-
стоящей работе и представлено далее.

Рассмотрим на промежутке [–T/2, T/2] 
траектории стационарного узкополосного 
гауссовского случайного процесса x(t), за-
данного спектральной плотностью мощно-
сти (1) и соответствующей ей автокорреля-
ционной функцией (2):
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где x1, x2 – соответственно начальное и 
конечное значения траектории случайно-
го процесса x(t) на некотором промежутке 
[–T/2,T/2]. 

С учетом введенного обозначения (ука-
занного промежутка) функционал плотно-
сти вероятностей процесса (1), (2) имеет 
следующий вид [8]:
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– первая и вторая произ-

водные x(t); промежуток  [–T/2, T/2] про-
извольный; h – параметр, который зависит 
от ранга дробления n-мерной функции рас-
пределения рассматриваемого случайного 
процесса при → ∞n  и является одинако-
вым для различных реализаций x(t) [8]. 

Всюду в дальнейшем значение T будем 
полагать равным периоду первой гармо-
ники 0 T  канонического разложения  слу-
чайного процесса по тригонометрическому 
базису.

Запишем общий вид канонического 
разложения узкополосного процесса x(t)  
с нулевым математическим ожиданием по 
такому базису:
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в этом базисе коэффициенты 0, kA A  – не-
коррелированные между собой гауссовские 
случайные величины с нулевым матема-
тическим ожиданием и дисперсиями σ2 ;k   
ϕ  k  – случайные величины с равномерным 
распределением в интервале π[0;2 ].  

Дисперсии σ2
k  находятся по известной 

автокорреляционной функции [9]:
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Исключив из разложения (4) те члены 
ряда, для которых σ 

2 1,k  разложение x(t) 
можно приближенно представить в виде 

(2)

(1)

(3)

(4)

(5)

(6)
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конечной суммы:
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Оптимальный выбор периода 0 T  ка-
нонического разложения, как известно из 
статьи [9], связан со следующими требова-
ниями: 

1) количество членов разложения долж-
но быть минимальным, 

2) сумма дисперсий σ2
k  в разложении (7) 

должна быть близка к суммарной диспер-
сии σ2.  

Эти условия можно удовлетворить толь-
ко в том случае, когда период каноническо-
го разложения 0 T  обратно пропорционален 
эффективной ширине графика спектраль-
ной плотности мощности [9].

Для узкополосного случайного процесса 
(1), (2) эффективная ширина ∆f  графика 
спектральной плотности мощности опреде-
ляется характерным масштабом изменения 
«огибающей» автокорреляционной функ-
ции, т. е. параметром a, так что в случае 
узкополосного и достаточно высокочастот-
ного процесса, когда постоянная состав-
ляющая отсутствует, выполняется неравен-
ство 

≥0

1
,T

ak

где k – номер наименьшей гармоники ка-
нонического разложения. 

Если представить оптимальное кано-
ническое разложение (7), то k можно по-
ложить равным М. Обратно пропорцио-
нальная связь между 0 T  и a согласуется с 
теоремой отсчетов Котельникова [11]. 

Заметим, что если использовать неопти-
мальное каноническое разложение и взять 
другое (большее) значение T, то дальней-
шее решение останется неизменным.

С учетом выведенных выше формул по-
лучим выражение для среднего числа вы-
бросов за время 0  .T

Введем следующее обозначение:
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Заметим, что количество осцилляций  
k-ой гармоники за время 0 T  равно 2k. 

Используя выражение для функциона-
ла плотности вероятностей (9), определим 
вероятность появления k-ой гармоники с 
амплитудой, превосходящей уровень С   
(берется модуль величины, так как С может 
быть как больше, так и меньше нуля). Учи-
тывая, что kA   подчиняется гауссовской 
статистике,  получим следующее:
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С учетом вероятности (10) формула для 
вычисления среднего числа переходов че-
рез уровень С за время T имеет вид:
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Докажем, что для определения среднего 
числа переходов случайным процессом че-
рез уровень С достаточно рассмотреть лишь 
траектории, состоящие из одной гармони-
ки. Для этого будем рассматривать кортежи 
реализаций случайного процесса. Назовем 
основным набором кортеж реализаций на 
промежутке [–T0/2, T0/2],  где T0 – период 
первой гармоники канонического разложе-

(7)
(8)

(9)

(10)

(11)
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ресечений ими уровня. Принимая во внима-
ние, что среднее число переходов уровня на 
промежутке времени [–NT0/2, NT0/2] равно 
KN,  где K – среднее число пересечений 
уровня за время Т, получаем, что среднее 
пересечение уровня за время Т будет также 
зависеть только от  вероятности реализации 
отдельно взятых гармоник и количества 
пресечений ими уровня. Из этого следует 
справедливость формулы (11). 

Формулу (11) можно применять для 
определения количества переходов ста-
ционарного гауссовского узкополосного 
случайного процесса через  произвольный 
уровень С. 

Формула (11) является точным аналити-
ческим решением задачи о среднем числе 
выбросов (переходов через уровень) ста-
ционарным случайным процессом для рас-
смотренной модели автокорреляционной 
функции и может быть распространена на 
другие близкие модели узкополосных про-
цессов.

ния случайного процесса. Расширенным 
набором будем называть кортеж реализа-
ций случайного процесса на промежутке 
[–NT0/2, NT0/2], где N – целое число. По-
скольку процесс является периодическим 
в среднем квадратическом, то количество 
переходов через уровень траекторией из 
расширенного набора будет равно kN, где 
k – количество переходов через уровень  
траекторией за время Т на основном про-
межутке. 

Если подставлять в выражение (3) тра-
ектории из расширенного набора, то можно 
прийти к следующему заключению: суще-
ствует такой номер N, начиная с которого 
вероятность реализации любой линейной 
комбинации становится много меньше, чем 
таковая для любой отдельно взятой гармо-
ники канонического разложения. Таким 
образом, среднее число пересечений через 
уровень на промежутке [–NT0/2, NT0/2] 
будет зависеть от вероятности реализации 
отдельно взятых гармоник и количества пе-
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Lobanov  I.D., Denisov A.V. THE EXACT ANALYTICAL SOLUTION OF THE PROBLEM  
ON  THE  AVERAGE  NUMBER OF SPIKES OF THE NARROWBAND GAUSSIAN 
STOСHASTIC PROCESS.

In this article, the problem of the number of spikes (level crossings) of the stationary narrowband 
Gaussian process has been considered. The process was specified by the exponentially-cosine autocorrelation 
function. The problem had been solved earlier by S. Rice in terms of the joint probabilities’ density of the 
process and its derivative with respect to time, but in our article we obtained the solution using the functional 
of probabilities’ density (the functional was obtained by  I.N. Amiantov), as well as an expansion of the 
canonical stochastic process. In this article,  the optimal canonical expansion of  narrowband stochastic 
process based on the work of A.P. Filimonov and A.V. Denisov was also considered to solve the problem.  
The application of  all these resources allowed obtaining an exact analytical solution of the problem on spikes 
of stationary narrowband Gaussian process. The obtained formulae one could use  to solve, for example, 
some problems about the residual resource of some radiotechnical products, about the breaking sea waves 
and others. 

 emission of STOСHASTIC process, density functional of probability, canonical EXPANSion.


