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Грубые оценки и  биномиальные аппроксимации  
в предельных задачах для уравнения Крокко

Для решения предельных задач Крокко, известных как типичная и одно-
родная, использованы биномы (в качестве аппроксимантов точного решения), 
а также интегральные тождества. Получена оценка степени близости точного 
решения к его аппроксимации по величине ϕ(0). Доказано, что решение ти-
пичной предельной задачи Крокко имеет логарифмическую особенность дери-
ватива при ϕ = 0; уравнение Крокко предоставляет необходимое и достаточное 
условия минимума положительного распределения, выпуклого по dϕ/dh. Пока-
зано, что однородная предельная задача Крокко эквивалентна двум типичным 
предельным задачам Крокко  с общей критической точкой.

предельная задача Крокко, аппроксимация, выпуклое распределение, 
минимум положительного функционала.

Введение

Для уравнения Крокко 
2 2/ 0,5 ( ) 0,d dh f hϕ ϕ + =

заданного на промежутке 0 < h < 1, причем 
f(h) > 0, f ∈ L1(0, 1), возможна постановка 
разных предельных задач. 

Прежде всего, может быть поставлена 
типичная предельная задача:

0( / ) (1) 0.hd dh =ϕ = ϕ =

Помимо этой, может быть поставлена 
предельная задача, однородная по ϕ(h):

(0) (1) 0;ϕ = ϕ =

а также смешанная однородная предельная 
задача:

0 0 0

1 1 1

( / ) (0)

( / ) (1) 0
h

h

a d dh b

a d dh b
=

=

ϕ + ϕ =

= ϕ + ϕ =

с действительными параметрами ai, bi,  
i = 0, 1. 

Предельные задачи (1) – (4) имеют фи-

зическую основу и связаны с описанием 
явлений диффузии, теплопроводности, а 
также струйных и пристеночных вязких по-
граничных слоев. 

В работе [1] предлагается использовать 
при решении типичной предельной задачи 
Крокко для случая f(h) = h вместо поста-
новки (2) условия Коши:

0(0) ( / ) 0,hd dh =ϕ − α = ϕ =

причем постоянную α можно подобрать 
так, чтобы ϕ(1) = 0. 

В более точной формулировке утверж-
дается следующее: 

Пусть ϕ = ϕ(h, α) и ϕ(1, α) = 0. Тогда

0, ( ) (1, ) , .∀ε > ∃η = η ε ⇒ ϕ β < ε β − α < η

Следует отметить, что данное утвержде-
ние есть не что иное, как  теорема о непре-
рывной зависимости решения дифферен-
циального уравнения от параметров  [2].

В работе [1] доказано, что точка h = 1 
есть подвижная особенность задачи Коши 
(1), (2а): 

(2)

(3)

(1)

(4)

(2a)



62

Научно-технические ведомости СПбГПУ. Физико-математические науки № 4(230) 2015

1 0
/

h
d dh

→ −
ϕ → − ∞

[1, 3], но 2

1 0
/ 0.

h
d dh

→ −
ϕ → −

Анализ имеющихся результатов

Анализ работы [1] показывает, что 
на самом деле доказано нечто большее, а 
именно, что радиус сходимости плоского 
ряда для дериватива dϕ/dh равен единице 
[1, 3, 4]. 

Можно конкретизировать этот результат. 
Пусть α > 0 – такое значение ϕ(0), при ко-
тором ϕ(1, α) = 0 и β > 0 (β – любое произ-
вольное значение ϕ(0), такое, что ϕ(h0) = 0).  
Тогда

00,  0 1 .h∀ε > ∃δ > ⇒ β − α < ε → − < δ

Это определение описывает алгоритм 
«пристрелки». Значение константы α мож-
но найти методом «пристрелки». Соглас-
но этому методу, задается α > 0 и реша-
ется задача Коши (1), (2а). Если значение  
ϕ(h0 < 1, α) = 0, то значение α следует уве-
личить; если ϕ(h0 > 1, α) = 0, то α необхо-
димо уменьшить (рис. 1).

Можно нормировать h и ϕ следующим 
образом:

/ , ,  ( ),  

0 ,  0 1,

h z r z

z r

= ϕ = αΦ Φ = Φ
< < < Φ <

что означает  Φ: h ∈ (0, r) → Φ ∈ (0, 1), т. е.  
переменная h изменяется в промежутке  
(0, r), а переменная Φ изменяется в проме-
жутке (0, 1) [4].

Тогда предельную задачу (1), (2) в новых 
обозначениях перепишем в таком виде:

2 3 2 2

0

2 / 0,

(0) 1 ( / ) ( ) 0.z

r d dz z

d dz r=

α Φ Φ + =
Φ − = Φ = Φ =

Для полного совпадения с предельной 
задачей Крокко положим r = α–2/3, или  
α = r–3/2, и, следовательно, увеличение α 
приводит к уменьшению радиуса сходимо-
сти r и наоборот. Таким образом, можно 
утверждать, что 

0 ( , ) 0

( ) ( ) .r r r r

∀ε > ∃δ = δ ε α > ⇒
⇒ −δ < α + ε − < α − ε − < δ

Далее легко подсчитать, что 

δ = 2/3εα–5/3 + O(ε2).

Следовательно, сходимость процесса 
пристрелки является неравномерной по α и 
ухудшается с уменьшением значения α.

Для реализации пристрелки восполь-
зуемся методом неподвижной точки, для 
чего реализуем  последовательность Коши; 
полнота (нормированного) кольца C1 га-
рантирует сходимость (этот прием известен 
в линеаризованном виде [5]).  

Пусть
2 2

12 / ( ) 0,k kd dh f h−ϕ ϕ + =

где нижний индекс означает номер итера-
ции. 

Очевидно, что данное уравнение пред-
ставляет собой итерационный аналог урав-
нения (1). Тогда

1
0

( ) ( ) ( ) / ( )
h

k kh h z f z z dz−ϕ = α − − ϕ∫
есть итерированное решение задачи Коши 
(1), (2а). Следовательно,

1

1
0

(1 ) ( ) / ( ) .kz f z z dz−α = − ϕ∫
Далее полагаем, что f(h) = h. Тогда 

если в нулевом приближении ϕ0(h) = α, то  
ϕ1(h) = (1 – h3)/12. В первом приближении 
получаем α = 12–1/2 = 0,2887, что меньше со-
ответствующего точного значения на 13 %. 

Записав это решение в виде 

ϕ0(h) = α – h3/(12α),

получаем, что 

∂ϕ(1, α)/∂α = 1 + 1/(12α2) > 0.

Отсюда следует, что значение ϕ(h, α) 
Рис. 1. Зависимость ϕ(h), поясняющая суть 

алгоритма  метода пристрелки
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( ) (1 )mh hϕ = β −

с двумя константами: m и β. Постоянная 
β задает приближенное значение ϕ(0), т. е. 
β = ϕ(0). Значение показателя степени m 
должно быть немалым, поскольку значение 
дериватива dϕ/dh в точке h=1–0 не мало.

Например, если f(h) = h, то 7 / 8,   4mβ = =
7 / 8,   4mβ = =  (эта оценка грубая). 

Действительно, константа α аппрокси-
мирована с погрешностью в 1 %, тогда как 
точное значение равно примерно 1/3. 

Здесь следует отметить, что В.П. Вари-
ным анонсировано рекордное по точности 
значение α = 0,33205… (на 32 разряда!), и 
точность не ограничена [1, 3] (см. также 
краткое резюме в работе [4]). 

Кроме вышеизложенного, для степен-
ных рядов, связанных с предельной задачей 
Крокко, применяется аппроксимация Паде 
[5] (вопросы сходимости интерполяцион-
ного процесса выходят за рамки данного 
исследования и здесь не рассматриваются). 
Детальное изучение Паде-аппроксимации 
для задач сильной аппроксимации отрезков 
степенных рядов, аналитического продол-
жения и решений предельных задач, кро-
ме классических монографий А.А. Гонча-
ра, С.П. Суетина, имеется в работах [7, 8]. 
Наконец, в связи нелинейными задачами 
в большой работе [9] изучены дифферен-
циальные уравнения  с квадратичной не-
линейностью (там же приводится история 
вопроса и обширные дальнейшие ссылки). 
Близкая по тематике работа [10] содержит 
лиевы группы преобразований для уравне-
ния пограничного слоя Крокко при гради-
ентном (неравномерном) внешнем течении 
и соответствующие этим группам решения.

Основные (предваряющие) тождества

Для решения поставленных задач не-
обходимо доказать следующую теорему,  
выражающую свойства решения типичной 
предельной задачи (1), (2).

Теорема 1. В обеих предельных задачах 
для уравнений (1) – (3) выполняются следую-
щие условия:

1 0

0

lim / 0,

lim / 0.
h

h

d dh

d dh
→ −

→+

ϕ ϕ =

ϕ ϕ =
(5)

вблизи правого конца промежутка h∈(0, 1) 
не убывает при увеличении α, чем и объ-
ясняется алгоритм пристрелки.  

Во втором приближении 

3 / 2 ln 3 / 6 0, 4278,α = − π =

что больше точного значения на 30 %. Сред-
нее значение постоянной α (ее релаксация) 
по первым двум приближениям составляет 
0,3514, что дает погрешность уже в 6 % .

В предельной задаче (1), (3) точка  
h = 1 – 0 представляет особенность для 
дериватива, а именно – при h → 1 –0,  
dϕ/dh → –∝. 

Можно доказать (и это будет сделано 
далее), что возникающая сингулярность 
дериватива имеет логарифмический тип и 
при этом 

1 0
lim / 0.
h

d dh
→ −

ϕ ϕ =  Следовательно, 
ϕ2(h) – регулярная на промежутке 0 < h < 1  
функция. Это свойство квадрата решения 
типичной предельной задачи Крокко даль-
ше используется для оценки параметров 
решения.

Цель настоящей работы – получить гру-
бые апостериорные оценки решений пре-
дельной задачи Крокко, аппроксимирую-
щие точные решения в среднем. 

Постановка задачи 

Для приближенных оценок решений пре-
дельных задач (1) – (4) в целом (т. е. на про-
межутке 0 < h < 1) достаточны интеграль-
ные тождества, получаемые из предельных 
задач.

Указанные оценки мы относим к гру-
бым, так как они  выполняются в среднем 
для промежутка 0 < h < 1 с некоторыми 
весами (ядрами), т. е. приближаются к ре-
шению в слабой топологии. При этом  зна-
чения констант решения вычисляются с не-
высокой точностью (погрешность не ниже 
1,5 %). Интегральные же тождества связаны 
с условием экстремума некоторого распре-
деления. Точные значения констант задачи, 
как доказано в работе [6], определяются из 
равномерных разложений решения. 

Например, в качестве приближенно-
го  решения задачи Крокко (1), (2), (2а) на 
промежутке 0 < h < 1 можно использовать 
бином 
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Доказ а т ельс тво  1. Действительно, 
в силу уравнения Крокко (1) справедливо 
следующее равенство:

0

2 / ( ) ( ) / ( ) 0,
h

d dh h f z dz zϕ ϕ + ϕ ϕ =∫
и при h = 0 теорема 1 выполняется. 

Далее, рассмотрим условия (2). В этом 
случае можно записать:

2
1 1 0

0

1 0

( / ) lim ( ) ( ) / ( )

( ) ( )
(0 ) lim 0,

'( )

h

h h

h

d dh h f z dz z

f h h
h

= → −

→ −

ϕ = − ϕ ϕ =

ϕ
= × ∞ = =

ϕ

∫

что и требовалось доказать. Аналогично 
проверяются предельные условия (3), что и 
требовалось доказать. 

Ниже приводится еще одно доказатель-
ство этой теоремы, использующее первый 
интеграл предельной задачи Крокко.

Дока з а т ельс тво  2. Понизим порядок 
в уравнении (1). 

Пусть : / ,d dhψ = ϕ  и тогда уравнение 
(1) принимает вид

2 / ln(1 / ) ( ) 0.d d f hψ ϕ − =

Пусть в условиях предельной задачи (1) 
α := ϕ(0). Тогда получаем выражение

ln( / )

0

( ) .f h dz
α ϕ

ψ = ∫

В предельной задаче (2), очевидно, бе-
рется выражение с верхним знаком (ми-
нус). Если f(z) – возрастающая функция, то 
интеграл под корнем расходится, но полу-
чается еще одно полезное тождество:

0
lim 0,
ϕ→+

ϕψ =

и это еще одно доказательство. 
Теорема доказана дважды.
Для получения важных следствий дока-

занной теоремы 1 удобно ввести перемен-
ную 

: ln( / ) (0, ).ω = ϕ α ∈ ∞

Тогда уравнение (1а) принимает следу-
ющий вид:

2 / ( ) 0.d d f hψ ω − =

Пусть f(h) = h. Тогда в силу уравнения 

(1б) получаем уравнение
2 / 0.d d hψ ω − =

Решение этого уравнения такое, что ра-
венство (0) 0ψ =  принимает вид

0

: / ( ) ,d dh h d
ω

ψ = ϕ = − τ τ∫

или

0

exp( ) / ( ) .d dh h d
ω

α −ω ω = τ τ∫
Для решения уравнения первого поряд-

ка (6) остается разделить переменные. 
Поскольку h(ω) представляет собой 

монотонно-возрастающее распределение, 
т. е.

h(0) = h(∝) – 1 = 0,

то по второй теореме о среднем (формулы 
Бонне) можно записать:

* *

0

*

, 0 ( )

( )( ) ( ),

h d

h h

ω

∃ω < ω < ω < ∞ ⇒ τ τ =

= ω ω − ω = σω ω

∫

где *: 1 / 1.σ = − ω ω ≤
Следовательно, в силу уравнения (6), 

справедливо равенство

exp( ) / ,d hdhα −ω ω ω = σ

интегрируя которое с учетом начального 
условия (2), получаем:

0

erf( ) .
h

zdzα π ω = σ∫
Пусть σ – постоянная, σ = σm, и тогда

3erf( ) 2 / 3 .mhα π ω = σ

Пусть h = 1. Тогда получаем следующее 
значение величины α:

2 / 3 / .mα = σ π

Использование теоремы 1 и следствий из 
нее дает возможность получать неравенства 
и оценки, позволяющие построить прибли-
женные решения уравнения Крокко. 

Во-первых, справедливо неравенство 
2 ( ) 0.hψ − ω ω ≤  

Действительно, по определению:

(1б)

(7)

(6)

(1в)

(1a)
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2
0

( )

1,
( ) ( )

h d

h h

ω

τ τ
ψ

= = σ ≤
ω ω ω ω

∫

что равносильно доказываемому неравен-
ству.

Далее, если в уравнении (1б) f(h) – неу-
бывающая функция h, то

*

0

*

( ( )) ( ) ( ( ))

( ( )),  : 1 / 1.

f h d f h

f h

ω

τ τ = ω − ω ω =

= σω ω σ = − ω ω ≤

∫

Следовательно,

0

erf( ) ( ) ,
h

m f z dzα π ω = σ ∫
и выражение для α имеет вид

1

0

/ ( ) .m f z dzα = σ π∫
Введем обозначение  

0

( ) ( ),
h

f z dz g h=∫
из которого ясно, что g(h) – возрастающая 
функция. Тогда 

1( / erf( )),mh g −= α π σ ω

где g–1 – символ обратного отображения.
Полученное выражение (8) есть не что 

иное, как приближенное решение уравне-
ния Крокко.

Дальше для иллюстрации решения (8) 
мы рассмотрим степенные функции f(h). 
Пусть

/2 1

( ) , 0 erf( )

2 2
,  / .

2 2

s

m s
m

f h h s

h
s s

+

= > ⇒ α π ω =

σ
= α = σ π

+ +

Тогда решение уравнения Крокко имеет 
вид

/2 1 2/( 2)erf( ), (erf( )) .s sh h+ += ω = ω

При s = 0 получается точное решение 
уравнения Фурье, при s = 1 – приближен-
ное решение уравнения Крокко:

2/3(erf( )) .h = ω

Если же f(h) – невозрастающее распре-
деление, т. е. f(0) = 1, то

*

0

( ) ,f h dh
ω

= ω < ω∫

и тогда из уравнения (1б) получаем следую-
щий первый интеграл:

* *,  : / 1.ψ = − ω = − θω θ = ω ω <

Если провести разделение переменных, 
то  

erf( ),

/ .

m

m

hθ = α π ω

α = θ π

 Окончательное выражение для h имеет 
следующий вид:

erf( ).h = ω

Интегральное уравнение,  
равносильное уравнению Крокко

Уравнение Крокко (1) можно записать в 
следующем виде:

0

2 / ( ) / ( ) 0.
h

d dh f z dz zϕ + ϕ =∫  

Отсюда получается интегральное урав-
нение для определения ϕ(h):

0

( ) ( )
( ) 0,5 0.

( )

h h z f z
h dz

z
−

ϕ − α + =
ϕ∫

Введем итерационный процесс, обозна-
чив номер итерации буквой k. Тогда реше-
ние уравнения (1д) с помощью указанного 
процесса принимает вид

1
0

( ) 0,5 ( ) ( ) / ( ) .
h

k kh h z f z z dz−ϕ = α − − ϕ∫
Пусть f(z) = z, тогда, полагая ϕ0(h) = α, 

последовательно получаем:
3

2
1

2 3
0

2

3

2

( ) , 1 / 12,  
12

1 ( )
( ) 1 / (2 )

2 1

1
/ 3 ln / 6 ln(1 )

1

2 1 1
 / 3 arctg / 6 1 / 3 ln ,

13

1 / 2(ln 3 / (6 3)),

h

h
h

h z z
h dz

z

h h h h
h

h
h

h

ϕ = α − α =
α

−
ϕ = α − = α − α ×

α −

× + + + −
−

+ 
− − π −   −  

α = − π

∫

и т. д.

(7а)

(8)

(1г)

(1д)
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Видно, что уже на второй итерации воз-
никает логарифмическая особенность у де-
риватива dϕ/dh, h → 1 – 0. 

Ввиду того, что (2)(0,1)Cϕ ∈  – элемент 
полного пространства, для сходимости ите-
рационного процесса достаточна сходи-
мость в себе последовательности (ϕk)k≥0. 

Экстремальное свойство решения  
уравнения Крокко

Прежде всего отметим, что уравнение 
Крокко порождается некоторым произ-
водящим функционалом. В связи с этим 
справедливо следующее утверждение. 

Утверждение 1. Уравнение Крокко равно-
сильно канонической системе:

/ ,  / 0,5 ( ) /d dh d dh f hϕ = ψ ψ = − ϕ

с гамильтонианом 2( , , ) ( ) ln(1 / ).E h f hϕ ψ = ψ − ϕ
2( , , ) ( ) ln(1 / ).E h f hϕ ψ = ψ − ϕ  

Тогда вдоль решения (характеристики) 
предельной задачи Крокко распределение I∆ 
удовлетворяет условию экстремума:

2( ) (( / ) ( ) ln(1 / ))

inf 0,  (0,1),

I d dh f h dh∆
∆

ϕ = ϕ + ϕ →

→ ≥ ∀∆ ⊂

∫

или (что тождественно)

,dI I∆ ∆≤ δ

где d – изменение распределения вдоль куска 
действительной характеристики (решения), 
δ – изменение распределения вдоль любой до-
пустимой характеристики. 

Нетрудно показать, что необходимое 
условие (9) экстремума (минимума) распре-
деления I∆  совпадает с уравнением Крокко. 
Доказательство существования локального 
экстремума у распределения I∆, предпола-
гаемого в утверждении 1, опускается.  

Далее, рассмотрим связь биномиальной 
аппроксимации решения уравнения Крок-
ко с экстремальным свойством решения. 
Прежде всего, из предельной задачи (1), (2) 
следует, что

1 1
2

0 0

0,5 ( ) .dh f h dhψ =∫ ∫
 

В частности, если f(h) = h, то равенство 
(10) принимает вид

1
2

0

1 / 4.dhψ =∫

Поэтому справедлива следующая теоре-
ма. 

Теорема 2. Пусть выбрано следующее рас-
пределение ϕ(h), аппроксимирующее решение 
предельной задачи (1), (2):

( ) (1 ),mh hϕ = α −

и ∆ = (0, 1), т. е. распределение (9) является 
условием глобального экстремума  I∆ на ин-
тервале (0, 1). 

Тогда, если ϕ(h) доставляет экстремум 
распределению (9), то выполняется равен-
ство (10а), т. е. имеет место импликация: 
(9) → (10). Другими словами, для выполнения 
условия (9) необходимо выполнение тожде-
ства (10).

Доказ а т ельс тво . Проверим утверж-
дение теоремы 2 для бинома (11). Действи-
тельно, подстановка распределения (11) в 
функционал (9) приводит к условию

2( )
1 / 2 ln(1 / ) inf 0.

2 1
m

m
α

+ α → ≥
−

Найдем минимум левой части выраже-
ния (11а) по α. Дифференцируем это вы-
ражение по α и приравниваем результат 
нулю:

2( )
1 / 4,  2 1 / (2 ).

2 1
m

m m
m
α

= α = −
−

Но это выражение совпадает с тожде-
ством (10а) для бинома (11).

Теорема 2 доказана. 
Совершенно аналогично тождеству 

(10) можно доказать тождества с ядром hm,  
m > 0. 

Действительно, поскольку в услови-
ях предельной задачи (1), (2) выполняется 
утверждение теоремы 1, согласно которому

0 1 0( / ) ( / ) 0,h hd dh d dh=+ = −ϕ ϕ = ϕ ϕ =

то, интегрируя по частям, получим для лю-
бого m > 0 такое равенство:

1 1
2 2 1

0 0

1
2 1 2 1

0
0

1
2 2

0

1
2

0

1 1
2 2 2

0 0

/ ( ) ( )

( / ) / 2( )

 0,5 ( 1) ( )

( / ) 0,5 ( 1)

( ) ( / ) .

m m

m m

m

m

m m

h d dh dh m h h d h

h d dh dh m h

m m h h dh

h d dh dh m m

h h dh h d dh dh

−

−

−

−

ϕ ϕ = − ϕ ϕ −

− ϕ = − ϕ +

+ − ϕ −

− ϕ = − ×

× ϕ − ϕ

∫ ∫

∫

∫

∫

∫ ∫

(9)

(10)

(10а)

(11)

(11а)
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1 1
2 2 1

0 0

1
2 1 2 1

0
0

1
2 2

0

1
2

0

1 1
2 2 2

0 0

/ ( ) ( )

( / ) / 2( )

 0,5 ( 1) ( )

( / ) 0,5 ( 1)

( ) ( / ) .

m m

m m

m

m

m m

h d dh dh m h h d h

h d dh dh m h

m m h h dh

h d dh dh m m

h h dh h d dh dh

−

−

−

−

ϕ ϕ = − ϕ ϕ −

− ϕ = − ϕ +

+ − ϕ −

− ϕ = − ×

× ϕ − ϕ

∫ ∫

∫

∫

∫

∫ ∫
Таким образом,

1
2

0

1 1
2 2

0 0

( / )

0,5 ( 1) ( ) ( ) .

m

m m

h d dh dh

m m h h dh h f h dh−

ϕ =

 
= − ϕ + 

 

∫

∫ ∫

Нетрудно показать, что при m = 0 ра-
венство (12) переходит в равенство (10), что 
и требуется.

Если же m = 1, то
1 1

2

0 0

( / ) 0,5 ( ) .h d dh dh hf h dhϕ =∫ ∫
В случае если m = 2, то

1 1
2 2 2 2

0 0

( / ) ( ) 0,5 ( ) .h d dh dh h dh h f h dhϕ = ϕ +∫ ∫ ∫

1 1
2 2 2 2

0 0

( / ) ( ) 0,5 ( ) .h d dh dh h dh h f h dhϕ = ϕ +∫ ∫ ∫

Тождества (12а) и (12б) удобно исполь-
зовать при биномиальной аппроксимации 
решения предельной задачи (1), (2) в виде 
полинома, зависящего от параметров.

Реализация интегральных тождеств  
и апостериорные оценки констант  

приближенного решения

В данном  разделе  рассмотрено несколь-
ко частных случаев реализации  тождеств 
(12), (12а) и (12б) для построения биноми-
альных аппроксимаций решения уравнения 
Крокко. При этом распределение f(h) счи-
тается степенной функцией от h.

Случай 1. Пусть f(h) = hs. Тогда из тож-
деств (12а) и (10) следует, что биномиаль-
ная аппроксимация

( ) (1 ),mh hϕ = α −

реализуется для различных s при следую-
щих значениях параметров α и m:

s = 0, α = 0,5559, m = 2,6180;

Рис. 2. Биномиальные аппроксимации решения предельной задачи (1)  
при различных наборах параметров:  

α = 0,325, m = 4,137 (1); α = 1/3, m = 3,927 (2); α = 0,3307, m = 4 (3)

(12)

(12а)

(12б)

(13)
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s = 1, α = 0,3259, m = 4,1370;

s = 2, α = 0,2319, m = 5,6460;

s = 3, α = 0,1803, m = 7,1500.

В предельной задаче Крокко s = 1, и 
тогда погрешность определения α состав-
ляет 2 %. Если s = 0, то точное значение  
α = 0,5642 превосходит найденное на 1,5 %.

Существует еще две  неплохие аппрок-
симации решения задачи (1), (2), s = 1. 
Именно, если f(h) = h, то α = 1/3, m = 3,922 
и    7 / 8,α =  m = 4. 

На рис. 2  представлены три биноми-
альные аппроксимации ϕ(h), отвечающие 
найденным значениям параметров α и m. 
Видно, что незначительное различие кри-
вых наблюдается в области малых значений 
h. При h → 1 – 0 расслоение кривых не-
значительно.

Случай 2. Пусть f(h) = 1 – hs. Тогда ана-
логично первому случаю получаем следую-
щие значения параметров: 

s = 1,  α = 0,4446, m = 1,8431;

s = 2,  α = 0,5000, m = 2,000;

s = 3,  α = 0,5213, m = 2,1019;

s = ∞,  α = 0,5559, m = 2,6180.

Разумеется, последний случай соответ-
ствует случаю  s = 0 первого случая.

Случай 3. Пусть f(h) = (1 – h)s. Тогда по-
лучаем следующий набор параметров: 

s = 0, α = 0,5559, m = 2,6180;

s = 1, α = 0,4446, m = 1,8340;

s = 2, α = 0,3433, m = 1,7071;

s = 3, α = 0,3366, m = 1,4413.

Об однозначности решений  
уравнения Крокко 

Задача данного раздела – доказать на 
примерах, что решения уравнения Крокко 
не являются 2-диффеоморфизмами.

Пример 1. Начнем с типичной предель-
ной задачи (1), (2). Пусть ϕ(h) – ее реше-
ние. Тогда функция –ϕ(h) также является 
решением уравнения (1), таким, что 

dϕ(0)/dh = 0, ϕ(1) = 0, ϕ(0) + α = 0.

Поэтому график решения в координа-
тах h, ϕ представляет собой полуовал, сим-
метричный относительно начала коорди-
нат (рис. 3), отображение ϕ: (0 < h < 1) →  
(0, ϕ0) – инъекция (мономорфизм или од-
нозначное отображение).

Пример 2. Рассмотрим теперь задачу 
Коши (1), (2а), равносильную предельной 
задаче Крокко (1), (2). В этом случае необ-
ходимо подобрать постоянную α таким об-
разом, чтобы выполнялось условие ϕ(1) = 0.  
Алгоритм пристрелки уже описан выше в 
разделе «Анализ имеющихся результатов». 

Очевидно, что уравнение Крокко (1) до-
пускает «понижение порядка» и с этом слу-
чае принимает вид

0

2 / ( ) ( ) / ( ) 0.
h

d dh h f t dt tϕ ϕ + ϕ ϕ =∫

Действительно, перепишем уравнение 
(1) в виде интегро-дифференциального 
уравнения:

0

2 / ( ) / ( ) 0,
h

d dh f t dt tϕ + ϕ =∫
а затем домножим обе его части на ϕ(h). 
Очевидно, что при этом корневое про-
странство расширится и появится лишнее 
решение ϕ(h) = 0. 

Уравнение (14) можно переписать в 
виде

Рис. 3. График положительного  
и отрицательного решений (сплошная линия  

и пунктир) типичной предельной задачи  
Крокко (1), (2) в координатах h, φ  

(иллюстрация Примера 1)

(14)
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2 2

0 0

( ) ( ) ( ) / ( ),
h z

h z dz f t dt tϕ = α − ϕ ϕ∫ ∫
откуда получается, что

1
2

0 0

( ) ( ) / ( ),
z

z dz f t dt tα = ϕ ϕ∫ ∫
или в другой записи:

1 1
2

0

( ) / ( ) ( ) .
t

f t dt t z dzα = ϕ ϕ∫ ∫
Поэтому с учетом равенства (16а) вы-

ражение (15) можно записать следующим 
образом:

1
2

0

( ) ( ) ( ) / ( ).
z

h

h z dz f t dt tϕ = ϕ ϕ∫ ∫
Следовательно, справедливо следующее, 

почти очевидное, утверждение. 
Утверждение 2. Вещественное решение 

предельной задачи (1), (2) или равносильной 
задачи Коши (1), (2а) на промежутке 0 < h < 
1 существует, если отображение f(h) > 0. 

Доказ а т ельс тво . Действительно, из 
формул (15) и (15а) следует, что знак реше-
ния определяется только знаком f(h).

Переходим к однородной предельной 
задаче Крокко (1), (3). Тогда в равенстве 
(16) α = 0. Тогда интегральное уравнение 
(14) допускает решение ϕ(h) = 0, 0 < h < 1. 
Это решение удовлетворяет условиям (3). 

Пусть в предельной задаче (1), (3) вы-
полняются условия f(h) ≥ 0, ϕ ≥ 0. Тогда  
d 2ϕ/dh2 < 0. Отрицательные решения на-
ходятся вне нашего рассмотрения как не 
имеющие физического смысла.

Утверждение 2 доказано.
Дальнейшие выкладки проводим 

для «чистого» случая Крокко, т. е. когда  
f(h) = h. Для этого требуется доказать сле-
дующую лемму.

Лемма. Пусть ϕ(h) – решение предельной 
задачи (1), (3). Тогда существует h0 ∈ (0, 1) 
такое, что при h = h0  dϕ/dh = 0. 

Доказ а т ельс тво . Перепишем первый 
интеграл для уравнения Крокко в виде

0

'( ) '(0) (1 / 2) / ( ),
h

h tdt tϕ = ϕ − ϕ∫
причем штрихами обозначены произво-

дные по h.
Пусть критическое (подозреваемое на 

максимум) значение h = h0 ≥ 0 существует, 
и тогда

0

0

'(0) (1 / 2) / ( ) 0.
h

tdt tϕ = ϕ >∫
Необходимо показать, что 0 < h0 < 1. 

Повторно интегрируя равенство (17), по-
лучаем:

0

( ) '(0) (1 / 2) ( ) / ( ) 0.
h

h h h t t t dtϕ − ϕ + − ϕ =∫
Теперь пусть h = 1, в этом случае

1

0

'(0) (1 / 2) (1 ) / ( ) ,t t t dtϕ = − ϕ∫
и тогда справедливо выражение

1
2

0

1 1
2

0

1 1
2 2

0

1
2

0

( ) (1 / 2) / ( ) / ( )

 / ( ) (1 / 2) / ( )

 (1 ) / ( ) / ( )

(1 / 2)(1 ) / ( ) 0.

h

h

h

h

h h t t dt t t dt

h t t dt h t t dt

h t t dt t t dt

h t t dt


ϕ = ϕ + ϕ −


 

− ϕ = ϕ + 
 


+ − ϕ − ϕ ≥



≥ − ϕ >

∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫

∫

Следовательно, ϕ(h) > 0, 0 < h < 1. 
Из равенств (17) и (17а) вытекает, что 

0

1 1
2

0

/ ( ) / ( ) 0.
h

tdt t t dt tϕ = ϕ >∫ ∫

Нетрудно видеть, что если в уравнении 
(18) h0 = 0, то из этого необходимо следует, 
что ϕ = ∞ почти всюду на промежутке (0, 1). 
Но это недопустимо (исключено). Случай, 
когда h0 = 1, также оказывается невозмож-
ным, поскольку слева в равенстве должен 
стоять 0, а справа – положительное число.

Лемма доказана. 
Полученный здесь результат, очевид-

но, не зависит от f(h). Попутно в ходе до-
казательства установлено, что dϕ/dh > 0 на 
левом конце промежутка (от 0 до точки  
h = h0 –0) и что ϕ(h) > 0, когда 0 < h < 1.  

Далее продолжим проведение выкладок 
для «чистого» случая Крокко.

(16)

(16а)

(15а)

(15)

(17а)

(18)

(17)
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Легко доказать, что dϕ/dh < 0 на про-
межутке h0 + 0 < h < 1 – 0. 

Для этого проинтегрируем уравнение 
Крокко от правого конца промежутка:

1

'( ) '(1) / ( ) 0,
h

h tdt tϕ − ϕ − ϕ =∫
откуда следует, что

0

1

'(1) / ( ) 0.
h

tdt tϕ = − ϕ <∫
Следовательно, 

0 0

0

'( ) / ( ) 0,  

0 1 0,

h

h

h hdt t

h h
+

ϕ = − ϕ <

+ < < −

∫

что и требовалось. 
Для наглядности представим график 

функции ϕ = ϕ(h). Она должна отражать-
ся на нем в виде овала в первом квадранте 
координатной плоскости с максимальным 
значением ϕ0 := ϕ(h0) > 0 (рис. 4). Видно, 
что предельная задача Крокко в записи (1), 
(3) распадается на две типичные предель-
ные задачи для промежутков (+0, h0 – 0) и 
(h0 + 0, 1 – 0):

0

0

0 0

0

(0) ( / ) 0,  0 ;  

(1) ( / )  0.
h h

h h

d dh h h

d dh
= −

= +

ϕ = ϕ = < <

ϕ = ϕ =

Решения с такими условиями легко по-
строить. Например, если s = 0 (f = 1), то

0 0

0 0

0 0 0

erf( );

erf( );

: ln( / ), : ( ) ( ),

l

r

h h

h h

h h

− = ϕ π ω

− = ϕ π ω

ω = ϕ ϕ ϕ = ϕ ≥ ϕ

где hl, hr – сужения h(ω) на левый и на пра-
вый промежутки соответственно, т. е. 

h = hl, 0 < h < h0; h = hr, h0 < h < 1.

Пусть в решении (18) ϕ = 0. Тогда

h0 = 1 – h0, h0 = 1/2, ϕ0 = 1/(2π0,5).

Максимальное значение ϕ, которое за-
писывается как ϕ(h0) = ϕ0, оказывается 
вдвое меньше, чем соответствующее реше-
ние в типичной предельной задаче Крокко 
(1), (2). 

В случае, когда f(h) = h, решение можно 
получить аналогичным образом. На проме-
жутке 0 < h < h0 ставим такие же предель-
ные условия, как и в типичной предельной 
задаче Крокко, а именно

0(0) '( ) 0.hϕ = ϕ =

Далее следует применить аппроксима-
цию в виде кубического бинома:

3 3
0 0( ) ( ( ) ).h h h hϕ = α − −

С этой целью используем тождество
0

0

'(0) (1 / 2) / ( ).
h

tdt tϕ = ϕ∫
Из него следует, что 

2
0'(0) 3 ,hϕ = α

и, проделав простые расчеты, получим сле-
дующее равенство: 

2 3
0

1
,

183
h

π
α =

которое связывает величины α и h0.

Теперь пусть ϕ := αΦ, ζ := h / h0. Функ-
ция Φ = Φ(ζ) удовлетворяет уравнению 
Крокко и допускает кубическую аппрокси-
мацию: 

3( ) 1 (1 ) .Φ ζ = − − ζ

Тогда легко подсчитать, что 2 3
0 ,hα =  от-

куда получаем значения h0 и α:  
1/6

0

1
0,68 1 / 2, 0, 46.

183
h

π 
= = > α = 

 

Рис. 4. График решения однородной  
предельной задачи Крокко (1), (3); при h0 

функция φ имеет максимальное положительное 
и минимальное отрицательное значения 

(17)

(18)
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Заключение

В результате проведенного исследования 
можно сделать следующие заключения:

для приближенных оценок решений 
предельных задач Крокко (1) – (4) в целом 
(т. е. на промежутке 0 < h < 1) достаточ-
но использовать интегральные тождества, 
получаемые из предельных условий. Такие 
оценки можно рассматривать как грубые, 
поскольку значения констант решения 
вычисляются с погрешностью не менее  
1,5 %. Показано, что интегральные тож-
дества связаны с условием экстремума не-
которого распределения. В качестве эта-
лонных решений использованы решения, 
полученные В.П. Вариным;

применение интегральных тождеств 
оказывается достаточным для определения 
постоянных биномиальной аппроксимации 
(различных) предельных задач Крокко, т. е. 
(1), (2) и (1), (3), с невысокой точностью 

(погрешность составляет около 1 %). Мак-
симальное расхождение точного решения 
предельной задачи и биномиальной ап-
проксимации наблюдается (естественно)  
вблизи особенности h = 1 – 0 для дерива-
тива. Эта особенность является регулярной, 
«стираемого» (логарифмического) порядка;

уравнение Крокко связано с необхо-
димым условием минимума для положи-
тельного распределения (функционала). 
Соответствующий гамильтониан знакопе-
ременен. Решение задачи на минимум рас-
пределения равносильно определению кон-
стант бинома из интегральных тождеств;

однородная предельная задача (1), (3) 
распадается на две типичные предельные 
задачи Крокко для промежутков левее и 
правее критической точки (максимума) 
ϕ(h). Интегральные тождества в предельной 
задаче (1), (3) также применимы для грубой 
оценки постоянных. 
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CROCCO EQUATION IN THE BOUNDARY PROBLEMS.

In order to solve the Crocco boundary problems known as the typical one and the uniform one, 
binomials (as approximants of exact solutions) and integral identities have been used. The extent of the 
closeness of the exact solution to its approximation was estimated using the ϕ(0) value.  The solution of the 
typical Crocco boundary problem was proved to have a logarithmic singularity of the derivative at ϕ = 0. 
The Crocco equation was found to provide both necessary and sufficient conditions for the minimum of a 
positive distribution being vortex in dϕ/dh. The uniform Crocco boundary problem was demonstrated to be 
equivalent to the two typical Crocco boundary problems with a common critical point.
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