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ОБ ОДНОРОДНЫХ РЕшЕНИЯХ зАДАчИ ИзГИБА  
ПРЯМОУГОЛьНОй КОНСОЛьНОй ПЛАСТИНЫ

В статье рассматривается метод, предложенный П.Ф. Папковичем для пря-
моугольных пластин, и его приложение для консольной пластины при изгибе 
равномерной нагрузкой. искомая функция прогибов выбирается в виде суммы 
соответствующей балочной функции и бигармонической функции; последняя 
представляет собой бесконечный ряд по неортогональным  собственным функ-
циям задачи. собственные функции удовлетворяют однородным граничным 
условиям на продольных кромках (заделка и противоположный край). Пред-
лагается находить коэффициенты ряда из условия минимума работы невязок 
на соответствующих перемещениях поперечных кромок.  это приводит к бес-
конечной системе линейных алгебраических уравнений относительно искомых 
коэффициентов в комплексной форме. коэффициенты однородных решений 
находились для случаев, когда аппроксимирующий ряд содержал последова-
тельно 2, 3,..., 7 слагаемых. Вычислялись собственные числа, прогибы края, 
противоположного заделке, и изгибающие моменты в заделанном сечении. 
Анализируется сходимость метода редукции и устойчивость вычислительного 
процесса.

ПРяМоуГольнАя консольнАя ПлАстинА, изГиб, одноРодное Решение, 
численный РезультАт, неустойчиВость Вычислений.

введение 

Прямоугольная консольная пласти-
на является расчетной схемой для мно-
гих элементов инженерных конструкций. 
В частности, режущий инструмент ряда 
технологических операций выполняется в 
виде прямоугольных пластин, жестко за-
щемленных по одному краю. с анализом 
напряженного и деформированного состо-
яний консольных  пластин связаны также 
расчеты прочности и жесткости отдельных 
элементов в конструкциях гидротурбин, 
кораблей, самолетов и ракет. задача изги-
ба прямоугольной консольной пластины не 
имеет точного замкнутого решения, а из-
вестные приближенные решения требуют 

анализа точности полученных результатов. 
Разброс численных результатов у различ-
ных авторов  достигает 20 %.

целью настоящей работы является по-
лучение достоверных численных результа-
тов о напряженно-деформированном со-
стоянии этих пластин методом однородных 
решений.

Первая работа по расчету консольных 
пластин принадлежит д.л. холлу [1], ко-
торый использовал метод конечных раз-
ностей (МкР, или метод сеток) для широ-
кой пластины с отношением сторон 4 : 1. 
нагрузкой служила сосредоточенная сила, 
приложенная в середине свободного края, 
противоположного защемленному. этот ме-
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тод использовали также многие авторы для 
различных видов нагрузки, отношения сто-
рон пластины и шага сетки. Метод конеч-
ных элементов (Мкэ) впервые применили 
O. Zienkiewicz  и y. cheung [2]; они раз-. Zienkiewicz  и y. cheung [2]; они раз-Zienkiewicz  и y. cheung [2]; они раз-  и y. cheung [2]; они раз-y. cheung [2]; они раз-. cheung [2]; они раз-cheung [2]; они раз- [2]; они раз-
били квадратную пластину на девять ква-
дратных элементов и рассмотрели  случай 
равномерной нагрузки. для решения ука-
занной задачи применялись и другие при-
ближенные методы: Рэлея – Ритца, бубно-
ва – Галёркина, канторовича – Власова и 
пр. В работе [3] функцию прогибов нахо-
дили методом бесконечной суперпозиции 
исправляющих функций в виде гиперболо-
тригонометрических рядов; в ходе приме-
нения  метода все невязки в граничных 
условиях стремились к нулю, обеспечивая 
в пределе точное решение задачи.

однородные решения и соотношения  
обобщенной ортогональности упругих  

прямоугольных пластин

Решение бигармонического уравнения
2 2 0w∇ ∇ =

П.Ф. Папкович [4] разыскивал в виде

( , ) ( ).k x
k k

k

w x y c e F y−β= ∑
где 2∇  – двумерный оператор лапласа, w – 
прогиб пластины, ck – коэффициенты ряда, 

kβ  – собственные числа, Fk(y) – собствен-
ные функции задачи.

для плоской задачи теории упругости 
w – функция эйри, а в случае изгиба тон-
кой пластины – это прогиб. для функций  
Fk(y) после подстановки суммы (2) в урав-
нение (1) получается обыкновенное диф-
ференциальное уравнение

IV 2 42 0,k k k k kF F F′′+ β + β =

общее решение которого имеет вид 

( ) sin cos

cos sin .
k k k k k

k k k k

F y A y B y

C y y D y y

= β + β +

+ β + β

Рассмотрим прямоугольную пластину с 
относительными размерами  

/ 2 / 2,x−γ ≤ ≤ γ  0 1,y≤ ≤

где /a bγ =  – отношение сторон пласти-
ны.

если потребовать, чтобы функция про-
гибов (2) пластины удовлетворяла  однород-
ным граничным условиям на краях 0,y =  

1,y =  то для каждого вида этих условий 
получается трансцендентное уравнение, 
решением которого являются собственные 
числа .kβ  например, когда пластина за-
щемлена на обоих краях, трансцендентное 
уравнение выглядят следующим образом:

sin 2 2 0k kβ ± β =

(здесь знак плюс относится к четным функ-
циям в выражении (4), минус – к нечет-
ным).

Подобные уравнения имеют бесчислен-
ное множество комплексных корней, груп-
пирующихся по квартетам (отдельные кор-
ни могут быть и действительными).

если собственные числа найдены, то 
функции ( )k x

ke F y−β  называют однородны-
ми решениями. 

для неортогональной системы ком-
плексных функций – собственных функ-
ций задачи ( )kF y  авторы работ [5, 6] уста-
новили соотношение

1
2 2

0

( ) ( ) ( ) ( )  0k s k s k sF y F y F y F y dy′′ ′′ − β β = ∫

(при k s≠ ), которое называется соотноше-
нием обобщенной ортогональности. 

коэффициенты ck ряда (2) должны 
определяться из граничных условий на 
поперечных краях / 2.x = ±γ  Поскольку 
обычно таких условий два, а последова-
тельность коэффициентов ck одна, в общем 
случае не удается строго удовлетворить сра-
зу двум граничным условиям. здесь следует  
отметить, что хотя коэффициенты ck име-
ют действительные и мнимые части, одна-
ко требование вещественности результатов 
связывает их между собой. однако в част-
ном случае, если граничные условия задачи 
таковы, что для отыскания коэффициентов 
ck необходимо совместное разложение на 
кромках / 2x = ±γ  двух различных задан-
ных функций от y в ряды вида

1 1

2 2

( ) [ ( )],

( ) [ ( )]

k k
k

k k
k

f y a L F y

f y a L F y

=

=

∑

∑

(4)

(5)
(2)

(1)

(3)

(6)
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однородные решения и трансцендентное 
уравнение задачи для  консольной пластины 

Рассмотрим теперь задачу изгиба кон-
сольной пластины (рис. 1) [8] под действи-
ем равномерной поперечной нагрузки q0:

2 2 1w∇ ∇ = −

с граничными условиями 

0;w =  0yw′ =  (при y = 0);

( ) 0,y yy xxM w w′′ ′′= − + ν =

[ (2 ) ] 0y yyy xxyV w w′′′ ′′′= − + − ν =   

(при y = 1);

( ) 0,x xx yyM w w′′ ′′= − + ν =

[ (2 ) ] 0x xxx xyyQ w w′′′ ′′′= − + − ν =   

(при / 2x = ±γ ); 

( / 2; 1) (1 ) ( / 2; 1) 0,xy xyH w′′±γ = − − ν ±γ =

где ν – коэффициент Пуассона; ,x yM M  – 
изгибающие моменты; ,x yQ Q  – перерезы-
вающие силы; xyH  – крутящий момент.

здесь прогиб отнесен к величине 
4

0 / ,q b D

где 3 2[12(1 )]D Eh= − ν  – цилиндрическая 
жесткость пластины (E – модуль Юнга, h – 
толщина пластины).

заметим, что условие (13) выражает от-
сутствие сосредоточенных сил в угловых 
точках свободной части контура.

частное решение уравнения (9) выбе-
рем в виде балочной функции

4 3 2( ) ( 4 6 ) / 24 ,w y y y yδ = − − +

которая удовлетворяет граничным усло-
виям заделки (y = 0) и противоположного 
края ( 1),y =  а также условию (13).

Функция (14) порождает на краях 
/ 2x = ±γ  невязки

2( ) ( / 2, ) ( 1) / 2xg y M y y= ±γ = ν −

(в виде изгибающего момента).
однородные бигармонические реше-

ния, в силу симметрии нагрузки, будут со-
держать четную функцию координаты  x:

( , ) ch ( sin cos

 cos sin ),
hsw x y x A y B y

Cy y Dy y

= β β + β +

+ β + β
 

(ak – некоторые неизвестные комплекс-
ные постоянные, пропорциональные  ck), а 
функции 1L  и 2L  выражаются формулами 

2
1 2[ ( )] ( ), [ ( )] ( ),k k k k kL F y F y L F y F y= = β

или формулами
3

1 2[ ( )] ( ), [ ( )] ( ),k k k k k kL F y F y L F y F y= β = β

то удается удовлетворить сразу двум усло-
виям (см., например, работу [4]); при этом 
используется соотношение обобщенной 
ортогональности (5), и с помощью приема 
Фурье находят коэффициенты ak.

соотношение (5) было доказано для 
случая, когда края 0,y =  1y =  защемлены. 
В работе [7] было показано, что указанное 
соотношение имеет место и для свободных 
краев, а также когда один из них защемлен, 
а другой свободен.

таким образом, соотношение обобщен-
ной ортогональности справедливо и для 
консольной пластины, однако точно удо-
влетворить двум условиям на свободных 
поперечных краях / 2x = ±γ  с его помо-
щью не удается, так как выражения функ-
ций L1 и L2 в этом случае отличаются от 
соответствующих выражений (7) и (8).

таким образом, при решении задачи об 
изгибе консольной пластины следует  ис-
пользовать какой-либо приближенный 
метод, чтобы определить коэффициенты 
разложения (2). например, можно строго 
выполнить только одно граничное условие 
или минимизировать некоторый функцио-
нал, например функционал потенциальной 
энергии, квадратичных погрешностей вы-
полнения граничных условий, работы не-
вязок на соответствующих перемещениях  
и т. п.

Рис. 1. Прямоугольная консольная пластина:
a = γ, b = 1 (γ = a/b – отношение сторон пластины)

(9)(8)

(10)

(11)

(7)

(12)

(13)

(14)

(15)

(16)
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или иной форме в работах ряда авторов  
[9 – 11]. Подробное исследование этого 
уравнения проведено в работе [11], где по-
казано, что оно имеет бесчисленное мно-
жество комплексных корней. Причем, как 
легко видеть, если

k k kp iqβ = +

есть корень уравнения (21), то корнем бу-
дет и любая комбинация вида 

.k k kp iqβ = ± ±

Подставляя выражение (23) в уравнение 
(21) и разделяя действительную и мнимую 
части, приходим к двум уравнениям, свя-
зывающим pk и qk:

2 2
1 2

1

cos(2 )ch(2 ) ( ) ,

sin(2 )sh(2 ) 2 .
k k k k

k k k k

p q p q

p q p q

= α − + α

= − α

корни этой системы таковы [11], что 
положительные числа pk лежат в следую-
щих пределах:

(2 1) / 2  ( 1, 2, 3,...).kk p k k− π < < π =

При отыскании pk и qk для первого при-
ближения можно принять, что

1 3 / 4,  ( 2, 3, 4,...)kp p k k= π = π = .

Мнимая часть найдется из трансцен-
дентного уравнения

1 1 1

2 2 2
1 1 2

3
sh 2 ( 1);

2
ch 2  ( 2, 3, 4,...).k k

q q k

q q k k

= πα =

+ α = α π + α =

Последующие приближения находятся 
по способу ньютона:

1 ( ) / ( ),j j j jf f+ ′β = β − β β  

где 2
1 2( ) cos 2 .f β = β − α β − α

В статье [11] приведены значения пер-
вых пяти квартеров комплексных корней 
для ν = 0,25, однако в этом случае урав-
нение (21) имеет и два вещественных кор-
ня, которые различаются только знаками. 
Вещественные корни пропущены также в 
работе [9] для ν = 0,3. 

Подставляя выражение (23) в уравнение 
(28) и разделяя действительную и мнимую 
части, получим:

где β – некоторый параметр (собственное 
число); A, B, C, D – неизвестные коэффи-
циенты.

 общее решение задачи представляется 
суммой

( , ) ( ) ( , ).hsw x y w y w x yδ= +

коэффициенты A, B, C, D  в формуле 
(16) найдутся из граничных условий  на 
продольных краях: y = 0 и y = 1.  

удовлетворяя условиям при y = 0, по-
лучим Aβ + C; B = 0, и тогда  решение (16) 
можно записать в следующем виде:

( , ) ch [ (sin cos )

sin ].
hsw x y x A y y y

Dy y

= β β − β β +

+ β

запишем выражения изгибающего мо-
мента и перерезывающей силы на краю  
y = 1:

1[ ] ch { [(1 ) sin

 (1 ) cos ]

 [2 cos (1 ) sin ]},

y yM x A

D

= = −β β β + ν β +

+ − ν β β +
+ β − − ν β β

2
1[ ] ch { [2 cos

 (1 ) sin ]

 [(1 ) cos (1 ) sin ]}.

y yV x A

D

= = −β β β β +

+ − ν β β +
+ − ν β β − + ν β

далее, если потребовать обращение в 
нуль этих величин при любых значениях 
x, то получим систему двух уравнений для 
определения коэффициентов A и D:

[(1 ) sin (1 ) cos ]

[2 cos (1 ) sin ] 0,

[2 cos (1 ) sin ]

[(1 ) cos (1 ) sin ] 0.

A

D

A

D

β + ν β + − ν β β +
+ β − − ν β β =

β β + − ν β β +
+ − ν β β − + ν β =

для того чтобы система имела нетриви-
альное решение, ее определитель должен 
обращаться в нуль; это приводит к транс-
цендентному уравнению относительно па-
раметра β:

2
1 2cos 2 ,β = α β + α

где 
2

1 2

1 5 2
2 , .

3 (3 )(1 )
− ν + ν + ν

α = α = −
+ ν + ν − ν

трансцендентное уравнение (21) полу-
чено аналогичными рассуждениями в той 

(17)

(18)

(23)

(24)

(19)

(20)

(25)

(26)

(27)

(21)

(22)

(28)

(29)
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( , ) ch ( ),hs k k k
k o

w x y A x F y
∞

=

= β∑
где собственные функции имеют вид

( ) (sin cos )

 sin ,
k k k k k

k k k

F y d y y y

e y y

= β − β β −

− β β

а в свою очередь 

2 cos (1 ) sin ,

(1 ) sin (1 ) cos .
k k k k

k k k k

d

e

= β − − ν β β

= + ν β + − ν β β

В решении (33), которое удовлетворяет 
бигармоническому уравнению и граничным 
условиям на продольных кромках y = 0,  
y = 1, коэффициенты kA  должны опреде-
ляться из граничных условий (12), (13) на 
поперечных кромках / 2;x = ±γ  эти гра-
ничные условия с учетом формулы (15) 
примут вид 

2

2

[ ] ( ) [ ( ) ( )] 0,x k k k k
x k

M g y a F y F yγ
=±

′′= − β + ν =∑
2

2

[ ] ( ) [ ( ) ( )] 0,x k k k k
x k

M g y a F y F yγ
=±

′′= − β + ν =∑
3

2

[ ] th [ ( )

 (2 ) ( )] 0,

x k k k k
x k

k k

Q a F y

F y

γ
=±

= − β β +

′′+ − ν β =

∑ 

2
1

[ ] 2(1 ) th (1) 0,xy k k k k
x k
y

R a Fγ
=±

=

′= − ν β β =∑ 

где сосредоточенная сила в угловой точке  
2 ;xy xyR H= −

2, ch .k k k k ka Aβ = β γ = β 

таким образом, для того чтобы найти 
коэффициенты kA  (или ak) ряда (33), нуж-
но функцию g(y) (см. формулу (15)) раз-
ложить в ряд по неортогональным функ-
циям вида (36) и, кроме того, выполнить 
условия (37) и (38). строго удовлетворить 
указанным требованиям не представляется 
возможным, поэтому обратимся к прибли-
женному способу, основанному на мини-
мизации некоторого функционала.

В работах [12, 13] доказывается, что 
элементарные однородные решения би-
гармонического уравнения образуют пол-
ную систему функций (о полноте системы 
функций см., например, работу [14]). из 
этого, в частности, следует существование 
и единственность решения бесконечной 

1 2 2 ,
2( )j jp p+

τρ − ηψ
= +

ρ + ψ

1 2 2 .
2( )j jq q+

τψ + ηρ
= −

ρ + ψ

здесь введены обозначения:
2 2

1 2

1

cos(2 ) ch(2 ) ( ) ,

sin(2 ) sh(2 ) 2 ,
j j j j

j j j j

p q p q

p q p q

τ = − α − − α

η = + α

1

1

sin(2 ) ch(2 ) ,

cos(2 ) sh(2 ) .
j j j

j j j

p q p

p q q

ρ = + α

ψ = + α

Первые девять комплексных корней 
трансцендентного уравнения (21), рассчи-
танные нами на компьютере для 0,3ν =  
по формулам (30), представлены в табл. 1. 

Возвращаясь к системе (20), из ее пер-
вого уравнения получаем: 

(1 ) sin (1 ) cos
.

2 cos (1 ) sin
D A

+ ν β + − ν β β
= −β

β − − ν β β

заметим, что  с помощью второго урав-
нения системы (20) также можно выразить D 
через A, но такая форма решения в конечном 
счете даст тот же результат, что и первая, так 
как они связаны уравнением (21).

теперь однородные решения (18) запи-
шутся в виде бесконечного ряда 

таблица  1

рассчитанные значения корней k k kp iqβ = +

k pk qk

0 2,7068258 0

1 2,0272256 0,3565346

2 5,9638225 1,6741655

3 9,1813235 2,1312056

4 12,364771 2,4345402

5 15,534117 2,6642475

6 18,695830 2,8498262

7 21,852829 3,0057721

8 25,006673 3,1403666

9 28,158283 3,2588123

Примечание . ошибка в последнем вось-
мом знаке каждого числа не превышает двух  
единиц.

(30)

(33)

(31)

(34)

(35)

(36)

(37)

(38)

(32)

(39)
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системы, получаемой путем минимизации 
функционала

2 0 1 1 0 1 0( , ,...) ( , ,...) ,a a a aΦ = Φ + Φ + Φ

который является положительно-
определенной функцией и представлен в 
виде суммы квадратичной (Φ2) и линейной 
(Φ1) форм коэффициентов ak однородных 
решений и постоянного слагаемого. из 
этого же следует сходимость метода редук-
ции для определения ak и сходимость при-
ближенных решений при .k → ∞

В качестве функционала Ф могут быть 
выбраны потенциальная энергия пластины, 
квадратичные отклонения от граничных 
условий задачи, работа этих невязок (сило-
вых факторов) на соответствующих переме-
щениях и т. п.

Решение исходной задачи (17) с уче-
том формулы балочной функции (14) 
и бесконечного ряда (33) запишется  
в виде 

4 3 2( , ) ( 4 6 ) / 24

ch ( ),k k k
k

w x y y y y

A x F y

= − − + +

+ β∑

где / ch ,k k kA a= β  а ( )kF y  определяется  
формулой (34).

Поскольку при замене комплексного 
параметра kβ  (k = 1, 2, ...) на сопряженное 
значение k k kp iqβ = −  (оно также являет-
ся корнем уравнения (21)) выражение под 
знаком суммы в решении (40) тоже заме-
нится на сопряженное, то результат, как и 
следовало ожидать, получается веществен-
ным. 

если теперь заметить, что функции 
( )kF y  и коэффициенты kA  нечетны по от-

ношению к ,xβ  то решение задачи можно 
записать в виде

4 3 2

0 0 0

1,2,...

( , ) ( 4 6 ) / 24

 2 ch ( )

 4re ch ( ),k k k
k

w x y y y y

A xF y

A x F y
=

= − − + +
+ β +

+ β∑

где учитываются лишь те собственные чис-
ла ,k k kp iqβ = +  которые имеют положи-
тельные действительные и мнимые части 

, 0k kp q >  (в случае двух вещественных кор-
ней учитывается корень 0 0β > ). 

определение коэффициентов  
в однородных решениях минимизацией  

работы краевых невязок

для того чтобы найти указанные коэф-
фициенты, используем  левые части  гра-
ничных условий на поперечных кромках 

/ 2x = ±γ  и в углах свободного контура 
(36) – (38). эти выражения будем называть 
невязками граничных условий, так как в 
общем случае они отличны от нуля. 

Минимизируем работу указанных невя-
зок на соответствующих перемещениях.

эта работа  следует выражению
1

/2 /2
10

( ) ( ) .x x x x xy x
y

P M w Q w dy R w=γ =γ
=

′= − + +∫
Подставляя в это выражение формулы 

(17), (33), (36) – (38), получим:
1

2

0

3

( ) [ ( ) ( )]

th ( ) ( ) ( )

th [ ( ) (2 ) ( )]

 2(1 ) (1) (1)

th (1).

k k k k
k

k k k k k k
k k

k k k k k k
k

k k
k

k k k k
k

P g y a F y F y

a F y w y a F y

a F y F y dy

w a F

a F

δ

δ

 ′′= − − β + ν × 
 

 × β β + + ×  
′′× β β + − ν β +


 + − ν + ×  

′× β β

∑∫

∑ ∑

∑

∑

∑







 

условие минимума функционала выра-
жается как 

/ 0jP a∂ ∂ =

и приводит к бесконечной системе линей-
ных алгебраических уравнений относитель-
но неизвестных коэффициентов ak: 

0

,k kj j
k

a J T
∞

=

=∑
где 

1
( ) ( ) ( ) ( )

0

( ) ( )

( ) ( )

[ ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )]

 2(1 )[ (1) (1)],

M M
kj k j j k

Q Q
k j j k

R R
k j j k

J L y L y L y L y

L y F y L y F y dy

L F L F

ϑ ϑ= + −

− − +

+ − ν +

∫

1
( ) ( )

0

( )

[ ( ) ( ) ( ) ( )]

2(1 ) (1) ;

Q
j j j

R
j

T g y L y w y L y dy

w L

ϑ
δ

δ

= + −

− − ν

∫

(40) (43)

(44)

(45)

(46)

(47)

(41)

(42)
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функции, обозначенные буквой L, имеют 
вид

( )( )( ) th ( ), th (1),R
k k k k k k k kL y F y L Fϑ ′= β β = β β   

( ) 2( ) ( ) ( ),M
k k k kL y F y F y′′= β + ν

(Q) 3( ) [ ( ) (2 ) ( )] th .k k k k k kL y F y F y′′= β + − ν β β

Аналогичные функции с индексом j по-
лучаются из соответствующих выражений 
заменой индексов.

Выполняя интегрирование в выраже-
ниях (46), (47) и обычные преобразования, 
получим:

4
2

2

4 2

4

4 2

1
th ( {[3(1 )

24

 4(1 ) 24(1 2 )] sin

 2[(1 2 ) 24(1 4 )]cos 48

 48(1 4 )} {[(1 7 )

 24(1 6 )]sin [3(1 ) 8

 24(1 2 )] cos 96 });

j J j j
j

j j j

j j j

j j

j j j

j j j

T d

e

= β − ν β −
β

− + ν β − − ν β β +

+ + ν β − − ν β + νβ +

+ − ν − − ν β +

+ − ν β + − ν β − β −

− − ν β β + νβ



1 2

2 3 3

2 2

3 2

3 2

4

1
{( ) ( )

2
 ( ) ( )( )

 ( )( )

 ( )( )

 ( )( )

 [( ) ( )

 (

kj k j k j

k j k j k j

k j j k j k

k j k j j

k j k j k

k j k j k j k j

J h h d d t m m e d t

m m d e t s s e d t d e t

s s e d t d e t

u u d d t e e t

u u d d t e e t

t d d e e l d d e e l

d

ε ω ω ε

ω ε ε ω

ω ε

ω ε

ω ε

ω ε

= − − − − −

− + + − + +

+ + β + β +

+ − + β +

+ − + β −

− − + + +

+

 



 

5 5

) ( ) ]

 4(1 )( )}   ( ),

k j k j k j k je e d n e d d e n

t t k j

ω ε+ + − −

− − ν + ≠

где введены обозначения
2 2

1

2 2

th [(3 ) (1 ) ]

 th [(3 ) (1 ) ],

k k k j

j j j k

t = β β − ν β − + ν β +

+ β β − ν β − + ν β





2
2 2 [(2 ) th th ],k k k j jt = β − ν β β − νβ β 

2 2
3

2 2

{ th [(1 ) (1 ) ]

 th [(3 ) (1 ) ]},

k k k k j

j j j k

t = β β β − ν β + + ν β −

− β β − ν β − − ν β





2 2
4 (1 ) ( )( th th ),k j k j k k j jt = − ν β β β + β β β + β β 

2
5 th [ sin

 (sin cos )]

 [ (sin cos ) sin ].

k k k k k

k k k k

j j j j j j j

t d

e

d e

= β β β β −

− β + β β ×

× β − β β − β β



коэффициенты 2 3 5, ,t t t    получаются из 
соответствующих выражений путем пере-
становки индексов k и j. Величины dk, ek  
определяются по формуле (35); значения 
коэффициентов h, l, m, n, s, u с индексом 
ω определяются следующими выражениями 
(значения с индексом ε получаются заме-
ной индексов):

1
sin ,hω = ω

ω
 2

3

1
[2 cos ( 2) sin ],lω = ω ω + ω − ω

ω
1

(1 cos ),mω = − ω
ω

 

2
3

1
[2 sin ( 2 cos 2],n )ω = ω ω − ω − ω −

ω

2

1
(cos sin 1),sω = ω + ω ω −

ω
 

2

1
[sin cos ],uω = ω − ω ω

ω

где ,k jω = β + β  .k jε = β − β
При k = j в формуле (50) следует заме-

нить индекс k на j у коэффициентов d, e, t и 
параметра β. кроме  того, в этом случае 

1 1
0, , ,

3 2
m n u l sε ε ε ε ε= = = = =

1
1 sin 2 ,

2 j
j

h hε ω− = − β
β

1 cos 2
,

2
j

j

mω

− β
=

β

2
3

1
[4 sin 2 (4 2)cos 2 2],

8 j j j j
j

nω = β β − β − β −
β

2
3

2

1
[4 cos 2 (4 2) sin 2 ],

8

1
(cos 2 1 2 sin 2 ),

4

j j j j
j

j j j
j

l

s

ω

ω

= β β + β − β
β

= β − + β β
β

2

1
(sin 2 2 cos 2 ).

4 j j j
j

uω = β − β β
β

Выделим из комплексной системы (45) 
действительную и мнимую части, положив, 
как и ранее, ;k k ka i= λ + µ  тогда получим 
систему 2×∞ линейных уравнений типа 
относительно вещественных неизвестных 

, .k kλ µ  Выражение этой системы – весь-
ма громоздкое и поэтому здесь не приво-
дится. 

Решив указанную систему относительно 
, ,k kλ µ  мы тем самым найдем комплексные 

(48)

(49)

(50)

(51)

(52)

(53)
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коэффициенты ak, дающие минимум функ-
ционалу (43). составленная компьютерная 
программа позволяет находить указанные 
вещественные части комплексных коэффи-
циентов 

.k k ka i= λ + µ

Программой предусмотрено вычисление 
прогибов свободного края (y = 1) и изгиба-
ющих моментов защемленного края (y = 0):

0
1 0 0 0

0

1,2,...

ch1 1
[ ] 4 sin 2

8 2 ch( 2)

ch1
8re sin 2 ,

2 ch( 2)

y

k
k k k

k k

x
w a

x
a

=

=

β = − − β − β −  β γ 
β − β − β  β γ 

∑
 

2 0
0 0 0 0

0

2

1,2,...

ch1
[ ] 4

2 ch( 2)

ch
 8re .

ch( 2)

y y

k
k k k

k k

x
M a e

x
a e

=

=

β
= + β +

β γ

β
+ β

β γ∑

При вычислениях использовалась уко-
роченная система (45), соответствующая 
количеству n собственных чисел ,kβ  кото-
рое принималось последовательно равным 

2,3,...,8.n =  Программа была составлена  
для традиционной системы программиро-
вания  Фортран, которая использует вы-
числения с обычной точностью  (восемь 
десятичных цифр в мантиссе).

коэффициенты ka  однородных реше-
ний, прогибы и изгибающие моменты  вы-
числялись для пластин с отношением сто-
рон 0,5; 1; 2.γ =  В данной статье приведены 
численные результаты  лишь для пластины 
с отношением сторон γ = 2. табл. 2 содер-
жит значения действительных и мнимых 
частей коэффициентов ak  для различных 
приближений. на рис. 2 приведены соот-
ветственно графики прогибов кромки y = 1 
и изгибающие моменты My в заделке.

(54)

(55)

таблица  2

Значения коэффициентов ak однородных решений для консольной пластины  
с отношением сторон γ = 2  в различных приближениях

  n
ak  

2 3 4 5 6 7

a0

3,5460⋅10–4

0
–1,6904⋅10–4

0
–2,8560⋅10–4

0
–2,3812⋅10–4

0
–3,0673⋅10–4

0
–2,8112⋅10–4

0

a1

–4,8938⋅10–4

1,9224⋅10–3

1,1152⋅10–4

7,0776⋅10–4

3,0931⋅10–4

3,9588⋅10–4

2,7873⋅10–4

1,3223⋅10–4

2,4019⋅10–4

3,0081⋅10–4

2,1043⋅10–4

1,5977⋅10–4

a2 –
–5,0662⋅10–6

1,6410⋅10–5

3,8333⋅10–6

8,6984⋅10–6

2,2329⋅10–6

7,2097⋅10–6

4,1138⋅10–6

3,8810⋅10–6

3,7921⋅10–6

3,7000⋅10–6

a3

–
–

8,2457⋅10–7

1,4970⋅10–6

8,2633⋅10–7

2,8363⋅10–7

7,5411⋅10–7

7,2660⋅10–7

7,5629⋅10–7

6,2377⋅10–7

a4 – – –
–3,8964⋅10–8

1,5435⋅10–7

1,7640⋅10–7

1,0928⋅10–7

5,3895⋅10–8

1,0721⋅10–7

a5 – – – –
 7,2555⋅10–8

 6,3986⋅10–9

9,0276⋅10–8

2,0807⋅10–8

a6 – – – – –
1,9447⋅10–8

5,4913⋅10–9

Примечания . ,k k ka i= λ + µ ; верхние числа относятся к значениям λk, нижние – к значениям μk; 
n – количество собственных чисел kβ .      
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кривая 1 соответствует решению, по-
лученному методом суперпозиции исправ-
ляющих функций [3]. номера кривых на 
каждом графике, начиная со второго и до 
предпоследнего, соответствуют количеству 

2, 3, ...n =  удерживаемых однородных ре-
шений в выражении (40). При этом по-
следняя прямая линия соответствует  ци-
линдрическому изгибу. для сравнения на 
рисунках приведены кривые с нулевыми 
номерами, полученные в работе [10] при 
учете собственных чисел β0 и β1.

Приведенные результаты (табл. 2 и  
рис. 2) показывают, что с увеличением чис-
ла членов в выражении (40) имеет место 
сходимость полученного решения. однако 
сравнение графиков прогибов и моментов с 
аналогичными кривыми, полученными ме-
тодом суперпозиции исправляющих функ-
ций [3] указывает на то, что применение 
данного способа для отыскания коэффици-
ентов однородных решений дает занижен-
ные значения изгибающих моментов My в 
заделанном сечении, хотя поведение кри-
вых аналогичное. Полученные абсолютные 
значения прогибов оказались также ниже, 
чем соответствующие значения, для опре-
деления которых использовался метод су-
перпозиции. 

Авторы работ [10, 15] отмечают, что 
с увеличением числа членов в выраже-
нии функции прогибов (более двух-трех), 
представляющем собой некоторый ряд 
по начальным [10] или однородным [15] 
функциям,  численные результаты дают 
расходящееся решение (так это и получено 
в указанных публикациях). снижение точ-
ности связывается авторами с ростом мо-
дулей собственных чисел βk, что приводит 
к сближению гиперболических функций 
синуса и косинуса, содержащих эти вели-
чины. В работе [10] указывается, что уве-
личение количества удерживаемых членов 
в решении необходимо сопровождать уве-
личением и числа значащих цифр в корнях 
βk, а также во всех вычислениях.

В настоящей работе все расчеты, вклю-
чая вычисление собственных чисел βk, про-
изводились более точно, чем в работах  
[10, 15]. Поэтому построение решения, да-
ющего минимум функционалу (43), имело 

характер сходящегося процесса, как это и 
должно быть. однако сравнение с резуль-
татами, полученными методом суперпози-
ции исправляющих функций, приводит к 
заключению, что проведенные нами рас-
четы  методом однородных решений также 
трудно признать полностью удовлетвори-

Рис. 2. линии прогибов грани y = 1 (a)  
и эпюры изгибающих моментов My  
в корневом сечении (b) консольной  

пластины с γ = 2. 
номера кривых 2 – 5, 7 соответствуют значению n 

(см. табл. 2), прямые 9 – цилиндрическому  
изгибу; кривые 0 и 1 относятся к решениям [10]  

и [3] соответственно 

а)

b)
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тельными. например, численные результа-
ты для пластин с отношением сторон 0,5 и 
1,0 еще хуже согласуются с известными и 
более достоверными данными [3, 16, 17], 
полученными другими методами. По всей 
вероятности, лучших результатов можно 
достичь, если проводить все вычисления с 
увеличенной мантиссой (например, в си-
стеме  maple). 

В работе [18] отмечается вычислитель-
ная неустойчивость алгоритма начальных 
функций (аналог метода однородных ре-
шений) для  плоских задач теории упру-
гости в прямоугольной области при ис-
пользовании тригонометрических рядов 
для высоких гармоник. Автор статьи [18] 
связывает это как с накоплением ошибок 
при расчете числовых коэффициентов в 
рядах, так и с характером сходимости са-
мих рядов, приводящим к большой поте-
ре верных цифр в получаемой сумме этих 
рядов. указанные суммы используются, в 
свою очередь, в качестве коэффициентов 
разрешающей системы, которая стано-
вится плохо обусловленной с увеличени-
ем номера гармоники. Решение проблемы 
автор работы [18] видит в наращивании 
мантиссы при вычислениях в системе 
аналитических вычислений maple и про-maple и про- и про-
водит соответствующие вычислительные 
эксперименты. однако в указанной рабо-
те не объясняется, почему другие прибли-
женные методы не обладают этим недо-
статком. 

Заключение 

В статье проанализирован метод, пред-
ложенный П.Ф. Папковичем, и его прило-
жение для консольной прямоугольной пла-
стины при изгибе равномерной нагрузкой. 
При рассмотрении задачи установлено, что 
процесс последовательных приближений 
при увеличении числа однородных реше-
ний является сходящимся. характер гра-
фиков прогибов свободного края напротив 
заделки и изгибающих моментов в задел-
ке дает правильную качественную картину 
напряженно-деформированного состояния 
пластины, однако численные результаты 
оказываются заниженными по сравнению 
с таковыми, полученными методом супер-
позиции исправляющих функций. Решение 
комплексной системы вызывает как значи-
тельные трудности, так и препятствия, от-
носящиеся к неустойчивости вычислитель-
ного процесса. 

В дальнейшем предполагается провести 
по разработанному алгоритму численные 
эксперименты в аналитической системе 
программирования maple, которая позво-maple, которая позво-, которая позво-
ляет производить вычисления с мантиссой 
произвольной длины. Путем увеличения 
мантиссы и контроля выполнения гранич-
ных условий на боковых кромках планиру-
ется исследовать причины неустойчивости 
метода и найти как оптимальный размер 
мантиссы, так и оптимальное число одно-
родных решений, которые бы обеспечивали 
приемлемую точность решения задачи. 
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Sukhoterin M.V., Baryshnikov S.O., Lomteva K.O. ON HOMOGENEOUS SOLUTIONS 
OF THE PROBLEM OF A RECTANGULAR CANTILEVER PLATE BENDING.

The paper considers the method, suggested by P.f. Papkovich for rectangular plates and its application 
for a cantilever plate with a bending under a uniform load. The required function of bendings is chosen in the 
form of a sum of the corresponding beam function and a biharmonic function, which is a series in terms of 
unorthogonal eigenfunctions of the problem. The eigenfunctions satisfy the homogeneous boundary conditions 
on the longitudinal edges (the clamped and the opposite ones). It is suggested to find series coefficients from 
the condition of the minimum discrepancies work on the corresponding displacements of the transverse 
edges. It leads to an infinite system of linear algebraic equations for the required coefficients in the complex 
form. The coefficients of homogeneous solutions were found for the cases in which the approximating series 
contained sequentially 2, 3, ..., 7 terms. The eigenvalues, the bendings of the edge opposite to the clamped 
edge, and the bending moments in the clamped section were calculated. convergence of the reduction 
method and stability of the computational process were analyzed.

recTAnGUlAr cAnTIleVer PlATe, BendInG, HOmOGeneOUs sOlUTIOn, nUmerIcAl resUlT, 
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