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USING THE METHOd Of TRAjECTORIES fOR CONSTRUCTING  
A SEMI-MARKOV MOdEL Of A ‘TECHNOLOGICAL CELL – STORAGE 

dEVICE’ STRUCTURE

Приведена и доказана теорема о функциях распределения времени пребывания системы в со-
стояниях с учетом повторных попаданий. Доказательство теоремы базируется на теореме о матема-
тическом ожидании времени пребывания системы в заданном подмножестве состояний. Теорема 
может использоваться только для дискретных систем. В случае системы с непрерывным фазовым 
пространством состояний необходимо воспользоваться алгоритмом фазового укрупнения для при-
ведения системы к дискретному виду. Приведен метод траекторий, позволяющий определять функ-
цию распределения времени пребывания системы в подмножестве состояний. Данный метод позво-
ляет не приближенно, а точно находить вид функции распределения времени пребывания системы 
в подмножестве состояний в области изображений по Лапласу. На конкретном примере функцио-
нирования структуры «технологическая ячейка – накопитель» с учетом надежности как ячейки, 
так и накопителя приведено сравнение метода траекторий и классического метода, использующего 
интегральные уравнения марковского восстановления.

ПОЛУМАРКОВСКАЯ СИСТЕМА; МЕТОД ТРАЕКТОРИЙ; ПОВТОРНЫЕ ПОПАДАНИЯ.

The article presents and proves a theorem about the distribution functions for the times that the system 
spends in specific states taking into account the repeated enterings. The proof is based on the theorem of 
the mathematical expectation of the time the system spends in a given subset of states. The theorem can be 
used only for discrete systems. In the case of a system with a continuous phase space of states it is necessary 
to use the algorithm phase consolidation in order to bring the system to a discrete form. The trajectories 
method that allows to determine the distribution function for the time the system spends in a subset of states 
is presented. The current method gives the opportunity to not approximately but exactly determine the form 
of the distribution function for the time the system spends in a subset of states in the area of Laplace images. 
The trajectories method is compared to the classical method using integral Markov renewal equations on a 
specific example of the ‘technological cell – storage device’ structure with regard to the reliability of both 
the cell and the storage drive.

SEMI-MARKOV SYSTEM; METHOD OF TRAJECTORIES; REPEATED ENTERINGS.

В настоящее время аппарат полумар-
ковских систем является мощным сред-

ством моделирования стохастических объ-
ектов, позволяющим учесть последействие 



24

Научно-технические ведомости СПбГПУ 3' (247) 2016
Информатика. Телекоммуникации. Управление

в случайных процессах. Однако при необ-
ходимости определения функции распреде-
ления (ФР) времени пребывания системы 
в заданном подмножестве состояний полу-
чить точное решение не удается, т. к. для 
решения этой задачи используются урав-
нения марковского востановления (УМВ), 
система которых представляет собой урав-
нения Вольтера второго рода с полусто-
хастическим ядром [1–9]. Эти уравнения 
решаются, как правило, методом последо-
вательных приближений, получить их точ-
ное решение сложно. Поэтому практиче-
ски не разработан аппарат определения ФР 
времени пребывания системы в состояниях 
с учетом повторных попаданий за время их 
пребывания в заданном подмножестве. 

Цель статьи – построение полумарков-
ской модели структуры «технологическая 
ячейка – накопитель» на основе метода 
траекторий, позволяющей точно определять 
ФР времени пребывания системы в под-
множестве работоспособных состояний.

Рассмотрим полумарковскую (ПМ) си-
стему с общим фазовым пространством со-
стояний М. Выделим в фазовом пространстве 
состояний M ПМ процесса два подмноже-
ства M +  и ,M −  таких, что .M M M+ −∪ =  
В дальнейшем будем говорить только про 
подмножество ,M +  так как все сказанное 
будет верно и для подмножества ,M −. Вре-
мя однократного пребывания в состояниях 

iS M +∈  является случайной величиной (СВ) 
,iα  имеющей математические ожидания 
,im  функции ( )iF t  и плотности ( )if t  рас-

пределения, с изображениями в комплекс-
ной области ( )iF s  и ( )if s  соответственно. 
СВ Σθ  – время пребывания системы в под-
множестве ,M +  имеющая математическое 
ожидание .T+  Время многократного пребы-
вания системы в состоянии iS M +∈  за счет 
повторных попаданий в них за время Σθ  
является СВ ,iθ  имеющей математические 
ожидания ,imθ  функции ( )iF tθ  и плотности 

( )if tθ  распределения, с изображениями в 
комплексной области ( )iF sθ  и ( )if sθ  соот-
ветственно. Описываемому ПМ процессу 
соответствует распределение вложенной 
цепи Маркова (ВЦМ), характеризующееся 
удельными частотами iρ  попадания в каж-
дое из состояний ,iS M∈  и вероятностями 

переходов ijP  из состояний iS M∈  в со-
стояния .jS M∈  Прямой переход из M +  в 
M −  могут иметь не все состояния ,iS M +∈  
тогда целесообразно выделить подмноже-
ство E M +⊂  состояний eS E∈  множества 

,M +  из которых возможен прямой переход 
во множество .M −

Введем определение:
Траектория – множество состояний, в 

которых система должна побывать, чтобы 
выйти из подмножества M +  в M −  (или нао-
борот), причем ,M M M+ −∪ =  где M  – все 
фазовое пространство состояний. 

Траектория пребывания системы в под-
множестве M +  начинается в состоянии, в 
которое есть прямой переход из подмноже-
ства .M −  Заканчивается такая траектория 
состоянием, из которого существует один 
или несколько прямых переходов в под-
множество .M −  

Траектория выхода системы из подмно-
жества M +  начинается в любом состоянии 
этого подмножества и заканчивается состо-
янием, из которого есть один или несколь-
ко прямых переходов в подмножество .M −  

При решении поставленной задачи ис-
пользуется теорема о ФР времени пребыва-
ния системы в состояниях с учетом повтор-
ных попаданий при условии, что система 
попадает в исследуемое состояние не менее 
одного раза.

Теорема о Фр времени пребывания систе-
мы в состояниях с учетом повторных попа-
даний. Если в дискретной регенерирующей 
эргодической ПМ системе с известным ста-
ционарным распределением с состояниями 

iS M +∈  известны функции ( )iF t  и плотно-
сти ( )if t  распределения, то функции ( )iF sθ  
и плотности ( )if sθ  распределения времени 

iθ  пребывания системы в состояниях iS  
этой системы с учетом повторных попада-
ний в него при условии, что система попа-
дает в это состояние не менее одного раза, 
в области изображений равны:

( )
( ) ,

( 1) ( )
i

i
i i i

F s
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c c f s
θ =

− −
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а в области оригинала они имеют вид:
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коэффициент увеличения времени пребы-
вания системы в состояниях iS M +∈  за счет 
повторных попаданий в него; im  – матема-
тическое ожидание пребывания системы в 
состоянии iS  при однократном попадании 
в него; imθ  – математическое ожидание пре-
бывания системы в состоянии iS  с учетом 
повторных попаданий в него, определяемое 
на основании теоремы [1]:

.i
i i

ej e
e E M j M

m m
P

+ −

θ

∈ ⊂ ∈

ρ
= ⋅

ρ∑ ∑

Доказ а т ельс тво . Время пребывания 
системы в состояниях ( )iS M +∈  увеличива-
ется за счет повторных попаданий системы 
с какой-то вероятностью в эти состояния 
за время пребывания всей системы в под-
множестве ,M +  и больше ни за счет чего 
оно увеличиться не может, что очевидно. 
Но это означает, что число попаданий си-
стемы подчиняется геометрическому зако-
ну распределения с вероятностью iP  того, 
что система выйдет из этого состояния, 
а вероятность того, что останется в нем 
1 .iP−  При этом граф, описывающий по-
ведение системы в данном состоянии при 
известной ФР ( )iF t  времени пребывания в 
данном состоянии ,iS  имеет вид, представ-
ленный на рис. 1.

Приняты следующие условные обозна-
чения: ,0iS  – мгновенное состояние соот-
ветствует выходу системы из состояния ;iS  

Si,1 – исследуемое состояние Si, суммарное 
время пребывания в котором определяет-
ся; iP  – вероятность перехода системы из 

,1iS  в ,0;iS  (1 )iP−  – вероятность повтор-
ного попадания системы в состояние ,1;iS   

( )iF t  – ФР СВ ,iα  имеющей м.о. .im
По данному графу составляем УМВ:

0

( ) (1 ) ( ) ( ) ( ).
t

i i i i i iF t P f t s F s ds PF tθ θ= − − +∫
Итерируя полученное уравнение (3), 

имеем [10, 11]:
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Плотность распределения ( )k

if t  имеет 
вид:
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Здесь неизвестной величиной, кото-

рую необходимо определить, является .iP  
Известно, что при геометрическом законе 
распределения ,i

i
i

m
m

P
θ =  отсюда следует:

.i
i
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m
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Найдем .imθ  По известной теореме [1] 
можно точно определить .T+  Для дискрет-
ных состояний формула имеет вид:

.
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Введем коэффициент ic  увеличения 
времени пребывания системы в состояниях 

,iS  равный

.i
i

ej e
e E M j M

c
P

+ −∈ ⊂ ∈

ρ
=

ρ∑ ∑

Тогда ,i i im m cθ = ⋅  а вероятность iP  
определяется из условия обеспечения уве-

(2)

Рис. 1. Граф состояний, соответствующих  
геометрическому распределению

(4)

(3)

(6)

(5)
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личения mi до величины ,imθ  откуда следу-
ет, что искомая вероятность ,iP  исходя из 
(5), равна

1
.i

i
ii

m
P

cmθ= =

Подставляя (7) в (4), получаем (2).
Применяя к формуле (4) преобразова-

ние Лапласа, получим:

1

1

0

( ) ( ) (1 ) ( ) ( )

( ) ( ) (1 ) ( )

( ) (1 ) ( ).

m m
i i i i i

m

m m
i i i i

m

m m
i i i i

m

F s PF s P P f s F s

PF s PF s P f s

PF s P f s

∞
θ

=

∞

=

∞

=

= + − =

= + − =

= −

∑

∑

∑
Полученное выражение представляет 

собой бесконечно убывающую геометриче-
скую прогрессию. Возьмем предел выраже-

ния 
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Тогда выражение (8) будет иметь вид:
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Соответственно изображение ПР ( )if tθ  
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Подставляя (7) в (9) и (10), получим:
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Теорема доказана.
Следс твие  1. В случае, когда система 

при попадании в подмножество ,M + может 
не попадать в состояние ,iS M +∈  коэффи-
циент ic  увеличения времени пребывания 

системы в состояниях Si будет равен:

,i
i

i i

m
c

P m

θ

=
⋅

где iP  – вероятность попадания системы в 
состояние ,iS  за время пребывания в под-
множестве .M +

Следс твие  2. Время T
kθ  пребывания 

системы в траектории равно сумме всех СВ 

iθ  
1

,
n

T
k iθ = θ∑  а значит, ФР T

kF  времени T
kθ  –  

пребывания системы в траектории, равно 
последовательной свертке всех ФР :iF θ

0 1 2 ... ... ,T
k i nF F F F F Fθ θ θ θ θ= ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗

где n – число состояний, входящих в тра-
екторию.

Следс твие  3. На основании формулы 
полной вероятности выражение для опре-
деления ФР Σθ  времени пребывания систе-
мы в подмножестве M +  имеет вид:

1 1 2 2 3 3 ...

 ... ,

T T T T T T

T T T T
i i n n

F P F P F P F

P F P F
Σ = ⋅ + ⋅ + ⋅ +

+ ⋅ + + ⋅

где T
iP – вероятность реализации i-й траек-

тории; T
iF  – ФР времени пребывания си-

стемы в i-й траектории.
Следс твие  4. Исходя из следствия 3 

данной теоремы, взвешенная сумма всех 
ФР времени пребывания системы в траек-
ториях выхода из состояния iS M +∈  явля-
ется ФР времени пребывания системы в 
подмножестве M +  с начальным состоянием 

,iS  а значит, представляет собой решение 
уравнения марковского восстановления для 
этого состояния.

В работах [12, 13] предложен метод 
траекторий для определения ФР времени 
пребывания системы в подмножестве со-
стояний с учетом повторных попаданий в 
них. Метод базируется на теореме о време-
ни пребывания системы в состояниях под-
множества с учетом повторных попаданий 
в них при условии, что система попадает в 
исследуемое состояние заданного подмно-
жества хотя бы один раз при каждом по-
падании в это подмножество.

Метод траекторий

Шаг  1 . Переход от системы с непре-

(7)

(8)

(9)

(10)
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рывными состояниями к системе с дискрет-
ными состояниями iS M +∈  на основании 
алгоритма фазового укрупнения [2]. При 
этом определяются ФР iF  времени пре-
бывания системы в новых дискретных со-
стояниях, вероятности перехода ijP  из этих 
состояний в другие состояния (переходные 
вероятности) удельные частоты iρ  попада-
ния в состояния (стационарное распреде-
ление ВЦМ) и стационарные вероятности 
пребывания в состояниях (стационарное 
распределение ПМ процесса). Процедура 
проводится известными методами модели-
рования ПМ систем.

Шаг  2 . Выделение всех возможных 
траекторий перехода системы из подмно-
жества M +  в подмножество .M −  Причем 
каждое состояние системы входит в одну 
или несколько траекторий сразу.

Шаг  3 . Определяются вероятности iP  
попадания в состояния iS M +∈  хотя бы 
один раз за время пребывания системы в 
подмножестве .M +  

Шаг  4 . На основании изложенной 
выше теоремы заменяется время пребы-
вания в состояниях iα  на :iθ  для них 
определяются плотности и ФР времени 
пребывания системы в состояниях iS M +∈  
с учетом повторных возвратов в соответ-
ствии с приведенной теоремой, для чего 
определяются коэффициенты ic  увеличе-
ния времени пребывания системы в со-
стояниях.

Шаг  5 . Выделяются траектории. В со-
ответствии с теоремой о полной вероят-
ности [14], определяются вероятности T

kP  
реализации каждой из траекторий, на осно-
вании переходных вероятностей вложенной 
цепи Маркова.

Шаг  6 . В соответствии со следствием 
2 приведенной выше теоремы, находим ФР 
времени пребывания системы в каждой из 
траекторий.

Шаг  7 . Находим ФР времени пребы-
вания в M +  вне зависимости от начального 
состояния, которая определяется, как взве-
шенная сумма (смесь) ФР каждой из тра-
екторий. Коэффициентами смеси служат 
найденные на пятом шаге вероятности T

kP  
реализации траекторий.

Рассмотрим на конкретном примере 
реализацию предлагаемого метода модели-
рования.

Формализуем постановку задачи, для 
чего рассмотрим структуру «технологиче-
ская ячейка – накопитель» [15–17] с уче-
том отказов не только ячейки, но и нако-
пителя (рис. 2). 

Пусть известны ФР F01(t) и F10(t) случай-
ных величин 1ξ  и 1,η  которыми являются 

время наработки на отказ и восстановле-
ния ТЯ соответственно, а также ФР F03(t) 
и F30(t) случайных величин 3ξ  и 3,η  яв-
ляющихся временем наработки на отказ и 
восстановления накопителя. Кроме этого, 
известна ФР F12(t) случайной величины 2ξ , 
являющейся временем резерва. 

Введены допущения: вероятностью од-
новременного отказа ячейки и накопите-
ля пренебрегаем ввиду малой вероятности 
этого события; ФР F01(t) и F03(t) считаются 
распределенными экспоненциально. Необ-
ходимо определить ФР времени наработки 
на отказ и восстановления участка в целом, 
т. е. эквивалентно заменить его простей-
шим элементом, имеющим два факторных 
состояния.

Решение поставленной задачи с исполь-
зованием приведенной теоремы  осущест-
вляется в следующей последовательности.

1. Построим граф состояний исследуе-
мой системы (рис. 3), учитывая, что она 
является полумарковской системой с не-
прерывными состояниями.

Состояния системы: S0 – ТЯ исправна, 
накопитель исправен, временной задел в 
накопителе ξ2, состояние работоспособное; 
S1 – ТЯ отказала, накопитель исправен, 
временной задел в накопителе ξ2, состоя-
ние работоспособное; S2x – ТЯ в отказе, 
накопитель исправен, резерв времени из-
расходован, поскольку запас продукции в 

Рис. 2. Структура Н-ТЯ, работающая на прием 
продукции
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накопителе исчерпан (ξ2 = 0), состояние не 
работоспособное; S3 – ТЯ исправна, нако-
питель отказал, состояние не работоспо-
собное.

2. Определим время пребывания систе-
мы в состояниях и ФР времени пребывания 
системы в состояниях.

Время пребывания в состояниях S0, S1, 
S2x и S3 определим из выражений:

0 1 3 1 1 2

2 3 2

( ); ( );

; ,x x

θ = ξ ∧ ξ θ = η ∧ ξ

θ = θ = η

где ∧  – знак, обозначающий минимум слу-
чайных величин. 

Тогда функции распределения времени 
пребывания в состояниях имеют следую-
щий вид:

для состояния S0: 0 01 03( ) ( ) ( );F t F t F t= ⋅

для состояния S1: 1 10 12( ) ( ) ( );F t F t F t= ⋅

для состояния S2x: 2 ( ) 1 ( ),x xF t t=

где 
0, ;

1 ( )
1, .x

t x
t

t x

<
=  ≥

для состояния S3: 3 30( ) ( ).F t F t=
3. Найдем вероятности перехода  

ВЦМ:

1
0 1 3 01 03

0

3
0 1 3 03 01

0

0
1 10 12

0

2
1 10 12

0
0

2
0

3

{ } ( ) ( )

{ } ( ) ( )

.( ) ( )

( ) ( )

1

1

x

x

P F z f z dz

P F t f t dt

P F t f t dt

p f x t f t dt

P

P

∞

∞

∞

∞


ξ < ξ =



 ξ > ξ =




=


 = +



=
 =

∫

∫

∫

∫

4. Определим стационарное распреде-

ление ВЦМ, позволяющее при необходи-
мости найти стационарное распределение 
полумарковских процессов (ПМП).

Стационарное распределение ( )xρ  вло-
женной цепи Маркова определяется по 
формуле ( ) ( , ) ( ) ,

x

x p x y y dyρ = ρ∫  где p(x, y) –  

плотность вероятности перехода вложен-
ной цепи Маркова. 

Используя систему (11), запишем систе-
му уравнений для определения стационар-
ного распределения вложенной ( )xρ  цепи 
Маркова:

0 2 3
0

1 10 12
0

1 0 01 03 0 1 3
0

2 1 10 12
0

3 0 03 01
0

1 ( ) 1

 ( ) ( )

( ) ( ) { }.

( ) ( )

( ) ( )

x x

x

t dx

F w f w dw

F z f z dz P

f x t f t dt

F u f u du

∞

∞

∞

∞

∞


ρ = ρ ⋅ +ρ ⋅ +


+ ρ


ρ = ρ = ρ ξ < ξ


ρ = ρ +


ρ = ρ


∫

∫

∫

∫

∫
Условие нормировки:

2 3 1 10 12
0 0

0 01 03
0

1 10 12
0 0

0 03 01
0

( ) ( )

 ( ) ( )

( ) ( )

 ( ) ( ) 1.

xdx F w f w dw

F z f z dz

f x t f t dtdx

F u f u du

∞ ∞

∞

∞ ∞

∞

ρ +ρ + ρ +

+ ρ +

+ ρ + +

+ ρ =

∫ ∫

∫

∫ ∫

∫
Выразим ρ2x через ρ0, ρ1 и ρ3:

2 1 10 12
0

0 01 03 10 12
0 0

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) .

x f x t f t dt

F z f z dz f x t f t dt

∞

∞ ∞

ρ = ρ + =

= ρ +

∫

∫ ∫

Рис. 3. Граф состояний системы

(13)
(11)

(12)
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2 1 10 12
0

0 01 03 10 12
0 0

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) .

x f x t f t dt

F z f z dz f x t f t dt

∞

∞ ∞

ρ = ρ + =

= ρ +

∫

∫ ∫
Тогда условие нормировки (13) примет 

вид:

0 01 03 10 12
0 0 0

0 03 01
0

0 01 03 10 12
0 0

0 01 03
0

0 01 03 10 12
0 0 0

0 03 01
0

( ) ( ) ( ) ( )

 ( ) ( )

 ( ) ( ) ( ) ( )

 ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

 ( ) ( ) 1.

F z f z dz f x t f t dtdx

F u f u du

F z f z dz F w f w dw

F z f z dz

F z f z dz f x t f t dtdx

F u f u du

∞ ∞ ∞

∞

∞ ∞

∞

∞ ∞ ∞

∞

ρ + +

+ ρ +

+ ρ +

+ ρ +

+ ρ + +

+ ρ =

∫ ∫ ∫

∫

∫ ∫

∫

∫ ∫ ∫

∫
Решая (12), получим:

0

01 03 12 10
0 0

01 03
0

1

01 03 12 10
0 0

01 03 10 12
0 0

2

01 03 12 10
0 0

01 03
0

3

01

1
;

2 ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

;

2 ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

;

2 ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

2

x

F z f z dz f t F t dt

F z f z dz

F z f z dz f t F t dt

F z f z dz f x t f t dt

F z f z dz f t F t dt

F z f z dz

F

∞ ∞

∞

∞ ∞

∞ ∞

∞ ∞

∞

ρ =
+

ρ =
+

+
ρ =

+

ρ =
+

∫ ∫

∫

∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫

∫

03 12 10
0 0

.

( ) ( ) ( ) ( )z f z dz f t F t dt
∞ ∞

























∫ ∫

Можно выразить значения ρ2, ρ1, и ρ3 че-
рез ρ0:

1 0 01 03
0

( ) ( ) ,F z f z dz
∞

ρ = ρ ∫  

2 0 01 03 10 12
0 0

( ) ( ) ( ) ( ) ,F z f z dz f x t f t dt
∞ ∞

ρ = ρ +∫ ∫  

3 0 03 01
0

( ) ( ) .F u f u du
∞

ρ = ρ ∫

5. Используя алгоритм фазового укруп-
нения [2]  перейдем от системы с непре-
рывными состояниями к системе с дис-
кретными состояниями.

Для нахождения функции распределе-
ния времени наработки на отказ (времени 
непрерывной работы системы) необходимо 
воспользоваться стационарным алгоритмом 
фазового укрупнения устойчивых состоя-
ний [2] для того, чтобы перейти от системы 
с непрерывными состояниями к системе с 
дискретными состояниями.

Сначала найдем стационарное распре-
деление ВЦМ  2ρ  для укрупненного состоя-
ния 2 :S



2 2
0

01 03 10 12
0 0 0

01 03 12 10
0 0

1001 03 12
0 0

01 03 12 10
0 0

( ) ( ) ( ) ( )

2 ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

.

2 ( ) ( ) ( ) ( )

xdx

F z f z dz f x t f t dtdx

F z f z dz f t F t dt

F z f z dz F t f t dt

F z f z dz f t F t dt

∞

∞ ∞ ∞

∞ ∞

∞ ∞

∞ ∞

ρ = ρ =

+
= =

+

=
+

∫

∫ ∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫

Тогда стационарное распределение 
ВЦМ примет вид:

0

01 03 12 10
0 0

01 03
0

1

01 03 12 10
0 0

01 03 12 10
0 0

2

01 03 12 10
0 0

01 03
0

3

01

1
;

2 ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

;

2 ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

;
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2 ( )
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F z f z dz

F z f z dz f t F t dt

F z f z dz f t F t dt

F z f z dz f t F t dt

F z f z dz

F z

∞ ∞

∞

∞ ∞

∞ ∞

∞ ∞

∞
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+

ρ =
+

ρ =
+

ρ =
+

∫ ∫

∫

∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫

∫

03 12 10
0 0

.

( ) ( ) ( )f z dz f t F t dt
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∫ ∫

Следующим шагом является определе-
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ние вероятностей переходов укрупненной 
системы:



2
1 1

2
0

1

1

1010 12 12
0 0 0

( ) ( ) ( ) ( ) .

xp dx

P

f x t f t dtdx F t f t dt

∞

∞ ∞ ∞

ρ
= =

ρ

= + =

∫

∫ ∫ ∫

Тогда вероятности переходов примут 
вид:

1
0 1 3 01 03

0
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0
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∫

∫

∫

∫

Найдем ФР времени пребывания систе-
мы в укрупненном дискретном состоянии 

2 :S



2 2
0

2

2

01 03 10 12
0 0 0

01 03 10 12
0 0

10 1001 03 12
0 0

01 03 10 12
0 0

( )

( )

1 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
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x x

x

F t dx

F t

t F z f z dz f x y f y dydx

F z f z dz F y f y dt

F z f z dz F t F t y f y dy

F z f z dz F y f y dt

∞

∞ ∞ ∞

∞ ∞

∞ ∞
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ρ
= =

ρ

+
= =

 − + 
=

∫

∫ ∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫

ФР времени пребывания системы в 
укрупненном дискретном состоянии 2S  
имеет вид:



01 03 10 12
0 0

2

01 03 10 12
0 0

( ) ( ) ( ) ( )

( ) 1 .

( ) ( ) ( ) ( )

F z f z dz F t y f y dy

F t

F z f z dz F y f y dy

∞ ∞

∞ ∞

+
= −

∫ ∫

∫ ∫

6. Определим вероятности Pi попадания 
системы в состояния iS  на основании ве-
роятностей перехода ВЦМ подмножества 

.M +

0 1;P =  1
1 0 .P P=

7. Используя приведенную выше тео-
рему о ФР времени пребывания системы 
в состояниях с учетом повторных попада-
ний, определим ФР 0 ( )F tθ  и 1 ( )F tθ  времени 
пребывания в состояниях 0S  и 1S  с учетом 
повторных попаданий в них за время пре-
бывания в подмножестве ,M +  при условии, 
что система хотя бы один раз попадает в 
них:

0
0

0 0 0

( )
( ) ;

( 1) ( )
F s

F s
c c f s

θ =
− −

1
1

1 1 1

( )
( ) ,

( 1) ( )
F s

F s
c c f s

θ =
− −

где 

0
0

0 0

,
m

c
P m

θ

=  1
1

1 1

.
m

c
Pm

θ

=

8. Выделим траектории. В соответствии 
с теоремой о полной вероятности, опреде-
лим вероятности T

kP  реализации каждой из 
траекторий на основании переходных веро-
ятностей вложенной цепи Маркова:

1 0{ };T S= 2 0 1{ , };T S S=

3
1 0 ;TP P= 1

2 0 .TP P=

9. Определим ФР времени пребывания 
системы в траекториях:

1 0 ;TF F θ= 2 0 1 .TF F Fθ θ= ∗

10. Найдем ФР времени пребывания в 
M +  вне зависимости от начального состоя-
ния:

1 1 2 2 .T T T TF P F P FΣ = ⋅ + ⋅

Рассмотрим пример моделирования та-
кой системы с известными параметрами 
распределения случайных величин.

Исходными данными для моделирова-
ния служат функции распределения F01(t), 
F03(t), F10(t) и F12(t); они распределены по 
обобщенному закону Эрланга второго по-
рядка с параметрами 01,λ  03;λ  1,µ  2;µ  1,υ  

2υ  соответственно, причем 
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01
01 01( ) ,tf t e−λ= λ  

где λ01 = 0,1250 ч–1; 
03

03 03( ) ,tf t e−λ= λ  

где λ03 = 0,0625 ч–1; 
1 2

1 2
10

2 1

( )
( ) ,

t te e
f t

−µ −µµ µ −
=

µ − µ
 

где µ1 = 0,3333 ч–1, µ2 = 1,000 ч–1;
1 2

1 2
12

2 1

( )
( ) ,

t te e
f t

−υ −υυ υ −
=

υ − υ

где υ1 = 1,1 ч–1, υ2 = 10,9 ч–1.
Необходимо определить ФР FΣ  време-

ни пребывания системы в подмножестве 
M +  работоспособных состояний.

В работах [18] приведено решение для 
ФР времени пребывания системы в под-
множестве ,M +  полученной на основании 
метода, использующего уравнения марков-
ского восстановления:

0
0

( ) ( ) ( ) ( ) ,
t

t t h t x x dxϕ = Φ + − Φ∫
где (*)

01 03 10 12
1

( ) [( ) * ( )] ( );n

n

h x f F f F x
∞

=

= ∑  ∗  – знак 

операции свертки; 10 12 01 03 01 03
0 0 0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .
t yt t

t F y f y dy f x F x dx F x f x dx
−

Φ = × +∫ ∫ ∫

10 12 01 03 01 03
0 0 0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .
t yt t

t F y f y dy f x F x dx F x f x dx
−

Φ = × +∫ ∫ ∫
На рис. 4 приведена функция рас-

пределения, полученная в данной статье  
(кривая 1), а также ФР, полученные на 
основании известного метода, использую-
щего интегральные уравнения марковского 
восстановления. 

Как видно из графика, в зависимости 
от количества членов ряда (кривые 2, 3, 4), 
эти решения стремятся к полученному точ-
ному решению. 

Сравним значения математического 
ожидания полученной нами функции и ма-
тематического ожидания, определяемого с 
помощью выражения [1]:

.
i i

i M

ej i
e E M j M

m

T
P

+

+ −

∈
+

∈ ⊂ ∈

ρ
=

ρ

∑
∑ ∑

Математическое ожидание полученной 
нами функции распределения составляет  

Рис. 4. Вид функций распределения  
кривая 1 – ( ),F tΣ ; кривая 2 – φ0 (t) при одной свертке; кривая 3 – φ0 (t) при 

трех свертках; кривая 4 – φ0 (t) при 15 свертках

(14)
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11,2166744856 ч, тогда как определяемое 
с помощью выражения (14) составляет 
11,2166744856 ч.

Нетрудно констатировать, что матема-
тические ожидания совпадают.

Полученные результаты подтверждают 
правильность предложенного метода траек-
торий, предназначенного для определения 
ФР времени пребывания системы в под-
множестве состояний. В дальнейшем пла-

нируется исследовать применение метода 
для моделирования систем контроля и тех-
нического обслуживания в автоматизиро-
ванном производстве.

Исследования выполнены при финансовой 
поддержке Министерства образования и науки 
РФ по базовой части государственного задания 
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