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Теоретическое и экспериментальное исследование 
напряженно-деформированного состояния сильфонных 

компенсаторов как упругих оболочек

Рассматривается напряженно-деформированное состояние (НДС) сильфо-
на U-образного компенсатора при нагрузке внутренним давлением. Выведены 
уравнения и проведены численные расчеты НДС сильфона как гофрированной 
оболочки вращения под действием осесимметричной нагрузки. Использован 
вариант классической теории оболочек на основе аналитической механики Ла-
гранжа. Численное решение системы обыкновенных дифференциальных урав-
нений построено методом конечных разностей. Найдено предельное значе-
ние давления, при котором начинаются пластические деформации. Численно 
исследована потеря устойчивости равновесия сильфона. Проведены расчеты 
НДС в программе Ansys методом конечных элементов.

упругая оболочка, гофра, сильфонный компенсатор, устойчивость, 
метод конечных разностей.

Введение

При монтаже трубопроводов использу-
ются компенсаторы для уменьшения напря-
жений от действия температуры и вибрации 
трубы. Сильфон компенсатора представля-
ет собой гофрированную оболочку враще-
ния под внутренним давлением жидкости. 
При проектировании и эксплуатации таких 
конструкций необходимо обеспечить их 
прочность и устойчивость.

Расчет предельного внутреннего давле-
ния, при котором оболочка компенсатора 
переходит в пластическое состояние либо 
теряет устойчивость, представляет как на-
учный, так и практический интерес. 

Цель работы – нахождение указанного 
давления посредством математического и 
компьютерного моделирования.

В первой части статьи сильфон модели-
руется тонкой упругой гофрированной обо-
лочкой. Выведена система обыкновенных 

дифференциальных уравнений (ОДУ) и по-
лучено ее численное решение. Предельное 
давление, при котором начинаются пласти-
ческие деформации сильфона, найдено по 
критерию Мизеса. 

Расчетам оболочек посвящено много 
работ, содержащих теоретические [1 – 8], а 
также численные результаты [9, 10]. Неред-
ко полную систему уравнений для оболочек 
выводят из уравнений трехмерной теории 
упругости, вводя те или иные упрощения. 
Однако использованию прямого подхода к 
расчетам оболочек как деформируемых по-
верхностей, а также аналитическим техно-
логиям следует отдать предпочтение. 

В данной работе применяется вариант 
классической теории оболочек как поверхно-
стей с материальными нормалями, построен-
ный на основе механики Лагранжа [11 – 14]. 
Применение этой теории для различных при-
ложений описано в статьях [15 – 17].
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Во второй части статьи рассматрива-
ется проблема статической устойчивости 
U-образного сильфона. Проведен теоре-
тический расчет предельного внутреннего 
давления на сильфон, при котором возни-
кают смежные формы равновесия. Резуль-
таты расчета верифицируются с помощью 
численного эксперимента методом конеч-
ных элементов в программе Ansys.

Уравнения теории тонких оболочек

Оболочка рассматривается как матери-
альная поверхность, частицы которой об-
ладают пятью степенями свободы: тремя 
трансляциями и двумя поворотами. Дви-
жение определяется вектором малых пере-
мещений u и вектором малого поворота θ 
в касательной плоскости. Вводится вектор 
изменения нормали к оболочке

φϕ ≡ θ × =n nθϕ ≡ θ × =n n

(точка означает малое приращение при де-
формации). 

По выражению работы внешнего рас-
пределенного момента вводится обобщен-
ная сила, соответствующая вектору φ:

⋅m  θ = × ⋅m  φ, .× ≡ ×m m n

Деформация поверхности определяется 
тензорами

ε ( )⊥= ∇ Su , κ (= − ∇φ ) .⊥ + ⋅ ∇ Tb u

Здесь ∇  – оператор Гамильтона на по-
верхности, ≡ −∇b n  – второй метрический 
тензор. Величины в скобках с нижним и 
верхними  индексами обозначают соот-
ветственно составляющие в касательной 
плоскости ( ),⊥  симметричную часть (S) и 
транспонирование (T). 

Поворот связан с перемещением (со-
гласно кинематической гипотезе Кирхго-
фа):

φ .= −∇ ⋅u n  

Принцип виртуальной работы позволяет 
вывести всю систему уравнений. Силовые 
факторы в оболочке вводятся как множите-
ли Лагранжа: τ, μ – симметричные тензоры 
сил и моментов; Q – вектор перерезываю-
щих сил. Эти тензоры и вектор лежат в ка-
сательной плоскости. 

Из вариационной постановки следуют 
уравнения баланса сил и моментов:

(∇ ⋅ τ + μ  ) 0,⋅ + + =b Qn q

(∇ ⋅  μ ) ,×⊥ + =Q m

а также граничные условия на контуре в 
общем виде: 

0[ −P ν  ( ) ( )]l⋅ + + ∂ ⋅ ⋅ δ −T Qn A ln u

− ⋅A  ν 0,ν⋅ ∂ δ =n u
0≡ × +A M n  ν · μ,

где q, ×m – внешняя распределенная на-
грузка и момент на поверхности; P0, M0  –  
внешняя распределенная нагрузка и мо-
мент на контуре. 

Всего в компонентах имеем пять урав-
нений равновесия и четыре скалярных 
условия на контуре оболочки.

На отрезке внутреннего контура длиной 
dl  с нормалью ν действует (со стороны ν) 
сила dF и момент dM:

d =F  ν  ( ) ,  dl d⋅ + =T Qn M  ν · (μ  ) ,dl× n

( ≡T  τ + μ  ).⋅ b

Для оболочки из изотропного материала 
соотношения упругости имеют вид

τ 1 2C C= ε +a ε, μ 1 2D D= κ +a κ,

trε ≡ (ε), trκ ≡ (κ),
2

1 2

2 2
1 1 2 2

(1 ), (1 ),

12, 12 .

C Eh C Eh

D C h D C h

= ν − ν = + ν

= =

Здесь ≡ ∇a r  – первый метрический 
тензор на поверхности (единичный тензор 
в касательной плоскости); коэффициен-
ты C1, C2, D1, D2  взяты такими же, как в 
пластине Кирхгофа; E – модуль упругости 
материала оболочки, h – ее толщина; ν  – 
коэффициент Пуассона. 

Соотношений упругости для вектора 
перерезывающих сил Q в классической 
теории нет, вместо него имеем соотноше-
ние (2).

Система уравнений для оболочек вращения

Рассмотрим оболочку, поверхность ко-
торой образована вращением меридиана 
вокруг оси x [11]. Меридиан задается за-

(1)

(2)

(3)

(4)

(5)
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висимостью цилиндрических координат от 
дуговой координаты: ( ),x x s=  ( ),sρ = ρ  а 
его положение на поверхности определяет-
ся углом θ  (рис. 1).

Радиус-вектор точек поверхности зада-
ется равенством

( , ) ( ) ( ) ( ),s x s s ρθ = + ρ θr i e  

cos( ) sin( ),ρ = θ + θe j k

где i, j, k – орты декартовой системы коор-
динат вдоль осей x, y, z соответственно; oрт 
касательной к параллели: 

sin( ) cos( ) .θ ρ= − θ + θ = ′e j k e

Для ортов касательной и нормали к ме-
ридиану в его плоскости имеем

( ) ( ) ( ),s x s s ρ′ ′= ∂ ∂ = + ρ θt r i e  

cos ,x ′ = ψ  sin ,′ρ = ψ

,s∂ ∂ = ωt n  ( ),s′ω ≡ ψ  sin cos ,ρ≡ − ψ + ψn i e

где ω  – кривизна меридиана, 1−ρ  – парал-
лели.

В осесимметричной задаче равны нулю 
компоненты внешних нагрузок qθ  и ,m×

θ  
вектор перемещений оболочки имеет две 
компоненты: 

.t nu u= +u t n

По формулам (1), (2) определим пово-
рот, деформации удлинения и изгиба:

1 ,u−
θ ρε = ρ  sin cos ,t nu u uρ ≡ ψ + ψ

,t t nu u′ε = − ω  ,t t nu u′ϕ = −ω −

1 2sin cos ,t u− −
θ ρκ = −ρ ϕ ψ − ρ ψ

 ( ) .t t n tu u′ ′κ = ω − ω − ϕ

С использованием уравнений (5) запи-
шем соотношения сил и моментов:

1 2 1( ) ,tD D Dθ θµ = + κ + κ  

1 2 1( ) ,t tD D D θµ = + κ + κ

1
1 2 1( ) cos ,tT C C C −

θ θ θ= + ε + ε − ρ µ ψ

1 2 1( ) .t t tT C C C θ= + ε + ε + ωµ

Систему в компонентах замыкают урав-
нения баланса (3):

1( ) sin 0,t t t tT T T Q q−
θ ′ρ − ψ + − ω + =

1 1cos sin 0,t t t nT T Q Q q− −
θ ′−ρ ψ + ω + ρ ψ + + =

1 1cos sin 0,t t t nT T Q Q q− −
θ ′−ρ ψ + ω + ρ ψ + + =

1( ) sin .t t t tQ m− ×
θ ′ρ µ − µ ψ + µ + =

Из граничных условий (4) следуют три 
скалярных условия на контуре оболочки.  
В случае заделки это условия 

0,t nu u= =  0.nuθ ′γ ≡ =  

На свободном же контуре с нормалью  
ν = t задаются растягивающая сила 0,t tT P=  
перерезывающая сила 0

t nQ P=  и изгибаю-
щий момент 0.t M θµ =

НДС оболочки  
при осесимметричной нагрузке

Уравнения (6) – (8) могут быть сведены 
к системе ОДУ:

( ) ( , ),Y s f s Y′ =

T( , , , , , )t n t t tY u u T Qθ= γ µ

для столбца из шести неизвестных. 
Эта система имеет вид

,t t nu u′ = ε + ω  ,nu θ′ = γ  

2 2 ,t n t tu uθ′ ′γ = −ω − ω − ωε + κ

1( ) sin ,t t t tT Q T T q−
θ′ = ω − ρ − ψ −

1 1cos sin ,t t t nQ T T Q q− −
θ′ = ρ ψ − ω − ρ ψ −

1( ) sin ,t t tQ−
θ′µ = −ρ µ − µ ψ −

где введены обозначения

1 1 2( ) ( ),t t tT C C Cθε = − ε − ωµ +

1(sin cos ),t nu u−
θε = ρ ψ + ψ

Рис. 1. Геометрическая схема к постановке за-
дачи: поверхность вращения оболочки  

образована вращением меридиана вокруг оси x; 
положение меридиана на поверхности  

определяется углом θ. Остальные обозначения 
приведены в тексте

(6)

(7)

(8)

(9)

(10)
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1 1 2( ) ( ),t t D D Dθκ = µ − κ +
1 2sin cos

 (sin cos ),
t

t nu u

− −
θκ = −ρ ψϕ − ρ ψ ×

× ψ + ψ

.t tu θϕ = −ω − γ

Система ОДУ (10) дополняется тремя 
граничными условиями на каждом крае 
оболочки. Эта краевая задача решается 
методом конечных разностей на проме-
жутке [0, ].s L∈  Дифференциальные урав-
нения аппроксимируются разностными с 
равномерным шагом / ;L Nδ =  функции 

t tu µ  непрерывного аргумента s  заме-
няются сеточными функциями ( ) ( )t i t iu µ  ( 0,1..., ).i N=  Численная схема позволяет 
вычислить приближенные значения функ-
ций в узлах. Функции затем восстанавлива-
ется посредством интерполяции.

При аппроксимации системы (10) ис-
пользуется неявная симметричная одноша-
говая разностная схема, имеющая второй 
порядок точности [18]:

( ) ( , )Y s f s Y′ = ⇒ 1 1 ,
2

i i i iY Y f f+ +− +
⇒ =

δ
 

0,1,..., ,i N=

для чего вводится один дополнительный 
узел с номером 1,i N= +  и решение про-
должается вне области определения [0, ]L  
еще на один интервал δ  справа от грани-
цы. Таким образом, неизвестными стано-
вятся 6 12N +  значений.

Разностные уравнения (11) – это си-
стема 6( 1)N +  алгебраических уравнений, 
которая дополняется разностными анало-
гами шести граничных условий  в узлах с 
номерами 0, .i N=  Всего имеем 6 12N +  
уравнений для такого же количества не-
известных, и система может быть решена 
стандартными алгоритмами [19]. После ее 
решения значения неизвестных функций 
в дополнительном узле откидываются и 
не используются при интерполяции. Из-
ложенная схема была реализована в пакете 
Mathematica [20].

Меридиан гофрированной оболочки 
можно задать в виде

0( ) sin ,x R r xρ = + Ω  2 ,wΩ = π

где R0, r – образующие радиусы; m – число 

волн по длине оболочки; w – длина одного 
гофра. 

Для каждой точки меридиана вычисля-
ется дуговая координата по формуле

2

0

( ) 1 ( ) ,
x

xs x dx′= + ρ∫
затем строятся интерполяции ( ),x s  ( )sρ  и 
рассчитываются остальные коэффициенты 
системы (10):

cos ,sx ′ψ =  sin ,s′ψ = ρ  1( ) .s sx −′′ ′ω = ρ

После определения сил и моментов не-
обходимо вычислить напряжения на лице-
вых поверхностях:

2

6
,t t

t hh
µ τ

σ = ± +  
2

6
,

hh
θ θ

θ

µ τ
σ = ± +

где ,t t tTτ = − ωµ  1 2 1( ) ,tC C Cθ θτ = + ε + ε  

1 2 1( ) .tD D Dθ θµ = + κ + κ
Далее находятся компоненты девиатора 

напряжений и норма Мизеса Seqv:

(2 ) 3,t tS θ= σ − σ  (2 ) 3,tSθ θ= σ − σ  

Seqv 
2 2

eqv ( ) 2.tS Sθ= +S

Начало пластических деформаций в 
оболочке определяется условием текучести 
[21]:

* 3 ,eqv = τS

где *τ  – предел текучести материала при 
растяжении. 

Давление на оболочку, при котором 
условие (15) выполняется, будем считать 
предельным.

Проведены расчеты гофрированной 
оболочки с параметрами 0 63,1R =   мм,  

7,6r =  мм, 1h =  мм, 14w =  мм, 3,5.m =  
Материал оболочки – сталь с модулем 
упругости E = 200 ГПа и коэффициентом 
Пуассона 0,3.ν =  Давление 1nq =  МПа. 
Края оболочки защемлены.

(11)

(12)
Рис. 2. Форма меридиана до (1) и после (2) 

приложения нагрузки 

(13)

(14)

(15)
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а) b)

а) b) с)

Форма меридиана до и после прило-
жения нагрузки показана на рис. 2; при ее 
построении смещения были промасштаби-
рованы.

На рис. 3 представлены зависимости 
усилий и изгибающего момента на внутрен-
нем контуре оболочки от координаты x.

Расчеты показали, что максимум 
нормы Мизеса, соответствующий при-
ложенной нагрузке 1nq =  МПа, равен  

max 62=eqvS  МПа. Предел текучести стали 
при растяжении * 215τ =  МПа. С учетом 
линейности задачи и формулы (15) можно 
утверждать, что пластическая деформация 

начнется при выполнении условия
max

* 3 ,cr
n eqvq S = τ

откуда следует критическое значение дав-
ления на оболочку 2cr

nq = МПа.

Расчет устойчивости сильфонного  
компенсатора U-образного типа

В работах [22, 23] описаны расчеты 
критического внутреннего давления, при 
котором наступает глобальная неустойчи-
вость оболочки сильфона U-образного типа  
(рис. 4, a). Авторы предлагают рассматри-
вать сильфон как стержень с приведенной 

Рис. 3. Результаты расчета усилий (a) и изгибающего момента (b) в оболочке,  
у которой защемлены края. Представлены усилия Tt (1) и Qt (2) 

Рис. 4. Cильфон U-образного типа: его фотография на стенде (a); схема его модели  
для случая шарнирного закрепления на патрубках (b); условное цилиндрическое  

сечение сильфона (c)
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изгибной жесткостью. Осевая сила, возни-
кающая в закрепленном патрубке сильфо-
на, принимается равной условной площади 
сечения оболочки, умноженной на вну-
треннее давление.

Рассмотрим случай шарнирно-
го закрепления сильфона на патрубках  
(рис. 4, b). Решение задачи о потере устой-
чивости стержня с шарнирным закрепле-
нием концов представляется формулой Эй-
лера:

2 2 .F EI l= π

Далее представим сильфон как полый 
цилиндр с неизвестной толщиной стенки 
(рис. 4, c). Выразим эффективный модуль 
Юнга через осевую жесткость сильфона K:

.E Kl S=

Выражения момента инерции данного 
сечения и его площади имеют вид

4 4
1 0( ) 64 ,I D D= π −

2 2
1 0( ) 4 .S D D= π −

Далее подставим выражения (17), (18) в 
формулу Эйлера:

2 4 4
1 0

2 2 2
1 0

( )
.

16 ( )
Kl D D

F
l D D

π −
=

−

Дальнейшие преобразования приводят 
к выражениям

2 2 / 8 ,eqF KD l= π  2 2 2
1 0( ) / 2,eqD D D≈ +

после чего выразим осевую силу в следую-
щем виде:

2 / 4.eqF p D= π

В итоге, подставляя выражение (21) в 
формулу (20), получим формулу для крити-
ческого внутреннего давления сильфона:

,
2
K K

p
l l

π π
= = µ

где μ = 0,5 при шарнирном закреплении,  
μ = 1 при смешанном, и μ = 2 при жестком 
защемлении.

Таким образом, критическое внутреннее 
давление зависит от осевой жесткости ком-
пенсатора, от суммарной длины его гофров, 
а также от способа закрепления патрубков.

Сравнение результатов КЭ-моделирования  
и аналитического расчета 

Используемая схема конечно-
элементного расчета состоит из двух эта-
пов:

Первый – статический расчет сильфо-
на, нагруженного внутренним давлением;

Второй – поиск смежных форм равно-
весия.

Нами было рассмотрено несколько ва-
риантов геометрии гофра. Для каждого из 
них были построены сильфоны из 3 – 12 
гофр и рассмотрены постановки с различ-
ным закреплением, а именно: 

шарнир – шарнир, 
шарнир – заделка, 
заделка – заделка. 
В конечно-элементной (КЭ) модели ис-

пользованы 8-узловые оболочечные эле-
менты.

Рассмотрим схему КЭ-решения под-
робнее. Предварительно решается задача 
статического нагружения внутренним дав-
лением, из которой выводится матрица на-
пряжений [σ]:

[ ] ;T
inK U F=  [ ].U → σ  

Далее проводится поиск смежных форм 
равновесия. В работах [24, 25] описан учет 
изменения ориентации элемента поверх-
ности при поиске соседнего равновесного 
состояния. Запишем уравнение равенства 
внешних нагрузок для смежных форм рав-
новесия:

[ ] [ ] ,T
i i iK Sψ = λ ψ

[ ] [ ] [ ][ ] ,T
g g

vol

S S S dV= σ∫  

где [S] – матрица жесткости,
 
[ ]gS  – матри-

ца производных функций форм.
В результате решения имеем набор мно-

жителей исходной нагрузки λi для каждой 
из возможных смежных форм равновесия:

.i i inF F= λ  

Мы рассмотрели два набора параметров 
геометрии гофра (см. таблицу, наборы № 1 
и № 2). 

Для каждого из наборов параметров по 
результатам расчетов была построена кри-

(16)

(17)

(18)

(19)

(20)

(21)

(22)

(23)

(24)

(25)
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вая распределения критического внутрен-
него давления в зависимости от количества 
N гофров в сильфоне. Также на графиках 
представлены значения, полученные ана-
литически по формуле (22).

Анализ полученных данных показал, что 
результаты КЭ-расчетов близки к теорети-
ческим (рис. 5, a). Однако это не относится 
к оболочкам компенсаторов, для которых 
локальная форма потери устойчивости на-
ступает раньше глобальной. Например, на 
рис. 5, b при значении критического дав-
ления 20 МПа происходит заметное рас-
хождение результатов аналитического и 
конечно-элементного расчетов. Здесь на-
глядно демонстрируется эффект потери 
устойчивости в плоскости гофра. Следует 

отметить, что критическое давление, при 
котором возникают смежные устойчивые 
локальные формы равновесия, практически 
не зависит от количества гофров в сильфо-
не.

Рассмотрим некоторые из полученных 
смежных форм равновесия сильфонов. На 
рис. 6 изображены сильфоны, состоящие 
из четырех и семи гофров. Основные гео-
метрические параметры гофра приведены в 
таблице (набор № 3).

Из анализа рис. 6 можно заключить, 
что глобальная форма потери устойчиво-
сти характеризуется отклонением оболоч-
ки сильфона от оси симметрии, в то время 
как особенность локальной формы – изгиб 
оболочки в плоскости гофра.

Таблица

Расчетные наборы геометрических параметров гофра при КЭ-моделировании

Параметр Обозначение
Значение параметра, мм

Набор № 1 Набор № 2 Набор № 3

Диаметр сильфона R 15 100 117
Внешний радиус гофра r 3,25 3,25 3,25
Высота гофра W 10 10 15,2
Толщина слоя оболочки h 0,5 0,5 0,5

Рис. 5. Сравнение расчетных зависимостей критического внутреннего давления сильфона,  
полученных аналитически (кривые 4 – 6) и при КЭ-моделировании (1 – 3),  от количества гофров  

с двумя наборами параметров: № 1 (a) и  № 2 (b) (см. таблицу). 
Рассмотрены постановки задач с различным закреплением сильфонов: шарнир – шарнир (1,4),  

шарнир – заделка (2,5), заделка – заделка (3,6) 

а) b)
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Заключение

В работе поставлена и решена задача 
о напряженно-деформированном состоя-
нии и критическом внутреннем давлении 
в сильфоне компенсатора как упругой гоф-
рированной оболочки. Использован совре-
менный вариант классической теории обо-
лочек, выведены уравнения для оболочки 
вращения под осесимметричной нагрузкой. 
Обыкновенные дифференциальные уравне-
ния для гофрированной оболочки решены 
методом конечных разностей. Использован 

критерий Мизеса для нахождения критиче-
ского давления при переходе в пластическое 
состояние.

Проведено теоретическое и численное 
исследование устойчивости сильфона ком-
пенсатора U-образного типа под действием 
внутреннего давления, смоделированы усло-
вия возникновения смежных форм равнове-
сия. Сравнение теоретических результатов с 
данными численного эксперимента, прове-
денного в программе ���������������������Ansys����������������, выявило совпа-
дение для глобальной формы потери устой-
чивости при значительной длине оболочки. 

Рис. 6. Примеры сильфонов, для которых расчетом получены смежные формы равновесия:  
сильфоны, состоящие из семи (a – c) и четырех (d – f) гофров, при шарнирном (a, d),  

смешанном (b, e) и заделанном (c, f) закреплениях

а) b) с)

d) e) f)

СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ

[1] Биргер И.А. Стержни, пластинки, обо-
лочки. М.: Наука, 1992. 392 с.

[2] Гольденвейзер А.Л. Теория упругих тон-
ких оболочек. М.: Наука, 1976. 512 c.

[3] Доннелл Л.Г. Балки, пластины и оболоч-
ки. М.: Наука, 1982. 568 с.

[4] Еремеев В.А., Зубов Л.М. Механика упру-
гих оболочек. М.: Наука, 2008. 280 с.

[5] Новожилов В.В. Теория тонких оболо-
чек. СПб.: Изд-во Санкт-Петербургского ун-та, 
2010. 380 с.

[6] Чернина В.С. Статика тонкостенных обо-
лочек вращения. М.: Наука, 1968. 456 c.

[7] Blaauwendraad J., Hoefakker J.H. Structural 
shell analysis, Springer, Netherlands, 2014. 

[8] Berdichevsky V.L. Variational principles of 
continuum mechanics. Vol. 2. Applications. Berlin: 
Springer, 2009. 

[9] Карпов В.В. Прочность и устойчивость 
подкрепленных оболочек вращения: в 2 ч. Ч. 2. 

Вычислительный эксперимент при статическом 
механическом воздействии. М.: Физматлит, 
2011. 248 с.

[10] Chapelle D., Bathe K.J. The finite element 
analysis of shells –Fundamentals // Computational 
Fluid and Solid Mechanics. 2nd ed. Berlin: Springer, 
2011. 

[11] Елисеев В.В. Механика упругих тел. 
СПб.: Изд-во Политехнического ун-та, 2003. 
336 с.

[12] Елисеев В.В. К нелинейной теории 
упругих оболочек // Научно-технические ведо-
мости СПбГТУ. 2006. № 3. С. 35–39.

[13] Eliseev V., Vetyukov Yu.  Finite deformation 
of thin shells in the context of analytical mechanics 
of material surfaces // Acta Mechanica. 2010. Vol. 
209. No. 1-2. Pp. 43–57.   

[14] Eliseev V., Vetyukov Yu.  Theory of shells 
as a product of analytical technologies in elastic 
body mechanics // Shell Structures: Theory and 



Математическое моделирование физических процессов

17

Applications – Proceedings of the 10th SSTA 2013 
Conference. 2014. Vol. 3. Pp. 81–84.

[15] Eliseev V.V., Vetyukov Yu.M., Zinov’eva 
T.V. Divergence of a helicoidal shell in a pipe with 
a flowing fluid // Journal of Applied Mechanics 
and Technical Physics. 2011. Vol. 52. No.3.  
Pp. 450–458. 

[16] Eliseyev V.V., Zinovieva T.V. Two-
dimensional (shell-type) and three-dimensional 
models for elastic thin-walled cylinder //  PNRPU 
Mechanics Bulletin. 2014. Vol. 3. Pp. 50–70. 

[17] Зиновьева Т.В. Вычислительная механи-
ка упругих оболочек вращения в машиностро-
ительных расчетах // Материалы 2-й Между-
народной научно-практической конференции 
«Современное машиностроение. Наука и обра-
зование». 14 –15 июня 2012. СПб: Изд-во По-
литехн. ун-та, 2012. C. 335–343.

[18] Бахвалов Н.С., Жидков Н.П., Кобельков 
Г.Г. Численные методы. М.: Бином. Лаборато-
рия знаний, 2003. 630 с.

[19] Chapra S.C., Canale R.P. Numerical 
methods for engineers. New York: McGraw-Hill 

Education, 2014.
[20] Borwein J.M., Skerrit M.B. An 

introduction to modern mathematical computing: 
with Mathematica. Springer. Vol. 16, 2012.

[21] Елисеев В.В. Механика деформируемо-
го твердого тела. СПб.: Изд-во Политехн. ун-та, 
2006. 231 с.

[22] Аксельрад Э.Л. Гибкие оболочки. М.: 
Наука, 1976. 376 с.

[23] Гусенков А.П., Лукин Б.Ю., Шустов В.С. 
Унифицированные гибкие элементы трубопро-
водов. М.: Изд-во стандартов, 1988. 293 с.

[24] Вольмир А.С. Устойчивость деформи-
руемых систем. М.: Наука, 1967. 984 c.

[25] Bonet J., Wood R.D. Nonlinear continuum 
mechanics for finite element analysis. Cambridge: 
Cambridge University Press, 1997.

[26] Meissner E. Über das Knicken Kreisförmiger 
Scheiben // Schweizerische Bauzeitung. 1933.  
Pp. 87–89.

[27] Mansfield E.H. On the buckling of annular 
plate // Farnborough: Royal Aircraft Establishment. 
1959. Pp. 16–23.

Сведения об авторах

Беляев Александр Константинович – доктор физико-математических наук,  профессор кафедры 
«Механика и процессы управления» Санкт-Петербургского политехнического университета Петра Ве-
ликого, г. Санкт-Петербург, Российская Федерация.

195251, Российская Федерация, г. Санкт-Петербург, Политехническая ул., 29
vice.ipme@gmail.com

Зиновьева Татьяна Владимировна – кандидат технических наук, доцент кафедры «Компью-
терные технологии в машиностроении» Санкт-Петербургского политехнического университета Петра 
Великого, г. Санкт-Петербург, Российская Федерация.

195251, Российская Федерация, г. Санкт-Петербург, Политехническая ул., 29
tatiana.zinovieva@gmail.com

Смирнов Кирилл Константинович – аспирант кафедры «Механика и процессы управления» 
Санкт-Петербургского политехнического университета Петра Великого, г. Санкт-Петербург, Россий-
ская Федерация.

195251, Российская Федерация, г. Санкт-Петербург, Политехническая ул., 29
kismir@mail.ru

Belyaev A.K., Zinovieva T.V., Smirnov K.K. THEORETICAL AND EXPERIMENTAL 
STUDIES OF THE STRESS-STRAIN STATE OF EXPANSION BELLOWS AS ELASTIC 
SHELLS.
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induced load. The bellows is considered as a corrugated shell of revolution under axisymmetric load.  The 
governing equations have been derived and the numerical calculations of the stress-strain state were carried 
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method was applied to solve the obtained system of ordinary differential equations. The ultimate internal 
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Анализ причин снижения точности при расчете  
обтекания крыловых профилей в рамках двумерных  

уравнений Рейнольдса

В рамках двумерных уравнений Рейнольдса проведено численное иссле-
дование обтекания крыловых профилей различной формы и толщины при от-
носительно высоких числах Рейнольдса (Re ≥ 1 000 000) и низких уровнях 
турбулентности набегающего потока (I ≤ 0,1%). Проведена оценка влияния 
различных факторов и моделей турбулентности на предсказываемые аэродина-
мические характеристики. Установлено, что наиболее вероятными причинами 
систематического рассогласования расчета и эксперимента являются трехмер-
ные эффекты, которые невозможно учесть в рамках двумерного подхода, или 
несовершенство современных полуэмпирических моделей турбулентности.

Аэродинамический профиль, ПОДЪЕМНАЯ СИЛА, моделирование турбу-
лентности, двумернЫе уравнениЯ Рейнольдса.

Введение

Определение аэродинамических харак-
теристик крыловых профилей является важ-
ной практической задачей вычислительной 
аэродинамики. Расчеты этих характеристик 
выполняются, как правило, в рамках дву-
мерных уравнений Рейнольдса (Reynolds 
Averaged��������������������������������� ��������������������������������Navier�������������������������� – �����������������������Stokes�����������������  (��������������RANS����������)) в соче-
тании с различными полуэмпирическими 
моделями турбулентности. Это связано с 
тем, что применение вихреразрешающих 
подходов для решения таких задач требу-
ет больших вычислительных затрат [1], что 
крайне затруднительно в рамках серийных 
инженерных расчетов. Исходя из этого, 
применение двумерного ����������������RANS������������-подхода яв-
ляется приемлемым компромиссом между 
точностью расчетов и затрачиваемыми вы-
числительными ресурсами.

Накопленный к настоящему времени 
огромный опыт расчетов обтекания профи-
лей существенно дозвуковым потоком (чис-
ло Маха M ≤ 0,2) свидетельствует о том, что 
при углах атаки, соответствующих безот-
рывным режимам течения, расчет хорошо 
согласуется с экспериментом, однако для 
отрывных режимов точность расчета суще-

ственно снижается. При этом, как правило, 
расчетное значение коэффициента подъем-
ной силы Cl превышает экспериментальное, 
причем ошибка достигает максимального 
значения (оно может составить 40 %) при 
угле атаки α, обеспечивающем максимум 
коэффициента подъемной силы в расчете. 
Следует отметить, что именно эти режимы 
представляют существенный практический 
интерес для ветроэнергетики и других об-
ластей промышленности.

Такое поведение наблюдается при обте-
кании различных крыловых профилей в ши-
роком диапазоне параметров (число Маха, 
число Рейнольдса, степень турбулентности 
набегающего потока) и при использовании 
разнообразных полуэмпирических моделей 
турбулентности, включая модели, учиты-
вающие ламинарно-турбулентный переход 
(см., например, работы [2 – 4]). Однако 
несмотря на обилие работ, посвященных 
расчету крыловых профилей, в подавляю-
щем большинстве случаев не проводилось 
систематических исследований, посвящен-
ных выявлению возможных причин такого 
рассогласования. 

Эти причины могут носить различный 
характер. С одной стороны, они могут быть 
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обусловлены несоответствием расчетной 
постановки задачи (двумерное обтекание 
профиля бесконечным потоком несжимае-
мой жидкости) условиям эксперимента, в 
котором крыловой профиль конечного раз-
маха обтекается воздухом в закрытой сек-
ции аэродинамической трубы. Отсутствие 
учета какого-либо фактора, например стен-
ка трубы или  сжимаемость потока, а также 
трехмерных эффектов может служить ис-
точником наблюдаемой ошибки.

Другая возможная причина связана с 
несовершенством полуэмпирических мо-
делей турбулентности. Так, неправильная 
реакция модели на положительный гра-
диент давления, возникающий на верхней 
поверхности профиля, может приводить 
к сдвигу положения точки отрыва, кото-
рое существенно влияет на аэродинамиче-
ские характеристики. Не менее существен-
ным является правильное предсказание 
ламинарно-турбулентного перехода, по-
скольку его положение влияет на толщину 
пограничного слоя и, как следствие, на по-
ложение отрыва.

Наконец, нельзя исключить системати-
ческих ошибок вычислительного характера, 
таких например, как недостаточный размер 
расчетной области, недостаточно мелкая 
сетка и т. п.

Целью настоящей работы является 
выяснение главной причины из вышеу-
помянутых, которая ответственна за си-
стематическое завышение расчетного ко-
эффициента подъемной силы относительно 
экспериментального значения, при углах 
атаки, обеспечивающих максимальное зна-
чение коэффициента подъемной силы.

Использованные экспериментальные данные

Современные экспериментальные ис-
следования обтекания аэродинамических 
профилей, как правило, проводятся в аэ-
родинамических трубах закрытого типа, 
представляющих собой замкнутый цирку-
ляционный контур, перед рабочей частью 
которого установлен конфузор, в наиболь-
шем сечении которого находится решетка 
для устранения крупномасштабных турбу-
лентных структур в потоке. Крыловой про-
филь занимает всю ширину рабочей части 

трубы, причем его удлинение выбирается 
достаточным для того, чтобы обеспечить 
двумерный поток в центральной секции 
и его окрестности. Однако в ряде экспе-
риментальных и расчетных работ приво-
дятся свидетельства трехмерности потока в 
центральной секции даже при очень суще-
ственных удлинениях крылового профиля 
(см., например, работы [5, 6]) 

Для приведения результатов измерений 
в трубе к условиям свободного потока, в 
указанные результаты вводятся соответ-
ствующие поправки [7], которые носят эм-
пирический характер и индивидуальны для 
каждой трубы. Скорректированный коэф-
фициент подъемной силы принято считать 
соответствующим значению в свободном 
потоке.

Для контроля положения ламинарно-
турбулентного перехода зачастую на перед-
ней кромке крыловых профилей устанав-
ливаются так называемые турбулизаторы 
потока (как правило, на поверхность про-
филя наклеивают шероховатую полоску). 
В этом случае считается, что пограничный 
слой является турбулентным на всем сво-
ем протяжении, что соответствует полно-
стью турбулентному режиму обтекания. В 
противном случае (гладкий профиль) при 
экспериментальных числах Рейнольдса по-
ложение перехода априори неизвестно, что 
приводит к необходимости определения его 
положения при проведении расчетов.

В настоящей работе рассмотрены крыло-
вые профили A-Airfoil, NACA-4412,  NACA-
4415, S805, S809, S814, S825, DU-96-W-180, 
DU-97-W-300 различной толщины (от 12  
до 30 %) и формы. Их обтекание в широком 
диапазоне углов атаки было исследовано 
экспериментально [8 – 16] в аэродинами-
ческих трубах с низким уровнем турбулент-
ности набегающего потока (I < 0,1%) при 
относительно высоких числах Рейнольдса 
(Re > 106). Для некоторых профилей в экс-
перименте использовались турбулизаторы 
(эти данные помечены «��������������������tripped�������������»), в осталь-
ных рассматривалось обтекание гладкого 
профиля («�������������������������������clean��������������������������»). В большинстве экспери-
ментов удлинение крыла Lz/c (Lz – размах 
крыла, c – его хорда) составляло 2,0, одна-
ко в некоторых случаях оно достигало 4,7.
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Постановка задачи

Расчеты проводились в рамках двумер-
ных уравнений Рейнольдса, для замыкания 
которых использовались различные полу-
эмпирические модели турбулентности. В 
случае, когда поверхность профиля в экс-
перименте была гладкой (A-Airfoil [8], DU-
96-W-180 [9], DU-97-W-300 [9], NACA-4415 
[10]), использовались модели, способные 
учесть ламинарно-турбулентный переход, 
а если эксперимент проводился с турбу-
лизаторами (���������������������������   NACA�����������������������   -4412 [11]), то исполь-
зовались модели турбулентности, настро-
енные на полностью турбулентный режим 
течения. Поскольку для профилей S-серии 
(S805 [12], S809 [13], S814 [14], S825 [15]) 
эксперимент проводился как на гладком 
профиле, так и с турбулизаторами, расчет 
также проводился и в полностью турбу-
лентной постановке, и с учетом ламинарно-
турбулентного перехода.

Рассматривались два типа расчетных 
областей: в свободном потоке и с учетом 
верхней и нижней стенок аэродинамиче-
ской трубы. Во всех случаях расстояние 
от профиля до свободных (входных и вы-
ходных) границ расчетной области было 

не менее 15c. При построении сетки в рас-
четной области была выделена подобласть 
в окрестности профиля (рис. 1), причем ее 
граница представляла собой окружность. 
Такой подход позволяет без труда постро-
ить сетки для различных углов атаки путем 
поворота внутренней подобласти относи-
тельно внешней.

На входной границе расчетной области 
задавался однородный профиль скорости, а 
давление экстраполировалось изнутри об-
ласти. Также на входной границе задава-
лись характеристики турбулентности, а их 
значения соответствовали эксперименталь-
ным величинам (уровень турбулентности 
I = 0,1% и турбулентная вязкость νt/ν = 1). 
На выходной границе задавался постоян-
ный уровень давления, остальные перемен-
ные экстраполировались изнутри расчетной 
области. На поверхности профиля исполь-
зовалось условие прилипания, а на верхней 
и нижней стенках аэродинамической трубы 
задавалось условие проскальзывания.

Используемые расчетные сетки были 
неравномерными и позволяли разрешить 
все особенности потока. В частности, при-
стенный шаг был достаточен для разре-
шения вязкого подслоя, а коэффициент 

Рис. 1. Схематичное изображение постановки задачи в свободном потоке  
и в аэродинамической трубе (WT): 

RA – вращающаяся область, P – профиль, CA – свободная область, IS – набегающий поток
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расширения сетки по нормали к стенке 
вблизи поверхности профиля не превышал 
1,1. Кроме того, шаги сетки измельчались в 
наиболее чувствительных к сетке областях 
потока: в окрестности передней кромки для 
разрешения формирующегося тонкого по-
граничного слоя и в окрестности области 
ламинарно-турбулентного перехода. Про-
веденные расчеты показали, что дополни-
тельное измельчение сетки не приводит к 
изменению результатов расчета, что сви-
детельствовало о достаточности используе-
мых сеток (табл. 1) для получения сеточно-
независимого решения.

Для построения расчетных сеток ис-
пользовался пакет ICEM  CFD, а сами 
расчеты проводились с использовани-
ем коммерческого программного пакета  
ANSYS Fluent 16,0.

Результаты расчетов

Расчеты в свободном потоке. Для всех 
рассмотренных в работе профилей был про-
веден расчет их характеристик в свободном 
потоке в рамках двумерных несжимаемых 
уравнений Рейнольдса. В тех случаях, когда 
в эксперименте использовались турбули-
заторы, расчеты проводились в полностью 
турбулентной постановке с использовани-
ем модели турбулентности SST [16], а в 
остальных случаях использовалась модель 
перехода γ-SST [17].

Результаты расчетов (рис. 2) согласуют-
ся с известными из литературы данными. 
Так, при безотрывном режиме течения, 
который наблюдается при малых углах 
атаки (до 7 –��� ������������������������     �� ������������������������    12°, в зависимости от про-
филя), наблюдается хорошее согласование 
расчета и эксперимента. При увеличении 
угла атаки, на стороне разрежения профи-
ля появляется отрыв, при этом расчетный 

коэффициент подъемной силы превышает 
экспериментальный. С ростом угла атаки 
ошибка увеличивается и достигает своего 
максимального значения при том угле ата-
ки, когда расчетный коэффициент подъем-
ной силы является максимальным. Наряду 
с завышением максимального коэффици-
ента подъемной силы, величина которого 
крайне важна для практических приложе-
ний, завышается также величина угла, при 
котором этот коэффициент достигается.

Поскольку для профилей S-серии (S805, 
S��������������������������������������    809, ���������������������������������   S��������������������������������   814, ���������������������������  S��������������������������  825) экспериментальные ис-
следования были проведены как с исполь-
зованием турбулизаторов, так и без них, 
расчеты этих профилей проводились с ис-
пользованием двух моделей турбулентно-
сти: SST и γ-SST. Видно (см. рис. 2), что 
эффект ламинарно-турбулентного перехода 
одинаково проявляется и в расчете, и в экс-
перименте. Это влияние заметно при малых 
углах атаки, однако максимальное значение 
коэффициента подъемной силы практиче-
ски не зависит от положения перехода. Этот 
факт свидетельствует о том, что, по край-
ней мере, для профилей S-серии точность 
предсказания ламинарно-турбулентного 
перехода не является причиной рассогласо-
вания расчета и эксперимента.

Влияние размера аэродинамической тру-
бы. Одна из возможных причин рассогла-
сования расчета и эксперимента состоит во 
влиянии верхней и нижней стенок аэро-
динамической трубы, из-за которых воз-
никает так называемый эффект поджатия 
потока. Для учета этого эффекта в экспери-
ментальные данные вводятся соответству-
ющие эмпирические поправки, однако их 
эффективность априори неочевидна.

Для прояснения этого вопроса для про-
филя NACA-4412 была проведена серия 

Таблица  1

Характеристики расчетных сеток

Расчетная сетка
Число узлов 
на профиле

Общее число 
ячеек

Полностью турбулентный режим обтекания ~400 ~100 000

Учитывался ламинарно-турбулентный переход ~700 ~200 000



24

Научно-технические ведомости СПбГПУ. Физико-математические науки 10(1) 2017

расчетов для случая обтекания в аэроди-
намической трубе, причем высота области 
H менялась от значения, соответствующего 
эксперименту (2,37с), до величины, равной 
10с. Видно (рис. 3), что при малых и уме-
ренных углах атаки высота рабочей секции 
аэродинамической трубы оказывает влия-
ние на максимум коэффициента подъем-

ной силы не более чем на 3 % (табл. 2). 
При увеличении угла атаки эффект поджа-
тия потока верхними стенками проявляет-
ся гораздо сильнее, однако учет поджатия 
потока в расчете лишь увеличивает макси-
мальный коэффициент подъемной силы,  
т. е. еще сильнее ухудшает согласие расчета 
с экспериментом. Таким образом, наблю-

Рис. 2. Сравнение расчетного (линии) и экспериментального (символы) распределений коэффициента 
подъемной силы в зависимости от угла атаки для девяти различных крыловых профилей; 

представлены экспериментальные данные по обтеканию гладкого профиля (clean) и с использованием  
турбулизаторов (tripped) при размахе крыла Lz /c; в расчетах по двум моделям варьировались число  

Рейнольдса Re и относительная толщина профиля (в процентах)
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даемое рассогласование расчетного и экс-
периментального коэффициента подъем-
ной силы никак не может быть связано с 
тем, что в расчетах не учитывали влияния 
верхней и нижней стенок трубы.

Влияние эффектов сжимаемости. Другой 
возможной причиной завышения расчетно-
го максимального коэффициента подъем-
ной силы  является игнорирование в расче-
те сжимаемости потока. Влияние эффектов 

сжимаемости было проанализировано для 
крылового профиля NACA-4412, экспери-
ментальное исследование которого прово-
дилось при числе Маха M = 0,15. Видно 
(рис. 4), что эффекты сжимаемости не ока-
зывают существенного влияния на коэф-
фициент подъемной силы вплоть до углов 
атаки, соответствующих массированному 
отрыву пограничного слоя с передней кром-
ки, не влияя, в том числе, и на максималь-
ное значение коэффициента подъемной 
силы. Угол атаки, при котором достигается 
это максимальное значение, уменьшается 
при росте числа Маха, однако для дости-
жения удовлетворительного согласования 
величины этого угла с экспериментальным 
значением необходимо существенно более 
высокое число Маха M = 0,3. Таким обра-
зом, влиянием сжимаемости потока также 
невозможно объяснить различие расчетных 
и экспериментальных данных.

Влияние модели турбулентности. Рас-
смотрим сначала полностью  турбулентный 
режим обтекания. Кроме представленных 
выше расчетов, направленных на выясне-
ние влияния размеров трубы и использую-
щих модели k-ω SST, для профиля NREL 
S825 были выполнены расчеты с различ-
ными моделями турбулентности. Применя-
лась линейная модель с одним уравнением  

Рис. 3. Сравнение расчетных зависимостей  
(линии) коэффициента подъемной силы  

от угла атаки для различных значений высоты 
аэродинамической трубы H, отн. ед.: 2,37с (2),  

3,00с (3),  5,00с (4), 6,00с (5); 
представлен случай свободного потока (1) и данные 

эксперимента (H = 2,37с) с использованием  
турбулизаторов (точки). Крыловой профиль  
NACA-4412, относительная толщина – 12 %.  

Re = 1,5۰106, Lz /c = 2 (c – хорда)

Таблица  2 

Расчетное влияние высоты аэродинамической трубы  
на максимум коэффициента подъемной силы  

для профиля NACA-4412

H, отн. ед. Cl,max δ, %

∞ (свободный  
поток)

1,653 0

10,00 1,655 0,1

6,00 1,661 0,5

5,00 1,665 0,7

4,00 1,672 1,1

2,37 1,687 2,1

Обозначения : H – высота трубы, Cl,max – максимум  

коэффициента подъемной силы, max max

max

 100%,
fs

l, l,

fs
l,

C C

C

−
δ = ⋅

 где C fs
l,max – значение Cl,max для свободного потока (freestream)
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SA [18], а также дифференциальная и ал-
гебраическая модели рейнольдсовых на-
пряжений ω-RSM (DRSM) [19] и WJ-BSL-
EARSM [20]. Следует отметить, что каждая 
из выбранных моделей турбулентности яв-
ляется если не лучшей, то одной из лучших 
среди моделей своего типа [1].

Видно (рис. 5), что ни одна из рассмо-
тренных моделей турбулентности не спо-
собна правильно предсказать зависимость 
коэффициента подъемной силы от угла 
атаки. С одной стороны, такое заключение 
вовсе не доказывает, что в рамках двумер-

ных уравнений Рейнольдса принципиально  
невозможно предсказать изучаемое экс-
периментальное распределение. С другой 
стороны, кажется маловероятным получить 
хорошее совпадение эксперимента и рас-
чета с использованием какой-либо другой 
модели, настроенной на широкий набор 
турбулентных течений. Ведь для проведен-
ного тестирования были выбраны лучшие 
из имеющихся на настоящий момент мо-
делей.

Рассмотрим теперь влияние модели 
ламинарно-турбулентного перехода.

Рис. 4. Расчетные (линии)  
и экспериментальная (точки) зависимости, 
аналогичные представленным на рис. 3, для 

различных значений числа Маха M:  
0,10 (2), 0,20 (3), 0,30 (4); 

представлен случай несжимаемого потока (1)  
и данные эксперимента (M = 0,15) с использованием  

турбулизаторов (точки). Крыловой профиль  
и расчетные параметры идентичны данным рис. 3

Рис. 5. Сравнение расчетных распределений 
коэффициента подъемной силы (линии),  

полученных с применением различных моделей 
турбулентности, с экспериментальными данны-
ми (точки). Использованные модели: SST (1), 

SA (2), BSL-EARSM (3), DRSM (4). 
Представлены экспериментальные данные  
по обтеканию гладкого профиля (кружки)  

и с использованием турбулизаторов (точки).  
Крыловой профиль S825, относительная  
толщина – 17 %, Re = 2,0۰106, Lz /c = 2 

Рис. 6. Сравнение расчетных распределений коэффициента подъемной силы (линии), полученных 
с применением двух моделей ламинарно-турбулентного перехода, с экспериментальными данными 

(кружки) для крыловых профилей A-Airfoil, 16 % (a) и DU-97-W-300, 30 % (b). 
Использованы модели: γ-SST (1) и γ-ReΘt-SST (2). Представлены экспериментальные данные по обтеканию 

гладкого профиля. Re = 2,1۰106, Lz /c = 2,3 (a); Re = 3,0۰106, Lz /c = 2,0 (b)

а) b)
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В ситуации, когда экспериментальные 
данные получены только на гладких моде-
лях крыльев, точность предсказания поло-
жения ламинарно-турбулентного перехода 
может повлиять на согласование расчетных 
и экспериментальных данных. Для оценки 
чувствительности результата к рассматри-
ваемой модели был проведен расчет кры-
ловых профилей A-Airfoil, DU-97-W-300 с 
использованием одной из моделей данного 
класса – γ-ReΘt-SST [21]. 

Сравнение полученных результатов 
(рис. 6) с соответствующими данными для 
модели γ-SST приводит к заключению, что 
ни одна из рассмотренных моделей перехо-
да не способна правильно предсказать за-
висимость коэффициента подъемной силы 
от угла атаки. Этот вывод свидетельствует о 
том, что рассогласование расчета и экспе-
римента не связано с точностью предсказа-
ния ламинарно-турбулентного перехода.

Заключение

При расчете обтекания аэродинами-
ческих профилей в свободном потоке в 
рамках двумерных уравнений Рейнольдса, 
замкнутых при помощи различных полу-

эмпирических моделей турбулентности, 
наблюдается систематическое завышение 
максимального коэффициента подъемной 
силы и угла, при котором он достигается, 
по сравнению с экспериментом.    

Проведенное в настоящей работе ис-
следование показало, что наблюдаемое рас-
согласование не связано ни с эффектами 
поджатия потока, вызванными влиянием 
верхней и нижней стенок аэродинамиче-
ской трубы, ни с эффектами сжимаемости. 
Все рассмотренные модели турбулентности, 
каждая из которых считается одной из луч-
ших в своем классе, не обеспечивают удо-
влетворительного согласования расчетных и 
экспериментальных значений коэффициен-
та подъемной силы вблизи его максимума. 

Таким образом, наиболее вероятной 
причиной наблюдаемого рассогласования 
является трехмерность потока, возникаю-
щая в эксперименте при отрывных режи-
мах обтекания. Однако нельзя исключить 
и наличия систематического недостатка, 
присущего всем современным моделям тур-
булентности, который приводит к затягива-
нию отрыва и, как следствие, к завышению 
коэффициента подъемной силы.
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ВЛИЯНИЕ ТЕПЛОПЕРЕНОСА В ТОРЦЕВЫХ СТЕНКАХ  
НА ТУРБУЛЕНТНУЮ КОНВЕКЦИЮ РТУТИ  

ВО ВРАЩАЮЩЕМСЯ ЦИЛИНДРЕ

Представлены результаты прямого численного моделирования турбулент-
ной свободной конвекции ртути (число Прандтля Pr = 0,025) в подогреваемой 
снизу вращающейся цилиндрической емкости с высотой, равной диаметру. Из-
учено влияние вращения емкости и теплопереноса в горизонтальных твердых 
стенках на структуру конвекции и интегральную теплоотдачу. Эффективное 
число Рэлея Raeff  ≈ 106. Уравнения Навье – Стокса в приближении Бусси-
неска решались по методу дробных шагов. Проанализированы мгновенные и 
осредненные поля скорости и температуры, спектральный состав пульсаций, а 
также данные по интегральной теплоотдаче. Проведено сравнение результатов 
расчетов по коду внутреннего пользования SINF/Flag-S с экспериментальны-
ми данными и с результатами, полученными с использованием коммерческого 
программного пакета ANSYS Fluent 15.0.

Конвекция Рэлея – Бенара, вращающаяся емкость, жидкий металл, СО-
ПРЯЖЕННЫЙ ТЕПЛООБМЕН. 

Введение

Свободная конвекция при низких чис-
лах Прандтля широко распространена в 
природе и технике (конвекция во внеш-
нем ядре Земли, производство стали, вы-
ращивание кристаллов полупроводников 
из расплава, теплообменные процессы в 
ядерных реакторах и т. п.). К числу модель-
ных задач в этой области относится задача 
о конвекции Рэлея – Бенара в вертикально 
ориентированной цилиндрической емкости 
(контейнер), заполненной жидкостью с ма-
лым числом Прандтля (жидкий металл или 
расплав полупроводника). При численном 
моделировании эта задача обычно рассма-
тривается в несопряженной постановке –  
при задании граничных условий непо-
средственно на внутренних поверхностях 
твердых стенок, ограничивающих емкость. 
Горизонтальные стенки чаще всего полага-
ются изотермическими, а боковая цилин-
дрическая поверхность – адиабатической. 
Задание температуры непосредственно на 
внутренних поверхностях ограничивающих 
стенок является хорошим приближением к 

реальности только в том случае, если терми-
ческое сопротивление стенок много мень-
ше сопротивления жидкой среды. Однако в 
случае низких чисел Прандтля термические 
сопротивления жидкой и твердой областей 
могут оказаться соизмеримыми, что требует 
учета эффектов сопряженного теплообмена. 
Представительными в этом отношении яв-
ляются результаты, полученные в ходе экс-
периментального исследования свободной 
конвекции в невращающемся цилиндре 
[1], согласно которым варьирование соот-
ношения физических параметров жидкой и 
твердой сред оказывает существенное влия-
ние на структуру течения и теплоотдачу.

К настоящему времени выполнен боль-
шой объем экспериментальных и расчет-
ных исследований турбулентной конвекции 
Рэлея – Бенара, развивающейся в областях 
различных геометрических форм и при раз-
ных числах Прандтля (см., например, об-
зорную работу [2], содержащую обширный 
список источников). Среди них имеется 
большое число экспериментальных иссле-
дований турбулентной конвекции жидко-
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сти в цилиндрических контейнерах с не-
большим отношением высоты к диаметру, 
при числах Прандтля, превышающих еди-
ницу (такие числа характерны, например, 
для воды). В работах [3, 4] представлены 
результаты недавних обстоятельных иссле-
дований конвекции воды в невращающих-
ся емкостях. Конвекция воды во вращаю-
щихся контейнерах изучалась в работах  
[5 – 7]. 

Исследованиям конвекции Рэлея – Бе-
нара при низких числах Прандтля посвя-
щено существенно меньшее число работ. 
Экспериментально турбулентная конвек-
ция ртути в невращающейся цилиндриче-
ской емкости изучалась в работах [8, 9]. 
Результаты исследований конвекции жид-
ких металлов во вращающихся емкостях 
представлены на примере ртути в работах  
[10 – 12]; при этом в первых двух из упо-
мянутых изучалась турбулентная конвекция 
Рэлея – Бенара в полостях, диаметр кото-
рых на порядок превосходит их высоту, а в 
третьей приведены результаты эксперимен-
тов для случая вращающегося цилиндра с 
высотой, равной диаметру.

Авторы всех упомянутых выше экспе-
риментальных работ стремились создавать 
условия, позволяющие пренебречь эффек-
тами теплопереноса в ограничивающих 
емкость стенках. Влияние термического 
сопротивления стенок на структуру кон-
векции и интегральную теплопередачу из-
учалось в сравнительно небольшом числе 
работ. Среди экспериментальных работ, 
посвященных изучению влияния сопря-
женного теплообмена на конвекцию в ци-
линдрической (невращающейся) емкости, 
следует отметить детальные исследования 
[1, 13], выполненные для сред с различным 
числом Прандтля: Pr = 0,7 [1] и Pr = 4,4 
[13].

В течение последних трех десятилетий 
турбулентная конвекция Рэлея –Бенара ак-
тивно изучалась и продолжает изучаться ме-
тодом прямого численного моделирования 
(Direct Numerical Simulation (DNS)), с охва-
том широкого диапазона чисел Прандтля. 
При этом в качестве расчетной области ча-
сто рассматривается горизонтальный слой 
с заданием условий периодичности на вер-

тикальных границах. Результаты детальных 
расчетных исследований конвекции в ста-
ционарном горизонтальном слое при чис-
лах Прандтля порядка единицы приведены 
в работах [14, 15], а для случая вращающе-
гося слоя – в работах [16, 17]. Конвекция 
в стационарном слое при низких числах 
Прандтля изучалась методом DNS в работе 
[14] для ���������������������������������Pr ������������������������������=����������������������������� ����������������������������0,07 и числа Рэлея ���������Ra�������, изме-
нявшегося в диапазоне от 104 до 107, а так-
же в работе [18] для Pr = 0,025 и Ra = 105. 
Влияние наложенного глобального враще-
ния изучалось в работе [19] при Pr =  0,1 
и 104  ≤  Ra  ≤  108. Эффекты сопряженного 
теплообмена на структуру турбулентной 
конвекции и теплопередачу в невращаю-
щемся горизонтальном слое, ограниченном 
стенками конечной толщины, исследова-
лись методом DNS в работе [20] для случая 
Pr = 0,025, Ra = 105. Подобных исследова-
ний для случая вращающегося слоя пока не 
проводилось.

К настоящему времени накоплен так-
же значительный объем расчетных данных, 
которые получены методом ������������ DNS���������  для тур-
булентной конвекции Рэлея – Бенара, раз-
вивающейся в цилиндрических емкостях (в 
условиях несопряженной постановки за-
дачи) при существенно различных числах 
Прандтля (см., например, статью [21], где 
приведен обширный список работ, посвя-
щенных экспериментальным и расчетным 
исследованиям в этой области). Конвекция 
в стационарных цилиндрических емкостях 
при числе Прандтля, лежащем в диапазо-
не от 0,1 до 104, и числе Рэлея в интервале 
от 105 до 109 рассматривается в работе [22]. 
Результаты DNS-расчетов турбулентной 
конвекции во вращающемся цилиндре при 
значениях числа Прандтля порядка едини-
цы и 108 ≤ Ra ≤ 109 представлены в работах 
[21, 23].

Случай конвекции Рэлея – Бенара в 
цилиндрической (невращающейся) ем-
кости, заполненной жидкостью с низким 
числом Прандтля, исследовался методом 
DNS в работах [22, 24 – 26]. Авторы работ 
[24, 25] численно моделировали конвек-
цию ртути (Pr = 0,025) при числах Рэлея до 
106. Результаты численного моделирования 
при более высоких значениях числа Рэлея 
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(до  109) представлены в работах [22] для 
Pr = 0,1 и в [26] для Pr = 0,021. Сравнение 
данных, полученных в сопряженной и не-
сопряженной постановках для случая кон-
векции ртути при Ra = 106, представлено в 
статье [27]. Расчетных работ, посвященных 
турбулентной конвекции жидкостей с низ-
ким числом Прандтля, в условиях враще-
ния цилиндрической емкости, в доступных 
нам литературных источниках обнаружить 
не удалось.

В настоящей работе представляются 
результаты прямого численного моделиро-
вания турбулентной свободной конвекции 
ртути в подогреваемом снизу вращающемся 
цилиндре в сопряженной и несопряженной 
постановках задачи. 

Основные расчеты выполнены с исполь-
зованием программного кода собственной 
разработки. Результаты этих расчетов сопо-
ставляются с экспериментальными данны-
ми [12] и с результатами вычислений, про-
веденных с использованием программного 
пакета ANSYS Fluent 15.0 [28].

Постановка задачи

Прямое численное моделирование есте-
ственной конвекции ртути (Pr  =  0,025) в 
подогреваемой снизу вращающейся емко-
сти выполнено в двух постановках: в со-
пряженной – с учетом эффектов теплопе-
реноса в горизонтальных стенках конечной 
толщины, и в несопряженной – отвечаю-
щей идеализированному случаю нулевой 
толщины горизонтальных стенок.

В случае сопряженной задачи расчетная 
область (рис. 1, a), включает заполненную 
жидкостью цилиндрическую ячейку диаме-
тром D и высотой H (H/D = 1) и два твер-
дотельных диска толщиной h. В настоящей 
работе представлены расчеты для случая 
h/D = 0,25.

На всех границах внутренней цилин-
дрической ячейки задаются условия их 
непроницаемости и отсутствия скольже-
ния жидкости, заполняющей эту ячейку. 
На внешних горизонтальных поверхностях 
твердотельных дисков в качестве терми-
ческих граничных условий задаются по-
стоянные значения температуры (Th, Tc). 
Внутренние поверхности дисков считаются 

поверхностями термического сопряжения 
жидкой и твердой сред. Боковые цилин-
дрические поверхности внутренней ячейки 
и дисков полагаются адиабатическими.

Рис. 1. Расчетная область с параметрами  
задачи (a) и сечения типичной расчетной сетки 

вертикальной (b) и горизонтальной (c)  
плоскостями. 

Solid – твердотельные диски, Fluid – жидкость;  
Th, Tc  – постоянные значения температуры

а)

b)

с)
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Термоконвективное движение жидкости 
с постоянными физическими свойствами 
и теплоперенос во вращающемся контей-
нере со стенками конечной толщины опи-
сываются системой уравнений (1) – (3), 
включающей уравнение неразрывности, 
нестационарные уравнения Навье – Сток-
са, записанные в приближении Буссине-
ска для учета эффектов плавучести в по-
лях гравитационной и центробежной сил, 
и нестационарное уравнение конвективно-
диффузионного переноса тепла (в твердых 
областях только диффузионного). Система 
имеет следующий вид:

0,∇ ⋅ =V
1

( )
f

p
t

∂
+ ⋅ ∇ = − ∇ +

∂ ρ
V V V

2
0 ( )( ) 2T T+ β − + ω −g R ω

 

2 ,× + ν∇V V

2( ) ,i

i i

T
T T

t C
λ∂

+ ⋅ ∇ = ∇
∂ ρ

V

где V = (Vx, Vy, Vz) – поле скорости; t – 
время, p – давление, T – температура, ρi –  
плотность среды (i = f или s), ν – кинема-
тическая вязкость, β – коэффициент тепло-
вого расширения, Ci – теплоемкость среды, 
λi – коэффициент теплопроводности, g – 
ускорение свободного падения, T0 – тем-
пература в условиях гидростатического рав-
новесия, ω – угловая скорость вращения,  
R – расстояние от текущей точки расчет-
ной области до оси вращения. 

Уравнение энергии решается совместно 
в жидкой (i = f ) и твердой (i = s) подобла-
стях. В дальнейшем эффекты плавучести в 
поле центробежной силы (член β(T0 – T)ω2R 
в уравнении движения) опустим из рассмо-
трения, полагая их много меньшими, чем 
эффекты плавучести в поле гравитацион-
ной силы.

Из набора физических свойств сред, 
рассматриваемых при решении сопряжен-
ной задачи, в дополнение к числу Прандт-
ля Pr = μCf / λf, можно построить еще два 
безразмерных определяющих параметра не-
стационарной конвекции, а именно λf / λs 
и ρfCf / ρsCs. В настоящей работе принима-
лось, что λf / λs = 1,641, ρfCf / ρsCs = 0,472; 
это соответствует отношениям исходных 

размерных параметров, взятых для ртути в 
качестве жидкости и для стали в качестве 
материала стенок.

Масштабные критерии подобия (число 
Рэлея и параметр вращения, построенные 
по масштабным величинам), задаваемые в 
ходе расчетов, определялись для сопряжен-
ной и несопряженной постановок следую-
щим образом:

Ra = Pr∙(gβΔT0H
3 / ν2);

K = 2ω∙(H / (gβΔT0))
0,5, 

где ΔT0  – перепад температуры (ΔT0 =  
=Th – Tc). 

В случае сопряженной постановки кон-
векция в полости фактически определяется 
значением эффективного числа Рэлея Raeff 
[27] и эффективного параметра вращения 
Keff (случай вращающейся полости), кото-
рые могут быть построены по разнице ΔT 
осредненных по пространству и времени 
температур на границах раздела жидкой и 
твердой сред. Таким образом, 

Raeff = Pr∙(gβΔTH3 / ν2);

Keff = 2ω∙(H / (gβΔT))0,5.

Эффективные значения определяющих 
параметров вычисляются после завершения 
расчетов, проводимых в сопряженной по-
становке. Для вычленения из полученных 
расчетных данных собственно эффектов 
сопряженного теплообмена, масштабные 
критерии подобия подбираются (итераци-
онно) такими, чтобы эффективное число 
Рэлея практически равнялось некоторому 
базовому значению, выбранному при ре-
шении несопряженной задачи. В настоя-
щей работе базовое значение числа Рэлея 
составляло приблизительно 106.

Численный метод

Для выполнения основной серии рас-
четов использовался конечно-объемный 
«неструктурированный» программный код 
SINF����������������������������������  /���������������������������������  Flag�����������������������������  -����������������������������  S���������������������������  , разработанный сотрудника-
ми кафедры «Гидроаэродинамика, горение 
и теплообмен» СПбПУ. В качестве одной 
из опций по решению уравнений Навье – 
Стокса в этом коде для продвижения по 
физическому времени реализован автор-

(2)

(3)

(1)

(4)

(5)

(6)

(7)
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ский вариант неявного метода дробных 
шагов, который широко используется (в 
различных формулировках) для численного 
решения нестационарных задач гидродина-
мики (см., например, работы [29 – 31]).

Суть метода дробных шагов состоит в 
разделении пространственных операторов, 
входящих в уравнение количества движе-
ния, и трактовки роли градиента давления 
как проекционного оператора, который 
переводит произвольное поле скорости в 
соленоидальное.  Как и в работе [29], пред-
ставленный ниже метод основывается на 
использовании схемы Кранка – Николсон 
(имеет второй порядок точности по време-
ни) для уравнения количества движения, 
которое аппроксимируется следующим об-
разом:

1
1/2 1/2

0

1
( )

n
n

f

n
np T T

t

+
+ +−

= − ∇ + β − −
∆ ρ

V V g

–2ω
 

1/2 2 1/2 1/2  [ ( )] ,n n n++ + +× ν∇ − ∇ ⋅V V VV

где Δt – шаг по времени; n, n �������������+������������ �����������1 – времен-
ные слои.

Заметим, что вычисление конвективно-
го слагаемого 1/2[ ( )]n+∇ ⋅ VV  в выражении (8) 
может осуществляться различными спосо-
бами. Чаще всего используется экстраполя-
ция конвективного слагаемого как единого 
целого с двух предыдущих временных слоев 
по схеме Адамса – Башфорта [29]:

1/2

1

[ ( )]

1,5 [ ( )] 0,5 [ ( )] .
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n n
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∇ ⋅ =

= ∇ ⋅ − ∇ ⋅
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Вследствие явности данной схемы (по 
конвективным слагаемым), алгоритм вы-
числений в целом устойчив только при 
числах Куранта, меньших единицы. Как 
отмечено в работе [31], в случае течений 
при больших числах Рейнольдса исполь-
зование уравнения (9) может потребовать 
введения некоторой стабилизирующей до-
бавки. Кроме того, как показала практика 
использования этой схемы в коде SINF/
Flag-S, в случае сильно скошенных яче-
ек, для устойчивости вычислений требует-
ся значительно уменьшать число Куранта, 
вплоть до нескольких сотых. В связи с этим 
использование неявной формулировки для 
вычисления конвективного слагаемого яв-

ляется предпочтительным. В частности, в 
статье [30], также применительно к схеме  
Кранка – Николсон, предложено вычис-
лять данное слагаемое по полунеявной схе-
ме:

1/2 1[ ( )] ( ).n n n+ +∇ ⋅ = ∇ ⋅VV V V

Согласно работе [30], схема (10) обе-
спечивает устойчивость вычислений при 
числах Куранта больше единицы, при этом 
она задействует только два временных слоя. 
Известно, однако, что схема Кранка – Ни-
колсон является нейтрально устойчивой 
и в ряде задач с сильными нелинейными 
(конвективными) эффектами она может 
приводить к возникновению нефизических 
колебаний во времени. Распространенным 
способом подавления таких колебаний яв-
ляется использование схемы, взвешиваю-
щей вклады неявной схемы Эйлера первого 
порядка и схемы Кранка – Николсон. Но 
это приводит к понижению порядка точно-
сти во времени.

Для решения указанных проблем, в 
коде SINF/Flag-S используется авторская 
модификация для вычисления конвектив-
ных слагаемых, которая сочетает экстрапо-
ляцию с двух предыдущих временных слоев 
по схеме Адамса – Башфорта и введение 
неявности в схему следующим образом:

1/2 1/2 1/2[ ( )] ( ).n n n+ + +∇ ⋅ = ∇ ⋅VV V V

При этом скорость на промежуточном 
(n + 1/2)-слое вычисляется как

1/2 10,5( ).n n n+ += +V V V

Под величиной 1/2n+V  понимается ре-
зультат линейной экстраполяции с двух 
предыдущих временных слоев: 

1/2 11,5 0,5 .n n n+ −= −V V V

Преимущество такого подхода для вы-
числения конвективного слагаемого, по 
сравнению с предложенным в работе [30], 
заключается в том, что при проявлении от-
меченного выше недостатка схемы Кранка –  
Николсон можно непосредственно пере-
ключиться на использование аппроксима-
ции уравнения сохранения с трехслойной 
дискретизацией временной производной 
по схеме Эйлера «разностью назад» (в этом 

(8)

(9)

(10)

(11)

(12)

(13)
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случае экстраполяция производится на слой 
n + 1, а не на промежуточный слой n + 1/2). 
Данная схема не генерирует нефизические 
осцилляции во времени, являясь при этом 
схемой второго порядка точности.

Поскольку при проведении представ-
ленных ниже расчетов турбулентной кон-
векции по схеме Кранка – Николсон, 
проблем с возникновением нефизических 
колебаний не возникало, вычисления про-
водились по этой схеме с аппроксимаци-
ей конвективного слагаемого в уравнении 
движения по формуле (11).  Член в правой 
части этого уравнения, отражающий дей-
ствие силы плавучести, включает величину 

1/2 10,5( ),n n nT T T+ += +

которая определяется при решении уравне-
ния энергии, также аппроксимируемого по 
схеме Кранка – Николсон:
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Алгоритм расчета поля скорости, удо-
влетворяющего на новом временном слое 
уравнению движения и уравнению нераз-
рывности, строится следующим образом. 
Проводится расщепление уравнения (8) на 
два уравнения:
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Уравнение (16) системы записано от-
носительно «предикторной» скорости *,V  
которая находится при использовании поля 
давления на предыдущем временном слое 
pn–1/2. Второе уравнение связывает искомые 
скорость и давление на новом временном 
слое. Замыкающим соотношением являет-
ся условие соленоидальности поля искомой 
скорости:

1 0.n+ =∇ ⋅ V

Объединение уравнений (17) и (18) дает 
уравнение Пуассона для приращения дав-
ления Δp = pn+1/2 – pn–1/2 в виде

2 *( ) .ft p =∆ ∇ ∆ −ρ ∇ ⋅ V

По результатам решения уравнения (19) 
рассчитывается искомое поле скорости:
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= t
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V V

Решение уравнений (15), (16) и (19) в 
коде SINF/Flag-S ищется итерационно, с 
введением невязок и поправок, например 
предикторная скорость ищется как 

* * * *
1 ,m m+→ = + δV V V V

где m – номер предыдущей итерации. 
В качестве первого приближения (m = 0) 

для *V  принимается скорость nV  на преды- 
дущем временном слое. Уравнение (16) 
преобразуется к виду

*
*

*
*

( )

( , ...) ,
n

m
s m

t

t

δ
+ δ =

∆
 −

= − + ≡ − ∆ 


V L V

V VR V R

где L – «стабилизирующий» оператор, 
*( , ...)s m

R V  – невязка правой части уравне-
ния (16), R – полная невязка уравнения ба-
ланса количества движения. 

Аналогичным образом преобразуются 
уравнения (15) и (19) (в последнем, однако, 
отсутствует временная производная).

Запись решаемых уравнений в виде (22) 
позволяет использовать разные шаблоны 
(наборы расчетных точек) для аппрокси-
мации пространственных операторов в ле-
вой и правой частях. В коде SINF/Flag-S 
стабилизирующий оператор в целом ап-
проксимируется на наиболее компактном 
шаблоне, что, в частности, существенно 
облегчает параллелизацию вычислений по 
технологии «���������������������������  Domain���������������������   �������������������� Decomposition������� », осо-
бенно в случае неструктурированных се-
ток; конвективные слагаемые в операторе 
L оцениваются по противопоточной схеме 
первого порядка. При вычислении невязки 
правой части уравнения (22) шаблон рас-
ширен, что, с одной стороны, позволяет 
для конвективных слагаемых использовать 

(14)

(15)

(16)

(17)

(18)

(19)

(20)

(21)

(22)

ω
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схемы повышенного порядка (в настоящих 
расчетах использовалась схема ����������QUICK�����, но-
минально, третьего порядка точности), а с 
другой – учесть влияние скошенности рас-
четных ячеек. Аналогичные замечания от-
носятся и к способу аппроксимации урав-
нений (15) и (19).

Поскольку код SINF/Flag-S основан на 
использовании совмещенных сеток, с це-
лью подавления развития «четно-нечетных» 
пространственных осцилляций в полях 
давления и скорости, вводится поправка  
Рхи – Чоу [32], вычисляемая по полю дав-
ления на предыдущем временнóм слое, 
аналогично вычислениям, выполненным в 
работе [33].

Отдельные вычислительные аспекты

Все расчеты проводились в суперком-
пьютерном центре СПбПУ на кластере 
«Политехник – РСК Торнадо» с пиковой 
производительностью около тысячи пета-
флопсов.

Как отмечалось выше, при решении со-
пряженной задачи требовалось обеспечить 
равенство эффективного числа Рэлея и ба-
зового числа Рэлея, отвечающего случаю 
несопряженной задачи. Для этого при каж-
дом выбранном значении масштабного па-
раметра вращения проводилось несколько 
расчетов в сопряженной постановке. По-
сле их завершения вычислялись значения 
Raeff. Затем по полученным значениям Raeff 
проводилась интерполяция в точку, соот-
ветствующую базовому значению Ra = 106, 
выбранному для несопряженной задачи, и 
оценивалось масштабное число Рэлея, ко-
торое необходимо задать в сопряженной 
постановке, чтобы обеспечить эффектив-
ное число Рэлея, равное 106. На завершаю-
щем этапе проводился расчет с оцененным 
значением масштабного числа Ra при мас-
штабном параметре вращения, не варьиру-
емым в ходе описанной процедуры подбора 
Ra.

Часть результатов, полученных с ис-
пользованием кода ����������������������SINF������������������/�����������������Flag�������������-������������S�����������, сопостав-
лялась с данными расчетов, выполненных с 
использованием коммерческого программ-
ного кода ANSYS Fluent 15.0. Здесь также 
дискретизация конвективных слагаемых 

осуществлялась с использованием схемы 
QUICK�������������������������������� (диффузионные слагаемые аппрок-
симируются по центрально-разностной 
схеме второго порядка). Продвижение по 
времени также осуществлялось по мето-
ду дробных шагов, с заданием для каждо-
го уравнения трех субитераций (параметр 
“Max. Corrections” равен трем). Остальные 
параметры решателя ANSYS Fluent 15.0 
брались по умолчанию.

Использовалась расчетная сетка, состо-
ящая из шестигранных элементов: около 
5∙105 ячеек относилось к области жидкости 
и по 2∙105 ячеек – к каждой из горизонталь-
ных стенок. Сетка была сгущена к стенкам 
и поверхностям раздела сред (вертикальный 
размер ячейки вблизи интерфейса состав-
лял величину около 1,5∙10–4H). Распределе-
ние ячеек в различных сечениях представ-
лено на рис. 1, b, c.

Шаг по времени составлял величину 
порядка одной тысячной от характерного 
конвективного времени задачи, определяе-
мого как

tconv = (H / (gβΔT))0,5.

Локальное число Куранта не превыша-
ло единицы. Выборки, использованные для 
осреднения, составляли 1000 – 3000 без-
размерных времен. Время расчета процесса 
длительностью в десять безразмерных вре-
мен (примерно 20 тыс. шагов по времени) 
по обоим кодам составляло около трех ча-
сов на двадцати вычислительных ядрах.

В ходе расчетов осуществлялся мони-
торинг температуры и компонент скорости 
в точках, расположенных внутри области 
жидкости, вблизи адиабатической стенки в 
центральной горизонтальной плоскости и 
вблизи границ раздела сред. Также произ-
водился мониторинг осредненного по пло-
скости теплового потока на внешних стен-
ках и границах раздела сред.

Результаты расчетов

Как отмечалось выше, масштабные ве-
личины подбирались таким образом, чтобы 
обеспечить эффективное число Рэлея, близ-
кое к 106. В целях сохранения преемствен-
ности с предыдущей работой [27], базовое 
значение числа Рэлея, выбранное для ре-

(23)
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шения несопряженной задачи, составляло 
9,64∙105. При решении сопряженной задачи 
масштабные числа Рэлея ����������������Ra��������������, обеспечиваю-
щие получение Raeff = 9,64∙105, были подо-
браны для трех вариантов, различающихся 
значением задаваемого масштабного пара-
метра вращения, а именно для K = 0; 0,499 
и 5,823. Подобранные значения масштабно-
го числа Рэлея составили, соответственно, 
2,72∙106; 2,66∙106 и 1,28∙106.  Результирую-
щие значения эффективного числа враще-
ния Keff составили 0; 0,834 и 6,706.

На рис. 2 показана структура конвек-
тивного течения, рассчитанная в сопряжен-
ной постановке задачи при трех различных 
интенсивностях вращения. При невысоких 
значениях параметра вращения (Keff  =  0 
и��������������������������������������� ��������������������������������������0,834) течение в целом может быть оха-
рактеризовано как глобальная конвектив-
ная ячейка (рис. 2, a, b), визуальные обра-
зы которой представлялись ранее в работах 
[21, 23, 27]. При увеличении интенсивно-
сти вращения картина течения меняется: 
происходит распад конвективной ячейки 
на группу более мелких структур (рис. 2, c).  
Аналогичные изменения в структуре тече-
ния с ростом параметра вращения отмеча-
лись авторами статьи [6], проводившими 
DNS-расчеты при Pr = 0,7, и в работе [23] 
для ���������������������������������������Pr ������������������������������������=����������������������������������� ����������������������������������6,4. Заметим также, что изоповерх-
ности вертикальной скорости, полученные 
для тех же значений определяющих пара-
метров при расчетах в несопряженной по-
становке, аналогичны представленным на 
рис. 2.

На рис. 3 представлен характер времен-
ны' х изменений безразмерной вертикаль-
ной компоненты скорости, рассчитанных 
при разных скоростях вращения емко-
сти в сопряженной постановке (масшта-
бом скорости служит скорость плавучести 
Vb  =  (HgβΔT)0,5). Временнáя выборка (она 
же использовалась и для осреднения) для 
случая отсутствия вращения – заметно 
длиннее, чем для вариантов с вращением 
емкости. Это связано с тем, что упомянутая 
выше глобальная ячейка циркуляции вре-
мя от времени, случайным образом, меня-
ет ориентацию в пространстве. Однако по 
данным рис. 3, a видно, что наблюдаются 
два относительно устойчивых состояния 
этой структуры. Аналогичное поведение 
численного решения наблюдается и при 
расчетах с использованием программного 
пакета ANSYS Fluent 15.0. Заметим также, 
что сходные явления наблюдались в экспе-
риментах, описанных в работе [9], и объ-
яснялись высокой чувствительностью гло-
бальной конвективной ячейки к небольшим 
дефектам установки и неидеальной изотер-
мичности горизонтальных стенок. 

При наложении вращения емкости из-
менение ориентации глобальной конвек-
тивной ячейки перестает носить случай-
ный характер. Действие силы Кориолиса в 
условиях умеренного вращения приводит к 
возникновению прецессии конвективной 
ячейки с постоянной угловой скоростью, 
что отчетливо прослеживается на рис. 3, b,  
где видно периодическое чередование 

Рис. 2. Изоповерхности вертикальной компоненты скорости при трех  
значениях интенсивности вращения: Keff = 0 (a); 0,834 (b); 6,706 (c). 

Темные структуры соответствуют нисходящему течению, светлые – восходящему 

а) b) c)
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участков, соответствующих положительным 
и отрицательным значениям вертикальной 
скорости. При интенсивном вращении про-
исходит не только распад глобальной кон-
вективной ячейки на несколько структур, 
но и резкое уменьшение амплитуды пульса-
ций вертикальной составляющей скорости 
(рис. 3, c), что свидетельствует об общем 
подавлении конвекции.

Результаты расчетов в несопряженной 
постановке позволяют сделать аналогичные 
заключения как для случая умеренного, так 
и интенсивного вращения.

На рис. 4 для разных вариантов рас-
чета конвекции во вращающейся полости 
представлены зависимости безразмерных 
среднеквадратических (RMS – Root Mean 
Square) пульсаций компонент скорости и 
температуры от безразмерной вертикаль-
ной координаты (отсчитываемой вдоль оси 
емкости от нижней границы раздела сред). 
Здесь u, v, w – пульсации компонент ско-
рости Vx, Vy, Vz, соответственно. Приведе-
ны также профили безразмерной средней 
температуры. Подчеркнем, что в случае 

решения сопряженной задачи температура 
отсчитывается от осредненного значения 
температуры нижней границы раздела сред 
и преобразуется в безразмерную посред-
ством деления на разницу ΔT осреднен-
ных температур нижней и верхней границ. 
Из данных, показанных на рис. 4, a – c, 
видно, что в случае умеренного вращения 
(Keff  =  0,834), вычисления в сопряженной 
постановке предсказывают несколько боль-
шие значения интенсивности пульсаций 
скорости и температуры, чем таковые, по-
лученные для несопряженной задачи: в 
окрестности центрального горизонтального 
сечения различие составляет около 10 %.  
Интенсивное вращение (Keff =�������������� �������������6,706) приво-
дит к резкому уменьшению уровня пульса-
ций, и различие в профилях RMS-величин, 
полученных для сопряженной и несопря-
женной постановок, практически исчезает. 
Рис. 4, d показывает, что переход к сопря-
женной постановке задачи практически не 
сказывается на характере профиля средней 
температуры в области, занятой жидкостью, 
как при умеренной, так и при относительно 

Рис. 3. Динамика изменения вертикальной компоненты скорости вблизи адиабатической стенки  
в центральном горизонтальном сечении при трех значениях интенсивности вращения:  

Keff = 0 (a), 0,834(b), 6,706 (c).
Расчеты проведены с использованием программного пакета ANSYS Fluent 15.0 (кривые серого цвета)  

и по коду SINF/Flag-S (кривые черного цвета)

а)

b) c)
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большой интенсивности вращения. В по-
следнем случае профиль средней темпера-
туры приобретает линейный характер, что 
говорит о преобладании диффузионного 
переноса тепла над конвективным во всей 
области жидкости.

Влияние интенсивности вращения на 
энергетический спектр вертикальной ком-
поненты скорости иллюстрируется на рис. 
5 (точка мониторинга расположена в цен-
тральной горизонтальной плоскости на 
расстоянии 0,05Н от адиабатической стен-
ки). По горизонтальной оси отложена без-
размерная частота колебаний

f = f ' ∙ tconv,

где f ' – размерная частота. 
Энергетические спектры, полученные 

для случаев нулевой и умеренной интенсив-
ности вращения (рис. 5, a, b), достаточно 
заполнены и свидетельствуют о принадлеж-

ности моделируемого конвективного тече-
ния к турбулентному режиму. Штриховыми 
линиями здесь представлены зависимости, 
соответствующие убыванию спектральной 
плотности по закону Колмогорова «–5/3». 
Вместе с тем, на рис. 5, b, отвечающему 
случаю Keff ������������������������������=����������������������������� ����������������������������0,834, наблюдается пик спек-
тральной плотности энергии, который со-
ответствует частоте прецессии глобальной 
конвективной ячейки; число Струхаля дан-
ной прецессии составляет Sh = fpeak = 0,016. 
При увеличении интенсивности вращения 
происходит подавление турбулентности и 
энергетический спектр кардинально изме-
няется (рис. 5, c).

Переходя к изложению результатов, 
характеризующих интегральную тепло-
передачу, рассмотрим сначала данные ве-
рификационных расчетов, проведенных в 
несопряженной постановке для случая не-
вращающейся полости. В табл. 1 осреднен-

Рис. 4. Вертикальные распределения различных функций по результатам расчетов в сопряженной 
(кривые 1с, 2с) и несопряженной (1n, 2n) постановках задачи при двух значениях интенсивности 

вращения: Keff = 0,834 (1с, 1n) и 6,706 (2с, 2n). Представлены функции: среднеквадратичные (RMS) 
пульсации u, w (a) и v (b) компонент скорости Vx, Vz (a) и Vy (b) соответственно; RMS-пульсации 

температуры Т (c); профили средней температуры (d) 

а) b)

c) d)

(24)
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ные по пространству и времени числа Нус-
сельта, полученные в ходе этих расчетов, 
сопоставлены с имеющимися в литературе 
расчетными и экспериментальными данны-
ми для числа Рэлея, равного 106. Для при-
ведения данных, полученных в настоящей 
работе при Ra = 9,64∙105, к случаю Ra = 106 
использовалось соотношение 

Nu1/Nu2 = (Ra1/Ra2)
n,

где Nu1, Nu2 – числа Нуссельта при 
Ra1 = 106 и Ra2 = 9,64∙105, а показатель сте-
пени n брался равным 0,25, в соответствии 
с корреляционной зависимостью, установ-
ленной, в частности, в экспериментальном 
исследовании, представленном в работе 
[12]. 

Из данных табл. 1 видно, что все имею-
щиеся расчетные данные хорошо согласу-
ются между собой, а также с эксперимен-
тальными результатами работы [12]. Более 
ранние экспериментальные исследования 
[8, 9] дают значения числа Нуссельта, от-
клоняющиеся от результатов DNS на 10 – 
15 %, при этом в разные стороны.

Влияние параметра вращения и тепло-
переноса в горизонтальных стенках на 
интегральную теплопередачу через нахо-
дящуюся в термоконвективном движении 
жидкость можно определить, анализируя 
представленные в сводной табл. 2 значения 
осредненных по пространству и времени 
чисел Нуссельта ‹Nu›. Видно, что значения 
этого числа, полученные для сопряжен-

Рис. 5. Энергетические спектры вертикальной компоненты скорости  
по результатам расчетов в сопряженной постановке при трех значениях интенсивности вращения: 

Keff = 0 (a), 0,834(b), 6,706 (c). 
Показаны кривые убывания спектральной плотности по закону Колмогорова «–5/3» (пунктир)  

а) b) c)

Таблица  1

Сравнение расчетных (DNS) и экспериментальных значений числа Нуссельта  
для случая несопряженной постановки задачи и невращающейся полости 

Показатель
Расчет DNS Эксперимент

Настоящая
работа

[27] [24] [25] [8] [9] [12]

‹Nu› 5,58 5,66 5,59 5,55 6,46 5,08 5,85
Δ, % 0 1,4 0,2 –0,5 14 –9,8 4,6

Примечания . Расчетные данные, полученные методом прямого численного  
моделирования (DNS) в настоящей работе при значении Ra = 9,64∙105, приведены 
к случаю Ra = 106 (K = 0) с помощью соотношения Nu1/Nu2 = (Ra1/Ra2)

n, где Nu1,  
Nu2 – числа Нуссельта при числах Рэлея Ra1 = 106 и Ra2 = 9,64∙105;  n = 0,25. Значения 
‹Nu›  осреднены по пространству и времени; величина Δ характеризует процентное 
отклонение от полученного нами значения.

(25)
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ной задачи при нулевом и умеренном вра-
щении емкости, оказываются на 8 – 10 %  
больше, чем в случае несопряженной за-
дачи (для невращающегося цилиндра такая 
оценка получена ранее в работе [27]). Это 
коррелирует с отмеченным выше фактом 
роста интенсивности пульсаций скорости и 
температуры при переходе к решению со-
пряженной задачи. При значительном уве-
личении интенсивности вращения (случай 
Keff  =  6,706), когда конвекция подавлена, 
среднее число Нуссельта ‹Nu› падает прак-
тически до единицы при решении как со-
пряженной, так и несопряженной задач.

Для вариантов, соответствующих значе-
ниям параметра вращения Keff = 0 и 6,706, 
были проведены также расчеты с использо-

ванием программного пакета ANSYS Fluent 
15.0. В обоих вариантах полученные резуль-
таты очень хорошо согласуются с данными 
расчетов по коду SINF/Flag-S.

Рис. 6 иллюстрирует изменение во вре-
мени среднего по поверхности теплового 
потока (числа Нуссельта Nu) на границе 
раздела сред. Примечательно, что в случае 
сопряженной задачи амплитуда флуктуа-
ций числа Nu, рассчитанная для варианта с 
умеренным вращением емкости (рис. 6, a), 
заметно меньше, чем амплитуда его флук-
туаций на изотермической стенке в случае 
несопряженной задачи. Это можно объяс-
нить способностью пульсаций температуры 
проникать в твердотельную область через 
поверхности раздела. По причине же обще-

Таблица  2

Влияние параметра вращения и теплопереноса в горизонтальных стенках полости  
на значения числа Нуссельта, рассчитанные для разных случаев постановки задачи  

и по двум вариантам программ 

Программа
расчета

Постановка
задачи

Ra K Keff ‹Nu›

SINF/Flag-S

Сопряженная
2,72∙106 0 5,975
1,28∙106 5,823 6,706 1,064
2,66∙106 0,499 0,834 5,845

Несопряженная 9,64∙105

0 5,527
6,706 1,062
0,834 5,320

ANSYS
Fluent 15.0

Сопряженная
2,72∙106 0 5,980
1,28∙106 5,823 6,706 1,070

Примечание . Результаты расчетов числа Нуссельта, осредненного по поверхности  
и по времени, получены при значении Raeff  =  9,64∙105.

Рис. 6. Временны' е флуктуации осредненного по поверхности числа Нуссельта  
на границе раздела сред при двух значениях интенсивности вращения: Keff = 0 (a) и 6,706 (b).

Представлены результаты расчетов при сопряженной (кривые черного цвета) и несопряженной  
(кривые серого цвета) постановках задачи

а) b)
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го подавления конвекции, в случае интен-
сивного вращения, интенсивность флук-
туаций среднего по поверхности теплового 
потока на границе раздела сред также силь-
но уменьшается (рис. 6, b).

Заключение

Проведено прямое численное модели-
рование (DNS) турбулентной конвекции 
ртути в подогреваемой снизу вращающейся 
и невращающейся цилиндрической емко-
сти, с высотой, равной диаметру, при ну-
левой и конечной проводимости твердых 
горизонтальных стенок. Представлены рас-
четные данные, полученные при эффектив-
ном числе Рэлея, близком к 106. 

Показано, что при малых и умерен-
ных значениях параметра вращения тече-
ние, которое развивается в емкости, мо-
жет быть в целом охарактеризовано как 
глобальная конвективная ячейка, причем 
для случаев и сопряженной, и несопря-
женной постановок задачи теплообмена. 
В отсутствие вращения пространствен-

ная ориентация ячейки время от времени 
(случайным образом) меняет ориентацию 
в пространстве. При условии вращения 
емкости устанавливается прецессия кон-
вективной ячейки с постоянной угловой 
скоростью. При дальнейшем росте ин-
тенсивности вращения картина течения 
существенно меняется: происходит рас-
пад конвективной ячейки на группу более 
мелких структур, при этом резко умень-
шается амплитуда пульсаций вертикаль-
ной составляющей скорости.

Вплоть до значений эффективного пара-
метра вращения, близких к единице, инте-
гральная теплопередача через слой жидко-
сти при сопоставимых условиях (равенстве 
эффективного числа Рэлея) может быть 
на 10 % выше, если учитывается тепло-
перенос в твердых горизонтальных стенках. 
При интенсивном вращении, практически 
подавляющем конвекцию, теплопередача 
определяется в основном механизмом диф-
фузии как в случае сопряженной, так и не-
сопряженной задач теплообмена.
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Smirnov S.I., Smirnov E.M., Smirnovsky A.A. ENDWALL HEAT TRANSFER EFFECTS 
ON THE TURBULENT MERCURY CONVECTION IN A ROTATING CYLINDER.

The obtained results of direct numerical simulation of the free mercury convection in a rotating cylindrical 
container heated from below are presented. Setting the Prandtl number equal to 0.025 and the height-to-
diameter ratio equal to 1.0, effects of container rotation and heat transfer in horizontal solid walls have been 
studied. The effective Rayleigh number was close to 106. The Navier – Stokes equations, written with the 
Boussinesq approximation, were solved using the fractional-step method. The instant and time-averaged flow 
fields, the pulsation spectra and the integral heat transfer data were analyzed. The in-house code SINF/
Flag-S results were compared with the available experimental data, and with the data obtained using the 
commercial software ANSYS Fluent 15.0.
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Introduction

Since the discovery of fullerenes [1, 2] 
and carbon nanotubes [3], carbon occupies 
a strategic position in materials science and 
technology as one of the most versatile and far-
reaching materials [4, 5]. Obtaining fullerenes 
smaller than C60, e.g., C36 [6] and C20 [7], has 
attracted considerable attention, since smaller 
fullerenes are highly strained due to the 
presence of fused five-membered rings. Caged 
molecules with low mass in the fullerene family 
are especially interesting because of their high 
curvature and increased strain energy that give 
rise to high reactivity. 

Current studies on fullerenes and their 
compounds mainly focus on large-size 
fullerenes. Experimental researches and 
practical applications of small-size fullerenes 
are still limited by their low yield and poor 
stability. The comprehensive experimental 
study on small or medium-size fullerenes 
revealed the following [8]. In the mass spectra 
of products of benzene pyrolysis, the authors 
found out the ions of all kinds of carbon 
molecules including 

(i) Small carbon molecules (C3 – C20); 

(ii) Quasi-fullerenes C21, C23, C33, C48, C52, 
C54, C56 and C58; 

(iii) Hydrides of small carbon molecules, 
such as C5H2, C10H4, C14H4, C16H8 and C18H2;     

(iv) Hydrides of quasi-fullerenes, such as  
C25H2, C27H2, C31H4, C37H6, C39H6, C43H8, 
C47H10 and C49H10. 

(We preserve here the terminology employed 
by the authors). 

However the structures of these molecules 
are not known; therefore theoretical methods 
are helpful in this field to identify some 
potential compounds with good properties.

It must be emphasized that most 
investigations of fullerenes have centered on 
either obtaining these materials experimentally 
or studying properties of these materials whose 
structure was previously postulated. To our 
mind, the crucial questions for advanced 
applications of these materials are the 
following: 

How the materials are originated, 
And what structure they obtain. 
The answer to these questions gives the 

possibility to develop nanotechnology on a 
scientific basis. 
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Various ingenious schemes have been 
proposed for the mechanism of fullerene 
formation [e.g., Refs. 9 – 11]. They can be 
categorized into two major groups: bottom-
up and top-down models. In the first case, 
fullerene cages and nanotubes are considered 
to be formed from carbon atoms and small 
carbon clusters [9, 10]. In the second case, 
fullerenes and nanotubes are thought as direct 
transformation of graphene into fullerenes 
[11]. We will follow one of the first-group 
mechanisms suggested for the first time in 
Ref. [12] because, to our mind, it has better 
justification [10]. Briefly, it consists in the 
following. A carbon dimer embeds into a 
hexagon of an initial fullerene. This leads to 
stretching and breaking the covalent bonds 
which are parallel to the arising tensile forces. 
As a consequence, instead of the hexagon 
adjoining two pentagons, when the dimer 
embeds into this hexagon, one obtains two 
adjacent pentagons adjoining two hexagons. 
It means that there arises a new atomic 
configuration and there is a mass increase of 
two carbon atoms. 

In doing so, we geometrically modeled 
growth of the second branch of the family of 
tetra-hexa-cell equator fullerenes beginning 
with C24 [13] in the range from 24 to 48. We have 
constructed the axonometric projections and 
the corresponding graphs for these fullerenes. 
The structure of the initial fullerene C24 was 
suggested in Ref. [14] on the basis of one of 
the types of graph presentation developed for 

scanning cyclohexane electronic structure [15]. 
Later it was obtained as a mirror-symmetry 
fusion reaction of two half fullerenes C12 
[16]. The main characteristic feature of the 
initial fullerene C24 is that it is perfect and 
has a three-fold symmetry (D3h symmetry). It 
was found that during the growth, along with 
imperfect fullerenes, the perfect fullerenes 
C30, C36, and C48 were formed. The first two 
conserve three-fold symmetry, the third one 
changes it to D6d symmetry. According to Ref. 
[2], perfect fullerenes should have enhanced 
stability relative to near neighbors. 

In this contribution we consider the 
geometric modelling of middle-size fullerenes 
growth beginning with C32; namely C34, C36, 
C38, C40, C42, C44, C46, C48, C50, C52, C54, C56, 
C58, and C60. We have studied their growth at 
first obtaining their graphs, what is simpler, 
and then designing their structure on the basis 
of the graphs obtained. The aim of the study is 
to find perfect fullerenes.

Branch of tetra6-hexa12 polyhedral fullerene C32

The initial perfect fullerene C32 consists of 
six squares and twelve hexagons (Fig. 1) so it 
was named a tetra6-hexa12 polyhedron. It has 
D4h symmetry. The fullerene was predicted 
together with its graph in Ref. [14], but the 
structure was not given.

First stage. Starting with this fullerene, it 
is possible to obtain its direct descendants with 
the help of the mechanism of dimer embedding 
into a hexagon. We have emphasized in our 

Fig. 1. Atomic structure and graphs of fullerenes C32, C34, C36, , C38, and C40
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The second imbedding transforms fullerene C34 
into fullerene C36. Similar to the previous case, 
one of two remaining hexagons transforms into 
two adjacent pentagons, its square neighbour 
into a pentagon, and its pentagon neighbour 
into a hexagon. As a result, the more symmet-
ric fullerene C36 with two-fold symmetry is ob-
tained. The fullerene is semi-perfect with two 
cells of three adjacent pentagons and belongs 
to C2 symmetry. The third embedding leads to 
the transition from fullerene C36 to fullerene 
C38. It eliminates one more hexagon and two 
its neighbours, a pentagon and a square, but in 
return creates an adjacent hexagon of another 
local orientation and a new pentagon. Again the 
fullerene becomes less symmetric. As fullerene 

Fig. 3. Scheme reflecting the main structural 
changes during the growth of fullerene C32.

Dimer embedding into a hexagon (a) transforms it into 
two adjacent pentagons (b)

previous papers that drawing the axonometric 
projections of fullerenes is a rather tedious 
procedure, but it allows avoiding many mistakes 
in subsequent reasoning. Constructing the 
graphs of fullerenes is easier than drawing the 
axonometric projections. Taking the structure 
as a basis and the graph of fullerene C32, we 
have obtained the fullerenes from C32 to C44 
(Figs. 1 and 2). To gain a better understanding 
of the mechanism of dimer embedding, its main 
features are given in the form of schematic 
representation (Fig. 3).

Let us analyze these figures. From the con-
figurations shown it follows that the first em-
bedding, which transforms fullerene C32 into 
fullerene C34, influences deeply only one of 
the hexagons and two of its square neighbours. 
This hexagon transforms into two adjacent 
pentagons and its square neighbors become 
pentagons; the fullerene C34 loses four-fold 
symmetry. It becomes an imperfect fullerene 
with C1 symmetry. At that, a cell which con-
tains four pentagons appears in the fullerene. 

Fig. 2. Atomic structure and graphs  
of fullerenes C40, C42, C44, C46, and C48

а) b)
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C34, fullerene C38 belongs to C1 symmetry. At 
last the fourth embedding restores D4h symme-
try. The perfect fullerene C40 obtained could 
be named a tetra2-penta8-hexa12 polyhedron 
where every two adjacent pentagons have the 
form of a bow tie. 

Second stage. Now the fullerene C40 is up 
against the problem that it can grow only at 
an angle to its main axis of symmetry, for 
example, by the way shown in Figs. 2 and 3. 
It is connected with the fact that embedding 
can be realized only normal to a direction 
along which a hexagon has two neighbouring 
mutually antithetic pentagons. During fur-
ther growth fullerenes C42, C44, C46, and C48 
(Figs. 2 and 3) are obtained. Similar to the 
first stage, the fullerenes with an odd number 
of embedded dimers are imperfect (C42 and 
C48, C1 symmetry), fullerene C44 having two 
embedded dimers is semi-perfect (C2 symme-
try) and fullerene C48 having four embedded 
dimers is perfect (four-fold D4 symmetry). It 
should be emphasized that in this case the 
number of embedded dimers is equal to the 
degree of symmetry. 

The structure of all the fullerenes obtained 
at the first and the second stages has one com-
mon feature. For visualization of this feature it 
is convenient to use the system of coordinates 
where the axis z, or the main axis of symmetry, 
passes through the centers of two squares. It is 
easy to verify that each square surrounded with 
four hexagons forms a cluster. The clusters are 
separated by other atoms creating an equator. 
It is worth to note that all the equator atoms 
are former dimer atoms. 

Bifurcation. In principle, any hexagon 
having two neighboring mutually antithetic 
pentagons is capable of embedding a dimer. 
However, it can embed a hexagon having not 
only two neighbouring mutually antithetic 
pentagons, but one pentagon and a mutually 
antithetic square. Such a possibility appears 
for all fullerenes formed at the second stage 
and leads to branching. The reason is con-
nected with the well-known fact: the less is 
the fullerene surface (or the curvature), the 
less is its distortion energy. In its turn the lo-
cal curvature is defined by the sum of adjacent 
angles having a common vertex. The larger is 
the sum, the less is the curvature, and there-

fore the less is the local stress concentration. 
We consider this possibility by the example of 
fullerene C44.

The fullerene C44 of configuration shown in 
Fig. 2 has eight hexagons, each of them having 
two vertices where the angle sum is 

90 + 2·120 = 330° .

Even a first embedding of a dimer into one 
of these hexagons increases the sum to 

2·108 + 120 = 336°,

and so decreases the curvature. 
Therefore the configuration can be more 

stable. Growing fullerene C46 is shown in 
Fig. 4. It continues until fullerene C52 is 
obtained. For visualization study of the growth 
it is convenient to use the same system of 
coordinates as before, where the axis z is the 
main axis of symmetry.

The structure of fullerene C52 is unusual. 
It is formed of eight hexagons along a 
meridian which divides the fullerene into 
two hemispheres, each of them containing 
two chains of three adjacent pentagons and 
two crosses of four hexagons. To gain a 
better understanding of this structure, the 
pentagon chains are specially marked in Fig. 
4. During the following growth (Fig. 5) the end 
pentagons of chains transform into hexagons 
and the middle pentagons become isolated. 
At the same time there appear pairs of two 
adjacent pentagons. The final result is fullerene 
C60. It contains four isolated pentagons and 
four pairs of two adjacent pentagons. Again 
to gain a better understanding of its structure, 
the isolated pentagons and pentagon pairs are 
specially marked in Fig. 5. 

Early similar isomers, containing four 
isolated pentagons and four pairs of two 
adjacent pentagons, were carefully studied with 
the help of the Avogadro visualization package 
[17]. The authors calculated the formation 
energies of the isomers and have found that the 
less are their surfaces, the less are their Gibbs 
free energies. The energy of a fullerene with 
four pairs of two adjacent pentagons on an 
equator (Fig. 6,a) differs from the energy of a 
fullerene with two pairs of adjacent pentagons 
on an equator and two pairs on a meridian (in 
limits of errors). 
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Fig. 4. Atomic structure and graphs of fullerenes C46, C48, C50 and C52.
Four chains of three adjacent pentagons in fullerene C52 are presented below

They were the least energies that exceed a 
little the energy of fullerene C70. In our case 
two pairs of adjacent pentagons form a zigzag  
(Fig. 6, b). It is worth to note that each two 
pairs are connected by means of either one 

bond or a pair of two bonds. This fullerene is 
one of four possible isomers containing four 
isolated pentagons and four pairs of two adjacent 
pentagons. The volume models of these isomers 
were constructed in Ref. [17]; all of them can 

Fig. 5. Atomic structure and graphs of fullerenes C54, C56, C58 and C60.
Four isolated pentagons and four pairs of two adjacent pentagons in fullerene C60 are shown below
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be imagined as being composed of one and 
the same pairs of clusters having different 
orientation. For this reason, we suppose that 
all four isomers, including the isomer obtained 
with the help of embedding modeling, have 
free energies being close enough.

Conclusion, discussion and prediction

Axonometric projections together with 
the corresponding graphs for tetra-hexa-cell-
equator fullerenes are constructed in the range 
from 32 to 60. Growth of fullerenes is studied on 
the basis of graph theory using the mechanism 
according to which a carbon dimer embeds 
in a hexagon of an initial fullerene. It leads 
to stretching and breaking the covalent bonds 
which are parallel to arising tensile forces. In 
this case, instead of the hexagon adjoining two 
pentagons, two adjacent pentagons adjoining 
two hexagons are obtained. As a result, there 
arises a new atomic configuration and there is 
a mass increase of two carbon atoms. 

We obtained direct descendants of the tetra-
hexa-cell-equator family beginning with C32; 
namely C34, C36, C38, C40, C42, C44, C46, C48, 
C50, C52, C54, C56, C58, and C60. Among them 
we can set off perfect symmetric fullerenes 
C32, C40, and C48. The symmetry can be easily 
discovered looking at their graphs. 

As pointed out in the Introduction, there 
is no clear and unique theory of fullerene 
growth. “The problem here is not the lack of 
imagination, because quite numerous models 
have been proposed. What is rather lacking is a 
model using quantities that might be evaluated 
and measured. Moreover, a theoretical model, 

in order to deserve its name, should lead to 
numerical predictions. In order to represent 
something more than a set of circular arguments, 
a model should predict more numerical values, 
parameters or functional relations than the 
number of input parameters” [18].

Let us consider to what degree our model 
developed on the basis of combination of 
graph theory and group theory meets these 
requirements.

Predictions. Modeling the growth of 
fullerenes originating from fullerene C24  
(D3h symmetry), we have obtained the perfect 
fullerenes C30 and C36 conserving three-fold 
symmetry. In the present study the found 
perfect fullerenes originating from fullerene 
C32 (D4h symmetry) and conserving four-fold 
symmetry are C40 and C48. The mass difference 
between successive fullerenes in the first 
case is Δm = 6, in the second case Δm = 8.  
It should be emphasized that in both cases the 
mass difference is equal to a double degree of 
symmetry. 

Suppose that this empirical rule is valid for 
fullerenes of other symmetries. We consider 
this possibility by the example of fullerenes C40 
and C48 designed in Ref. [14]. In the first case 
perfect fullerenes C50 and C60, the fullerenes 
conserving five-fold symmetry, can be obtained 
during the growth of fullerenes originating from 
fullerene C40 (D5h symmetry). In a similar way, 
during the growth of fullerenes originating from 
fullerene C48 (D6h symmetry) perfect fullerenes 
C60 and C72 conserving six-fold symmetry can 
be formed. Preliminary studies confirmed these 
predictions. 

а)

b)

Fig. 6. Arrangement of two pairs of adjacent pentagons: 
postulated (a) and modeled (b)
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Мелькер А.И., Крупина М.А. Геометрическое моделирование роста 
миди-фуллуренов от С

32
 до С

60
.

Аксонометрические проекции вместе с соответствующими графами для фуллеренов сконструи-
рованы в диапазоне от 32 до 60. Рост фуллеренов изучался на основе механизма, согласно которому 
углеродный димер внедряется в шестиугольник исходного фуллерена. Это приводит к растяжению 
и разрыву ковалентных связей, которые параллельны возникающим растягивающим силам. В этом 
случае вместо шестиугольника, смежного к двум пятиугольникам, возникают два  соседних пятиу-
гольника, смежные к двум шестиугольникам. В результате возникает новая конфигурация, и масса 
фуллерена увеличивается на два атома. Мы рассмотрели потомки фуллерена С32, а именно С2n, где 
n = 17 – 30.

фуллерен, моделирование, рост, углеродный димер, граф, структура.
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Отечественные волноводные лазеры серии LCD  
и некоторые аспекты их применения

В работе впервые рассмотрено влияние различных факторов на стабиль-
ность характеристик компактных волноводных СО2-лазеров серии LCD, вы-
пускаемых АО «Плазма» (Россия). Установлено, что угловые разъюстировки 
зеркал резонатора являются основной причиной относительной нестабильно-
сти излучения лазеров в частотном диапазоне 0 – 0,5 Гц. Лазеры работают при 
ВЧ-возбуждении и обладают выходной мощностью от 3 до 50 Вт в неселектив-
ном режиме генерации; они могут работать на фиксированной длине волны 
излучения или в режиме перестройки длины волны. Динамическое управление 
спектром излучения этих лазеров может осуществляться в автоматическом ре-
жиме по заданной программе с управлением встроенным сервоприводом от 
персонального компьютера.  Лазеры серии LCD могут использоваться в систе-
мах  мониторинга окружающей среды, а также в лидарах. 

Волноводный  СО2-лазер, зеркало резонатора, ВЧ-возбуждение, гетеро-
динный лидар, нестабильность мощности. 

Введение

Волноводные молекулярные СО2-лазеры 
широко применяются в промышленности, 
связи, экологии, медицине, военной техни-
ке и научных исследованиях. В связи с этим 
к ним  предъявляются требования высокой 
надежности, стабильности выходных пара-
метров, экономичности, малых габаритов. 
В открытом акционерном обществе «Плаз-
ма» [1] разработаны волноводные СО2-
лазеры с высокочастотным (ВЧ) возбужде-
нием (серия LCD – Laser (based on) Carbon 
Dioxide, т. е. лазер на двуокиси углерода), с 
выходной мощностью от 3 до 50 Вт в несе-
лективном режиме генерации. При работе 
на фиксированной длине волны мощность 
генерации варьируется от 1 до 30 Вт. Пере-
страиваемые по длинам волн волноводные 
лазеры имеют мощность излучения  5, 10  
Вт на наиболее интенсивных линиях 9R-, 

9P-, 10R- и 10P- ветвей. Общее количество 
линий составляет от 60 до 80.

Цель настоящей работы – анализ вы-
ходных характеристик волноводных СО2-
лазеров серии �����������������������   LCD��������������������    для выработки реко-
мендаций по перспективным направлениям 
их использования.

Характеристики волноводных СО2-лазеров 
серии LCD

Во всех приборах серии LCD заложены 
единые конструкторские и технологические 
решения [2]:

оптический волноводный резонатор 
U-образной складной конструкции;

металлокерамическая разрядная струк-
тура, обеспечивающая отвод тепла от раз-
ряда на внешнюю поверхность прибора, и 
симметричность конструкции, гарантирую-
щие стабильность параметров излучения;
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возбуждение высокочастотного разряда 
по схеме с одним центральным и двумя за-
земленными электродами, обеспечивающее 
малое межосевое расстояние между кана-
лами;

оптический узел поворотных зеркал, об-
ладающий малыми оптическими потерями 
и исключающий разъюстировку при работе 
излучателя в условиях жестких механокли-
матических воздействий;

рациональная технология сборки раз-
рядной структуры, обеспечивающая ее на-
дежную фиксацию в корпусе резонатора;

современная технология термовакуум-
ной обработки, обеспечивающая требуемые 
параметры надежности в условиях серий-
ного производства.

Приведем стандартный набор харак-
теристик волноводных СО2-лазеров серии 
LCD: 

мощность лазерного излучения – от 3 
до 50 Вт (варьируется за счет изменения 
протяженности усиливающей среды, а со-
ответственно, и длины излучателя);

нестабильность мощности излучения 
находится в пределах 3 – 5 %;   

распределение интенсивности в попе-
речном сечении пучка излучения – гауссо-
подобное (90 %-й эквивалент моды ТЕМ00,  
М 2 ≤ 1,1 – 1,2); 

диапазон перестройки по длине волны 
излучения – 9,2 – 10,8 мкм (может быть 
расширен при использовании изотопов мо-
лекулы СО2); 

кратковременная нестабильность часто-
ты излучения – не хуже 5·10–9 отн. ед. 

Приборы работают в отпаянном режи-
ме при типичном составе рабочей газовой 
смеси СО2 : СО : N2 : Не : Хе, они устойчи-
вы к механоклиматическим воздействиям 
по четвертой группе жесткости. В лазерах 
серии LCD используется ВЧ-возбуждение 
на рабочей частоте 81,36 МГц. Данное зна-
чение частоты является оптимальным для 
используемых разрядных структур с попе-
речным сечением 2,0 – 2,8 мм, поскольку 
приэлектродные слои значительно ýже раз-
рядного промежутка, а дальнейшее увели-
чение частоты приводит к проблеме про-
дольной неоднородности разряда [3]. 

Экспериментальные данные

Рассмотрим некоторые факторы, влия-
ющие на параметры излучения. Наиболь-
шая относительная нестабильность лазер-
ного излучения регистрируется в диапазоне 
0 – 0,5 Гц и связана, во-первых, с угло-
выми разъюстировками зеркал резонато-
ра; во-вторых, тепловые изменения длины 
резонатора приводят к смещению частоты 
генерации относительно контура усиления 
в активной среде. Это смещение приводит 
к изменению мощности генерации, причем 
чем короче резонатор, тем больше колеба-
ния мощности (рис. 1).

Для неволноводных лазеров, напри-
мер типа ЛГ-74, ЛГН-901, давление рабо-
чей газовой смеси составляет 20 – 30 Торр.  
В лазерах же типа LCD, по сравнению с 
неволноводными, давление рабочей газо-
вой смеси гораздо выше: 100 Торр и более; 
соответственно, ширина контура усиления 
достигает примерно 500 МГц. Кроме того, 
для складных резонаторов частотный ин-
тервал между соседними продольными мо-
дами резонатора в два раза меньше, чем для 
линейных (при одинаковой базовой длине 
излучателей). 

Сочетание двух указанных выше факто-
ров позволяет достичь гораздо меньшей не-

Рис. 1. Зависимость нестабильности мощности 
излучения разных волноводных СО2-лазеров, 

вызванной изменением их температуры,  
от длины резонатора. Экспериментальные 

точки представлены для лазеров марок LCD-X, 
где X = 1A,W (1), 5A (2), 10A,W (3),  

15A,W (4), 25 (5)
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стабильности мощности излучения без при-
менения специальных мер по стабилизации 
длины резонатора. К тому же волноводные 
лазеры менее критичны к разъюстировке 
оптических элементов, что также повышает 
стабильность выходных характеристик. 

Определенный интерес для практиче-
ских целей  вызывает возможность моду-
ляции мощности излучения за счет управ-
ления характеристиками высокочастотного 
емкостного разряда.

На рис. 2 приведена зависимость мощ-
ности лазерного излучения W от скваж-
ности Q управляющего сигнала на частоте 
модуляции 4 кГц.

На рис. 3 представлены формы им-
пульса излучения при различных частотах 
управляющего сигнала при скважности  
Q = 2 (частота следования импульсов 2 и 
5 кГц) и при Q = 5 (частота следования 
импульсов 10 кГц). Наборы параметров, 
представленные на рис. 3, это частота мо-
дуляции fm , частота следования импульсов 
ν, длительность импульсов τ.

При параметрах запускающих импуль-
сов, приведенных на рис. 3, наблюдается 
100%-я модуляция мощности излучения. 
Для обеспечения такой модуляции на ча-
стотах следования импульсов выше 10 кГц 
необходимо увеличить скорость разруше-

ния верхних рабочих уровней молекулы СО2 
после снятия импульсов накачки. С этой 
целью повышают общее давление рабочей 
газовой смеси относительно оптимальных 
значений, относительную долю гелия в ней 
и др. Как правило, это приводит к сниже-
нию выходной мощности излучения. 

Возможность непрерывной и дискрет-
ной перестройки частоты (длины волны) 
излучения волноводных СО2-лазеров реа-
лизуется за счет размещения дифракцион-
ной решетки в специальном оптическом 
узле [4, 5] и использования оптических ре-
зонаторов с выводом излучения в первый 
или нулевой порядки излучения. По же-
ланию потребителей перестройка по дли-
нам волн может осуществляться вручную с 
помощью микрометрического винта либо  Рис. 2. Зависимость мощности излучения  

лазера LCD-10W от скважности управляющего 
сигнала на частоте модуляции 4 кГц

Рис. 3. Формы импульсов излучения лазера 
LCD-1A при различных наборах параметров 

управляющего сигнала: fm  = ν = 2 кГц,  
τ = 250 мкс (a); fm  = ν = 5 кГц, τ = 100 мкс (b); 

fm  = ν = 10 кГц, τ = 19 мкс (c);  
Q = 2 (а, b) и 5 (с)

b)

c)

а)
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в автоматическом режиме по заданной про-
грамме с управлением встроенным серво-
приводом от персонального компьютера. В 
последнем случае скорость сканирования 
по всему диапазону не превышает единиц 
секунд (в зависимости от сложности алго-
ритма управления). 

Применение волноводных СО2-лазеров

При средствах обработки сигналов, орга-
низованных определенным образом, функ-
ции лазерных лидаров могут быть сделаны 
весьма гибкими [6]. Например, регистрация 
отраженного сигнала только на частоте, со-
ответствующей доплеровскому сдвигу, по-
зволяет выделить объекты, движущиеся с 
определенной скоростью, подавляя при 
этом отражения от неподвижных объектов. 
Если использовать «выборку» сигнала, со-
ответствующую отражению от объектов на 
заданном расстоянии, то можно также ис-
ключить фоновые изображения предметов 
вне изучаемой зоны пространства. Острая 
направленность луча и достаточно малая 
длина волны позволяют добиваться высо-
кого пространственного разрешения. С по-
мощью лазерных лидаров обеспечивается 
наблюдение малоразмерных предметов, на-
пример проводов линий электропередач с 
борта самолета или вертолета, производя-
щих полеты на малых высотах. 

Измерение концентраций молекул, кон-
троль примесей в атмосфере. Применение 
лазеров для газоанализа расширяется очень 
интенсивно и представляет сейчас доста-
точно развитое направление, отраженное 
во многих монографиях. Большие успехи 
достигнуты при использовании частотно-
перестраиваемых лазеров в инфракрасной 
области спектра. За исключением сравни-
тельно редких случаев, когда плотности 
молекул могут быть измерены по погло-
щению видимого света на переходах между 
различными электронными состояниями, 
для аналитических целей используются ме-
тоды поглощения в инфракрасной области 
спектра на колебательно-вращательных 
переходах. 

Ряд систем активной безопасности дви-
жущихся объектов (автомобили, самолеты  
и др.) основан на применении зондирую-

щих комплексов –  лидаров. В датчиках 
подобного типа с помощью когерентного 
лазерного излучения видимого и инфра-
красного диапазонов определяется рас-
стояние до находящегося впереди объекта 
(транспортного средства), а также его ско-
рость. Лидарные комплексы могут исполь-
зоваться для обнаружения, анализа состава 
и определения концентраций загрязняю-
щих примесей (веществ) в атмосфере, в зо-
нах транспортных магистралей различного 
назначения и др. 

В качестве примера рассмотрим рабо-
ту лазерного дальномера непрерывного 
действия с частотной модуляцией (рис. 4). 
Принцип его работы представлен на рис. 5. 
Излучение одного и того же лазера исполь-
зуется в качестве как опорного, так и зон-
дирующего, что достигается расщеплением 
на фотоприемнике луча с последующим 
смешением опорного излучения с излуче-
нием, отраженным от объекта.

Сперва рассмотрим случай, когда объ-
ект неподвижен относительно радара  
(см. рис. 5). В интервале времени ΔT (от Т1 

до Тm) частота F генерации лазера линейно 
меняется на величину ΔF от F1 до Fm. Пусть 
время, необходимое для прохождения све-
том пути R от лидара до объекта и обратно, 
равно 

Δt = T2 – T1 = 2 R/с.

За это время частота лазера изменится 
на величину Fδ = F2 – F1. Поэтому при сме-
шении местного и отраженного излучений 

Рис. 4. Функциональная схема лазерного  
дальномера непрерывного действия: 

1 – волноводный СО2-лазер, 2 –схема расщепления, 
3 – фотоприемное устройство, 4 – приемопередающая 

антенна, 5 – согласующее устройство, 6 – объект 
контроля
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на нелинейном фотоприемнике возника-
ют биения на частоте Fδ пропорционально 
расстоянию до объекта. Из рис. 5 видно, 
что FδF 2 / .mFR cTδ = ∆  Оценим погрешность 
измерения расстояния ΔR, связанную с 
конечной точностью определения частоты 
биений:

2
.

m

F R R
F

c Tδ

⋅ ∆ ± ∆
± δ = ⋅

Уширение спектра биений возникает 
из-за конечного времени их регистрации, 
определяемого интервалом частотного ска-
нирования. Пользуясь известными прави-
лами перехода от временнóго к частотно-
му описанию величин, величину δ можно 
определить как δ = Tm

–1
 , откуда  следует, 

что ΔR = c/2ΔF. Видно, что пространствен-
ное разрешение по лучу наблюдения опре-
деляется полосой частотной перестройки 
лазера. Отсюда и возникает интерес к при-
менению в лидарах волноводных лазеров 
с их широким диапазоном непрерывной 
перестройки.

Перестройка лазерной частоты дости-
гается сканированием длины резонатора с 
помощью одного из отражателей на пьезо-
элементе, электродинамическом устройстве 
и т. п. Разумеется, необходимо обеспечить 
линейность сканирования или учесть соот-
ветствующую нелинейность при обработке 
сигнала. 

Другое важное требование связано с ча-
стотной стабильностью лазера за короткие 
периоды времени. Характерный уровень 
стабильности, достаточный для примене-
ния в указанных целях, составляет для ви-
димого диапазона примерно 10–10 – 10–11 
при времени усреднения около 10–3 – 10–4 с;  
в  инфракрасной же области достаточно 
стабильности порядка 10–9 – 10–10. 

Одновременно с измерением расстоя-
ния та же система позволяет определять и 
скорость относительного движения объек-
та.  Для этого используется пилообразная 
модуляция частоты лазера. Диаграмма со-
ответствует сближению радара и объекта. 
Независимо от расстояния отраженный от 
объекта сигнал вследствие эффекта Допле-
ра имеет частотный сдвиг FD, который на-
кладывается на сдвиг FR, связанный с пере-
стройкой частоты лазера за время двойного 
прохода светом расстояния от радара до 
объекта. На участке с возрастанием часто-
ты генерации, частота биений будет состав-
лять

F+δ = FR – FD

(на падающем участке F–δ = FR + FD). 
Отсюда определяется доплеровский 

сдвиг и соответствующая ему скорость дви-
жения объекта. 

Лазерный лидар гетеродинный. На рис. 6  
представлена схема лазерного лидара на 

Рис. 5. Схема, поясняющая принцип действия лазерного дальномера  
в непрерывном режиме 

(представлена динамика изменения частоты генерации лазера)

(1)
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основе волноводного СО2-лазера.
Одномодовое излучение СО2-лазера 

1 линейно поляризовано, угол диаграм-
мы направленности составляет примерно 
1·10–3 рад. Для уменьшения расходимости 
и улучшения качества пучка излучение на-
правляется в телескоп  2, собранный по 
схеме Галилея из отрицательной и положи-
тельной линз. Линзы выполнены из ИК-
прозрачных материалов (ZnSe, AsGa, Ge и 
др.) с нанесением на рабочие поверхности 
специальных просветляющих покрытий в 
области 10,6 мкм. После телескопа 2 излу-
чение расщепляется на клиновидной пла-
стине 3 на зондирующий и опорный пуч-
ки в соотношении примерно 20:1. Деление 
пучка происходит на рабочей поверхности 
пластины, подбор коэффициента деления 
осуществляется нанесением соответствую-
щего покрытия. Вторая, «нерабочая», сто-
рона пластины просветлена на длину волны  
10,6 мкм. Клиновидность пластины обе-
спечивает устранение (увод в сторону) па-
разитных переотражений. Опорный пучок 
проходит через оптический клин и попа-
дает в акустооптический модулятор 4. По-
следний представляет собой германиевый 

монокристалл с наклеенным на него пье-
зокорректором. Поскольку пьезоэлемент 
создает частичное уплотнение среды, фор-
мируется частичная дифракция лазерного 
пучка. Плоскость его поляризации  парал-
лельна большой оси кристалла. Угол паде-
ния на боковую грань кристалла равен 2,2° 
относительно оптической оси. Благодаря 
геометрии кристалла, выходящий луч так-
же составляет угол 2,2° относительно той 
же оси. Подводимая к элементу мощность 
имеет порядок в единицы ватт. 

Частота управляющего напряжения вы-
бирается из диапазона 20 – 50 МГц. После 
акустооптического модулятора 4 излучение 
приобретает соответствующий частотный 
сдвиг, проходит пластину 5 (из селенида 
цинка), которая сдвигает фазу излучения на 
λ/2 и делает излучение s-поляризованным. 
Это преобразование необходимо для со-
гласования пучка с зондирующим пучком, 
возвращенным из атмосферы. После пла-
стины 5 излучение попадает на смеситель-
ное зеркало 8. 

В свою очередь, зондирующее 
р-поляризованное излучение (оно состав-
ляет примерно 90 – 95 % от общей мощ-

Рис. 6. Оптическая схема гетеродинного лидара:
1 – СО2-лазер; 2 – двукратный телескоп; 3 – делительное зеркало; 4 – акустооптический модулятор;  

5, 11 – пластины λ/2 и λ/4 соответственно; 6i – зеркала; 7 – брюстеровская пластина; 8 – смесительное  
зеркало; 9, 10 – фотоприемное устройство и его линза; 11, 12, 13 – отрицательная линза антенны, ее плоское 

и сферическое зеркала соответственно; MS (measuring space) – область измерительного объема
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ности лазерного излучения) направляется 
зеркалом 63 на поляризационную развязку, 
в качестве которой используется пластина 
7 (из германия), расположенная под углом 
Брюстера (примерно 76°). После развязки 
7 излучение поступает на пластину 11 (λ/4, 
из селенида цинка), которая преобразует 
линейно-поляризованное излучение в из-
лучение с круговой поляризацией. 

Формирование каустики измерительно-
го объема (MS) осуществляется антенной 
системой. Антенна формируется из отрица-
тельной линзы 12 с узлом перефокусиров-
ки. Зеркало 64 поворачивает пучок на 90° и 
направляет его в сферическое зеркало 13, 
которое формирует в пространстве измери-
тельный объем MS. 

Скорость движения частиц в изме-
рительном объеме равна скорости ветра. 
Фотоприемное устройство регистрирует 
соответствующую частоту перемещения 
интерференционных полос Fsum:

AOM ,sum VETRAF F F= +

где FAOM = 40 МГц;

2
,VETRA

V
F

c
ν⋅ ν ⋅

=

где ν = 200 МГ ц; Vν , c (м/с) – скорости 
ветра и света.

Сигнал частотой Fsum с выхода фото-
приемного устройства поступает в радио-
техническую часть схемы, где вычисляется 
скорость перемещения контролируемого 
объекта (ветер, автомобиль и пр.).

Заключение

В данной работе мы проанализирова-
ли возможные применения лазеров LCD 
для целей экомониторинга, исследовали 
их спектральные характеристики, оценили 
влияние внешних воздействий на стабиль-
ность спектра и уровень шумов лазерного 
излучения. На основе полученных данных 
выработаны рекомендации по применению 
этих лазеров в оптических схемах систем 
контроля экологической обстановки.(2)

(3)
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Payurov A.Ya., Bodrov A.I., Kyun V.V., Sipaylo A.A., Shishkanov E.F. HOME-
PRODUCED WAVEGUIDE LASERS OF THE LCD SERIES AND SOME FEATURES OF 
THEIR APPLICATION.

The influence of various factors on stability of the performance data of compact CO2 waveguide lasers 
(the LCD series) produced by Plazma JSC in Russia has been considered for the first time. An angular 
misalignment of cavity mirrors was found to be the main reason for the relative instability of the laser 
emission in the frequency range of 0 – 0.5 Hz. These lasers work under RF excitation and have a power 
output from 3 to 50 W in a non-selective oscillating mode. Lasers can work at the fixed emission wavelength 
or in the wavelength-change mode. Preprogrammed dynamic control of the laser’s emission spectrum can 
be carried out in the automatic mode using the built-in servo-driver from the personal computer. The CO2 
waveguide lasers of the LCD series can be used in laser lidar systems, particularly, for observation of small-
sized objects and monitoring of the environment. 

CO2 waveguide laser, cavity mirror, RF excitation, lidar, LCD series.
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ОПТОВОЛОКОННЫЙ ДОПЛЕРОВСКИЙ  
ДАТЧИК СКОРОСТИ ПОТОКА КРОВИ

Описан макет оптоволоконного доплеровского измерителя скорости по-
тока крови, принцип действия которого основан на регистрации доплеров-
ского сдвига частоты рассеянного излучения одночастотного, одномодового 
полупроводникового лазера. Излучение вводилось в макет кровеносного со-
суда с помощью оптоволоконного зонда.  Проведено измерение характеристик 
разработанного аппарата. Продемонстрировано, что созданное устройство по-
зволяет надежно измерять скорость потока крови в сосудах путем введения 
в них оптоволоконного зонда. Точность измерения определяется точностью 
применяемого регистрирующего оборудования. Характеристики такого устрой-
ства, полученные на макете кровеносного сосуда, вполне удовлетворяют всем 
современным требованиям.

сенсор, датчик, оптоволокно, интерферометрия, СКОРОСТЬ ПОТОКА КРО-
ВИ, ПОЛУПРОВОДНИКОВЫЙ ЛАЗЕР. 

Исследование объемного кровотока 
имеет более чем полувековую историю и 
применяется к клинической практике для 
измерения скорости кровотока во время 
операций с 20-х годов прошлого столетия. 
Впервые метод регистрации объемного 
кровотока был предложен в работе Рейна 
[1]. Позднее была развита радионуклидная 
диагностика, были созданы бесконтактные 
электромагнитные и ультразвуковые изме-
рители потока. Эти методы применяются 
до настоящего времени.

Использование лазерного излучения, 
которое можно вводить в кровеносный со-
суд с помощью оптоволоконного светово-
да, расширяет возможности традиционных 
методов.  Измерение спектра флуктуаций 
интенсивности при квазиупругом рассея-
нии лазерного излучения от движущихся 
клеток позволяет определять скорость их 
движения и другие параметры при помощи 

эффекта Доплера [2].   
Технический прогресс в физике лазе-

ров, электронике, вычислительной тех-
нике открывает новые возможности для 
реализации приборов с улучшенными ха-
рактеристиками: повышенной точностью 
измерений, низким энергопотреблением, 
компактностью, с увеличенным сроком 
службы.

В данной работе был сконструирован 
макет оптоволоконного доплеровского из-
мерителя скорости потока крови, принцип 
действия которого основан на регистрации 
доплеровского сдвига частоты рассеянного 
излучения одночастотного одномодового 
полупроводникового лазера, введенного в 
кровеносный сосуд с помощью оптоволо-
конного зонда, и проведено измерение его 
характеристик на макете кровеносного со-
суда. 

Работа прибора основана на лазерной 
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интерферометрии, широко используемой в 
промышленных и лабораторных условиях 
для измерения смещения, скорости твер-
дых и жидких объектов, вибрации и рас-
стояния.  Применяемая в данной работе 
внутрирезонаторная лазерная автодинная 
интерферометрия, при которой излучение 
полупроводникового инжекционного ла-
зера, рассеянное объектом, вводится об-
ратно в резонатор, впервые предложена в 
1986 году в работах [3, 4]. К достоинствам 
такого подхода можно отнести компакт-
ность конструкции, использование встро-
енного в лазерный модуль фотодиода для 
регистрации сигнала, высокая чувстви-
тельность, которая при охлаждении моду-
ля может быть доведена до работы устрой-
ства в режиме счета отдельных фотонов, 
возможность дистанционного измерения, 
в том числе и от диффузно рассеивающих 
объектов.

Оптическая обратная связь в лазерных 
диодах ранее интенсивно изучалась как 
теоретически, так и экспериментально.  
В статье [5] была предложена классифика-
ция различных режимов обратной связи, 
рассмотрено изменение спектров излуче-
ния, изучены шумовые характеристики. 
В работе [6] был выполнен теоретический 
анализ режимов автодинного детектирова-
ния. 

Рассеянное лазерное излучение с часто-
той ω, сдвинутое по частоте на ∆ω вслед-
ствие эффекта Доплера, попадает обратно в 
оптоволокно, усиливается во время прохо-
да лазерной среды, интерферирует с исхо-

дным излучением частоты ω, и амплитудно-
модулированный сигнал с частотой ∆ω 
регистрируется встроенным фотоприемни-
ком (рис. 1).

В общем случае это рассеянное излуче-
ние изменяет порог генерации лазера, что 
приводит к модуляции амплитуды и фазы 
лазерного излучения. Кроме того, посколь-
ку изменение порога генерации связано с 
плотностью носителей, меняется и спектр 
лазерного излучения. Временная шкала 
этого изменения лежит в субнаносекунд-
ной области.

Аналитическое стационарное уравне-
ние, описывающее эту модуляцию, имеет 
следующий вид:

0( ) (1 ( )),P P mFφ = + φ

где P0 – исходная мощность лазерного из-
лучения, m – параметр модуляции, F(φ) – 
периодическая функция изменения фазы φ. 

Параметр модуляции и форма функции 
F(φ) зависят от так называемого параметра 
обратной связи C [6]:

21
,

las las

C ks
L n
+ α

=

где α – фактор уширения лазерной линии; 
Llas –длина резонатора; nlas – показатель 
преломления лазерной среды; k – коэффи-
циент, равный

2

2

1
.

R
k

A R

−ε
=

Здесь 1ε ≤  – разница между исходной 
и рассеянной модами; A – полное ослабле-
ние мощности излучения вне резонатора; 
R2 – коэффициент отражения выходного 
зеркала лазера (см. рис. 1). 

Таким образом, значение параметра С 
зависит как от степени обратной связи, так 
и от расстояния s до рассеивающего объек-
та. Указанный параметр определяет режим 
обратной связи. В нашем случае C << 1, 
режим обратной связи является очень сла-
бым, функция имеет форму косинуса, а ин-
декс .m A<<

Аналитическое выражение для сигнала 
биений, который регистрируется фотопри-
емником, для случая C << 1 имеет вид [7]:

Рис. 1. Схема метода автодинной лазерной 
интерферометрии [7]:

1 – мониторный фотодиод, 2 – лазерный диод,  
3 – рассеивающий объект; P0, Pr – исходная  

и рассеянная мощности лазерного излучения;  
ηPD – квантовая эффективность фотодиода;  

R2 – коэффициент отражения выходного зеркала 
лазера 

(1)

(2)
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где ηPD = ηcηq (произведение квантовой эф-
фективности ηc встроенного фотодиода на 
коэффицент связи ηq): τp – время жизни 
фотона в резонаторе; τlas – время обхода ре-
зонатора; I, Ith – соответственно ток накач-
ки и пороговый ток; N0/Nth – отношение 
рабочей плотности носителей к их порого-
вой плотности (обычно оно равно 0,8). 

Амплитуда сигнала SI измеряется как 
отношение от пика до пика при изменении 
фазы рассеянного излучения на 2π.

Рассчитанные в работе [5] зависимости 
сигнала биений от ослабления мощности 
показали широкий диапазон линейного 
отклика, ограниченный снизу отношени-
ем сигнал/шум. Для нашей системы шумы 
фототока, основной составляющей которых 
является дробовой шум, определяются вы-
ражением

2
PD 02 ,n

q
I q FP B

h
= η

ν

где B – диапазон частот измерений; F – 
шумовой фактор фотоприемника по срав-
нению с идеальным (F = 2); ηPD − кванто-
вый выход фотоприемника.

Для нашей системы коэффициент осла-
бления  A ≈ 10–12. 

Для лазера с внешним брэгговским ре-
зонатором, применяемым в данной работе, 
значения параметров следующие: Llas = 1 см;  
τp = 1,9 пс; R2 = 0,35. Полоса частот, не-
обходимая для регистрации доплеровского 
сигнала, составляла около 2 МГц. Отноше-
ние сигнал/шум, рассчитанное с использо-
ванием выражений (3), (4), составило при-
мерно 26 дБ. 

Основой прибора был модуль полупро-
водникового лазера BLD-790-14BF [7]. Этот 
модуль представляет собой одночастотный 
одномодовый лазер с длиной волны 790 нм 
при 25°C, выходной мощностью 20 мВт, 
пороговым током 80 мА, рабочим током 
100 мА, с волоконным выходом и разъемом 
типа FC на конце одномодового волок-
на. Устройство лазерного модуля с внеш-
ним волоконным брэгговским резонатором 
представлено на рис. 2.

К выходному разъему присоединен опто-

(3)

Рис. 2. Устройство лазерного модуля с внешним волоконным брэгговским резонатором: 
1 – лазерный диод, 2 – контрольный фотодиод, 3 – холодильник Пельтье, 4 – терморезистор,  

5 – вывод, 6 – силовой элемент, 7 – корпус прибора

(4)
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волоконный зонд, выходной торец которо-
го погружен в поток жидкости, содержащей 
частицы (рис. 3, а). Рассеянное в пробном 
объеме (рис. 3, b) лазерное излучение с ча-
стотой ω, сдвинутое по частоте на ∆ω вслед-
ствие эффекта Доплера, попадает обратно 
в оптоволокно, усиливается за один проход 
через активную среду примерно в 1000 раз, 
интерферирует с исходным излучением с 
частотой ω, и амплитудно-модулированный 
сигнал с частотой ∆ω регистрируется встро-
енным фотоприемником. 

Питание лазерного диода осуществля-
лось от источника тока. Все детали прибо-
ра размещены в полистирольном корпусе 

размером 120 × 100 × 35 мм, на передней 
панели которого расположен оптический 
разъем для подключения стандартного ме-
дицинского оптоволоконного зонда.

Приготовление жидкости, моделирую-
щей несколько параметров крови (вязкость, 
концентрация и размер частиц), проводи-
лось по рецепту, приведенному в работе  
[8]. Исходный раствор представлял собой 
водно-глицериновую смесь в концентрации 
10:1, в которую были добавлены красная 
краска (гуашь) из расчета 10 г/л и хлорид 
натрия в концентрации 13,5 г/л. Глицерин 
увеличивает вязкость жидкости до 1,3 Па۰ с,  
а хлорид натрия – ее проводимость. По-
вышение проводимости необходимо для 
надежного сопоставления результатов из-
мерений, выполненных оптическим и маг-
нитоиндукционным методами.

Скорость жидкости в трубке измеряли 
по времени заполнения мерной кюветы 
объемом  250 мл (использовали секундо-
мер). Эта скорость составляла  17,3 см/с 
при разности высот расположения емкостей 
в 65 см. Сигнал с выходного разъема ка-
беля регистрировался осциллографом типа 
RIGOL DS1204B (цифровой осциллограф, 
который позволяет производить математи-
ческие операции с измеряемым сигналом в 
реальном времени).

Осциллограмма сигнала датчика пред-
ставлена на рис. 4 (вверху). Видно, что 

Рис. 3. Схемы ввода оптоволоконного зонда  
в макет сосуда (а) и геометрии измерений (b):

1 – излучающее волокно с сердцевиной,  
2  – пробный объем, 3 – максимальное измеряемое 

расстояние для рассеянного назад света;  
4 – инъекционная игла, 5 – оптическое волокно,  

6 – светорассеивающие частицы; стрелка S  
указывает направление потока жидкости (диаметр 

сосуда – 3 мм)

а)

b)

Рис. 4. Пример временного сигнала  
доплеровского сдвига частоты (вверху)  

и его спектр (внизу) на экране осциллографа; 
скорость потока жидкости – 1,7 см/с



68

Научно-технические ведомости СПбГПУ. Физико-математические науки 10(1) 2017

форма сигнала близка к синусоидальной. 
Отношение сигнал/шум (оценка по сигна-
лам) составило 22 дБ.

Измерение спектра (представлен на  
рис. 4, внизу), выполненное в режиме бы-
строго преобразования Фурье, позволило 
сразу получить частоту сигнала и пере-
считать ее в значение скорости в режиме 
математических операций. При разности 
высот двух емкостей в 5,5 см, при которой 
скорость потока жидкости составляла око-
ло 1,5 см/с, частота доплеровского сдвига 
составила 310,6 кГц, а при разности высот 
в 55 см – 3,1 МГц, что соответствует ско-
рости потока 17 см/с.

Минимальная скорость, регистрируе-
мая прибором, была рассчитана при отно-
шении сигнал/шум, равном 3, и составила 

0,02 см/с. Максимальная скорость должна 
ограничиваться либо полосой пропускания 
регистрирующей электроники, либо частот-
ными характеристиками фотоприемника, 
встроенного в лазерный модуль.  

Таким образом, создан и опробован ма-
кет прибора, позволяющий надежно и с 
достаточной точностью измерять скорость 
потока крови в сосудах путем введения в 
них оптоволоконного зонда. Характеристи-
ки такого устройства, полученные на маке-
те кровеносного сосуда, вполне удовлетво-
ряют всем современным требованиям. 

Данная работа выполнена при частич-
ной финансовой  поддержке грантами РФФИ  
16-32-80032, 16-02-00694 и Программой Прези-
диума РАН I.39П.
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The mock-up of а fiber-optic Doppler blood flow-velocity sensor has been made and described. The 
principle of its operation is based on the recording of the Doppler shift of scattered radiation of a monofre-
quent single-mode semiconductor laser. The radiation was inserted into a blood vessel model using a fiber-
optic probe.  The performance data of the mock-up in the blood vessel model was measured. The designed 
apparatus was shown to make possible the reliable measurement of the blood flow velocity in the blood 
vessels through inserting the fiber optic probes. The measurement accuracy depends on the accuracy of the 
used recording equipment. The performance data of the designed apparatus, that obtained using the blood 
vessel model, meets all modern requirements.
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Квазиполиномиальные трехмерные электрические  
и магнитные потенциалы, однородные по Эйлеру

Электрические и магнитные поля, однородные по Эйлеру, являются удоб-
ным инструментом для разработки электронно-  и ионнооптических систем. 
Принцип подобия траекторий в таких полях, который впервые применил 
Ю.К. Голиков, позволяет более осмысленно и целенаправленно синтезировать 
спектрографические корпускулярно-оптические системы при использовании по-
лей, принадлежащих этому классу. Данная работа посвящена рассмотрению трех-
мерных гармонических функций, однородных по Эйлеру, которые могут быть 
представлены в виде полинома конечной степени по одной из переменных.

однородная по Эйлеру функция, принцип подобия траекторий, оптика 
заряженных частиц.

Введение

Электростатическое поле является од-
нородным по Эйлеру, если напряженность 
электрического поля E(x,y,z) как функция 
пространственных координат удовлетворя-
ет тождеству 

1( , , ) ( , , ),kx y z x y z−λ λ λ ≡ λE E

где k – порядок однородности, в области, 
в которой происходит движение заряжен-
ных частиц, при всех коэффициентах λ > 0  
[1, 2]. 

Магнитостатическое поле является од-
нородным по Эйлеру, если индукция маг-
нитного поля B(x, y, z) как функция про-
странственных координат удовлетворяет 
тождеству

1( , , ) ( , , )kx y z x y z−λ λ λ ≡ λB B

в области, в которой происходит движение 

заряженных частиц, при всех λ > 0. 
При k ≠ 0 скалярный потенциал, опи-

сывающий соответствующее электрическое 
или магнитное поле, является функцией, 
однородной по Эйлеру, с порядком одно-
родности, равным k. В случае полей, од-
нородных по Эйлеру с нулевым порядком 
однородности, скалярный потенциал есть 
функция, также однородная по Эйлеру с 
нулевым порядком, с точностью до адди-
тивной логарифмической добавки вида 

2 2 2
0 ln( ).U z x y z+ + +

Однородные по Эйлеру электростатиче-
ские и магнитные поля являются полезным 
инструментом для синтеза корпускулярно-
оптических систем с априорно гарантиро-
ванными полезными свойствами [3 – 6].  
В частности, на базе этих полей можно 
сконструировать спектрографические си-
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стемы с идеальными характеристиками  
[7 – 12], поскольку выполняется принцип 
подобия траекторий. 

Для нашего исследования выберем 
электрические поля, обладающие плоско-
стью симметрии z = 0, т. е. электрический 
потенциал 

( , , ) ( , , )U x y z U x y z− ≡

– суть симметричная функция от коорди-
наты z. В этом случае нормальная компо-
нента напряженности электрического поля 
в плоскости симметрии обращается в нуль: 

0( , , 0) ( ( , , ) ) 0.z zE x y U x y z z == − ∂ ∂ =

Магнитные поля в нашем рассмотрении 
будут антисимметричными, и скалярный 
магнитный потенциал 

( , , ) ( , , )x y z x y zΦ − ≡ −Φ

– суть антисимметричная функция от коор-
динаты z, так что Φ(x, y, 0) ≡ ��������������0, а тангенци-
альные компоненты индукции магнитного 
поля в плоскости симметрии обращаются 
в нуль: 

0( , , 0) ( ( , , ) ) 0,x zB x y x y z x == − ∂Φ ∂ =

0( , , 0) ( ( , , ) ) 0.y zB x y x y z y == − ∂Φ ∂ =

В этой работе рассмотрены трехмерные 
гармонические потенциалы, однородные 
по Эйлеру, представленные в виде полино-
мов конечной степени относительно одной 
из декартовых координат. Аналитическая 
теория этих потенциалов, названных нами 
квазиполиномиальными, дается в последо-
вательном и замкнутом виде и обсуждается 
впервые.

Общая формула для планарных  
потенциалов, однородных по Эйлеру  

(частный случай)

Потенциалы полей в электронной опти-
ке обычно строятся как решение тех или 
иных краевых задач для решения уравне-
ния Лапласа. В случае планарных электри-
ческих полей U(x,y) решается двумерное 
уравнение вида

0.xx yyU U+ =

Если использовать общую теорию ана-
литических функций комплексного пере-

менного, теснейшим образом связанную 
с уравнением Лапласа, то решение можно 
получить без сложных выкладок. 

Для описания двумерных Лапласовых 
полей в электростатике обычно вводят ана-
литическую функцию комплексного пере-
менного – комплексный потенциал следу-
ющего вида [13]:

( ) ( , ) ( , ),x y iU x y x iyΩ ω = Φ + ω = + ,

где Φ и U – сопряженные функции, связан-
ные системой Коши – Римана, а именно

,x y y xU UΦ = Φ = −

и

0, 0.U∆Φ = ∆ =

Функции Φ и U – суть решения уравне-
ния Лапласа; линии U = �����������������const������������ (эквипотен-
циали) и Φ = const (силовые линии поля) 
вместе образуют на плоскости ортогональ-
ную сетку. Функция U(x,y) – обычный 
скалярный потенциал, вводимый в элек-
тродинамике, через который вектор напря-
женности поля выражается формулой

grad ( , ).U x y= −E

С помощью системы (2) и комплексно-
го дифференцирования по ω вектор поля в 
комплексной форме запишется в виде

1 2( , ) ( , ) ,
d

E E x y iE x y i
d
Ω = + =  ω 

где черта означает комплексное сопряже-
ние.

Теперь построим потенциалы нужных 
нам двумерных спектрографических сред 
(потенциалы являются однородными функ-
циями по Эйлеру). Рассмотрим функцию 

( )Ω ω  вида

1 2, .kc c c icΩ = ω = +

Полагая

2 2

,

, arctg ,

ix iy re

y
r x y

x

γω = + =

= + γ =

получим

1 2

1 2

1 2

( ) (cos sin )

( cos sin )

 ( sin cos ),

k

k

k

c ic r k i k

iU r c k c k

ir c k c k

Ω = + γ + γ =

= Φ + = γ − γ +

+ γ + γ

(1)

(2)

(2а)
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1 2

1 2

1 2

( ) (cos sin )

( cos sin )

 ( sin cos ),

k

k

k

c ic r k i k

iU r c k c k

ir c k c k

Ω = + γ + γ =

= Φ + = γ − γ +

+ γ + γ

и, следовательно, 

1 2( sin cos ).kU r c k c k= γ + γ

Выражение (3) дает нам наиболее об-
щий вид двумерной, однородной по Эйлеру 
гармонической функции. Для дальнейшего 
нашего исследования выберем две формы: 
симметричную и антисимметричную. Пер-
вая – это структура вида 

2 2
0( , ) ( ) cos arctg ,k

C

y
U x y U x y k

x
  = +   

  

причем полагаем, что 2 0 1, 0.c U c= =  Вто-
рая, антисимметричная, имеет вид 

2 2
0( , ) ( ) sin arctg ,k

S

y
U x y U x y k

x
  = +   

  

и полагаем 1 0 2, 0.c U c= =
В роли двумерных зеркал для электро-

статического энергоанализатора, работаю-
щего в режиме спектрографа, электриче-
ские потенциалы вида (2) исследовались 
в работах [4, 9, 14, 15] для случая, когда 
потенциал не зависит от координаты z, а 
основное движение заряженных частиц 
происходит в плоскости OXY.

Квазиполиномиальные поля (общий случай)

Рассмотрим класс полей с трехмерными 
однородными потенциалами, на базе кото-
рых можно построить спектрографические 
электрические и магнитные системы. Гене-
рировать новые потенциальные структуры 
будем по следующей схеме. 

Построим трехмерные потенциалы в виде 
полинома конечной степени 2n или 2n – 1 
одной из декартовых координат (например, 
y) с коэффициентами, которые являются 
однородными функциями соответствующе-
го порядка от двух других координат: x и z. 
Основная задача состоит в том, чтобы най-
ти вид этих функций-коэффициентов, по-
лагая, что их аналитическая форма должна 
быть либо симметричной, как выражение 
(4), либо антисимметричной, как (5). Ука-
занные потенциалы распадаются на два не-
пересекающихся семейства: полиномы по 
четным степеням и полиномы по нечетным 
степеням:

2
0, 2, 2

2
2 , 2

1
( , , ) ( , ) ( , )

2 !
1

... ( , ),
(2 ) !

k k

n
n k n

U x y z U x z y U x z

y U x z
n

−

−

= − +

±



1, 1

3
3, 3

2 1
2 1, 2 1

( , , ) ( , )

1
( , )

3 !
1

... ( , ).
(2 1) !

m

m

n
n m n

U x y z yU x z

y U x z

y U x z
n

−

−

+
+ − −

= −

− +

±
+



В качестве небольшого отступления от 
основной канвы изложения отметим следу-
ющее. Прямой подстановкой в трехмерное 
уравнение Лапласа легко проверить, что 
каждый из двух полиномов по отдельности 
тоже будет гармонической функцией, если 
гармоническую функцию (она представляет 
собой полином конечной степени от коор-
динаты y) разбить на сумму двух полиномов 
по четным и по нечетным степеням y. Этот 
результат следует из того, что те рекуррент-
ные соотношения для множителей при раз-
личных степенях y, которые должны быть 
выполнены, чтобы полином в целом был 
гармонической функцией, не пересекаются 
для четных и для нечетных степеней y.

Далее, если в качестве функций 

, ( , )j k jU x z−  или , ( , )j m jU x z−  выбираем сим-
метричные функции аргумента z с порядком 
однородности k – j или m – j соответствен-
но, то в результате построения получаем ва-
риант электрического потенциала. Если же 
функции антисимметричные, то получаем 
конфигурацию магнитного потенциала. 

Фактически можно вести решение по 
двум независимым направлениям. 

Сначала рассмотрим разложение (6) по 
четным степеням для симметричного по-
тенциала, используя четную функцию в ка-
честве базовой. 

Подставим разложение (6) в трехмерное 
уравнение Лапласа

0xx yy zzU U U+ + =

и сгруппируем вместе члены при одинако-
вых степенях y. 

В силу равенства нулю всего выраже-
ния, коэффициенты при разных степенях y 
должны обнуляться; тогда получаем цепоч-

(3)

(4)

(5)

(6)

(7)
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ку следующих равенств: 
2 2

0, 0,
2, 22 2

,k k
k

U U
U

x z −

∂ ∂
+ =

∂ ∂
2 2

2, 2 2, 2
4, 42 2

,k k
k

U U
U

x z
− −

−

∂ ∂
+ =

∂ ∂

...............................................,

2 2
2 2, 2 2 2 2, 2 2

2 , 22 2
,n k n n k n

n k n

U U
U

x z
− − + − − +

−

∂ ∂
+ =

∂ ∂
2 2

2 , 2 2 , 2

2 2
0.n k n n k nU U

x z
− −∂ ∂

+ =
∂ ∂

В качестве генерирующей функции 
возьмем однородную по Эйлеру гармони-
ческую функцию со степенью однородно-
сти p = k – 2n, и это будет коэффициент 
при старшей степени y2n: 

2 , 0( , ) cos .p
n pU x z U r p= γ

После этого множитель 2 2, 2( , )n pU x z− +  
при степени y2n–2 можно найти, решив урав-
нение  Пуассона с правой частью 2 , ( , )n pU x z  
и условием быть симметричной по коорди-
нате z. Как легко проверить, такая функция 
будет иметь вид

2
2 2, 2 1 0

2
1

( , ) cos

 cos( 2) ,

p
n p

p

U x z cU r p

U r p

+
− −

+

= γ +

+ + γ

где U1  – свободная константа, а c1 под-
бирается так, чтобы результат удовлетво-
рял уравнению Пуассона с функцией вида 

0 cospU r pγ  в правой части. Множитель 

2 2, 4( , )n pU x z− +

при степени y2n–2 (8) получится уже в виде 
4

2 2, 4 1

4 4
2 2

( , ) cos

 cos( 2) cos( 4) ,

p
n p

p p

U x z d r p

d r p U r p

+
− −

+ +

= γ +

+ + γ + + γ

где U1 будет свободной константой. 
Константа d2 подбирается так, чтобы 

обеспечить совпадение с членом 
2

1 cos( 2)pU r p+ + γ

в правой части уравнения Пуассона, а кон-
станта d1 – с членом 

2
1 0 cospcU r p+ γ

в правой части уравнения Пуассона. 

Описанная процедура продолжается, 
пока цепочка рекуррентных вычислений не 
замкнется на первом члене разложения (8). 
Формулы для нечетных степеней y  и для 
антисимметричных потенциалов конструи-
руются аналогичным образом. 

Свободные константы U1, U2, …, как 
легко видеть, соответствуют однородным 
по Эйлеру потенциалам меньшей степени. 
Эти константы, за исключением старшего 
коэффициента U0, можно без ограничения 
общности положить равными нулю. В ито-
ге конструируем набор линейно независи-
мых базисных функций с последовательно 
возрастающими степенями полиномов.    

Далее приведены выражения для одно-
родных по Эйлеру симметричных и анти-
симметричных потенциалов, которые могут 
служить спектрографическими средами; за-
метим, что порядок однородности k не обя-
зан быть целым числом. 

Потенциалы, симметричные по ����������z��������� и с чет-
ными степенями y:

0 ( , , ) cos ;kU x y z k r+ = γ ⋅

2 2
2 ( , , ) cos( 2) ;

2( 1)

k
k r

U x y z k y r
k

+ − 
= − γ ⋅ − − 

4

2 2
4 4

( , , ) cos( 4)

3 3
;

( 3) 4( 3)( 2)

k k
k

U x y z k

y r r
y r

k k k

+

−
−

= − γ ×

 
× − + − − − 

4 4
6 6

6

2 2

15
( , , ) cos( 6)

2( 5)

45 15
;

4( 5)( 4) 8( 5)( 4)( 3)

k
k

k k

y r
U x y z k y r

k

y r r
k k k k k

−
+ −

−


= − γ ⋅ − + −


+ − − − − − − 

6 6
8 8

8

4 4 2 2

14
( , , ) cos( 8)

( 7)

105 105
2( 7)( 6) 2( 7)( 6)( 5)

105
… .

16( 7)( 6)( 5)( 4)

k
k

k k

k

y r
U x y z k y r

k

y r y r
k k k k k

r
k k k k

−
+ −

− −


= − γ ⋅ − + −

+ − +
− − − − −


+ − − − − 

Потенциалы, симметричные по ���������z�������� и с не-
четными степенями y:

1 ( , , ) cos( 1) ;kU x y z k yr+ = − γ ⋅

(8)

(9)
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1
3 3

3

3
( , , ) cos( 3) ;

2( 2)

k
k yr

U x y z k y r
k

−
+ − 

= − γ ⋅ − − 

5

3 3 1
5 5

( , , ) cos( 5)

5 15
;

( 4) 4( 4)( 3)

k k
k

U x y z k

y r yr
y r

k k k

+

− −
−

= − γ ×

 
× − + − − − 

5 5
7 7

7

3 3 1

21
( , , ) cos( 7)

2( 6)

105 105
;

4( 6)( 5) 8( 6)( 5)( 4)

k
k

k k

y r
U x y z k y r

k

y r yr
k k k k k

−
+ −

− −


= − γ ⋅ − + −


+ − − − − − − 

7 7
9 9

9

5 5 3 3

18
( , , ) cos( 9)

( 8)

189 315
2( 8)( 7) 2( 8)( 7)( 6)

945
... .

16( 8)( 7)( 6)( 5)

k
k

k k

k

y r
U x y z k y r

k

y r y r
k k k k k

yr
k k k k

−
+ −

− −


= − γ ⋅ − + −

+ − +
− − − − −


+ − − − − 

Потенциалы, антисимметричные по z  
и с четными степенями y:

0 ( , , ) sin ;kU x y z k r− = γ ⋅

2 2
2 ( , , ) sin( 2) ;

2( 1)

k
k r

U x y z k y r
k

− − 
= − γ ⋅ − − 

4

2 2
4 4

( , , ) sin( 4)

3 3
;

( 3) 4( 3)( 2)

k k
k

U x y z k

y r r
y r

k k k

−

−
−

= − γ ×

 
× − + − − − 

4 4
6 6

6

2 2

15
( , , ) sin( 6)

2( 5)

45 15
;

4( 5)( 4) 8( 5)( 4)( 3)

k
k

k k

y r
U x y z k y r

k

y r r
k k k k k

−
− −

−


= − γ ⋅ − + −


+ − − − − − − 

6 6
8 8

8

4 4 2 2

14
( , , ) sin( 8)

( 7)

105 105
2( 7)( 6) 2( 7)( 6)( 5)

105
… .

16( 7)( 6)( 5)( 4)

k
k

k k

k

y r
U x y z k y r

k

y r y r
k k k k k

r
k k k k

−
− −

− −


= − γ ⋅ − + −

+ − +
− − − − −


+ − − − − 

Потенциалы, антисимметричные по z  
и с нечетными степенями y:

1 ( , , ) sin( 1) ;kU x y z k yr− = − γ ⋅

1
3 3

3

3
( , , ) sin( 3) ;

2( 2)

k
k yr

U x y z k y r
k

−
− − 

= − γ ⋅ − − 

5

3 3 1
5 5

( , , ) sin( 5)

5 15
;
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k k
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−

= − γ ×

 
× − + − − − 

5 5
7 7

7

3 3 1
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;
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k
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k
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
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189 315
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На рис. 1 – 4 представлены эквипотен-
циальные поверхности полей из списка, 
представленного формулами (9) – (12). 

C��������������������������������  имметричность или антисимметрич-
ность функции по соответствующей коор-
динате полностью эквивалентны разложе-
нию потенциала в ряд только по четным 
или только по нечетным степеням коорди-
наты. Поэтому при синтезе корпускулярно-
оптических систем нужного типа можно 
использовать выражения (9) – (12) в «раз-
вернутом» варианте, когда координаты y и 
z меняются местами. Однако главной пло-
скостью, в которой происходит основное 
движение частиц, по-прежнему остается 
плоскость OXY. Такие развернутые конфи-
гурации двумерных электростатических и 
магнитостатических зеркал применитель-
но к задаче синтеза электронных спек-
трографов с идеальными характеристика-
ми рассматривались, например, в работах  
[4, 7 – 10].

Заключение

В работе рассмотрен новый класс по-
тенциалов для электрических и магнитных 
полей, которые можно использовать для 
создания спектрографических систем. Ука-
занные потенциалы записываются в ана-

(10)

(11)

(12)



76

Научно-технические ведомости СПбГПУ. Физико-математические науки 10(1) 2017

Рис. 1. Графическое представление эквипотенциальных поверхностей полей  
для потенциала  U4

+ (x,y,z) при k = 10/3 (а) и k = 1/3 (b) (см. формулу (9))

Рис. 2. Графическое представление эквипотен-
циальных поверхностей полей для потенциала  

U3
+ (x,y,z) при k = 7/3 (см. формулу (10))

Рис. 3. Графическое представление эквипотен-
циальных поверхностей полей для потенциала  

U2
– (x,y,z) при k = 5/3 (см. формулу (11))

Рис. 4. Графическое представление эквипотенциальных поверхностей полей  
для потенциала  U3

– (x,y,z) при k = 11/3 (а) и k = 1/6 (b) (см. формулу (12))

а) b)

а) b)
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литическом виде как полиномы конечной 
степени по одной из декартовых координат, 
в то время как коэффициенты полинома 
представляют собой функции двух остав-
шихся координат и не обязательно имеют 
полиномиальный вид, поэтому полученные 
аналитические представления потенциалов 
названы квазиполиномами. 

Коэффициенты квазиполинома были 
найдены в соответствии со следующими 
требованиями:

во-первых, потенциал есть гармониче-
ская функция, т. е. аналитическое выраже-
ние удовлетворяло трехмерному уравнению 
Лапласа;

во-вторых, потенциал есть однородная 
по Эйлеру функция с заданным порядком 
однородности. 

В работе показано, что вычисление ко-
эффициентов квазиполинома сводится к це-
почке двумерных уравнений Пуассона, где 
неизвестной функцией является текущий 
коэффициент, а в правой части находится 
коэффициент квазиполинома предыдущей 
степени. Полученная цепочка рекуррент-
ных уравнений оказывается разрешимой в 
однородных функциях и при этом коррек-
тно замыкается на самом младшем коэф-
фициенте квазиполинома. 

Следует отметить, что процедура гене-
рации квазиполинома в некотором смысле 
является обратной к процедуре разложе-
ния гармонической функции в ряд Тей-
лора в окрестности плоскости симметрии 
или антисимметрии по заданному ее по-
ведению вдоль плоскости симметрии или 
антисимметрии [1, 2]. Так, здесь для коэф-
фициентов разложения в ряд Тейлора мы 
начинаем с самого младшего полиноми-
ального коэффициента и постепенно про-
двигаемся рекуррентным образом к по-
линомиальным коэффициентам все более 
старшего порядка. При этом процедура, 
вообще говоря, оказывается бесконечной, 
если только поведение функции вдоль 

плоскости симметрии (антисимметрии) 
сама по себе не оказывается полиномом от 
двух переменных. В отличие от этого про-
цесса, конструирование квазиполиномов 
начинается с самого старшего коэффи-
циента и постепенно продвигается рекур-
рентным образом к полиномиальным ко-
эффициентам все более низшего порядка, 
обрываясь на самом младшем члене через 
конечное число шагов. Отличается указан-
ная процедура и от метода использования 
производящей функции применительно к 
ортогональным полиномам общего вида, 
например формула Родрига для полино-
мов Эрмита, Лагерра, Лежандра, Чебыше-
ва, Якоби, Гегенбауэра, Сонина и др. (см. 
монографию [16]).

Квазиполиномиальные гармонические 
функции могут конструироваться по та-
кой же в точности схеме и без привязки к 
условию однородности по Эйлеру у резуль-
тирующего выражения. Получаемые при 
этом аналитические выражения, естествен-
но, будут более общего вида, чем приво-
димые здесь формулы. Этот случай здесь не 
рассматривается, хотя, по всей видимости, 
он также приводит к любопытным новым 
классам потенциалов электрических и маг-
нитных полей, допускающих представление 
в виде аналитических формул. 
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ELECTRIC AND MAGNETIC POTENTIALS HOMOGENEOUS IN EULER’S SENSE.

Electric and magnetic fields homogeneous in Euler’s sense are a useful instrument for designing the 
systems of charge particle optics. The similarity principle for the charged particle trajectories in these fields 
was applied by Yu.K. Golikov for the first time to create spectrographic charge particle optical systems in 
a more systematic and intelligence way when using the fields being homogeneous in Euler’s sense. This 
paper studies the Laplace potentials homogeneous in Euler’s sense. The coefficients of the polynomials are 
functions of the two rest coordinates; they are presented not by the polynomial but ought to be the functions 
harmonic and homogeneous in Euler’s sense.  We have solved a finite chain of Poisson equations starting 
from the highest coefficients. By means of the proposed procedure we obtained new classes of potentials 
which provided a base for electric and magnetic spectrograph systems.
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О квазиполиномиальных трЕхмерных потенциалах  
электрических и магнитных полей

Спектрографические электронно- и ионно-оптические структуры в значи-
тельной мере расширяют возможности современного энерго- и масс-анализа. 
Электрические и магнитные поля, потенциалы которых выражаются однородны-
ми по Эйлеру функциями, являются эффективным инструментом для разработ-
ки новых спектроаналитических систем с заранее заданными функциональными 
характеристиками. В работе формулируются и обсуждаются методы построения 
трехмерных гармонических структур, однородных по Эйлеру, которые могут 
быть представлены в виде полинома конечной степени по одной из переменных. 
Использованные строго математические подходы значительно расширяют класс 
квазиполиномиальных потенциалов, обогащая практику современного приборо-
строения новыми спектроаналитическими конфигурациями.

Однородные по Эйлеру функции, принцип подобия траекторий, форму-
ла Томсона, устойчивость движения.

Введение

Данная статья продолжает исследова-
ния спектрографических корпускулярно-
оптических структур, на базе которых мож-
но создавать эффективные приборы как с 
электрическим, так и с магнитным поля-
ми. Потенциальные структуры этих полей 
должны обладать одним важным свой-
ством: быть однородными по Эйлеру [1, 2]. 
По нашему мнению, это свойство является 
основным условием для конструирования 
электрических и магнитных спектрографов 
с рекордными рабочими характеристиками: 
разрешением, чувствительностью, пропу-
сканием, светосилой, дисперсией и други-
ми, при компактности и малогабаритности 
полезадающих электродных конфигураций.

Свойство однородности выражается в 
следующей аналитической форме. Одно-
родность по Эйлеру n-ой кратности для не-
прерывной функции с тремя аргументами, 
которой является потенциал U(x, y, z), опре-
деляется функциональным тождеством

( , , ) ( , , ),kU x y z U x y zλ λ λ = λ
где k – произвольное вещественное число. 

Если функция U(x, y, z) дифференциру-
ема, то ее можно охарактеризовать диффе-
ренциальным уравнением первого порядка 
вида

( , , ).
U U U

x y z kU x y z
x y z

∂ ∂ ∂
+ + =

∂ ∂ ∂

Наличие подобных траекторий заряжен-
ных частиц в полях с такой потенциаль-
ной структурой, как следствие указанного 
свойства, позволяет конструировать ана-
лизаторы с многоканальным способом ре-
гистрации частиц по параметру – энергии 
(электрические спектрографы) или массе 
(магнитные спектрографы). За последние 
десять лет в рамках единой идеологии соз-
дания спектрографических приборов пред-
ложен целый ряд аналитических методов 
[3 – 8], на основе которых построены раз-
личные классы полей, изучены свойства 
отдельных представителей этих классов  

(1)

(2)
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и предложены конкретные схемы спектро-
графов для различных приложений энерго- 
и масс-анализа [9 – 14]. 

Впервые в нашей работе [15] предложе-
на аналитическая теория трехмерных гар-
монических потенциалов, однородных по 
Эйлеру, которые представляются в виде 
полиномов конечной степени относитель-
но одной из декартовых координат. Эти 
потенциалы названы нами квазиполино-
миальными. В настоящей работе нашли 
отражение методы и подходы, которые 
позволяют обогатить новыми структурами 
класс квазиполиноминальных потенциалов 
с идеальными электронно-оптическими ха-
рактеристиками.

Натуральные порядки однородности  
(специальный случай)

В упомянутой выше работе [15] предло-
жен новый алгоритм для синтеза трехмерных 
потенциальных структур с целью создания 
эффективных электрических и магнитных 
спектрографов на их основе. Эту методи-
ку можно применять для синтеза потенци-
альных структур с однородными по Эйле-
ру функциями с произвольным порядком 
однородности k. Однако получить структу-
ры с однородными по Эйлеру функциями 
с целочисленным порядком однородности  
k  по этому алгоритму не удается. На одном 
из этапов данного алгоритма синтеза сле-
дует изменить утверждение о выбираемом 
частном решении. Поэтому ниже приведем 
поэтапное выполнение процедуры нахож-
дения искомых трехмерных потенциальных 
структур.

Первый этап. Строим трехмерный по-
тенциал в виде полинома конечной степени 
2n или 2n – 1 по координате y с коэффи-
циентами, которые являются однородными 
функциями соответствующего порядка от 
двух других координат: x и z. Здесь возмож-
но построение потенциала как в четной, 
так и в нечетной форме. Они распадаются 
на два непересекающихся семейства:

( )2
0, 2, 2

2
2 , 2
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+
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= − +

±
+
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Второй этап. Подстановка желаемого 
разложения (3) или (4) в трехмерное урав-
нение Лапласа

0xx yy zzU U U+ + =

и группировка членов при одинаковых 
степенях y  приводит к тому, что уравне-
ние распадается на цепочку равенств, по 
форме представляющих собой уравнения 
Пуассона для соответствующих функций-
коэффициентов. Исключением является 
равенство, отвечающее коэффициенту при 
старшей степени полинома. В результате 
получаем набор равенств для разложения 
(3): 
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а также другого разложения, дающего не-
четный полином (4):
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Третий этап. Решаем уравнение Лапласа, 
последнее в данной цепочке, и в качестве 

(3)

(4)

(5)

(6)

(7)



Физическая электроника

83

генерирующей функции берем однородную 
по Эйлеру гармоническую функцию со сте-
пенью однородности p = k – 2n (в случае  
построения четного полинома)  или  
s = m – 2n – 1 (для нечетного полинома): 

2 , 0( , ) ( ) p
n pU x z с r= γ

или

2 1, 0( , ) ( ) ,sn sU x z с r+ = γ

где 2 2 ,r x z= +  arctg( / );z xγ =  c0(γ) – не-
известная функция, четная или нечетная 
по аргументу γ (вместо 0 cospc r pγ  либо 

0 sinsc r sγ , т. е. вместо тех функций, кото-
рые мы использовали в работе [15] ).

Четвертый и последующие этапы. Далее 
находим все оставшиеся множители 

2 , ( , )n j p jU x z− + 2 1,( ( , ))n j s jU x z− + +

при меньших степенях y, решая последова-
тельно соответствующие уравнения  Пуас-
сона с правой частью, найденной на пред-
ыдущем этапе и отвечающей условию быть 
симметричной или антисимметричной по 
координате z. 

Заметим, что неопределенные функции-
коэффициенты мы будем искать как част-
ное решение, представленное в следующей 
форме: 

( ) .p j
jc r −γ

Эта форма имеет самый общий вид для 
функции двух переменных, однородных по 
Эйлеру с соответствующим порядком одно-
родности. 

Описанная процедура продолжается, 
пока цепочка рекуррентных вычислений не 
замкнется на первом члене разложения (3) 
или (4).

Кроме того, возможны варианты, когда 
множитель при старшей степени y оказы-
вается гармонической функцией с нулевым 
порядком однородности и, следовательно, 
будет задаваться формулами 

0( , ) constU x z U= =

или

0 0( , ) arctg
z

U x z U U
x

 = = γ 
 

вместо формул 
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как это было в случае с произвольным 
значением порядка однородности k или m 
[15].

Окончательный результат представлен 
далее (записаны только те случаи, которые 
принципиально отличаются от общих фор-
мул, приведенных в статье [15]).

Потенциалы, симметричные по ����������z��������� и с чет-
ными степенями y
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Потенциалы, симметричные по ���������z�������� и с не-
четными степенями y
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Потенциалы, антисимметричные по z  
и с четными степенями y
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Потенциалы, антисимметричные по z  
и с нечетными степенями y
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Полученный набор потенциалов, одно-
родных по Эйлеру с целочисленными зна-
чениями порядка однородности k, является 
дополнением к семейству квазиполиноми-
альных трехмерных потенциалов, однород-
ных с любыми другими порядками однород-

(9)

(10)

(11)
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ности [15]. Но класс квазиполиномиальных 
трехмерных структур, представленных в 
аналитической форме, можно расширить за 
счет применения преобразований, которые 
сохраняют, прежде всего, гармоничность 
функций и однородность по Эйлеру; при 
этом порядок однородности может отли-
чаться от данного изначально.

Вращение, масштабирование  
и параллельный перенос системы координат

Как известно, уравнение Лапласа сохра-
няет свою форму при масштабировании, 
повороте и смещении системы декартовых 
координат. Кроме того, масштабирование 
и вращение сохраняют свойство однород-
ности функции. Поэтому, делая замену 
переменных типа трехмерного вращения 
общего вида [16], можно из имеющихся 
аналитических выражений для однородных 
гармонических потенциалов получить, во-
обще говоря, новые аналитические выра-
жения для однородных гармонических по-
тенциалов. Впрочем, вращение в плоскости 
xz, как легко понять, приведет лишь к ли-
нейной комбинации уже имеющихся сим-
метричных и несимметричных квазиполи-
номов.

Когда порядок однородности будет 
целым числом, а квазиполином –  обыч-
ным гармоническим полиномом, принци-
пиально новых аналитических выражений 
для трехмерных потенциалов этим спосо-
бом получить не удастся, так как все по-
лучаемые выражения (за исключением 
перестановок координатных осей) будут 
линейными комбинациями с постоянными 
коэффициентами от уже имеющихся поли-
номиальных выражений. Однако в случае, 
когда порядки однородности не являются 
целыми числами или когда квазиполином 
не является гармоническим полиномом, с 
помощью этого способа можно получить 
достаточно интересные новые аналитиче-
ские выражения для трехмерных потенциа-
лов электрических и магнитных полей. 

Также перспективной в этом плане вы-
глядит возможность использовать линейные 
комбинации с постоянными коэффициен-
тами, составленные из однородных гармо-
нических функций, которые генерируются 

с помощью независимых вращений систе-
мы координат.  Здесь следует отметить, что 
для чистых квазиполиномов подобная ли-
нейная комбинация снова окажется уже из-
вестным нам квазиполиномом.

Формула Томсона (лорда Кельвина)

В трактате [17] показано, что если 
( , , )U x y z  – произвольная гармоническая 

функция, то функция

*
2 2 2

1
( , , ) , , ,

x y z
U x y z U

 
=  ρ ρ ρ ρ 

где 2 2 2 ,x y zρ = + +  тоже будет гармони-
ческой. 

Замена переменных 

2 2 2 2 2 2

2 2 2

, ,
x y

x y
x y z x y z

z
z

x y z

→ →
+ + + +

→
+ +

представляет собой инверсию в шаре и со-
храняет однородность и гармоничность 
функции. Указанное преобразование может 
использоваться при синтезе электронно- и 
ионнооптических систем, что продемон-
стрировано в работах [3, 4]. 

Факт сохранения гармоничности трех-
мерной функции *( , , )U x y z  можно прове-
рить прямой подстановкой формулы (12) в 
трехмерное уравнение Лапласа (5). Кроме 
того, стоит отметить, что формула (12) не 
является единственной формулой такого 
типа. Так, добавив к инверсии преобразо-
вание трехмерного поворота относитель-
но начала координат, в общем виде допу-
скающее параметризацию с помощью трех 
независимых параметров [16], получим 
формулу вида (12), в которой числители у 
аргументов функции U  будут линейными 
комбинациями переменных , ,x y z  с посто-
янными коэффициентами.

Отличительным свойством форму-
лы Томсона является такое, что если  

( , , )U x y z  – однородная по Эйлеру функ-
ция с порядком однородности k, то факт 
однородности функции сохраняется, и при 
этом функция *( , , )U x y z  будет однородной 
по Эйлеру функцией с порядком однород-
ности ( 1)k− −  [3]. Повторно примененное 

(13)

(12)
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преобразование (12) осуществляет обратный 
переход от функции *( , , )U x y z  к функции 

( , , ),U x y z  возвращая порядок однородно-
сти к прежнему значению: 

( 1) ( 1) 1 .k k k k→ − − → − − − − =

Продемонстрируем последнее утверж-
дение.

Преобразование (12) порождает новую 
гармоническую, однородную по Эйлеру 
функцию *( , , ).U x y z

Поскольку функция ( , , )U x y z  – одно-
родная по Эйлеру k-ой кратности, то вви-
ду выполнения тождества (1), эту функцию 
представим в виде

2 2 2 2

1
, , ( , , ).

k

x y z
U U x y z

 
= ρ ρ ρ ρ 

Тогда новая функция *( , , )U x y z  запи-
шется как

*
2 1

1
( , , ) ( , , ),

k
U x y z U x y z−=

ρ

что гарантирует однородность такой функ-
ции с порядком однородности (–k – 1). 
Здесь  учитывается тот факт, что сама функ-
ция ( , , )U x y z  есть однородная по Эйлеру 
k-ой кратности (подробности можно найти 
в первом томе монографии [17] в Приложе-
нии к главе 1, посвящeнном сферическим 
гармоникам).

Легко проверить, что преобразование 
(12) сохраняет свойство четности или не-
четности потенциальной функции как по 
переменной z, так и по переменной y. Тем 
самым, если взять за основу квазиполино-
миальные потенциалы (8) – (11) и (9) – (12) 
из работы [15], с показателем однородно-
сти, равным k*= –k – 1, то с помощью фор-
мулы Томсона (12) можно сконструировать 
в аналитической форме новые потенциалы 
с нужным типом симметрии, выраженные 
однородными по Эйлеру функциями с нуж-
ным показателем однородности k.

На рис. 1 – 3 даны эквипотенциальные 
поверхности полей с потенциалами, пред-
ставленные в аналитической форме форму-
лами (9) – (16), и полей с измененными 
потенциалами; к ним применялось преоб-
разование по формуле Томсона (12). 

Если мы возьмем потенциальную, одно-

родную по Эйлеру структуру с порядком 
однородности k = 3 U5

+ (x, y, z) (9), то, при-
менив преобразование (12), получим кон-
фигурацию следующего вида:

5 2 2 2 7

5
3 2

2

2

1
( , , )

( )

15
5 cos 2

4

15
sin 2 ,

2

V x y z
x y z

y
y yr

r

yr

+ = ×
+ +

 
× + − γ − 

 
− γ γ

порядок однородности которой k = –4.
Применение преобразования Томсона 

(12), к антисимметричному по z потенциа-
лу U2

– (x, y, z), выраженному однородной по 
Эйлеру функцией (10) кратности k = 2, по-
родит структуру, также антисимметричную 
V2

–(x, y, z), порядок однородности которой 
k = –3: 

2 2

2 2 2 2 5

/ 2
( , , ) .

( )

y r
V x y z

x y z

− −
= γ

+ +

Потенциал, выражаемый однородной 
по Эйлеру функцией (k = –2) вида

1 2 2 2 3
( , , ) ,

( )

y
V x y z

x y z

− = γ
+ +

есть результат, полученный из потенциаль-
ной структуры U1

– (x, y, z), который пред-
ставляет собой квазиполином с нечетны-
ми степенями y и антисимметричной по z 
функцией (11), преобразованием (12).

Управление устойчивостью движения  
в электростатических  

квазиполиномиальных полях

Квазиполиномы заданной степени, 
представленные в списках (8) – (11) и  
(9) – (12) из работы [15], не являются уни-
кальными. Легко понять, что прибавив с 
квазиполиному степени n  и порядка одно-
родности k  произвольную линейную ком-
бинацию с постоянными коэффициента-
ми, составленную из полиномов меньшей 
степени, мы снова получим квазиполино-
миальный потенциал того же самого типа. 
Имеющуюся степень свободы можно ис-
пользовать для того, чтобы оптимизировать 
свойства корпускулярно-оптической систе-

(14)

(15)

(16)
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Рис. 1. 3D-изображения эквипотенциальных поверхностей полей с потенциалами  
U5

+ (x, y, z) (a) и V5
+(x, y, z) (b) (см. формулы (9) и (14) соответственно)

Рис. 2. 3D-изображения эквипотенциальных поверхностей полей с потенциалами  
U2

– (x, y, z) (а)  и V2
–(x, y, z) (b) (см. формулы (10) и (15) соответственно)

Рис. 3. 3D-изображения эквипотенциальных поверхностей полей с потенциалами  
U1

– (x, y, z) (а) и V1
–(x, y, z)  (b) (см. формулы (11) и (16) соответственно)

a) b)

a) b)

a) b)
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мы. Одним из важных критериев оптимиза-
ции является устойчивость траекторий за-
ряженных частиц по отношению к малым 
отклонениям от средней плоскости [18]. 
Если использовать достаточный критерий 
устойчивости, полученный в работе [18], 
то можно быстро определить, с какими ве-
совыми коэффициентами нужно добавить 
квазиполиномы меньшей степени (либо до-
полнительные однородные функции иного 
вида), чтобы исправить локальную неустой-
чивость траекторий. Рассмотрим несколько 
примеров.

Сам критерий формулируется следую-
щим образом. Если движение заряженных 
частиц рассматривается в поле с плоско-
стью симметрии  z = 0, то их движение 
вблизи этой плоскости будет устойчивым, 
когда выполняется следующее условие:

0
0.xx yy z

U U
=

+ <

Пример 1. Построим поле U (x, y, z) как 
комбинацию двух других полей, потенциа-
лы которых являются однородными одного 
порядка k = 2: один U2

+(x, y, z) и другой 
U4

+(x, y, z) (см. формулу (8)). Итак, 

2 4

4
2 2 2 2

2

2

( , , ) ( , , ) ( , , )

1 3
cos 2 3

2 4

3
sin 2 ,

2

U x y z U x y z hU x y z

y
y r h y r

r

r

+ += + =

  
= − + γ + − −  

 
− γ γ

где h – коэффициент перемешивания. 
Для того чтобы удовлетворить критерию 

устойчивости (17), следует взять h < 0. Это 
будет справедливо во всем пространстве. 
На рис. 4 представлены эквипотенциаль-
ные поверхности этого поля. Поверхности 
имеют довольно сложную конусовидную 
форму, однако ось y является местом смы-
кания эквипотенциальных поверхностей, 
что порождает возникновение сил, дей-
ствующих на частицы вблизи плоскости  
z = 0, заставляя их возвращаться к исхо-
дной плоскости.

Пример 2. Возьмем комбинацию потен-
циалов U2

+(x, y, z) и U4
+(x, y, z) (см. форму-

лу (8)) с различными порядками однород-
ности:

2 4

2 2 4 2 2 4

( , , ) ( , , ) ( , , )

1 3
3 .

2 8

U x y z U x y z hU x y z

y r h y y r r

+ += + =

 = − + − +  

Картина эквипотенциалей дана на  
рис. 5. При h < 0 критерий устойчивости 
выполняется, но не во всем пространстве, 
а только ограниченно, при y > x/2 или  
y < –x/2.

(17)

(18)

Рис. 4. 3D-изображение эквипотенциальных 
поверхностей поля с потенциалом U (x, y, z), 

задаваемым формулой (18)

(19)

Рис. 5. 3D-изображение эквипотенциальных 
поверхностей поля с потенциалом U (x, y, z), 

задаваемым формулой (19)
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Пример 3. Построим поле U (x, y, z) как 
комбинацию двух других полей с одно-
родными потенциалами разной кратности 
– U3

+(x, y, z) (k = 3) и U3
+(x, y, z) (k = 2), 

согласно формуле (9):

3 3

3 2

3 2

( , , ) ( , , ) ( , , )

3
2

3
cos 3 sin .

U x y z U x y z hU x y z

y yr

y yr
h yr

r

+ += + =

= − +

 −
+ γ − γ γ 

 

Картина эквипотенциалей дана на  
рис. 6. Устойчивость траекторий заряжен-
ных частиц также выполняется, но в огра-
ниченном пространстве.

Заключение

Мы рассмотрели квазиполиномиальные 
трехмерные потенциальные структуры для 
электрических и магнитных полей, которые 
могут быть выражены в аналитическом виде. 
Потенциалы строятся на основе однород-
ных по Эйлеру функций и представляют со-
бой полиномы конечной степени. Алгоритм 
синтеза таких потенциалов распространен 
на случай однородных по Эйлеру функций 
с целыми значениями порядка однородно-
сти; в этом варианте процесс рекуррентного 
вычисления коэффициентов квазиполинома 
имеет дополнительную специфику, отсут-
ствующую у однородных квазиполиномов 
общего вида, что было предметом рассмо-
трения предыдущей работы [15].

Кроме того, класс квазиполиномиаль-
ных трехмерных потенциалов может быть 

расширен за счет новых структур, полу-
ченных преобразованиями системы коор-
динат – масштабированием, вращением и 
параллельным переносом, сохраняющими 
гармоничность функций и их однородность 
по Эйлеру. Все использованные методы и 
подходы порождают однородные потенциа-
лы с порядком однородности k > 0. Приме-
нение преобразования на основе формулы 
Томсона дополняет рассматриваемый класс 
потенциальными структурами, являющи-
мися однородными по Эйлеру с порядками 
однородности k < 0. 

(20)

Рис. 6. 3D-изображение эквипотенциальных 
поверхностей поля с потенциалом U (x, y, z), 

задаваемым формулой (20)
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Krasnova N.K., Berdnikov A.S., Solovyev K.V., Averin I.A. ON THE QUASI-
POLYNOMIAL 3D POTENTIALS OF ELECTRIC AND MAGNETIC FIELDS.

Spectrographic electron and ion optical structures markedly raise the possibilities of modern energy and 
mass analysis. Electric and magnetic fields which potentials are expressed by functions homogeneous in 
Euler’s sense are the effective instrumentation that is used for creating new spectrographic analytical devices 
with the determined working characteristics. This paper puts forward and discusses some methods for building 
3D harmonic and homogeneous in Euler’s sense structures representable as the polynomials of finite degree 
with respect to one of variables. These strictly mathematical approaches provide a possibility of expanding 
significantly a class of quasi-polynomial potentials and of enriching modern analytical instrumentation by 
new spectrographic electrical and magnetic configurations.

functions Homogeneous in Euler’s sense, similarity principle, Thomson formula, stability 
of motion.

[1] G.M. Fikhtengolts,  Kurs differentsialnogo i 
integralnogo ischisleniya 

[Course of differential and integral calculus]: 
Vol. 1, Moscow, Fizmatlit, 2001. 

[2] V.I. Smirnov, Kurs vysshey matematiki 
[Course of higher mathematics], Vol. 1, Moscow, 
Nauka, 1974. 

[3] N.K. Krasnova, Teoriya i sintez 
dispergiruyushchikh i fokusiruyushchikh elektronno-
opticheskikh sred [Theory and synthesis of dispersion 
and focusing electron optics sphere], Dis. ...dokt. 
fiz.-mat. nauk, St. Petersburg, 2013.

[4] Yu.K. Golikov,  N.K. Krasnova, Application 
of electric fields uniform in the Euler sense in 
electron spectrography, Technical Physics. 57 (2) 
(2011) 164– 170.

[5] N.K. Krasnova, Two-dimensional power-
type electronic spectrographs with a symmetry plane, 
Technical Physics. 57 (6) (2011) 843–849.

[6] N.K. Krasnova, O.A. Abrameonok, A set of 
field structures with a symmetry plane for electron 
spectrography, St. Petersburg State Polytechnical 
University Journal. Physics and Mathematics. (2) 
(2011) 85–92.

[7] N.K. Krasnova, Ideal focusing in the theory 
of electrostatic spectrographs, Technical Physics.  
58 (8) (2012) 1143–1147.

[8] Yu.K. Golikov, N.K. Krasnova, Teoriya 
sinteza elektrostaticheskikh energoanalizatorov 
[Theory of synthesis of electrostatic energy analyzers], 
St. Petersburg, Izdatelstvo Politekhnicheskogo 
Universiteta, 2010. 

[9] A.S. Berdnikov, I.A. Averin, Yu.K. Golikov, 
Staticheskiye mass-spektrografy novogo tipa, 
ispolzuyushchiye elektricheskiye i magnitnyye 
polya, odnorodnyye po Eyleru. I. [Static mass 
spectrographs of new type used electric and magnetic 
fields homogeneous in Euler’s sense. I.], Mass-
spektrometriya. 12 (4) (2015) 272–281.

[10] A.S. Berdnikov, I.A. Averin, Yu.K. 
Golikov, Staticheskiye mass-spektrografy novogo 
tipa, ispolzuyushchiye elektricheskiye i magnitnyye 
polya, odnorodnyye po Eyleru. II. [Static mass 
spectrographs of new type used electric and magnetic 
fields homogeneous in Euler’s sense. II.], Mass-
spektrometriya. 13 (1) (2016) 11–20.

[11] I.A. Averin, Electrostatic and magnetostatic 
electron spectrographs based on Euler’s homogeneous 
potentials with non-integer orders, Nauchnoye 
priborostroyeniye. 25 (3) (2015) 35–44.

[12] Yu.K. Golikov, N.K. Krasnova, 
Analiticheskiye struktury elektricheskikh 
obobshchenno-odnorodnykh spektrograficheskikh 
sred [Analytical structures of electrical generalized 
homogeneous spectrographic sphere], Nauchnoye 
priborostroyeniye.  24 (1) (2014) 50–58.

[13] P.G. Gabdullin, Yu.K. Golikov, N.K. 
Krasnova, S.N. Davydov, Application of Donkin’s 
formula in the theory of energy analyzers: Part II, 
Technical Physics. 45 (3) (2000) 330–333.

[14] Yu.K. Golikov, N.K. Krasnova, O.A. 
Abramyonok, Electric spectrographs of charged 
particle flows with potentials of Euler’s type, 
Prikladnaya fizika. (5) (2011) 69–73.

[15] A.S. Berdnikov, I.A. Averin, N.K. Krasnova, 
K.V. Solovyev,  Quasi-polynomial 3D electric and 
magnetic potentials homogeneous in Euler’s sense, 
St. Petersburg State Polytechnical University Journal. 
Physics and Mathematics. 10 (1) (2017) 71–80 .

[16] G. Korn, T. Korn, Spravochnik po 
matematike dlya nauchnykh rabotnikov i inzhenerov 
[A handbook of mathematics for research workers 
and engineeers]. Moscow, Nauka, 1973. 

[17] W. Thomson, P.G. Tet, Treatise on natural 
philosophy, Part II, URL: http://name.umdl.umich.
edu/ABR1665.0001.001.

[18] A.S. Berdnikov, N.K. Krasnova, Dostatochnyy 
kriteriy ustoychivosti i kompaktnosti ploskikh ionnykh 

REFERENCES



92

Научно-технические ведомости СПбГПУ. Физико-математические науки 10(1) 2017

 СанктПетербургский политехнический университет Петра Великого, 2017

the authors

Krasnova Nadezhda K.
Peter the Great St. Petersburg Polytechnic University
29 Politechnicheskaya St., St. Petersburg, 195251, Russian Federation
n.k.krasnova@mail.ru

Berdnikov Alexander S.
Institute for Analytical Instrumentation RAS
26 Rizskiy Ave., 190103, St. Petersburg, Russian Federation
asberd@yandex.ru

Solovyev Konstantin V.
Peter the Great St. Petersburg Polytechnic University
29 Politechnicheskaya St., St. Petersburg, 195251, Russian Federation
k-solovyev@mail.ru

Averin Igor A.
Peter the Great St. Petersburg Polytechnic University
29 Politechnicheskaya St., St. Petersburg, 195251, Russian Federation 
agreer@bk.ru

puchkov v trekhmernykh elektricheskikh i magnitnykh 
polyakh s ploskostyu simmetrii [A sufficient criterion 
of stability and compactness of the plane ionic beams 

in the 3D electrical and magnetic fields with plane 
symmetry], Nauchnoye priborostroyeniye. 25(2) 
(2015) 69–90.



ФИЗИЧЕСКОЕ МАТЕРИАЛОВЕДЕНИЕ

93

DOI: 10.18721/JPM.10109

УДК  537.226.33.

А.Ю. Милинский

Благовещенский государственный педагогический университет, 

 г. Благовещенск, Российская федерация, 

Диэлектрические свойства композитов  
нанокристаллическая целлюлоза – иодат калия

Исследованы линейные и нелинейные диэлектрические свойства компози-
тов на основе KIO3 и нанокристаллической целлюлозы Acetobacter Xylinum. Об-
наружено повышение температуры структурных переходов IV → III и III → II  
на 20 и 24 K, соответственно,  для иодата калия в порах нанокристалличе-
ской целлюлозы относительно  соответствующих переходов в объемном KIO3. 
Обсуждаются возможные причины, приводящие к увеличению температуры 
переходов.

Нанокристаллическая целлюлоза, иодат калия, диэлектрическая про-
ницаемость, фазовый переход. 

Введение

Изучение свойств сегнетоэлектрических 
материалов, введенных в нанопористые 
матрицы, является актуальной задачей со-
временной физики. Интерес к сегнетоэлек-
трическим нанокомпозитам на основе по-
ристых матриц обусловлен, прежде всего, 
перспективами их практического примене-
ния. В заполненных матрицах формируется 
ансамбль наночастиц, размер и взаимное 
расположение которых определяется геоме-
трией сетки пор. В качестве матриц могут 
использоваться, например,  пористые стек-
ла, фотонные кристаллы, молекулярные 
сита, цеолиты, пористый оксид алюминия 
[1 – 5]. Имеется несколько работ, в кото-
рых для создания сегнетоэлектрических на-
нокомпозитов в качестве несущей матри-
цы использовалась нанокристаллическая 
целлюлоза Acetobacter Xylinum (НКЦ) [6, 7]. 
НКЦ содержит большое количество парал-
лельных друг другу наноканалов диаметром 
50 – 100 нм, с длиной, превышающей этот 
диаметр в тысячи раз. Такая матрица обла-

дает большой сорбционной способностью 
благодаря высокой поверхностной энергии, 
связанной с  расположением на поверхно-
сти наноканалов первичных ОН-групп. 

Важными факторами, влияющими на 
свойства НКЦ и, следовательно, компози-
тов на ее основе, является наличие заря-
да на ее поверхности и электростатическое 
взаимодействие между сегнетоэлектриче-
скими включениями и матрицей.

Иодат калия KIO3 в ограниченной гео-
метрии исследовался ранее при введении 
в пористый оксид алюминия [9]. В статье 
описываются сегнетоэлектрические свой-
ства плотного массива наностержней KIO3 
диаметром 43 нм и длиной 1 мкм, выра-
щенных внутри пористой пленки оксида 
алюминия Al2O3. Однако авторами не из-
учалось влияние ограниченной геометрии 
на фазовые переходы в иодате калия.  

В настоящей работе приводятся резуль-
таты исследований линейных и нелинейных 
диэлектрических свойств нанокомпозитов 
на основе иодата калия, внедренного в на-
нокристаллическую целлюлозу Acetobacter 
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Xylinum, в температурном интервале 100 – 
400 K. В качестве сравнения аналогичные 
исследования проведены для объемного 
иодата калия.

Образцы и методика эксперимента

Согласно недавним исследованиям [10], 
иодат калия представляет собой несобствен-
ный сегнетоэлектрик, который претерпева-
ет пять фазовых переходов при следующих 
значениях температуры:

около 485 K (из фазы I в фазу II); 
345,5 K (из фазы II в фазу III); 
258 K (при охлаждении) / 263 K (при 

нагреве) (из фазы III в фазу IV);     
113 K (из фазы IV в фазу V);
при 33 K (из фазы V в фазу VI). 
Кроме того, наблюдается аномалия при 

температуре (428 ± 2) K [10], соответствую-
щая изменению типа электрической прово-
димости и не относящаяся к какому-либо 
фазовому переходу [11].

Кристалл KIO3 в фазе I обладает ромбо-
эдрической структурой с симметрией R3m, 
и, таким образом, является сегнетоэлек-
триком с полярной исходной фазой [12]. 
Моноклинная фаза II обладает симметрией 
Pm, и триклинная фаза III – симметрией 
P1 [11]. 

Низкотемпературные фазы KIO3 [11] 
также имеют триклинную структуру, а пе-
реходы III → IV и IV → V связаны лишь с 
незначительными изменениями в располо-
жении атомов [12, 13].

Для измерения диэлектрических свойств 
использовался цифровой измеритель им-
педанса E7-25 с частотным диапазоном  
25 Гц – 1 МГц. Измерения проводились 
в режиме непрерывного нагрева со скоро-
стью 1 K/мин. Температура измерялась с 
помощью цифрового термометра ТС-6621 
с точностью около 0,1 ������������������K�����������������. Погрешность из-
мерения диэлектрической проницаемости 
исследуемых образцов не превышала 5 %. 

Установка для температурных исследо-
ваний амплитуды высших гармоник вклю-
чала в себя генератор синусоидальных ко-
лебаний с рабочей частотой 2 кГц. Сигнал 
снимался с резистора, включенного по-
следовательно с образцом, и подавался на 
цифровой анализатор спектра – компьютер 

с 24-разрядным аналого-цифровым преоб-
разователем ZET-230 и программным обе-
спечением ZetLab. 

В сегнетоэлектриках, при приложении 
электрического поля E, много меньшего, 
чем коэрцитивное, не происходит пере-
ключения поляризации. В связи с этим, 
электрическое смещение D при описании 
разлагается в степенной ряд по E:
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где Ps – спонтанная поляризация; ε1 – ли-
нейная диэлектрическая проницаемость; ε2, 
ε3 – величины диэлектрической проницае-
мости второго и третьего порядка. 

В сегнетоэлектрических материалах не-
линейными членами нельзя пренебрегать 
даже в относительно низком электрическом 
поле. При приложении к образцу элек-
трического поля, меняющегося по закону  
E = E0sin(ωt), в токе через резистор в ре-
зультате нелинейной зависимости D(E) бу-
дут присутствовать высшие гармоники на 
частотах 2ω, 3ω и т. д., амплитуды которых 
будут определяться значениями ε2, ε3 и т. д. 
соответственно. 

В настоящей работе исследовалась ге-
нерация третьей гармоники. В качестве ве-
личины, характеризующей интенсивность 
ее генерации, использовалось отношение 
амплитуды напряжения на частоте 3ω к 
амплитуде подаваемого на образец напря-
жения – коэффициент третьей гармоники 
γ3ω [14]. Напряженность поля на образцах 
составляла около 300 В/см.

Перед изготовлением композитов, из 
гель-пленок НКЦ частично удаляли влагу 
при помощи фильтровальной бумаги так, 
чтобы толщина образца уменьшилась в два 
раза. Внедрение иодата калия  проводили 
из насыщенного водного раствора при тем-
пературе около 300 K. После этого образец 
высушивали при температуре 370 ���������K�������� в тече-
ние 10 ч. На полученные образцы наноси-
ли электроды с использованием индиево-
галлиевой пасты. Ориентация наноканалов 

(1)
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НКЦ выбиралась таким образом, чтобы 
электроды были им параллельны. 

На рис. 1 представлены поверхность 
высушенного образца НКЦ (рис. 1, а) и 
поверхность нанокомпозита НКЦ – KIO3 
(рис. 1, b). На рис. 1, b видно, что на по-
верхности НКЦ имеется большое количе-
ство объемного иодата калия, не вошедше-
го в поры. Следовательно, диэлектрический 
отклик полученных образцов должен со-
держать вклад как объемного, так  и нано-
структурированного KIO3. 

Экспериментальные результаты  
и их обсуждение

Температурная зависимость веществен-
ной части  диэлектрической проницаемости 
ε' для поликристаллического образца KIO3, 
определенная на частоте 1 кГц, показана на 
рис. 2, a. Видно, что зависимость ε'(Т) име-
ет четыре аномалии в интервале темпера-
тур 80 – 500 K:  наблюдаются выраженные 
пики диэлектрической проницаемости при 
значениях температуры 113, 263 и 345 K, а 
также резкое уменьшение ε' (485 �����������K����������), что ха-
рактерно для несобственных сегнетоэлек-
трических фазовых переходов [15]. Анома-
лий вблизи температуры 428 K обнаружено 
не было. Пунктирными линиями на рис. 2, 
a показаны температурные границы фаз в 
иодате калия  [11]. 

Согласно результатам измерений, коэф-
фициент третьей гармоники γ3ω зависит от 
температуры и имеет аномалии при фазо-
вых переходах V → IV, IV → III, III → II 
(рис. 2, b). Аномалий при фазовом переходе 

II → I�������������������������������� не наблюдается. Пунктирными ли-
ниями также показаны границы фаз. 

Обсудим возможные причины поведе-
ния полученной зависимости γ3ω(Т). Со-
гласно работе [16], полная спонтанная по-
ляризация Ps в моноклинном иодате калия 
состоит из двух качественно различных, 
взаимно перпендикулярных составляющих: 

три компоненты, которые не переори-
ентируемы и параллельны полярным осям 
исходной фазы I; 

три компоненты, переключаемые на 
120°.

Эти составляющие получили названия 
как непереориентируемая пироэлектриче-
ская поляризация Psp и переориентируемая 
сегнетоэлектрическая поляризация Psf . Обе 
составляющие Psp и Psf зависят от темпера-
туры. Особенностью свойств иодата калия 
является неравенство Psp >> Psf . Фазовый 
переход при температуре 485 ���������� K���������  сопрово-
ждается обнулением сегнетоэлектрической 
компоненты Psf , и общая поляризация об-
разца равна Psp. Однако, как известно, в пи-
роэлектрических кристаллах нелинейность 
диэлектрических свойств отсутствует даже 
в сильных электрических полях и компо-
нента Psf не может быть причиной столь 
большого значения коэффициента третьей 
гармоники γ3ω в параэлектрической фазе 
[17]. Можно предположить, что высокая 
нелинейность связана с пьезоэлектриче-
скими свойствами кристаллов иодата калия 
в параэлектрической фазе вследствие его 
нецентросимметричной структуры [12]. 

Температурные зависимости емкости C 

Рис. 1. Микрофотографии поверхности НКЦ (a) и нанокомпозита  
НКЦ – KIO3 (b) (использован электронный микроскоп Hitachi TM-1000)
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и коэффициента третьей гармоники γ3ω для 
НКЦ, заполненной KIO3, показаны на рис. 3.  
На кривой С(Т) прослеживаются четыре 
аномалии при температурах 264 ±1, 283 ±1, 
346 ±1 и 370 ±1 ������������������������K�����������������������, соответствующие фазо-
вым переходам (рис. 3, a). Других анома-
лий в температурном интервале 80 – 360 K  
не наблюдалось. Присутствие объемного 
иодата калия, не вошедшего в поры, про-
является в наличии небольшого максимума 
на кривой С(Т) и минимума на температур-
ной зависимости γ3ω(Т) (рис. 3, b) при тем-
пературе 264 ±1 K, которые соответствуют 
фазовому переходу из фазы IV в фазу III. 

Острый максимум при температуре 283 ±1 K  
на кривой С(Т) соответствует фазовому 
переходу из фазы I���������������������� V���������������������  в фазу II�����������I���������� для нано-
структурированного KIO3, находящегося в 
каналах нанокристаллической целлюлозы. 

Коэффициент третьей гармоники γ3ω 
при фазовом переходе IV → �������������III���������� для нано-
структурированного (как и для объемного) 
иодата калия (рис. 3, b), принимает мини-
мальное значение и при дальнейшем нагре-
вании возрастает примерно в четыре раза. 
Таким образом, по данным температурных 
исследований емкости и коэффициента 
третьей гармоники, повышение температу-

Рис. 2. Температурные зависимости вещественной части диэлектрической проницаемости (a)  
и коэффициента третьей гармоники (b) поликристаллического иодата калия. 

Температурные границы фаз показаны пунктиром  

а) b)

Рис. 3. Температурные зависимости емкости (a) и коэффициента третьей гармоники (b)  
для нанокомпозита НКЦ – KIO3 (частота – 2 кГц). 

На вставке представлен температурный ход емкости в интервале 336 – 386 K (частота – 1 кГц)

а) b)
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ры перехода из фазы IV в фазу III для KIO3 
в порах НКЦ, по сравнению с объемным 
KIO3, составляет около 20 K. 

Фазовый переход из фазы III в фазу II 
для композита с иодатом калия  также на-
блюдается в виде двух размытых пиков на 
зависимости С(Т): первый – около 346 ±1 K  
(он соответствует объемному KIO3), вто- 
рой – при температуре 370 ±1 �����������K���������� (соответ-
ствует наноструктурированному KIO3, см. 
вставку на рис. 3, a). Коэффициент гармо-
ник γ3ω при данных температурах аномалий 
не имеет, что связано с малыми изменени-
ями емкости композита около температур 
346 и 370 K. 

Таким образом, на основании получен-
ной зависимости С(Т) можно заключить, 
что температура перехода из фазы III в фазу 
II для наноструктурированного KIO3 повы-
шается примерно на 24 K по сравнению с 
объемным иодатом калия.

Возрастание температур структурных 
фазовых переходов IV → III и III → II для 
KIO3 в условиях ограниченной геометрии 
не согласуется с предсказаниями теоре-
тических моделей размерных эффектов в 
сегнетоэлектриках, основанных на теории 
Ландау или модели Изинга [18]. Эти модели 
предсказывают сдвиг сегнетоэлектрическо-
го перехода в глубь сегнетоэлектрической 
фазы, т. е. в сторону низких температур. 
Ранее для нитрита натрия в порах молеку-
лярных сит MCM-41 и SBA-15 и опалов, а 
также сегнетовой соли в порах молекуляр-
ных сит было получено понижение тем-
пературы фазового перехода (см. работы  
[1, 19] и ссылки в них). С другой стороны, 
для тех же сегнетоэлектриков в пористом 
оксиде алюминия наблюдалось расширение 
области существования сегнетоэлектриче-
ской фазы [20, 21]. Повышение фазового 

перехода связывалось с взаимодействием 
сегнетоэлектрических частиц в порах со 
стенками матриц, с геометрией пор (см. ра-
боту [21] и ссылки в ней), а также с диполь-
дипольным взаимодействием между отдель-
ными сегнетоэлектрическими частицами 
композита [22]. Таким образом, для ком-
позита на основе KIO3 и НКЦ возрастание 
температуры переходов может объясняться 
диполь-дипольным взаимодействием ча-
стиц со стенками пор матрицы НКЦ. Это 
взаимодействие  приводит к фиксации по-
лярного состояния в наночастицах KIO3. В 
пользу такого объяснения говорит наличие 
на стенках наноканалов НКЦ первичных 
гидроксильных ОН-групп. Ранее повыше-
ние температуры на 9 K наблюдалось для 
нанокомпозитов триглицинсульфат/НКЦ 
[6, 7]. 

Заключение

В настоящей работе получены и иссле-
дованы нанокомпозиты на основе иодата 
калия и нанокристаллической целлюлозы. 
Обнаружено значительное повышение тем-
пературы  фазовых переходов между сег-
нетоэлектрическими фазами нанострукту-
рированного иодата калия, находящегося 
в порах НКЦ. Температуры переходов из 
фазы IV в фазу III и из фазы III в фазу II 
повышаются приблизительно на 20 и 24 K 
соответственно. Существенное повышение 
температуры переходов для иодата калия 
не согласуется с теоретическими моделя-
ми влияния размерного эффекта на сегне-
тоэлектрический фазовый переход в изоли-
рованных малых частицах. Наблюдаемый 
эффект приписывается  взаимодействию 
частиц со стенками каналов матрицы НКЦ, 
что приводит к фиксации полярного состо-
яния в наночастицах KIO3. 
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Структура и морфологические свойства клиноптилолита, 
модифицированного диоксидом марганца 

С помощью современных физических методов в работе изучены химиче-
ский состав и морфологические свойства клиноптилолитсодержащих материа-
лов, модифицированных диоксидом марганца (MnО2). Использованы методы 
растровой электронной микроскопии, рентгеноспектрального микроанализа и 
оптической микроскопии в отраженном свете.  Экспериментально показано, 
что MnО2-модифицированные образцы с высоким и низким значениями от-
ношения Si/Al имеют различия по таким характеристикам, как толщина слоя, 
поверхностная концентрация, степень деалюминирования поверхности частиц, 
а также по  морфологическим особенностям MnO2-фазы.  Указанная фаза об-
разцов с высоким значением отношения Si/Al представляет собой структуру, 
образованную наностержнями диаметром 10 – 20 нм и длиной 500 – 700 нм в 
виде сетки, химически сшитой с поверхностью частиц клиноптилолита.  Уста-
новлено, что MnО2-модификация всех изученных образцов приводит к повы-
шению их механической и химической прочности по сравнению с исходными 
формами.

MnО2-модификация, растровая электронная микроскопия, наностер-
жень, клиноптилолит, рентгеноспектральный микроанализ, механиче-
ская прочность.

Введение

Материалы, модифицированные ди-
оксидом марганца (MnО2), находят в на-
стоящее время широкое применение в раз-
личных областях [1 – 6], в том числе для 
очистки различных вод и технологических 
растворов [1, 2, 6, – 14]. В связи с этим, 
создание MnО2-модифицированных ма-
териалов на основе природного цеолита–
клиноптилолита (КЛ) является перспек-
тивным направлением [15 – 18], поскольку 
позволяет получать новые материалы с до-
статочно высокими эксплуатационными ха-
рактеристиками (сорбционная емкость, 
каталитическая активность, химическая 
стойкость и механическая прочность).

Для сорбционно-каталитических про-
цессов, протекающих в водной среде, важ-

но чтобы MnО2-фаза находилась в гидра-
тированном состоянии. Такое требование 
накладывает определенные ограничения на 
условия синтеза этой фазы, в особенности 
на поверхности КЛ, чувствительной к кис-
лым и щелочным средам.

Наиболее распространенной являет-
ся технология, направленная на фикса-
цию двухвалентного иона марганца в ма-
трице КЛ с последующим его окислением  
[16 – 18].

Применение иона MnО4
– в качестве 

окислителя позволяет получать гидратиро-
ванную MnО2-фазу с максимальным выхо-
дом и содержанием активного кислорода, 
однако эта реакция в условиях гетероген-
ного синтеза на поверхности КЛ в настоя-
щее время изучена недостаточно.

На территории России имеется большое 
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количество КЛ-содержащих пород хороше-
го качества [19, 20], различных по химиче-
скому составу, пористой структуре и другим 
свойствам; в значительной мере указанные 
различия влияют на структуру и состав по-
лучаемой MnО2-фазы.

Цель данной работы – расширение пред-
ставлений о структурно-морфологических 
свойствах MnО2-фазы и механизме ее об-
разования на поверхностях  пород клиноп-
тилолита, различных по свойствам. 

Методика эксперимента

В работе было исследовано пять образ-
цов КЛ-содержащих пород с высоким со-
держанием цеолитовой фазы, полученных 
с различных месторождений: Бадинского, 
Холинского, Шивыртуйского (Забайкалье, 
Россия) Чугуевского (Приморский край, 
Россия) и Сокирницкого (Западная Украи-
на). Последний из перечисленных образцов 
был взят для сравнения, поскольку до не-
давнего времени был широко представлен 
на рынке России.

Содержание цеолитовой фазы в образ-
цах определяли стандартным термохимиче-
ским методом [19, 20]. Предельные объемы 
сорбционного пространства Ws

w  (по воде) и 
Ws

b (по бензолу) определяли эксикаторным 
методом [21]. Объем микропор, недоступ-
ных для молекул бензола (с размером вхо-
дов пор менее 5,85 Å), определяли  как

Vμ = Ws
w – Ws

b.

Величины статической сорбционной 
емкости AMn2+, ASLS и АMB,  соответственно 
по иону Mn2+, лаурилсульфату натрия и ме-
тиленовому голубому, определяли статиче-
ским методом из растворов с концентраци-
ей 100 мг/л, при соотношении фаз твердое 
тело/жидкость 1:100, при периодическом 
перемешивании. Период времени сорбции 
составлял 24 ч, температура  была равна  
20 ± 1 °С.

Механическую прочность образцов оце-
нивали в виде механической разрушаемо-
сти  MD (% масс.), которую определяли по 
формуле

MD = 100 % – MS(at), 

где MS(at) – механическая прочность на 

истирание, определенная по ГОСТу 16188-
70 [22] (соответствующие русские обозна-
чения по ГОСТу – МР и МП(и)).

Химическую прочность образцов оце-
нивали в виде химической разрушаемости 
CD�������������������������������������� (% масс.), которую определяли по фор-
муле:

CD = 100% – RR,

где RR – химическая стойкость, которую 
определяли после обработки образцов рас-
твором хлористого натрия по ГОСТу Р 
51641-2000 [23] (соответствующие русские 
обозначения по ГОСТу – ХР и ХС) с по-
следующей их сушкой и определением си-
товым методом по ГОСТ 16188-70.

Содержание MnO2 (в объеме частиц) 
определяли оксалатным методом [24].

Синтез MnO2-фазы на поверхности об-
разцов КЛ-пород осуществляли в три этапа: 

сорбционное введение иона Mn2+ в 
обменный комплекс КЛ (т. е. получение 
Mn2+-КЛ);

обработка  Mn2+-КЛ раствором КМnO4 
(получение MnO2-КЛ);

отмывка полученного MnO2-КЛ от 
остатков раствора КМnO4 с последующей 
сушкой продукта при 80 ± 2 °С в течение 
8 ч.

Первые два этапа проводили при темпе-
ратуре 20 ± 1 °С и с соотношением твердой 
и жидкой фаз 1:10.

Толщину слоя MnO2-фазы в частицах 
КЛ-пород определяли при помощи линей-
ных измерений на фотографиях шлифов 
этих частиц, полученных методом оптиче-
ской микроскопии в отраженном свете. Для 
этого частицы MnO2-КЛ фиксировали в 
эпоксидном компаунде, разрезали получен-
ный блок алмазным микроинструментом, 
шлифовали и полировали. Полученные ми-
крошлифы со срезами частиц анализирова-
ли в отраженном свете видимого диапазона 
при помощи микроскопа Биолам-И,  снаб-
женного цифровой камерой Myscope 130M 
(фирма ��������������������������������Webbers�������������������������). Калибровку камеры про-
водили при помощи объект-микрометра 
отраженного света ОМО-1.

Морфологию полученных образцов 
MnO2-модифицированных КЛ, а также хи-
мический состав поверхностного слоя этих 
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материалов оценивали с помощью метода 
сканирующий электронной микроскопии 
(СЭМ) на приборе Supra 55VP (фирма Карл 
Цейс) с системой микрорентгеноспектраль-
ного химического анализа X-MAX (Oxford 
Instruments). Размер зоны возбуждения 
рентгеновского излучения в изучаемых ма-
териалах составлял 1,5 × 1,5 мкм.

Экспериментальные результаты

Показатели состава использовавших-
ся в работе образцов КЛ-пород до и по-
сле их MnO2-модификации представлены  
в табл. 1 и 2. 

По алюмосиликатному составу (см. 
табл. 2) немодифицированные образцы 
можно условно разделить на две группы: 
высококремнистые (отношение Si/Al лежит 
в диапазоне 5,16 – 5,60) и низкокремни-
стые (отношение Si/Al равно 4,21 – 4,75). 
К первой группе относятся породы Бадин-
ского и Чугуевского месторождений, а ко 
второй – Сокирницкого, Шивыртуйского 
и Холинского. Высококремнистые образ-
цы характеризуются низким содержанием 
натрия, а образец породы Сокирницкого 
месторождения содержит специфический 
элемент – барий, которого нет в других об-
разцах, а также имеет более высокое, чем у 
других, содержание железа.

Сорбционно-механические характери-

стики изучавшихся в работе образцов пред-
ставлены в табл. 3. 

Немодифицированные образцы высоко-
кремнистых пород характеризуются значи-
тельно меньшими значениями предельного 
объема сорбционного пространства, чем со-
ответствующие значения для образцов низ-
кокремнистых пород (как по воде, так и по 
бензолу), а также меньшей механической 
разрушаемостью. При этом объем микро-
пор с размером менее 5,85 Å (кинетический 
диаметр молекул бензола) для всех образ-
цов хорошо коррелирует с содержанием КЛ 
в породе, полученным как расчетным пу-
тем, использующим количество недоступ-
ных для молекул бензола микропор каркаса 
КЛ (в соответствии с работой [25]), так и 
термохимическим методом [19, 20].

Сорбционные свойства изучавшихся 
образцов КЛ-содержащих пород до и по-
сле MnO2-модификации проявляются по-
разному, в зависимости от размера молекул 
сорбируемого вещества. Например, для мо-
лекул малого размера (вода, бензол), а также 
ионов Mn2+ значения Ws

w, Ws
b (см. табл. 3)  

практически не отличаются как для исхо-
дных, так и для MnO2-модифицированных 
форм. Значения АMn2+ для модифицирован-
ных форм несколько ниже, но это может 
быть объяснено выведением части катио-
нообменных центров КЛ из сорбционного 

Таблица  1

Химический состав КЛ-пород с различных месторождений до и после их MnO2-модификации

Месторождение Форма
Химический состав, % вес.

SiO2 Al2O3 TiO2 MgO CaO Na2O K2O Fe2O3 BaO MnO2

Бадинское
Исх. 77,78 12,27 0,21 0,60 1,22 0,13 6,71 1,03 – 0,05
Мод. 61,79 8,65 0,10 0,48 1,28 0,69 3,70 0,72 – 22,59

Сокирницкое
Исх. 72,94 13,85 0,20 0,77 2,48 0,53 4,92 3,50 0,76 0,005
Мод. 71,32 13,56 0,21 0,45 0,91 2,70 3,39 4,61 0,20 2,64

Чугуевское
Исх. 72,72 12,37 0,16 0,49 3,21 2,01 3,67 1,85 – 0,06
Мод. 61,83 6,75 0,12 0,39 0,82 1,05 0,95 1,02 – 27,07

Шивыртуйское
Исх. 72,63 15,24 0,39 0,96 3,95 1,14 3,95 1,65 – 0,08
Мод. 70,88 14,68 0,44 0,89 1,67 1,44 4,43 1,98 – 3,58

Холинское
Исх. 74,22 13,77 0,20 0,40 2,79 2,70 4,48 1,37 – 006
Мод. 73,91 12,61 0,18 0,25 0,59 2,68 5,04 1,27 – 3,47

Обозначения : Исх., Мод. – исходная и MnO2-модифицированная формы КЛ-пород, соответ-
ственно. 
Примечание . Условия модификации: время – 1 ч, концентрация раствора KMnO4 – 2 % вес.
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Таблица  2

Остальные характеристики состава КЛ-пород с различных месторождений  
до и после их MnO2-модификации

Показатель
Значение показателя для месторождения

Бадинское Сокирницое Чугуевское Шивыртуйское Холинское

Исходное содержание КЛ  
в породе, %

вычислено из Vμ

определено  
термохимическим методом

64

70

67

70

61

60

58

60

73

75

Общее содержание MnO2  

в образце, % после 
модификации

0,36 0,30 0,42 0,49 0,46

Степень  
деалюминирования, %  
после модификации

29,5 2,1 45,4 3,7 8,4

Суммарное содержание  
оксидов, % вес.                      

в исходном образце
после модификации

9,69
6,87

12,96
11,14

8,92
4,23

11,60
8,41

11,34
9,83

Отношение Si/Al
в исходном образце
после модификации

5,60
6,30

4,65
4,65

5,16
8,08

4,21
4,26

4,76
5,17

См. примечание к табл. 1.

Таблица  3

Основные характеристики КЛ-содержащих пород, полученных с разных месторождений,  
до и после их MnO2-модификации

Месторождение Форма

Значение показателя

Ws
w Ws

b Vμ AMn2+ ASLS АMB MD CD

см3/ г мг/г % масс.

Бадинское
Исх. 0,180 0,084 0,096 7,4 0,32 1,38 0,31 0,44

Мод. 0,178 0,083 0,095 6,9 0,05 0,25 0,07 0,18

Сокирницкое
Исх. 0,209 0,109 0,098 12,0 0,38 0,60 4,61 0.41

Мод. 0,207 0,109 0,098 8,8 0,28 0,45 1,81 0,20

Чугуевское
Исх. 0,179 0,089 0,090 10,5 0,54 1,56 4,76 1,98

Мод. 0,179 0,087 0,092 8,8 0,10 0,50 0,11 0,48

Шивыртуйское
Исх. 0,310 0,224 0,087 9,1 0,38 2,62 7,95 2,54

Мод. 0,307 0,223 0,083 21,6 0,24 1,88 6,05 1,51

Холинское
Исх. 0,240 0,130 0,110 18,2 0,30 2,38 6,54 0,69

Мод. 0,238 0,129 0,109 11,2 0,21 1,56 4,24 0,21

Обозначения : Ws
w, Ws

b – предельные объемы сорбционного пространства по воде  и по бензолу, 
соответственно; Vμ – объем микропор, недоступных для молекул бензола; AMn2+, ASLS, АMB – величи-
ны статической сорбционной емкости по иону Mn2+, лаурилсульфату �������������������������Na����������������������� и метиленовому голубо-
му соответственно; MD, CD – механическая и химическая разрушаемость, соответственно. Исх.,  
Мод. – исходная и MnO2-модифицированная формы КЛ-пород, соответственно. 
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процесса за счет образования на них MnO2-
фазы.

Величины ASLS и АMB для адсорбатов с 
большим размером молекул, при MnO2-
модификации снижаются довольно сильно. 
Причиной этого являются стерические пре-
пятствия для диффузии этих молекул, ко-
торые создает образовавшаяся MnO2-фаза, 
блокируя часть пространства транспортных 
пор в частицах пород.

После проведения MnO2-модификации 
и состав образцов КЛ-пород меняется по-
разному для высоко- и низкокремнистых 
образцов (см. табл. 2).

Так, в первом случае наблюдается зна-
чительное снижение содержания алюми-
ния (на 29,5 – 45,4 %) в поверхностном 
слое частиц КЛ-пород, в то время как во 
втором случае (низкокремнистые образ-
цы) это снижение значительно меньше  
(на 2,1 – 8,4 %). Отношение �������������Si�����������/����������Al�������� возрас-
тает после MnO2-модификации для всех 
образцов, однако для высококремнистых 
образцов в большей степени. Более суще-
ственно снижается для этих образцов и 
суммарное содержание оксидов натрия, ка-
лия, магния, кальция и железа (см. табл. 1) 

находящихся, как известно [26], в обмен-
ном комплексе КЛ.

Все эти изменения свидетельствуют о 
том, что в процессе MnO2-модификации 
окисел MnO2 в структуре КЛ (по крайней 
мере, на поверхности частиц изучавшихся 
пород) образуется по механизму замещения 
не только ионов, находящихся в обменном 
комплексе КЛ (Na+, K+, Mg2+, Ca2+ и Fe3+), 
но и, возможно, по механизму замещения 
каркасных оксидов алюминия и кремния. 
В противном случае отношение Si/Al до и 
после модификации было бы постоянным 
(несмотря на синхронное уменьшение со-
держания  как кремния, так и алюминия 
вследствие разбавления их содержания в 
поверхностном слое MnO2-фазой).

Как видно из табл. 2, концентрация 
MnO2-фазы на поверхности частиц высо-
кокремнистых КЛ-пород возрастает очень 
сильно (на 22,59 – 27,07 %) за один цикл 
модификации, в то время как для образ-
цов низкокремнистых пород – значительно 
меньше (на 2,64 – 3,58 %).

Уменьшение механической разрушаемо-
сти (при истирании) гранул (частицы КЛ-
породы) MnO2-модифиированных образ-

Рис. 1. Сравнение толщины слоя MnO2-фазы по сечениям частиц высокремнистых (a, b)  
и низкокремнистых (c, d) КЛ-пород, полученных с разных месторождений: Бадинского (a),  

Чугуевского (b),  Шивыртуйского (с),  Сокирницкого (d) 

а) b)

с) d)
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цов, а также их химической разрушаемости 
в растворах солей (см. табл. 3) и кислот по-
зволяет предположить характер химическо-
го связывания MnO2-фазы с поверхностью 
КЛ. MnO2-фаза при этом, по-видимому 
«сшивает» микротрещины на поверхности 
частиц (зерен) породы, что делает ее более 
устойчивой к механическому и химическо-
му воздействиям, причем в большей степе-
ни для высококремнистых образцов, чем 
для низкокремнистых. 

На рис. 1 представлены фото-
графии микрошлифов частиц MnO2-
модифицированных КЛ-пород. Видно, что 
MnO2-фаза (темный цвет) располагается 
для высококремнистых образцов в очень 
небольшом по толщине (12 – 50 мкм) 

слое, а для низкокремнистых образцов 
толщина этого слоя значительно больше  
(800 – 1100 мкм).

Такое различие связано с трудностью 
диффузии иона MnO4

– внутрь пористой 
структуры частиц высококремнистых образ-
цов. Указанная трудность приводит к тому, 
что процесс окисления иона Mn2+ проис-
ходит исключительно вблизи наружной по-
верхности частиц этих образцов. Для низ-
кокремнистых образцов пористая структура 
их частиц позволяет проникать иону MnO4

– 
внутрь; он окисляет ион Mn2+ с образовани-
ем MnO2

2-фазы уже внутри частиц породы.
Морфологические особенности полу-

ченных MnO2-модифицированных матери-
алов на основе КЛ-пород хорошо видны на 

Рис. 2. Микрофотографии поверхности MnO2-модифицированной породы Бадинского  
месторождения, полученные с помощью СЭМ при увеличении в 750 раз (a) и в 15.000 раз (b)

Рис. 3. Изображения поверхности MnO2-модифицированной породы Сокирницкого  
месторождения, полученные с помощью СЭМ при увеличении в 1000 раз (a) и в 30.000 раз (b)

а) b)

а) b)
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рис. 2 и 3, где представлены изображения 
их поверхности, полученные методом СЭМ 
при различной степени увеличения. Видно, 
что высококремнистые образцы (см. рис. 2, 
a) имеют монолитную текстуру, сложенную, 
по-видимому, из сцементированных мел-
ких зерен, причем на поверхности частиц 
имеются трещины, образовавшиеся при 
измельчении исходного материала. MnO2-
фаза при этом достаточно равномерно по-
крывает наружную поверхность частиц.

Низкокремнистые образцы (рис. 3, a) не 
имеют явных трещин на поверхности частиц 
и сложены достаточно крупными по разме-
рам кристаллами, которые имеют характер-
ную для КЛ пластинчато-призматическую 
форму, близкую по внешнему виду к опи-
санной в работе [16]. MnO2-фаза при этом 
фрагментарно распределена по наружной 
поверхности частиц КЛ-породы и имеет 
низкую концентрацию.

При более сильном увеличении (см. 
рис. 2, b) для высококремнистых образ-
цов MnO2-фаза проявляется на поверхно-
сти частиц в виде волокнистой сетчатой 
структуры, равномерно покрывающей всю 
их наружную поверхность. Для низкокрем-
нистых образцов (см. рис. 3, b) MnO2-фаза 
при сильном увеличении проявляется в 
виде отдельных локальных островков.

На рис. 4 представлены микрофото-
графии, полученные методом СЭМ с мак-
симальным увеличением для высококрем-

нистого (Бадинское месторождение) и 
низкокремнистого (Сокирницкое) образ-
цов, которые служат подтверждением вы-
шеизложенного.

В первом из образцов (рис. 4, a) MnO2-
фаза представляет собой нанокристаллы в 
виде нитей или стержней, расположенные 
непосредственно на поверхности части-
цы и образующие подобие сетки, химиче-
ски пришитой к ней. Размеры этих нитей 
(стержней) можно оценить как равные  
10 – 20 нм (в диаметре) и 500 – 700 нм (по 
длине). Подобные нитевидные кристаллы в 
изолированном состоянии (т. е. химически 
не пришитые к подложке) были получены в 
работах [27 – 30] для α-модификации MnO2 

(криптомелан), при низких значениях pH 
среды.

Как известно [30 – 32], криптомелан 
(или α-MnO2) представляет собой структуру 
туннельного типа, образованную октаэдра-
ми MnO6 и выражаемую   общей формулой 
AxMn8–xO18, где A – различные катионы (в 
основном, K+), расположенные в туннелях. 
Наряду с бернесситом (δ-MnO2, структура 
слоистого типа) криптомелан в настоящее 
время рассматривается как один из наи-
более перспективных материалов для ис-
пользования в литий-ионных батареях и 
суперконденсаторах. Кроме того, отмече-
на наиболее высокая каталитическая ак-
тивность криптомелана по сравнению с 
β-MnO2 и γ-MnO2 [31].

Рис. 4. Микрофотографии поверхности MnO2-модифицированных пород Бадинского (a) 
и Сокирницкого (b) месторождений, полученные с помощью СЭМ, при максимальном 

увеличении (в 100.000 раз)

а) b)
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Если учитывать высокое содержание 
иона K+ в исходных образцах и в раство-
ре, а также значительное закисление среды 
вблизи поверхности КЛ, на которой идет 
синтез MnO2-фазы по уравнению

3Mn2+ + 2K+MnO4 +  
+ 2H2O→ 5MnO2↓ + 8H+ + 2K+,

то образование криптомелана в виде нано-
стержней на поверхности КЛ представляет-
ся весьма вероятным.

Замещение алюминия (и, возможно, 
даже кремния) на марганец в поверхност-
ном слое частиц (особенно для высоко-
кремнистых образцов), как видно из табл. 
2, свидетельствует о том, что точки на-
чала роста MnO2-фазы (в криптомелане) 
химически «сшиты» с поверхностью КЛ. 
Эта «сшивка» происходит при замещении 
MnO2-фазой структурных дефектов, обра-
зующихся при кислотном деалюминирова-
нии поверхности КЛ  в начале синтеза.

Для низкокремнистого образца (рис. 
4, b) MnO2-фаза находится в виде неболь-
ших частиц овальной формы (размером  
50 – 100 нм), расположенных на поверхно-
сти пластинчато-призматических кристал-
лов КЛ (близкая картина была получена 
авторами работы [16]). Эти образования на 
фотографиях обнаруживаются с трудом, по-
скольку концентрация MnO2-фазы невели-
ка. Поскольку степень деалюминирования 
в этом случае значительно ниже (см. табл. 
2), то и точек начала роста MnO2-фазы на 
поверхности низкокремнистых образцов 
образуется значительно меньше, чем для 
высококремнистых и ее рост происходит 
в объеме пор материала в виде отдельных 
островков, концентрация которых доволь-
но мала.

Заключение

В результате проведенного исследова-
ния с использованием  современных физи-
ческих методов изучены химический состав 
и морфологические свойства клиноптило-
литсодержащих материалов, модифициро-
ванных диоксидом марганца (MnО2).

Изученные в работе образцы КЛ-пород 
можно разделить по их составу на высо-

кокремнистые (отношение Si/Al лежит в 
пределах 5,16 – 5,60) и низкокремнистые 
(отношение �����������������������������   Si���������������������������   /��������������������������   Al������������������������    равно 4,21 – 4,76). По-
ведение пород, относящихся к разным вы-
деленным группам, различно в условиях 
жидкостного синтеза на них MnO2-фазы.

Установлено, что при MnO2-
модификации в условиях нейтральной ре-
акции среды исходных реагентов, проис-
ходит деалюминированние поверхностного 
слоя частиц КЛ-породы, причем степень 
деалюминирования для высококремнистых 
образцов (29,5 – 45,4%) значительно выше, 
чем для низкокремнистых (2,1 – 8,4%).

MnO2-фаза на поверхности высококрем-
нистых образцов характеризуется сетчатой 
структурой, состоящей из наностержней 
диаметром 10 – 20 нм и длиной 500 – 700 
нм, химически «сшитых» с поверхностью 
КЛ. У низкокремнистых образцов указан-
ная фаза состоит из частиц овальной фор-
мы размером 50 – 100 нм, рассеянных вну-
три пористой структуры КЛ-пород.

Образование MnO2-фазы в высококрем-
нистых образцах происходит в небольшом 
по толщине (12 – 50 мкм) слое с высокой 
концентрацией (22,59 – 27,07 %), а в низ-
кокремнистых образцах – в слое толщиной 
800 – 1100мкм и с малой концентрацией 
(2,64 – 3,58 %).

Установлено, что MnO2-модификация 
для всех образцов приводит к увеличению 
механической и химической прочности по-
лучаемых зернистых материалов и прак-
тически не влияет на величину их объема 
сорбционного пространства.

Слой MnO2-фазы, нанесенный на по-
верхность частиц КЛ-содержащих пород, 
является хорошо проницаемым для неболь-
ших молекул (вода, бензол), а также ионов 
Mn2+, но значительно затрудняет диффузию 
крупных молекул (метиленовый голубой, 
лаурилсульфат натрия) во внутренние поры 
этих частиц.

Таким образом, проведенное исследо-
вание позволило расширить представления 
о структурно-морфологических свойствах 
MnО2-фазы и механизме ее образования на 
поверхностях пород клиноптилолита, полу-
ченных с разных месторождений.
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Korablev V.V., Chechevichkin A.V., Boricheva I.B., Samonin V.V. THE STRUCTURE 
AND MORPHOLOGICAL PROPERTIES OF CLINOPTILOLITE MODIFIED BY MAN- 
GANESE DIOXIDE.

The chemical composition and morphological properties of сlinoptilolite-bearing  materials modified by 
MnО2 have been studied using modern physical methods. The scanning electron microscopy, X-ray spectral 
microanalysis and optical reflection microscopy were applied. It was experimentally shown that MnО2-
modified samples with high and low Si/Al ratios differed in such parameters as the layer thickness, the 
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ОЦЕНКА НАПРЯЖЕННО-ДЕФОРМИРОВАННОГО СОСТОЯНИЯ  
МЕТОДОМ АКУСТОУПРУГОСТИ ПРИ ЦИКЛИЧЕСКОМ НАГРУЖЕНИИ

Работа посвящена исследованию возможности применения метода акустоу-
пругости для оценки напряженно-деформированного состояния при цикличе-
ском нагружении. Обнаружено, что с увеличением числа циклов нагружения 
равномерные распределения акустической анизотропии вдоль рабочей части 
алюминиевого образца, а также скоростей продольной и поперечных ультра-
звуковых волн, становятся существенно неравномерными, причем наибольшие 
по абсолютной величине значения акустической анизотропии приходятся на 
точки, в которых наблюдаются наибольшие пластические деформации, в част-
ности, на область разрыва образца. Эффект регистрировался с ранних стадий 
нагружения образца вплоть до его разрушения.

МЕТОД АКУСТОУПРУГОСТИ, АКУСТИЧЕСКАЯ АНИЗОТРОПИЯ, УЛЬТРАЗВУКОВАЯ 
ДИАГНОСТИКА, ЦИКЛИЧЕСКОЕ НАГРУЖЕНИЕ, ПЛАСТИЧЕСКАЯ ДЕФОРМАЦИЯ.

Введение

Эхо-импульсный метод акустоупру-
гости, нашедший широкое применение 
в промышленности, берет свое начало в 
1959 году, после опубликования фунда-
ментальной работы американских ученых 
Р.В. Бенсона и В.Дж. Рилсона [1]. Ими 
был предложен новый акустический метод 
определения напряжений в изотропном ма-
териале. Он основан на явлении, которое 
заключается в различии скоростей попе-
речных волн, поляризованных параллельно 
и перпендикулярно направлению действия 
напряжений в материалах под нагрузкой, 
т. е. в анизотропии среды с действующи-
ми напряжениями. Данное явление было 
названо акустоупругим эффектом, а метод 
оценки напряженно-деформированного со-
стояния элементов конструкций – методом 
акустоупругости. 

Целью настоящей работы является по-
лучение и анализ экспериментальных дан-
ных о пространственно‑временной дина-
мике изменения акустической анизотропии 
и скоростей продольной и поперечных уль-
тразвуковых волн в случае одноосного ци-
клического нагружения при наличии упру-
гопластических деформаций.  

Методическая часть

Особенности метода измерения. Ис-
следованию акустоупругого эффекта был 
посвящен целый ряд исследований как 
отечественных, так и зарубежных авторов 
[2 – 4], среди которых следует отметить 
работу японских ученых Токуока и Сайто 
[5], использовавших для описания эффекта 
нелинейно-упругую модель сплошной сре-
ды Мурнагана.  Ими получено следующее 
простое соотношение для одноосно нагру-
женного изотропного материала:
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где V1, V2 – скорости поперечных волн, по-
ляризованных во взаимно перпендикуляр-
ных направлениях относительно действую-
щей нагрузки; V0   –скорость поперечной 
волны в ненагруженном материале; σ1, σ2 – 
главные напряжения; µ – константа Ламе 
второго порядка; n – константа упругости 
третьего порядка. 

Параметром акустической анизотропии 
служит безразмерная величина a, которая 
рассчитывается через скорости поперечных 
ультразвуковых волн взаимно перпендику-
лярной поляризации V1 и V2:
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Метод акустоупругости предназначен для 
исследования таких квазистатических про-
цессов, в которых изменение напряженно-
деформированного состояния происходит 
достаточно медленно, по сравнению со 
временем изменения акустических параме-
тров исследуемого материала. Отметим, что 
для измерения скоростей необходимо знать 
толщину материала в исследуемой области 
и время пробега ультразвуковых волн. Для 
вычисления же акустической анизотропии 
достаточно знать только время распростра-
нения волн, поскольку акустическая ани-
зотропия есть относительная величина и 
в области применения метода акустоупру-
гости толщина из формулы акустической 
анизотропии может быть исключена [6]:
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Следует отметить, что основной недо-
статок прямого измерения скоростей уль-
тразвуковых волн связан с тем, что на ве-
личину скорости оказывает влияние ряд 
факторов, основными среди которых явля-
ются:

изменение длины акустического пути, 
вызванное упругопластическими деформа-
циями материала;

изменение поля температуры исследуе-
мой области;

влияние внутренних дефектов микро-
структуры на характер распространения из-
лучаемых ультразвуковых импульсов;

действие главных и касательных напря-
жений.

Вклад каждого из данных факторов за-
частую невозможно оценить на практике, а 
их комплексное воздействие может привно-
сить существенные искажения в величину 
скоростей ультразвуковых волн и, следова-
тельно, в величину акустической анизотро-
пии. Это стало причиной того, что, несмо-
тря на обширный фактический материал 
[8, 9], опубликованный в различные годы в 
периодической литературе, разработка ме-
тода акустоупругости в области неупругих 
деформаций далека от своего завершения.

Образец для проведения испытаний. Для 
испытаний был изготовлен образец разме-
ром 510 × 70 × 15 мм из катаного алюми-
ниевого листа малолегированного сплава 
марки АМц, с направлением проката, пер-
пендикулярным направлению приложения 
нагрузки. Выбор материала обусловлен тем, 
что он обладает высокой пластичностью и 
коррозийной стойкостью, близок по своим 
характеристикам к чистому алюминию. 

Применение алюминиевого проката 
удобно для изучения характера измене-
ния акустической анизотропии в процес-
се упругопластического деформирования. 
Это связано с тем, что в результате проката 
материал в процессе изготовления подвер-
гается значительным начальным пласти-
ческим деформациям, что приводит к об-
разованию строго ориентированной вдоль 
направления проката зеренной структуры. 
Вследствие этого в недеформированных об-
разцах возникает начальная (собственная) 
акустическая анизотропия, превышающая 
по абсолютной величине значения, харак-
терные для сталей, от десяти до ста раз [10]. 
Предел текучести используемого материала 
составил 75 МПа, предел прочности на рас-
тяжение – 135 МПа.

Аппаратное обеспечение метода. Значе-
ния величин акустической анизотропии и 
скоростей распространения ультразвуковых 
волн в образце были получены при помощи 

(1)

(2)

(3)
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отечественного ультразвукового прибора 
ИН‑5101А.  Его работа основана на принци-
пе генерации ультразвуковых зондирующих 
импульсов и регистрации параметров отра-
женных упругих волн, возбуждаемых в кон-
тролируемых объектах, в том числе времени 
пробега отраженных волн по толщине мате-
риала [11]. Данный прибор содержит генера-
тор высокочастотных импульсов, приемник 
отраженных сигналов, трехкомпонентный 
пьезопреобразователь, который обеспечива-
ет излучение и прием двух поперечных волн 
взаимно перпендикулярной поляризации и 
одной продольной волны. Прибор оснащен  
программно-вычислительным комплексом, 
осуществляющим обработку и представле-
ние результатов измерений. Особенностью 
ИН‑5101А  является та, что реализация ме-
тода акустоупругости осуществляется при 
помощи одного приемопередающего датчи-
ка, а не нескольких, что значительно сни-
жает погрешность измерений. При проведе-
нии испытаний использовался стандартный 
датчик с собственной частотой 5 МГц и 
уровнем зондирующего импульса 50 В. 

Испытания на циклическое нагружение. 
Испытания проводились на гидравличе-
ской машине «Instron-8850» путем задания 
мягкого нагружения при положительной 
отнулевой нагрузке с ее последовательным 

увеличением. График изменения величины 
внешней нагрузки представлен на рис. 1. 

Всего было реализовано пять этапов 
диагностирования (точки на рис. 1), на 
каждом из которых проводилось измере-
ние акустической анизотропии и скоростей 
продольной и поперечных ультразвуковых 
волн. Исследования проводились на раз-
груженном образце в 23 точках, располо-
женных вдоль его рабочей части, крайние 
из которых были выбраны вблизи концен-
траторов напряжений. Схема расположения 
точек представлена на рис. 2.

Первые 50 тыс. циклов были реализо-
ваны при отнулевой нагрузке с верхним 
пределом от 0,76σ0,2 до 1,04σ0,2; при этом 
образец не приобрел остаточных пласти-
ческих деформаций (с точностью до по-
грешности измерений), что было связано с 
его упрочнением, о котором можно было 
также судить по отсутствию гистерезиса 
кривой нагружения. Последующие циклы 
нагружения были реализованы также при 
отнулевой нагрузке, превышающей предел 
текучести, тем самым механизм упругопла-
стических деформаций реализовывался на 
каждом цикле нагружения.

Результаты и их обсуждение

Перед проведением испытаний на не-

Рис. 1. Ступенчатая кривая нагружения образца. Точками отмечены этапы диагностирования
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Рис. 3. Акустическая анизотропия после 50 тыс. (1) и 70 тыс. (2) циклов нагружения

деформированном образце были проведе-
ны измерения акустической анизотропии, 
которые дали во всех исследуемых точках 
значения, равные 0,52 % с точностью до 
погрешности измерения. Скорость про-
дольной волны в данных точках составила 
6,3610 мм/мкс. Далее описаны результаты 
испытаний. 

На рис. 3 представлены графики рас-
пределения акустической анизотропии, 
полученные после проведения 50 тыс. и 
70 тыс. циклов нагружения, когда величи-
на внешней нагрузки достигла 108,6 МПа, 
что соответствует величине 1,44σ0,2 (слабо 
выраженный характер гистерезиса кривой 
нагружения при этом сохранялся). По по-
лученным кривым видно, что после прове-
дения 50 тыс. циклов нагружения акустиче-

ская анизотропия в материале уже не имеет 
постоянного распределения и существу-
ют области, где происходит ее монотон-
ный рост по абсолютной величине. После  
70 тыс. циклов данная тенденция прояв-
ляется отчетливей, при этом происходит 
перераспределение акустической анизотро-
пии из средних точек рабочей части образ-
ца, где она начинает убывать, в точки, при-
ходящиеся на области вблизи галтельного 
перехода, где продолжается ее рост. 

Таким образом, уже на ранних этапах 
деформирования образца удалось обнару-
жить малые устойчивые изменения вели-
чины акустической анизотропии вблизи 
концентраторов напряжений относительно 
начального уровня в пределах от 0,47 до 
0,58 %.

Рис. 2. Чертеж образца со схемой расположения рабочих точек,  
в которых проводились исследования
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Далее было проведено три этапа измере-
ния акустической анизотропии и скоростей 
продольной и поперечных ультразвуковых 
волн после 80 000, 85 740 и 88 790 циклов 
нагружения, при величине внешней нагруз-
ки, соответствующей 118,1 МПа (1,57σ0,2). 
Последний этап измерений был реализован 
за 170 циклов, вплоть до разрыва испытуе-
мого образца. 

Измерения толщины и абсолютного уд-
линения показали, что образец приобрел 
значительные относительные остаточные 
деформации, составившие на трех этапах 
2,4, 6,6 и 10,6 % соответственно. Наиболь-
шие остаточные пластические деформации 
пришлись на точки рабочей части образца, 
ближайшие к галтельным переходам. Раз-
рыв произошел после 88960 циклов нагру-
жения, с образованием шейки вблизи места 
разрушения, в области точек 4 – 5. Резуль-
таты измерений акустической анизотропии 
на каждом из указанных этапов представле-
ны на рис. 4.

Из полученных распределений следует, 
что обнаруженные на ранних этапах на-
гружения тенденции приобрели устойчи-
вый однозначный характер: акустическая 
анизотропия на участках, на которые при-
шлись наибольшие пластические дефор-
мации, превышает анизотропию в средних 
точках рабочей части по абсолютной вели-

чине почти в два раза (см. кривые 2 и 3 на 
рис. 4).

Анализ результатов измерения скоро-
стей плоской поперечной ультразвуковой 
волны V1, поляризованной вдоль направ-
ления действия нагрузки, позволяет дать 
общую оценку ее поведения в процессе ци-
клического упругопластического деформи-
рования. На рис. 5 представлены графики 
скорости V1 на этапах, предшествующих 
разрушению образца. Для измерения аку-
стической анизотропии, как было указано 
выше, достаточно ограничиться измерени-
ем времени пробега ультразвуковых волн, 
что удалось сделать во всех точках 1 – 23. 
Для вычисления скоростей необходимо 
также проводить измерение толщины ис-
следуемой области. В точках 1, 2 и 22, 23 
кривизна поверхности оказалась такой, 
что измерение толщины с требуемой точ-
ностью, к сожалению, осуществить не уда-
лось. Поэтому на рис. 5 и 6 показаны рас-
пределения скоростей ультразвуковых волн 
только в точках 3 – 21. 

Полученные результаты измерений по-
зволяют заключить, что, во-первых, ско-
рость поперечной волны V1 не только не 
постоянна, но и имеет области монотон-
ного возрастания и убывания. Во-вторых, 
данная скорость имеет четко выраженную 
тенденцию к убыванию в областях боль-

Рис. 4. Распределение акустической анизотропии по образцу после 80000 (кривая 1),  
85740 (2) и 88790 (3) циклов нагружения
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ших пластических деформаций и непо-
средственно в области, где произошло 
образование шейки и разрыв образца. На-
конец, характер изменения скорости кор-
релирует с характером изменения акусти-
ческой анизотропии в образце в целом. 
Таким образом, имеет место макроскопи-
ческий процесс, который затрагивает всю 
рабочую часть образца.

Дальнейшее исследование эффекта, свя-

занного с убыванием скорости поперечной 
волны V1 в зонах больших пластических 
деформаций и вблизи места разрушения, 
может иметь значение при разработке ме-
тодики обнаружения опасных со стороны 
напряженно-деформированного состояния 
областей в диагностируемых конструкци-
онных элементах. 

Графики распределения скорости по-
перечной волны V2 (рис. 6, а), поляризо-

Рис. 5. Распределение скорости поперечной волны V1 по образцу после 80000 (кривая 1),  
85740 (2) и 88790 (3) циклов нагружения

Рис. 6. Распределения скоростей V2 поперечной (а) и V3  продольной (b) волн по образцу  
после 80000 (1), 85740 (2) и 88790 (3) циклов нагружения

а) b)
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ванной перпендикулярно направлению 
действия нагрузки, а также скорости про-
дольной ультразвуковой волны V3 (рис. 6, b)  
также были получены для указанных точек 
на аналогичных этапах измерений. Как и в 
случае с поперечной скоростью V1, они не 
являются постоянными величинами и име-
ют участки как монотонного снижения, так 
и монотонного роста. 

Если в случае скорости продольной вол-
ны можно констатировать ее общее убыва-
ние на участке точек 9 – 21, приходящемся 
на средние точки рабочей части и на зону 
больших пластических деформаций, то в 
случае поперечной волны V2, несмотря на 
качественно близкий характер построен-
ных кривых, пока нельзя сделать вывод о 
каком-либо однозначном поведении ско-
рости. Исследование характера изменения 
скорости поперечной волны V2 и скорости 
продольной волны V3 требует проведения 
дополнительных испытаний.

Представленные результаты измерений 
показывают устойчивую динамику измене-
ния акустической анизотропии в областях, 
подверженных пластическим деформаци-
ям. Кроме этого, не исключено влияние 
возможных начальных или приобретенных 
дефектов микроструктуры, учет которых 
требует проведения дополнительных иссле-
дований. 

Заключение

В результате проведенных исследований 
экспериментально обнаружено, что с увели-
чением числа циклов нагружения начальное 
равномерное распределение акустической 
анизотропии вдоль рабочей части образца 
приобретает существенно неравномерный 
характер. 

Наибольшие по абсолютной величине 
значения акустической анизотропии по-
лучены в тех местах исследуемого объекта, 
где наблюдались наибольшие пластические 
деформации, в частности в области разры-
ва образца. Аналогичные закономерности 
были обнаружены как для скорости про-
дольной волны V3, так и скорости попереч-
ной волны V1, поляризованной вдоль на-
правления действия нагрузки. 

Установленные закономерности были 
выявлены именно на ранних стадиях време-
ни жизни образца, при сравнительно малых 
остаточных пластических деформациях, что 
имеет большую прогностическую ценность. 
Дальнейшие исследования, включающие 
измерения акустической анизотропии, по-
зволят разработать критерии оценки оста-
точного ресурса деталей конструкций. 

Исследования выполнены при финансовой 
поддержке Российского научного фонда (грант 
№15-19-00091).
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Экспериментальное исследование поля акустической  
анизотропии в образце с концентратором напряжений

Экспериментально исследовано поведение акустической анизотропии и ско-
рости продольной волны в случае неодноосного напряженно-деформированного 
состояния при неупругом деформировании пластины с концентратором напря-
жений (в виде центрального отверстия). Представлены результаты для несколь-
ких уровней деформации, а также результаты конечно-элементного анализа 
действующих напряжений. Обнаружено качественное совпадение расчетных 
полей напряжений и полей распределения акустической анизотропии. Уста-
новлено, что максимальные по абсолютной величине значения акустической 
анизотропии приходятся на области с наибольшими напряжениями вблизи 
концентратора. Выдвинуто предположение о том, что неравномерность рас-
пределения акустической анизотропии в материале указывает на возможную 
концентрацию напряжений в соответствующих  точках.

Акустическая анизотропия, конечно-элементный анализ, эхо-
импульсный метод, ультразвуковая дефектоскопия.

Введение

Применение ультразвукового метода 
неразрушающего контроля обладает це-
лым рядом преимуществ, по сравнению 
с прочими методами диагностики. Среди 
преимуществ можно отметить относитель-
ную простоту приборов неразрушающего 
контроля, а также возможность диагности-
ки внутренних дефектов, что выгодно от-
личает его от магнитных, вихревых и элек-
трических методов контроля, позволяющих 
диагностировать лишь поверхностные де-
фекты в металлах. Вместе с тем, приме-
няемые на сегодняшний день методы не-
разрушающего контроля обладают целым 
рядом существенных недостатков, не по-
зволяющих в достаточной степени оценить 
напряженно-деформированное состояние 
исследуемой конструкции. В связи с этим 
разработка новейших и развитие суще-
ствующих методов оценки напряженно-
деформированного состояния (в частности, 
акустических методов) становится одной из 
наиболее актуальных задач инженерной и 

научной практики. Достигнутый прогресс в 
этом направлении позволил бы значитель-
но эффективней предсказывать возможные 
аварии и технические инциденты на про-
изводстве в процессе эксплуатации ответ-
ственных элементов оборудования.

Основы метода акустоупругости были 
заложены Р.В. Бенсоном и В.Дж. Рилсо-
ном в программной статье [1], опублико-
ванной в 1959 году и посвященной оценке 
напряженно-деформированного состояния 
типовых стальных образцов с поперечным 
сечением призматического вида в случае 
одноосного нагружения. Ими был обна-
ружен эффект, который заключается в ли-
нейной зависимости между скоростями 
распространения упругих поперечных волн 
взаимно перпендикулярной поляризации 
и действующими напряжениями. Одна из 
этих волн ориентирована параллельно на-
правлению действия нагрузки, а другая – 
перпендикулярно ему. Данный эффект был 
назван акустоупругим эффектом. Именно 
метод акустоупругости позволяет судить о 
напряженно-деформированном состоянии 
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в отличие от других акустических методов.
Ключевой качественной и количествен-

ной характеристикой метода акустоупруго-
сти является параметр акустической ани-
зотропии, определяемый по следующей 
формуле:

1 2

2 1

,
( ) / 2

V V
a

V V
−

=
+

где V1 , V2 – скорости распространения по-
перечных волн, поляризованных во взаим-
но перпендикулярных направлениях.

Основным преимуществом метода аку-
стоупругости является способность при 
переходе к безразмерному параметру аку-
стической анизотропии a проводить непо-
средственное изучение влияния действую-
щих напряжений и микроструктуры на 
конструкционный элемент. Это делает дан-
ный метод без преувеличения уникальным 
в плане диагностических возможностей.

Несмотря на широкое распространение, 
в разработке данного метода для области 
неупругих деформаций, представляющих 
зачастую наибольший практический инте-
рес (например, случай превышения преде-
ла текучести σf при действующих в матери-
але напряжениях σ), возникают серьезные 
трудности, которые препятствуют его даль-
нейшему развитию. 

Изучению факторов, влияющих на ве-
личину акустической анизотропии, было 
посвящено множество работ как зарубеж-
ных [2, 3], так и отечественных авторов 
[4 – 7]. Среди них хотелось бы отметить 
программную статью [8], опубликованную 
в 1985 году и посвященную эксперимен-
тальному исследованию связи между ха-
рактером изменения акустической анизо-
тропии и напряжениями, возникающими 
в типовых призматических образцах под 
нагрузкой в случае неупругих деформаций. 
Несмотря на значительный фактический 
материал, авторам не удалось найти одно-
значную устойчивую связь между характе-
ром изменения акустической анизотропии 
и действующими напряжениями в области 
пластических деформаций, что затруднило 
проведение дальнейших исследований в 
данной области.

В работе [9] было проведено обобще-
ние существующих знаний в области раз-
работки метода акустоупругости и подведен 
итог теоретическим и экспериментальным 
исследованиям, проведенным за столетний 
период изучения вопроса, а также даны 
оценки применимости существующих на 
сегодняшний день практических наработок 
в данной области.

Из современных работ хотелось бы от-
метить ряд отечественных исследований, 
посвященных изучению аналогичных за-
висимостей при измерениях акустической 
анизотропии, в частности, в трубных кон-
струкциях и сварных соединениях при ана-
лизе прочности и остаточного ресурса эле-
ментов конструкций АЭС [10]. Интерес к 
данным работам связан с разработкой ме-
тодик, позволяющих оценить влияние тек-
стурирования на величину параметра аку-
стической анизотропии при напряжениях, 
превышающих предел текучести, для оцен-
ки циклической прочности конструкций.

Наконец, из последних работ следу-
ет упомянуть статью [11], в которой сде-
лана попытка построения модели распро-
странения акустических волн различной 
поляризации в предварительно одноосно 
нагруженном материале при превышении 
предела текучести. В данной работе при-
водятся экспериментальные данные, по 
которым можно судить о возможности су-
ществования немонотонного характера из-
менения величины акустической анизотро-
пии в случае пластических деформаций. 

Таким образом, на настоящий момент 
накоплен обширный экспериментальный и 
теоретический материал. Однако отсутствие 
зависимостей, прозрачных в отношении 
оценки напряженно-деформированного 
состояния материала, не позволяет гово-
рить о реализации всего потенциала метода 
акустоупругости в практической плоскости. 
Вместе с тем, его широкое распространение 
и однозначные преимущества, по сравне-
нию с прочими методами неразрушающего 
контроля, придают важность дальнейшему 
развитию метода.

В большинстве цитированных иссле-
дований рассматриваются случаи, когда 
напряженно-деформированное состояние 
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является одноосным, либо же главные на-
правления тензоров напряжений и дефор-
маций известны. В данной работе иссле-
дуется образец, имеющий концентратор 
напряжений в области, где напряженно-
деформированное состояние заведомо не 
только не является одноосным, но имеет 
большой градиент вблизи концентратора.

Для проведения исследования вы-
бран отечественный ультразвуковой при-
бор ИН-5101А. Он позволяет определять 
время прохождения упругих ультразвуко-
вых волн с точностью до 1 пс. Прибор со-
держит генератор импульсов, приемник и 
трехкомпонентный пьезопреобразователь, 
обеспечивающий излучение и прием двух 
поперечных волн взаимно перпендику-
лярной поляризации и одной продольной 
волны в виде пакетов зондирующих ультра-
звуковых импульсов. В процессе измерения 
скорости пьезопреобразователь в режиме 
излучателя осуществляет генерацию пакета 
из нескольких импульсов частоты 5 МГц, а 
затем в режиме датчика производит прием 
многократно отраженного сигнала. 

Подготовка образца

Для проведения исследования был из-
готовлен образец из катаного листа мало-
легированного алюминиевого сплава АМц, 
обладающего высокой пластичностью и 
коррозийной стойкостью, близкого по ха-
рактеристикам к чистому алюминию. Алю-
миний как рабочий материал позволяет за 
счет меньшей, чем у стали, жесткости зна-
чительно увеличить исследуемую рабочую 
область образца. Образец представлял со-
бой пластину размера 510 × 120 × 15 мм 

с концентратором напряжений в виде цен-
трального отверстия диаметром 40 мм.

Расчетное исследование  
напряженно-деформированного состояния 

образца

Для выбора расчетных точек, в которых 
должно было осуществляться измерение 
акустической анизотропии, был прове-
ден предварительный расчет напряженно-
деформированного состояния путем моде-
лирования процесса жесткого нагружения 
исследуемого образца в пакете конечно-
элементного анализа ANSYS. Диаграмма 
упругопластического деформирования за-
давалась путем применения билинейной 
аппроксимации, основанной на характери-
стиках материала (табл. 1). 

По результатам предварительного рас-
чета, на образце были выбраны характер-
ные точки для установки датчиков, пред-
ставленные на рис. 1. 

Методика эксперимента

Для измерения акустической анизотро-
пии важен выбор ориентации направле-
ния поляризации излучаемых акустических 
сигналов. В случаях, когда напряженно-
деформированное состояние одноосное, 
либо заранее известны главные направ-
ления тензоров напряжений и деформа-
ций, выбор данных направлений очевиден.  
В связи с наличием многоосного 
напряженно-деформированного состояния 
в исследуемом случае, направления поля-
ризации акустических сигналов были вы-
браны в соответствии со свойствами не-
деформированного материала, а именно 

Таблица  1

Характеристики материала, использованные при моделировании

Параметр
Единица

измерения
Значение

Модуль Юнга E ГПа 81
Коэффициент Пуассона ν – 0,32
Плотность ρ кг/м3 2699
Предел текучести σf  МПа 75
Касательный модуль упругости  H ГПа 0,2
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вдоль и поперек направления проката.
Перед нагружением была измерена ве-

личина акустической анизотропии в вы-
бранных точках образца; во всех точках 
было получено значение +0,54% (с точ-
ностью до погрешности измерений). Ско-
рость продольной волны в данных точках  
(с учетом погрешностей) принимала значе-
ние 6,5750 мм/мкс.

Для проведения экспериментального 
исследования образец устанавливался на 
испытательной машине INSTRON-8806. 
Общий вид машины с образцом перед 
проведением испытаний представлен на 
рис. 2.

Образец подвергался жесткому нагру-
жению с заданной постоянной скоростью 
деформации в несколько этапов. При до-
стижении определенного уровня дефор-
мации, в конце каждого этапа процесс 
нагружения останавливали без снятия 
достигнутой нагрузки. Во время остано-
вок, в расчетных точках последовательно 
устанавливали каждый из трех датчиков, 
и проводилось измерение продольной и 
двух поперечных скоростей ультразвуко-
вых волн, поляризованных вдоль и попе-
рек направления проката. По результатам 
измерения скоростей были вычислены 
соответствующие значения акустической 
анизотропии в каждой точке на всех эта-
пах нагружения. 

Результаты исследования

В процессе испытаний было проведено 
8 этапов нагружения. Величины абсолют-
ного удлинения образца в конце каждого 
из этапов приведены в табл. 2. 

По завершению каждого этапа нагру-
жения фиксировался достигнутый уровень 

Рис. 1. Чертеж образца с расположением расчетных точек для установки датчиков 

Рис. 2. Общий вид испытательной машины  
с образцом  (S), имеющим концентратор (С), 

перед проведением испытаний

Таблица  2

Номер этапа 1 2 3 4 5 6 7 8

Удлинение, мм 1,5 2,3 3,3 4,8 6,3 7,8 9,8 11,8
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деформации, и производились измерения 
скоростей продольной волны и двух по-
перечных волн. На девятом этапе, в ходе 
дальнейшего нагружения, образец разру-
шался с характерным образованием шейки 
вблизи места разрушения.  

На рис. 3 представлено расчетное поле 
скоростей продольных волн, измеренных 
на этапах 3, 5 и 7. 

На рис. 4 – 6 приведены результаты из-
мерения полей акустической анизотропии и 
расчетные поля действующих напряжений, 

Рис. 3. Рассчитанные поля скоростей продольных волн, измеренных на этапах нагружения 
№№ 3(a), 5 (b) и 7 (c) 

а) b) с)

Рис. 4. Рассчитанные поля интенсивности напряжений (a)  
и акустической анизотропии (b) на этапе нагружения 3

а) b)
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полученные при конечно-элементном ана-
лизе напряженно-деформированного состоя-
ния на соответствующих этапах измерений.

Выводы

Проведенные экспериментальные ис-
следования, включающие измерения 

акустической анизотропии и скоростей 
продольной и поперечных волн в случае 
упругопластического деформирования 
алюминиевой пластины с концентрато-
ром, показали, что существует однознач-
ная связь между действующими в материа-
ле напряжениями и полями распределения 

Рис. 5. Поля, аналогичные приведенным на рис. 4; получены на этапе нагружения 5

Рис. 6. Поля, аналогичные приведенным на рис. 4 и 5; получены на этапе нагружения 7

а) b)
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акустической анизотропии и скоростей 
продольной волны. 

Сравнение полученных эксперимен-
тальных данных с результатами конечно-
элементного моделирования напряженно-
деформированного состояния пластины с 
аналогичной геометрией и характеристи-
ками в случае жесткого нагружения пока-
зало качественное совпадение расчетных 
полей напряжений и полей распределения 
акустической анизотропии. Как и в случае 
одноосного нагружения [11], наибольшие 
скорости распространения продольной 
волны и наибольшие по абсолютной вели-
чине значения акустической анизотропии 
приходятся на области с наибольшими на-
пряжениями вблизи концентратора. 

Полученные результаты дают основа-
ние предложить новый диагностический 

признак – неравномерность распределения 
акустической анизотропии в конструкции. 
Несмотря на то, что количественная связь 
между акустической анизотропией и на-
пряжениями пока не установлена, характер 
распределения акустической анизотропии 
позволяет утверждать наличие качествен-
ной связи между ними.

Проведенные исследования могут лечь в 
основу уточненной модели, описывающей 
распространение ультразвуковых волн в ма-
териале, подверженном упругопластическому 
деформированию. При этом вопрос о выбо-
ре направлений поляризации ультразвуковых 
сигналов остается открытым и требует про-
ведения дополнительного изучения.

Исследование выполнено при финансовой 
поддержке Российского научного фонда (грант 
№15-19-00091). 
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The behavior of the acoustic anisotropy and the longitudinal wave velocity in the case of multiaxial stress-
strain state of the plate under inelastic deformation has been studied experimentally. The plate had a stress 
concentrator in the form of the central hole. The results for a number of deformation levels, and the results 
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stress fields and the distribution fields of acoustic anisotropy was revealed. It was found that the maximum in 
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was supposed that the non-uniform distribution of the acoustic anisotropy in material testified to a possible 
stress concentration at the corresponding points.
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Верификация и адаптация моделей пластичности  
ПРИ сложноМ нагружениИ С ПромежуточныМИ полныМИ  

и частичныМИ разгрузКАМИ

В целях более точного описания процессов сложного пассивного нагру-
жения выполнены экспериментальные исследования упругопластического 
деформирования стальных трубчатых образцов при пропорциональном и не-
пропорциональном (монотонном и циклическом) нагружениях, включающих 
частичные и промежуточные разгрузки. Проведено сравнение результатов экс-
периментов с прогнозами структурной (реологической) упругопластической 
модели и многоповерхностной теорией пластичности с одной активной по-
верхностью. Предложены модификации двух указанных выше моделей в целях 
повышения точности прогнозов.

пластичность, пассивное нагружение, эксперимент, моделирование.

Введение

В теории пластического течения, полу-
чившей в настоящее время наиболее широ-
кое распространение, предполагается, что 
разгрузка материала происходит без изме-
нения пластических деформаций. Однако 
результаты ряда исследований [1 – 19] по-
казывают, что при пассивном нагружении 
(разгрузка, нагружение внутри поверхности 
нагружения и по касательной к ней) про-
исходит накопление пластических дефор-
маций. Эндохронная теория пластичности 
[4, 5] и обобщенная модель Прандтля (мо-
дель Мазинга) [6] обеспечивают описание 
пластического деформирования при пас-
сивном нагружении. Формулировки опре-
деляющих уравнений указанных теорий 
ориентированы, прежде всего, на уточнен-
ное описание активного деформирования, 
а параметры материала определяются без 
учета специфики процессов при пассивном 
нагружении.

Экспериментальное изучение свойств 
поля пластических податливостей [20] по-
служило основой для разработки многопо-

верхностной теории пластичности с одной 
активной поверхностью [14 – 19]. Понятие 
пластических податливостей прямо или 
косвенно используется многоповерхност-
ными теориями пластичности [21, 22]. Вме-
сте с тем, накопленный эксперименталь-
ный материал по свойствам пластических 
податливостей материалов нельзя считать 
достаточным. Прежде всего, это касается 
деформирования при пассивных путях на-
гружения. Накопление остаточных дефор-
маций при таких нагружениях необходимо 
учитывать не только при расчете деформи-
рования [14 – 19], но и при расчетах на-
копления повреждений [13, 23, 24], при ис-
следовании процессов сверхпластичности 
[25], при оценке работоспособности и точ-
ности машинных агрегатов [26].

Настоящее исследование проведено для 
дальнейшего развития и обоснования кон-
цепции пластических податливостей и раз-
работки методики выполнения расчетов, 
связанных со сложным переменным на-
гружением, включающим промежуточные 
полные и частичные разгрузки.
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Определяющие уравнения  
для описания пассивного нагружения

Векторная форма представления на-
пряжений и деформаций. При двухпараме-
трическом нагружении с неизменными и 
совпадающими направлениями главных 
напряжений и деформаций пятимерные 
пространства девиаторов редуцируются до 
двумерных. Возможны различные равно-
правные подходы [7] для того, чтобы вво-
дить координаты двумерного пространства, 
удовлетворяющие условию равенства длины 
вектора и интенсивности тензора. Одним из 
возможных вариантов задания координат 
Σ1 и Σ2 для точки, характеризующей напря-
женное состояние, является следующий:

1 1 2 3 1

2 2 3 1 2

1 3
cos ( ) ,

2 2

3 3
sin ( ) ( 2 ),

2 2

i

i

S

S S

Σ = σ ψ = σ − σ + σ =

Σ = σ ψ = σ − σ = +
 

где iσ  – интенсивность напряжений по 
Мизесу; ψ  – угол между вектором напря-
жений Σ и осью Σ1; σ1, σ2, σ3 – главные на-
пряжения; S1, S2, S3 – главные значения де-
виатора напряжений.

Аналогичные выражения вводятся и для 
пластических деформаций. Они связывают 

координаты 1 ,
pΕ  2

pΕ  соответствующей точ-
ки в двумерном пространстве пластических 
деформаций с главными значениями де-
виатора пластических деформаций 1 ,

pε  2
pε  

следующими соотношениями:

1 1

2 1 2

cos ,

1
sin ( ),

3

p p p
i

p p p p
i

Ε = ε ϕ = ε

Ε = ε ϕ = ε + ε

где p
iε  – интенсивность пластических де-

формаций, φ – угол между вектором пла-
стических деформаций Ep и осью 1 .pΕ

В пространстве напряжений совокуп-
ностям напряженных состояний, объеди-
ненных общим признаком (развитие пла-
стических деформаций заданной величины, 
разрушение и т. п.), соответствуют некото-
рые границы (гиперповерхности, в частном 
случае это гиперсферы в рассматриваемом 
векторном пространстве, линии – при двух-
осном нагружении). Одна из таких границ 
показана на рис. 1, b окружностью радиуса 
Cα с центром в точке α.

Структурная (реологическая) модель. 
Рассмотрим структурную модель пластиче-
ского деформирования материала [13, 15, 
28] (рис. 1, a). Она предполагает, что в про-
цессе нагружения граница текучести сохра-
няет свои форму и размер Cα (рис.  1, b). 

(1)

Рис. 1. Структурная модель пластического деформирования материала (a)  
и схематическое представление движения поверхностей нагружения (b);

 Σ1, Σ2 – координаты пространства напряжений, Ε1, Ε2 – координаты пространства деформаций;   
X, Y  – координаты локальной системы координат, связанной с нагружением на последнем этапе;  

1 – 3 – номера структурных элементов; αi, βi, γi – жесткости упругих элементов (координаты центров  
поверхностей), Cα, Cβ, Cγ – пределы текучести пластических элементов (радиусы поверхностей); σ – вектор 

напряжений в двумерном пространстве напряжений

а) b)

(2)
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Ее положение определяется предысторией 
нагружения. Перемещение этой границы 
начинается при ее пересечении изнутри 
вектором напряжений.

Вектор приращения пластических де-
формаций p∆E  пропорционален проекции 
вектора приращения напряжений ΔΣ на 
внешнюю нормаль к границе поверхности 
нагружения и направлен по этой нормали. 
Длины приращений рассматриваемых век-
торов |ΔEp| = Δp p

i= εED D  и |ΔΣ| = Δσi 
связаны соот-

ношением

|ΔEp| = Hα|ΔΣ|cos(ΔΣ^ΔEp),

где Ηα – величина модуля податливости, 
постоянная для всех точек границы.

При изменении напряженного состоя-
ния в пределах внутренней α-окружности 
все элементы сухого трения неподвижны 
(рис. 1, b). При достижении границы эле-
мент 1 начинает движение относительно 
элемента 2. В упругой связи между ними 
появляются усилия. Их можно представить 
натяжением упругих элементов α1 и α2. Уси-
лия α1 и α2 являются координатами центра 
окружности радиуса Cα в плоскости Σ1, Σ2 
(рис. 1, b). Аналогично усилия в элементах 
β1 и β2, γ1 и γ2 являются координатами цен-
тров окружностей радиусов Cβ и Cγ. Пара-
метрам α1 и α2, β1 и β2, γ1 и γ2  соответствуют 
векторы α, β и γ.

При нагружении по пути 1 → 2 (рис. 1, 
b) пластические деформации не развивают-
ся, поскольку расстояние от текущей точки 
до центра окружности δα меньше ее радиуса 
Cα:

2 2
1 1 2 2( ) ( ) .Cα αδ = Σ − α + Σ − α ≤



При дальнейшем движении вдоль пря-
мой 1 – 2 при переходе через точку 2 
( )Cα αδ >  начинается движение элемента α 
по радиусу к α-окружности, т. е. под углом 
ω:

1 1

2 2

arctg ,
Σ − α

ω =
Σ − α

который в общем случае не совпадает с за-
данным наклоном прямой, характеризую-
щей изменение напряженного состояния ψ0 

(см. рис.  1, b). Элементы β и γ остаются 
неподвижными пока выполняются условия 

,Cα αδ >  Cβ βδ <  и .Cγ γδ <  В этом случае 
пластические деформации определяются 
соотношением

ΔEp = Hα(Σ – α)
C

1 .α

α

 
− δ 

При движении вдоль прямой 1 – 2 при 
переходе через точку 3 элемент β начина-
ет движение ( ,Cα αδ >  ,Cβ βδ >  Cγ γδ < ), и 
пластические деформации определяются 
выражением

ΔEp = Hα(Σ – α)
C

1 α

α

 
− + δ 

 

+ Hβ(Σ – β)
C

1 .β

β

 
−  δ 

В общем случае, при движении всех трех 
окружностей ,Cα αδ >  ,Cβ βδ >  Cγ γδ >  при-
ращение пластических деформаций опреде-
ляется равенством 

ΔEp = Hα(Σ – α)
C

1 α

α

 
− + δ 

 

+ Hβ(Σ – β)
C

1 β

β

 
− +  δ 

Hγ(Σ – γ)
C

1 ,γ

γ

 
−  δ 

которое, в отличие от предложенного в ра-
боте [13], вводится на основе дифференци-
альных зависимостей теории пластического 
течения.

Деформации на всем пути нагружения 
определяются суммированием приращений 
деформаций на каждом шаге. При разбие-
нии пути нагружения на шаги целесообраз-
но в качестве граничных точек выбирать 
те напряженные состояния, при которых в 
движение включается (или из него выклю-
чается) очередной элемент сухого трения 
структурной модели. Так, для пути, пред-
ставленного на рис. 1, b, таковыми являют-
ся точки 2, 3 и 4.

Многоповерхностная теория с одной 
активной поверхностью. Математическая 
модель, основанная на предположении о 
невозможности чисто упругого деформи-
рования как при нагрузке (увеличение σi), 
так и при разгрузке (уменьшение σi) была 
предложена в работе [20]. Авторами было 
принято, что соотношение (3) применимо в 
любой точке пути вторичного нагружения.

(3)

(6)

(7)

(8)

(4)

(5)
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Утверждалось в качестве постулата, что 
направление вектора ΔEp и модуль податли-
вости H являются функциями напряженно-
го и деформированного состояний в конце 
первого шага нагружения (нулевого цикла) 
и текущей точки пути. В экспериментах с 
никелевыми и стальными тонкостенными 
трубками было установлено, что вектор ΔEp 
ориентирован по нормали к окружности, 
проведенной через текущую точку и точку 
окончания первого нагружения, а величина 
H во всех точках такой окружности пример-
но постоянна [14 – 20].

Пусть после нагружения по пути 0 → 1 
(рис. 2) в точке 1 достигнуто напряженное 
состояние с интенсивностью напряжений 

1.iσ  Затем, после излома траектории нагру-
жения в точке 1, следует движение по пути 
1 → 3. Направление приращения пластиче-
ских деформаций ΔEp совпадает с радиусом 
2'2 окружности, проведенной через точки 1 
и 2 из центра, лежащего на луче 0 – 1. Мо-
дуль вектора p p

i∆ = ∆εE  определяется соот-
ношением

|ΔEp| = H|ΔΣ|cos(ΔΣ^R),

аналогичным по структуре равенству (3), 
где 

1 1 1 1
1

, , , .
p
i

i
i

dR
H f H R H

R d

  ε
= = σ =  σ 

Подобный способ построения окружно-
стей применяется и для последующих точек 
пути нагружения, для которых выполняется 
условие Rk > Rk–1, где k – номер точки на 
пути нагружения (k  = 1, 2, ..., N). Точку, 
после которой это условие нарушается (на-
пример, точка 3 на рис. 2), назовем точкой 
реверса. Строгая математическая формули-
ровка условия появления точки реверса в 
пространстве девиаторов напряжений дана 
в работе [16]. После прохождения такой 
точки возникает новая поверхность, кото-
рая становится активной (подвижной), в 
то время как все остальные поверхности 
фиксируются. Центр активной окружно-
сти располагается на радиусе 3'3 (точка 4' 
на рис.��������������������������������  ������������������������������� 2). Направление приращения пла-
стических деформаций ΔEp совпадает с ра-
диусом 4'4. При вычислении приращения 
пластической деформации можно исполь-

зовать соотношение (9) с заменой величин 
R1, H1 на R3, H3, соответствующих точке ре-
верса 3.

Методика проведения опытов и образцы

При проведении экспериментов в усло-
виях объемного напряженного состояния 
использовалась модернизированная уста-
новка [27], состоящая из камеры высоко-
го давления для испытания образцов в 
условиях объемного напряженного состоя-
ния, из источников давления, гидравличе-
ских систем высокого и низкого давления, 
контрольно-измерительных приборов и 
различных приспособлений для обслужи-
вания.

Для приготовления образцов использо-
вались отрезки цельнотянутых труб длиной 
4 м, из одной партии стали 1Х18Н10Т-ВД 
(ЭП502ВД). Размеры образцов:

длина 170 мм;
номинальный наружный диаметр – 

26,4 мм;
толщина стенки – 0,3 мм;
отношение толщины стенки образца к 

его среднему диаметру – 0,011.

Рис. 2. Схематическое представление движения 
поверхностей нагружения (окружность и дуги) 

согласно многоповерхностной теории  
с одной активной поверхностью  
(ее центр расположен в точке 4').

Путь нагружения 0 → 1 → 2 → 3 → 4 в пространстве 
напряжений указан тонкими стрелками; в точках 2 

и 4 жирными стрелками показаны направления при-
ращений пластических деформаций; 1 и 3 – точки 

реверса

(9)
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Указанное отношение соответствует 
рекомендуемым значениям и обеспечива-
ет хорошую равномерность распределения 
кольцевых и радиальных напряжений по 
толщине стенки. Это позволяет вычислять 
напряжения для среднего слоя по форму-
лам для безмоментных оболочек. Химиче-
ский состав материала труб (сталь) пред-
ставлен работе [18].

Методика проведения опытов основана 
на том, что процесс нагружения рассматри-
вается в пространстве напряжений Σ1 и Σ2, а 
процесс деформирования – в пространстве 
пластических деформаций 1

pΕ  и 2 .
pΕ :

1 2

1 2

1 3
( ), ( ),

2 2
1

, ( ),
3

z r r

p p p p p
z z

θ θ

θ

Σ = σ − σ + σ Σ = σ − σ

Ε = ε Ε = ε + ε

где σz, σθ, σr – ненулевые компоненты тен-
зора напряжений в цилиндрической систе-
ме координат, совпадающие с главными 
напряжениями; ,p

zε  ,p
θε  p

rε  – главные пла-
стические деформации.

Для вычисления длины пути пластиче-
ского деформирования (параметра Одкви-
ста p

iε ) нами использовалось соотношение
2 2

1 2( ) ( ) .p p p
i d dε = Ε + Ε∫

Гидростатическое давление (среднее на-
пряжение) определялось на основе зависи-
мости

1 2 .
3 3

mean r

Σ Σ
σ = + + σ

В основе методики нагружения лежа-
ло ступенчатое приложение нагрузок, по-
зволявшее вести нагружение вдоль любого 
направления в пространстве Σ1, Σ2, которое 
характеризуется параметром вида девиато-
ра ψ:

2 1arctg ( / ).ψ = Σ Σ

Нагружение может быть реализова-
но в трубчатом образце (т. е. при ψ  = 0,  
1, ..., 120°). Напряженное состояние образ-
ца определяется параметром вида девиато-
ра (13), интенсивностью напряжений σi и 
отношением инвариантов σmean / σi.

Эксперименты проводились в камере 
высокого давления и включали нагрузки 
и разгрузки образцов по прямым лучевым 
путям в пространстве напряжений, с варьи-
рованием параметра ψ. В качестве первого 
шага выполнялось осевое растяжение при  
ψ = 0° до некоторой выбранной интенсив-
ности напряжений σi0, затем следовала пол-
ная разгрузка, кольцевое растяжение при 
значениях ψ  = 115 – 120° до приблизитель-
но такой же интенсивности напряжений, 
и после этого – опять полная разгрузка до  
σi  =  0 (см. лучи 0 – 1, 1 – 0, 0 – 4, 4 – 0 на 
рис. 3, b).

Переход при нагружении с луча ψ  =  0° 

на луч ψ  =  115 – 120° использовался потому, 
что давал возможность получать наиболь-
шие пластические деформации, по сравне-
нию с другими возможными реализациями 
лучевых путей повторного нагружения. На 
каждом прямолинейном участке нагруже-

(10)

(11)

(12)

(13)

Рис. 3. Пути нагружения образцов (указаны стрелками) для идентификации параметров  
моделей (a) и сравнение прогнозов рассматриваемых моделей (b);

σi0 – интенсивность напряжений, соответствующая первоначальному нагружению

а) b)
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ния до различных значений σi0 проводились 
промежуточные разгрузки для измерения 
осевой (εz) и окружной (εθ) деформаций. 
Количество образцов составило 15. Уровни 
начальных интенсивностей напряжений σi0 
изменялись от 680  до 900 МПа.

Диаграмма деформирования. Для опреде-
ления ряда параметров структурной модели 
и многоповерхностной модели использует-
ся диаграмма деформирования (кривая за-
висимости интенсивности напряжений от 
интенсивности деформаций) при монотон-
ном одноосном нагружении. Оценка воз-
можности ее использования для описания 
сложного напряженного состояния (гипо-
теза единой кривой) требует проверки, ко-
торая также проводилась в рамках настоя-
щего исследования.

Для аппроксимации диаграммы дефор-
мирования в данной работе использовалась 
степенная зависимость:

( ) ,p m
i iA Bσ = ε +

содержащая три параметра материала: A, B 
и m. Текущие размеры образца определя-
ются с учетом зависимости (14).

Для получения диаграммы деформиро-
вания проводились испытания на растяже-
ние тонкостенных трубчатых образцов на 
прессе Гагарина и в камере высокого дав-
ления.

В той же камере были проведены опы-
ты по растяжению трубчатых образцов при 
повышенных значениях среднего напряже-
ния σmean для оценки влияния отношения  
σmean/σi на характер зависимости ( ).p

i iσ ε  От-
ношение среднего напряжения к интен-
сивности напряжений менялось в пределах 
0,330 – 0,466.

Путь нагружения в координатах Σ1, Σ2 
представляет собой прямую линию: луч, 
исходящий из начала координат. Для по-
лучения зависимостей ( )p

i iσ ε  и значений σi, 
εi в момент разрушения, в процессе нагру-
жения проводились промежуточные раз-
грузки для измерения деформаций. Значе-
ния параметра вида девиатора ψ  (см. выше) 
меняли от 0 до 120° с шагом в 15°, отно-
шение σmean/σi менялось в пределах от 0,321 
до 0,616. По каждому лучу было испытано  
5 – 8 образцов.

Определение параметров структурной мо-
дели. Для нахождения параметров струк-
турной модели использовалась методика, 
предложенная в работе [13]. В соответствии 
с данной методикой, их определяли по 
аппроксимирующей ломаной линии, впи-
санной в экспериментальную диаграмму 
циклического деформирования при одноо-
сном растяжении-сжатии.

Чтобы изучить поведение параметров 
модели при дальнейшем нагружении (по-
сле первичного растяжения), были прове-
дены опыты как на повторно-лучевое, так 
и на повторно-циклическое виды нагруже-
ния. При этом принималось во внимание 
изменение значений Сβ, Сγ.

Определение параметров многоповерхност-
ной теории пластичности. Для нахождения 
параметров указанной теории пластичности 
с одной активной поверхностью нагружения 
нами рассматривалась степенная аппрокси-
мация модуля пластической податливости H 
в следующем виде:

0
0

,
n

i

R
H CH

 
=  σ 

где σi0 – максимальная интенсивность на-
пряжений, достигнутая на предыдущих 
этапах сложного пути нагружения; H0 – мо-
дуль податливости максимально достигну-
того уровня σi0 0( / );p

i iH d d= ε σ  R – радиус 
окружности равных податливостей, соот-
ветствующий текущему значению σi; С, n –  
параметры модели.

Податливость H0 определялась по урав-
нению единой кривой (14):

1/ 1

0
0

1
.

m

i B
H

mA A

−
σ − =  

 

Значения H и R рассчитывались по ре-
зультатам опытов, например, после экспе-
риментов на чередующиеся осевые и коль-
цевые растяжения трубчатого образца.

Результаты экспериментального определения 
параметров моделей

В результате проведенных опытов на 
растяжение тонкостенных трубчатых об-
разцов на прессе Гагарина и в камере вы-
сокого давления на десяти образцах была 

(14)

(15)

(16)
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установлена следующая аппроксимация 
диаграммы деформирования (рис. 4):

0,6781470 325i iσ = ε + (МПа).

Получены следующие значения преде-
ла прочности (в истинных напряжениях):  
σU  ≈ 1200 – 1240������������������������ �����������������������МПа и истинная деформа-
ция при разрыве εU ≈ 0,5.

В опытах по растяжению трубчатых об-
разцов при повышенных значениях сред-
него напряжения σmean  было установлено, 
что в диапазоне исследованных σmean/σi  
(0,330 – 0,466) существенных отклонений 
как по характеру зависимости σi(εi), так и 
по значениям σU, εU  отмечено не было.

В результате проведенных опытов на  
5 – 8 образцах были получены зависимо-
сти ( )p

i iσ ε  и значения σi, εi в момент раз-
рушения (как отмечалось выше, в процессе 
нагружения проводились промежуточные 
разгрузки для измерения деформаций).

На основании полученных экспери-
ментальных данных был сделан вывод о 
возможности использования концепции 
единой кривой. Отклонения от среднего 
значения по напряжениям для различных 
путей нагружения не превышали ± 4  %. 
Установлено, что параметр ψ влияет как на 
значения σi, εi в момент разрушения, так и 
на характер разрушения.

Параметры структурной модели. В ре-
зультате проведенных экспериментальных 

исследований при сложном непропорцио-
нальном нагружении были найдены пара-
метры структурной модели при различных 
значениях σi0 (табл. 1).

В работе [13] значения параметров мо-
дели для материала принимались посто-

Рис. 4. Диаграмма деформирования стали 1Х18Н10Т-ВД 
(данные от разных образцов представлены различными символами)

Таблица  1

Значения параметров структурной модели  
при различных значениях σi0 

Параметр
Значение, МПа

σi0 = 772 МПа σi0 = 871 МПа

Сα 325  325

Сβ 711 765

Сγ 770 820

Eαz 94 100  163 000

Eαθ 126 800  178 800

Eα 110 400 170 900

Eβz 2 960 8 560

Eβθ 3 610 9 230

Eβ 3 280 8 890

Eγz 1 500 2 110 

Eγθ 2 370 1 860

Eγ 1 930 1 980

Значения параметра εi0 составили 21,04 и 21,49 %  
при σi0 = 772 и 871 МПа соответственно.

(17)
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янными, не зависящими от истории его 
нагружения. Анализ экспериментальных ре-
зультатов, полученных нами при повторно-
лучевых нагружениях, показал, что числен-
ное значение этих параметров зависит от 
уровня интенсивности напряжений σi0, до-
стигаемого в базовом опыте. Поэтому опы-
ты проводились при различных значениях 
σi0 (σi0 = 700 – 900  МПа). В табл. 1 даны в 
качестве примера соответствующие значе-
ния для двух значений σi0.

Расчеты параметров Сβ, Сγ для опытов 
с различными значениями σi0 позволили 
заключить о приблизительно линейной за-
висимости указанных параметров от вели-
чины σi0:

0(5) (5)

0(33) (33)

(5)

(33)

0,886 0,9; 0,929 0,9;

0,939 0,9.

i

i

C

C

C

C

β

β

γ

γ

σ
= ≈ = ≈

σ

= ≈

В результате анализа поведения параме-
тров модели при дальнейшем нагружении 
(после первичного растяжения), при кото-
ром, как уже отмечалось, были проведены 
опыты как на повторно-лучевое, так и на 
повторно-циклическое виды нагружения, 
была установлена закономерность измене-
ния параметров, позволяющая более точно 
прогнозировать результаты эксперимента 
[29]. При этом принималось во внимание 
изменение значений Сβ, Сγ.

Параметры многоповерхностной теории 
пластичности. Податливость H0 определя-
лась на основе уравнения (16):

0,475

0
0

3251, 475
(мПа).

1470 1470
iH

σ − =  
 

Значения параметров H и R были рас-
считаны по результатам опытов на чере-
дующиеся осевые и кольцевые растяжения 
трубчатого образца.

Необходимо отметить, что в базовом 
опыте характер зависимости σi(εi) заметно 
меняется при переходе от первого кольце-
вого растяжения после первого осевого на-
гружения к последующим чередующимся 
осевым и кольцевым растяжениям. Поэто-
му, как и в работе [13], сделано предпо-
ложение об изменении свойств материала 

после первых циклов сложного нагружения 
и принято, что первому нагружению при 
максимальном отличии по углу ψ отвеча-
ют значения параметров С  = 1,6; n = 25,3, 
а последующим нагружениям, независимо 
от пути нагружения, отвечают значения 
С  =  0,2; n  =  5,9.

Учитывая характер аппроксимации за-
висимостей, мы пришли к выводу, что ве-
личина интенсивности напряжений σi0 при 
первичном растяжении в базовом опыте не 
влияет на значения коэффициентов A и n.

Кроме вышеизложенных, были опробо-
ваны и другие аппроксимирующие зависи-
мости для пластических податливостей, в 
частности

0,4
0(0,01892 lg( / )) 4

0 10 ,iRH H
−− σ −=

( / )0[( 0,03)/0,085 0,6]/0,2
0 10 .

R ieH H
σ− − −=

Результаты расчетов с применением 
этих соотношений в целом дали худшее со-
ответствие данным опытов, по сравнению 
с результатами расчетов, использующих со-
отношения (15).

Результаты испытаний  
и сопоставительный анализ моделей

Повторно-пропорциональные пути нагру-
жения. Многоповерхностная теория пла-
стичности с одной активной поверхностью 
достаточно хорошо описывает процесс на-
гружения по пропорциональным путям с 
разгрузками и переходами на другое на-
правление пропорционального нагружения. 
Структурная модель элемента материала с 
постоянными параметрами дает более за-
метные расхождения результатов с данны-
ми опытов.

Параметры структурной модели, опре-
деляемые в базовом опыте, зависят от вели-
чины интенсивности напряжений 0iσ  при 
первичном нагружении образца, а уровень 
значений iσ  при последующих циклах воз-
растал от цикла к циклу. Поэтому вычис-
ления проведены с использованием эмпи-
рической зависимости, установленной в 
опытах [29]:

max1 0,35 ,i
j j

R
C C

R
σ − ′′ ′= + 

 

(18)

(19)
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где 
jC ′′  – значение параметра Cj, отвечаю-

щее текущему значению наибольшей ин-
тенсивности напряжений σi max, индекс  
j = β,  γ (см. рис. 1, b); jC ′

 – значение па-
раметра ,jC  соответствующее значению 
предыдущей наибольшей интенсивности 
напряжений; R – значение предыдущей 
наибольшей интенсивности напряжений 
(радиус гиперповерхности, соответствую-
щей σi max на предыдущих этапах нагруже-
ния (см. рис. 3, b). 

В табл.����������������������������      ���������������������������     2 приведены в качестве при-
мера типичные данные, полученные нами 
в опытах по деформированию образцов в 
указанных условиях.

Структурная модель элемента материала 
с постоянными коэффициентами обеспе-
чивает качественное соответствие экспери-
ментальным данным, но количественное со-
поставление приводит к выводу о большом 
отклонении от них. Применение коррекции 
параметров приводит к существенному улуч-
шению прогноза, использующего соотноше-
ния структурной модели, и приближает по 
эффективности скорректированную модель 
к многоповерхностной теории.

Таким образом, результаты расчета де-
формаций по соотношениям многоповерх-
ностной теории с одной активной поверх-
ностью и расчета по структурной модели, 
использующей коррекцию параметров, 
дают хорошее соответствие с данными экс-
периментов.

Сложные пути нагружения. На рис. 5 
показаны экспериментальные результаты, 
найденные при сложных путях нагружения 
для одного из таких характерных процессов 
(см. рис. 3, b); приведенные данные сопо-
ставлены с расчетными, полученными для 
различных моделей материала. Параметр 
Одквиста на момент разрушения (на вто-
рой стадии) достиг следующих уровней: 

опытное значение – 0,340;
прогнозируемое при использовании 

структурной модели с коррекцией параме-
тров – 0,251;

прогнозируемое согласно многоповерх-
ностной теории – 0,345.

Таким образом, прогностические расче-
ты по обеим моделям дали удовлетворитель-
ное совпадение с данными эксперимента. 

При малых деформациях несколько лучшее 
соответствие достигалось с использованием  
структурной модели материала, при разви-
тых деформациях – модели, основанной на 
концепции поля пластических податливо-
стей. Это объясняется тем, что первая из 
этих сопоставляемых моделей более точно 
аппроксимирует начальный участок диа-
граммы деформирования, но хуже отражает 
участок развитых деформаций. Этот недо-
статок можно устранить, если корректиро-
вать параметры модели с учетом повыше-
ния уровня достигаемых интенсивностей 
напряжений. Такая коррекция существен-
но приближает ее прогноз к данным экс-
перимента (см. рис. 5).

Результаты расчетов по теории пласти-
ческого течения с кинематическим упроч-
нением (вторая из двух рассматриваемых 
моделей) указывают на неадекватный 
(неудовлетворительный) прогностический 
характер ее описания, относящегося к 
процессу сложного циклического дефор-
мирования.

Структурная модель элемента материала 
в целом несколько лучше описывает процесс 
сложного повторно-пропорционального 
циклического нагружения, чем многопо-
верхностная теория пластичности с одной 
активной поверхностью. Это можно объ-
яснить тем, что модельное описание пути 
этих нагружений повторяет путь нагруже-
ния в базовом опыте.

Однако следует отметить, что для повы-
шения адекватности структурной модели 
потребовалась коррекция ее параметров. 
Такая мера указывает на ее большую чув-
ствительность к условиям (по напряжени-
ям) проведения базового эксперимента и к 
уровню интенсивностей напряжений, до-
стигаемых в ходе опытов.

Многоповерхностная теория пластич-
ности с одной активной поверхностью 
лучше описывает исследованные сложные 
циклические пути нагружения, которые 
могут существенно отличаться от пути на-
гружения в базовом опыте. Это говорит о ее 
универсальном характере в отношении рас-
четов деформирования образцов материала 
и элементов конструкций, подверженных 
сложным циклическим нагружениям.
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Для многоповерхностной теории не вы-
явлено существенной зависимости ее пара-
метров от уровня нагружения как в базовом 
опыте, так и при произвольных путях на-
гружения. Она адекватно описывает слож-
ное циклическое нагружение с интенсив-
ностями напряжений как выше, так и ниже 
интенсивности напряжений, при которой 
определялись параметры модели. Дополни-
тельной коррекции параметров при этом не 
требуется.

Заключение

Проведено сравнение прогнозов мно-
гоповерхностной теории с одной активной 
поверхностью и структурной модели с ре-
зультатами экспериментальных исследова-
ний на стали 1Х18Н10Т-ВД при сложном 
непропорциональном пассивном нагруже-
нии.

Многоповерхностная теория пластич-
ности с одной активной поверхностью на-
гружения обеспечивает хорошую точность 
прогнозов для сложных путей нагружения, с 
участками полной и частичной разгрузки.

Для всех исследованных путей нагру-
жения результаты расчетов с использова-
нием структурной модели при неизменных 
значениях параметров модели и числе эле-
ментов дает худшее соответствие данным 
опытов, чем результат расчетов по много-
поверхностной модели. Прогнозы с при-
менением теории пластического течения с 
кинематическим упрочнением значительно 
уступают по точности двум вышеназван-
ным моделям.

Вариант структурной модели с перемен-
ными параметрами позволяет значительно 
уменьшить погрешности прогноза. Погреш-
ности расчетов с использованием такой мо-
дели и многоповерхностной теории близки 
для всех исследуемых путей нагружения.

В рамках многомодельного метода [30] 
исследования пластического деформиро-
вания установлены области достоверного 
применения многоповерхностной теории с 
одной активной поверхностью нагружения 
и структурной модели материала.

Работа выполнена при финансовой под-
держке гранта РФФИ № 16-08-00845-а.

Рис. 5. Сравнение экспериментальных (1) и расчетных (2 – 5) результатов путей  
деформирования с использованием различных моделей для пути нагружения (см. рис. 3, b):

многоповерхностной теории с одной активной поверхностью (2); структурных моделей с коррекцией (3) 
и без коррекции (4) параметров; теории пластического течения с кинематическим упрочнением (5)
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Kuznetsov N.P., Melnikov B.E., Semenov A.S. VERIFICATION AND ADAPTATION 
OF THE PLASTICITY MODELS UNDER COMPLEX VARIABLE LOADING WITH 
INTERMEDIATE COMPLETE AND PARTIAL UNLOADINGS.

The experimental studies of elasto-plastic deformation of tubular steel samples under proportional and 
non-proportional (monotonic and cyclic) loadings, including partial and intermediate loadings, have been 
conducted with the aim of  improving the accuracy of the description of the complex passive loading 
processes. The plastic strain accumulation was observed in the course of tests carried out under passive 
loading. However, this effect turned out   not to be described by the plastic flow theory. This result 
required the development of an alternative material model. The comparisons of experimental results with the 
predictions of the structural (rheological) elasto-plastic model and the multisurface theory of plasticity with 
one active surface were made. Modifications of the constitutive equations were proposed in order to improve 
the accuracy of the material response prediction.

plasticity, passive loading, experiment, modeling.
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Посвящается светлой памяти 

Нели Александровны Есепкиной, конструктора 

радиотелескопов БПР и РАТАН-600, профессора 

Ленинградского политехнического института 

имени М.И. Калинина 

Радиоизлучение группы звезд в созвездиях Водолея и Кита

В работе выполнены оптические отождествления радиоисточников с груп-
пой звезд, расположенных на площадке размером 1,2 кв. град. С радиоисточни-
ками отождествлены десять  звезд и один объект с диффузным изображением 
(ESO-538-10). Восемь радиообъектов имеют нетепловой спектр радиоизлуче-
ния. Обнаружена значительная радиорефракция в межзвездной среде в иссле-
дуемом направлении космического пространства.

Система координат, оптическое отождествление радиоисточников, 
межзвездная среда, Водолей, Кит.

Введение

В 1609 году талантливый итальянский 
физик, механик и астроном Галилео Га-
лилей сконструировал первый оптический 
телескоп и начал наблюдать небесные объ-
екты. В 2009 году оптической астрономии 
исполнилось 400 лет, и этот год был объ-
явлен Международным годом астрономии 
(МГА-2009). 

Радиоастрономия,  по сравнению с 
оптической астрономией, – очень молодая 
наука. Свой существенный вклад в обна-
ружение радиоизлучения  небесных объ-
ектов внесли радиолюбители. В 1932 году 
Карл Янский, исследуя шумы окружаю-
щего пространства через наушники, об-
наружил радиосигнал, идущий из центра 
нашей Галактики. В честь этого исследо-
вателя названа единица измерения плотно-
сти потока излучения радиообъектов – Ян.  

В 1937 году Грот Ребер на собственные 
средства построил радиотелескоп диаме-
тром 9,5 м и в период 1938 – 1943 гг. вы-
полнил первый обзор неба. Чувствитель-
ность приемной аппаратуры тех времен не 
позволяла обнаруживать радиоизлучение 
небесных объектов в сантиметровом диапа-
зоне длин волн, поэтому свой первый об-
зор  Грот Ребер был вынужден выполнять 
в метровом диапазоне. Первая его работа 
была опубликована в 1944 году. В первые 
же годы наблюдений неба, в радиодиапа-
зоне было обнаружено несовпадение коор-
динат, полученных в радио- и оптическом 
диапазонах (далее «радио – оптика»)  не-
бесных объектов.

С 1945 года начинается бурное развитие 
радиоастрономии. Первыми объектами ис-
следования в радиодиапазоне стали газовые 
туманности большого углового размера, до-
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статочно яркие в указанном диапазоне; их 
отождествления с оптическими объектами  
не вызывали сомнения. Однако очень ско-
ро стало ясно, что необходимо повышать 
разрешающую способность радиотелеско-
пов. Началось строительство радиотеле-
скопов большого размера, таких как БПР  
(130 × 3 м)  и РАТАН-600 (600 × 10 м), од-
ним из разработчиков которых являлась 
Неля Александровна Есепкина   [1, 2]. 

По мере повышения чувствительности 
приемной аппаратуры и точности инстру-
ментов было обнаружено, что необходимо 
учитывать влияние среды на распростране-
ние радиоволн. Так, в 1960 году была опу-
бликована работа М.М. Комесарофа [3] по 
обнаружению радиорефракции в ионосфере 
Земли на частоте 19,7 МГц. Оказалось, что 
эта радиорефракция в ионосфере Земли –  
довольно значительная в метровом диа-
пазоне длин волн  и происходит на вы-
сотах более 350 км над уровнем моря. По 
этой причине  координаты радиообъектов,  
измеренные в метровом диапазоне длин 
волн, как правило, отличаются от коорди-
нат, полученных в сантиметровом диапа-
зоне. 

С целью привязки координат небесных 
радиообъектов, в 1962 году   был предло-
жен 3С каталог (Третий Кембриджский 
каталог) [4], объекты которого не имели 
пары в оптическом диапазоне длин волн. 
При этом каталог был составлен для ме-
трового диапазона длин волн, а именно на 
частоте 178 МГц, с диаграммой направ-
ленности Ө = 13,6' × 4,6°. Координаты объ-
ектов этого обзора представляли собой ре-
зультат осреднения всех радиоисточников, 
расположенных на площадке размером  
Ө = 13,6' × 4,6° в метровом диапазоне длин 
волн. Несмотря на недостаточную точ-
ность измерения координат небесных ра-
диообъектов и отсутствие их привязки к 
оптическим объектам, некоторые объекты 
3С-каталога и по сей день числятся в ка-
честве опорных и используются для при-
вязки даже тех радиообъектов, наблюде-
ния  которых выполнены в сантиметровом 
диапазоне длин волн. 

В настоящее время установлено, что 
радиолуч в сантиметровом диапазоне ис-

пытывает радиорефракцию в тропосфере 
Земли, в то время как радиорефракция в 
метровом диапазоне длин волн происходит 
в ионосфере Земли. 

Идет  бурное развитие радиоинтерферо-
метрии со сверхдлинными базами (РСДБ). 
При этом первые наблюдения показали, 
что очень остро встает вопрос о правиль-
ной привязке радиоисточников к оптиче-
ским небесным объектам.

Первые отождествления объектов  
радио – оптика

Природу  небесных  радиообъектов мож-
но изучать только после их правильного 
отождествления с оптическими объектами, 
когда получено однозначное доказатель-
ство того, что совпадение  объектов радио 
– оптика не является случайным. В связи 
с этим правильные оптические отождест-
вления являются первым и необходимым 
условием на пути изучения характеристик 
и природы небесных объектов. 

Указанные отождествления, как сло-
жилось исторически, осуществлялись по 
опорным объектам, которые  зачастую не 
имели нужной координатной точности. 
Это приводило к большому количеству не-
совпадений, называемых «пустым полем» 
(empty field). Стала очевидной необходи-
мость разработки как метода, так и самого 
критерия отождествления объектов радио –  
оптика. Такая работа была начата нами в 
1985 году, и первые оптические отождест-
вления были выполнены в Национальном 
институте оптики, астрономии и электро-
ники (INAOE), г. Тонантцинтла, Мекси-
ка, при помощи блинк-компаратора фир-
мы Цейс по всем правилам астрометрии 
методом Шлезингера. При этом мы ис-
пользовали данные высокочувствительно-
го обзора неба, полученные на радиоте-
лескопе РАТАН-600, на длине волны 7,6 
см [5] . 

Блинк-компаратор позволял определять  
координаты оптических объектов по Пало-
марским стеклянным пластинам   с точно-
стью 

σRA × σDEC = 1,5″ × 1,5″.

В результате наших исследований был 
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сделан вывод о несовпадении радиообъек-
тов с оптическими небесными объектами, 
и поэтому радиообъекты попадали  в пу-
стое поле в оптическом изображении. 

В 1987 году были выполнены наблюде-
ния ряда оптических объектов с диффузным 
изображением («галактики»)  на Боннском 
100-метровом радиотелескопе. Оказалось, 
что координаты радиообъектов, опреде-
ленные на этом радиотелескопе, тоже по-
падают в пустое поле в оптическом изо-
бражении и не совпадают с галактиками, 
видимыми при оптическом наблюдении.  
А именно на эти галактики мы настраивали 
указанный радиотелескоп.

Оптические отождествления объектов 
радио – оптика, выполняемые  при помо-
щи блинк-компаратора, были продолжены 
нами в 1990 и 1993 – 1994 гг. Из 800 ис-
следованных нами  радиоисточников, по-
лученных по наблюдениям на РАТАН-600, 
отождествилось менее 8%, причем с плохой 
точностью. Основная часть  радиоисточни-
ков попадала в пустое поле в оптическом 
изображении.

К настоящему времени накоплен очень 
большой объем радиоастрономических на-
блюдений небесных объектов в широком 
диапазоне длин волн (от метрового до 
миллиметрового диапазона), выполнен-
ных с высокой чувствительностью и высо-
ким разрешением на различных телеско-
пах [6]. Однако, как выяснилось, основная 
часть радиоисточников не отождествляет-
ся с небесными объектами, видимыми в 
оптическом диапазоне длин волн. Обще-
признанной точкой зрения, объясняющей 
этот факт, явилось утверждение, что на га-
лактических широтах b > 2° источниками  
радиоизлучения являются преимуществен-
но внегалактические объекты, такие, как 
активные галактики и квазары («Nearly 
all discrete radio sources more than 1° or 2° 
from the Galactic plane  are extragalactic...»  
[7, С. 1694]). 

Ранее в работе [8] было показано, что 
существует рефракция в тропосфере Земли, 
которая существенна на частотах 1,0 ГГц и 
выше, в то время как ионосферная  реф-
ракция доминирует на низких частотах.

С целью привязки радиообъектов к 

оптическим объектам, в 2009 году, на 
съезде Международного астрономического 
союза, был предложен в качестве опорно-
го ICRF2-каталог, насчитывающий 3414 
радиообъектов  [9, 10]. Это предложение 
было сделано без должного на то обосно-
вания, только ввиду несовпадения пода-
вляющей части объектов радио – оптика, 
которые, якобы, совпадают с объектами 
квазизвездной структуры,  расположен-
ными на краю Вселенной. Этот каталог 
был рекомендован в таком же качестве 
(как опорный) и для геодезических целей. 
Следует отметить, что ICRF2-каталог был 
получен методом кросс-корреляции коор-
динат небесных объектов радио – оптика. 
Наши исследования показали, что основ-
ная часть радиообъектов этого каталога 
представляет собой факт случайного со-
впадения радиообъектов со слабыми опти-
ческими объектами, плотность которых 
весьма велика [11]. 

На основании вышеизложенного можно 
утверждать, что ICRF2- каталог не следует 
использовать в качестве опорного для при-
вязки небесных объектов радио – оптика, а 
представленные в нем данные требуют про-
верки. Кроме того, плотность этих опорных 
объектов слишком мала  для достоверной 
привязки радионеба к оптическому небу 
(один опорный объект на 40 кв. град). 

Отождествление радиообъектов  
из NVSS-обзора

В 1992 – 1998 гг. был выполнен обзор 
северного неба в Национальной радиоа-
строномической обсерватории (NRAO), 
США [7, 12], при помощи интерфероме-
тра, на частоте 1400 МГц, с диаграммой на-
правленности θ = 45″ и чувствительностью  
2,5 мЯн. Данные этого обзора (NVSS – об-
зор неба NRAO ����������������������� VLA��������������������  ������������������� Sky����������������  ��������������� Survey��������� ) и Пало-
марского обзора неба (���������������� POSS������������ ), выполнен-
ного в Паломарской обсерватории (США), 
были оформлены в виде баз данных со сво-
бодным доступом через Интернет. 

Мы снова приступили к оптическим 
отождествлениям, используя данные двух 
указанных обзоров, оцифрованные по ме-
тодике, разработанной М. Ирвином [13]. 
Это позволяло нам отождествлять и сла-
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бые радиоисточники с плотностью потока  
P < 2,5 мЯн, которые отсутствуют в ката-
логе [6]. В результате мы обнаружили, что 
радиообъекты неверно привязаны к объ-
ектам, видимым в оптическом диапазоне 
длин волн [14]. 

Мы разработали метод привязки радио-
неба к оптическому небу (метод «Липовка –  
Костко – Липовка»  (ЛКЛ, англ. LKL)) [15],  
в результате применения которого количе-
ство радиоисточников, отождествленных 
с оптическими объектами, увеличилось в 
десятки раз. Оказалось, что сильные ради-
оисточники отождествляются преимуще-
ственно со звездами ярче 14m .

Ссылки на наши, уже опубликованные, 
отождествления объектов радио – оптика 
до 2011 года представлены в работе [14]. 
Ссылки на отождествления, выполненные 
после 2011 года, представлены в работах 
[16, 17].

В настоящее время нами опубликованы 
отождествления радиоисточников с опти-
ческими объектами для 14 одноградусных  
площадок, на которых отождествилось 127 
звезд и 13 объектов с диффузным изобра-
жением. Обнаружено, что все звезды ярче 
14m   являются сильными радиоисточни-
ками.  

Следует отметить, что, согласно пред-
ложенной привязке к квазарной  системе 
координат ICRF2 [9, 10], на этих 14 пло-
щадках отождествилось (случайно совпало) 
всего четыре радиообъекта со слабыми объ-
ектами в оптическом диапазоне, которые 
классифицируются как квазары. При этом 
в изображение радиообъекта, согласно из-
мерениям, проведенным в работах [7, 12], 
спроектировалось от четырех до двадцати 
квазизвездных объектов  [18].

Мы не только выявили неточную при-
вязку радионеба к оптическому небу, но и 
обнаружили, что межзвезная среда не явля-
ется пустым пространством: лучи, идущие 
от радиоисточников, испытывают радио-
рефракцию в межпланетной, межзвездной 
и межгалактической средах. 

Нами было обследовано более 40 тыс. 
площадок размером один квадратный гра-
дус каждая, как в оптическом, так и в радио-
диапазоне. При этом было обнаружено, что 

86 % всех радиоисточников отождествляют-
ся со звездами. Оказалось, что система ко-
ординат радиообъектов, отождествленных с 
более далекими звездами, смещена относи-
тельно системы координат радиообъектов, 
которые были отождествлены с  близкими 
звездами. 

Значительной помехой при выполнении 
оптических отождествлений являются не-
вычищенные лепестки в NVSS-обзоре [7].

По этой причине, главным требованием 
в нашей методике при выполнении опти-
ческих отождествлений  является наличие 
более трех радиообъектов на исследуемой 
площадке, которые бы совпали с аналогич-
ным изображением в оптическом диапазо-
не длин волн. Дело в том, что вероятность 
случайного совпадения трех и более объек-
тов оптика – радио очень мала.

Привязка  координат радиообъектов  
к системе координат звезд в созвездиях  

Водолея и Кита

Метод привязки, используемый в насто-
ящей работе, основан на привязке радио-
неба [6, 7, 12] к звездам Фундаментального 
каталога UCAC [18], плотность которых и 
точность измерения координат достаточ-
на для выполнения уверенной привязки  
радиоизлучающих небесных объектов к 
оптическим объектам.

Изображение участка неба, для кото-
рого выполнено отождествление объектов 
радио – оптика в настоящей работе, пред-
ставлено на рисунке [19]. На этом участке 
отождествилось 11 оптических объектов с 
радиоисточниками по каталогу [6].

В табл. 1 приведены экваториальные ко-
ординаты звезд по данным UCAC3 [18] на 
эпоху 2000.0 (J) и представлены общепри-
нятые имена этих звезд [20]. В табл. 2 пред-
ставлены данные радиоисточников  NVSS- 
обзора [6, 7, 12], которые мы отождествили 
со звездами (см. рисунок и табл. 1). Нуме-
рация радиоисточников соответствует ну-
мерации в табл. 1 и на рисунке. В табл. 2  
представлены координаты радиоисточни-
ков, согласно данным [6, 7, 12] на эпоху 
2000.0. Дополнительно даны плотность 
потока радиообъектов  P и спектральный 
индекс радиоизлучения этих объектов α  
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Изображение участка неба (площадки) в оптическом диапазоне длин волн [19].  
Пронумерованы звезды, которые отождествились с радиоисточниками.

По осям отложены координаты на эпоху 2000.0 (J): RA – прямое восхождение, h, m (ч, мин),  
и  DEC – склонение, град, мин

Таблица  1

Экваториальные координаты звезд по каталогу [18] на эпоху 2000.0 (J)

Звезда RA(J) DEC(J) ε Pos
 mas

Mag

№ Имя h m s град мин с m

1 HD223810 23 52 55,560 –21 28 50,14 25 8,750

2 HD223921 23 53 43,640 –21 37 18,42 11 9,710

3 HD224107 23 55 10,351 –21 22 46,90 31 6,889

4 HD224108 23 55 15,077 –21 37 58,91 33 9,830

5 HD224143 23 55 34,970 –20 57 11,67 14 7,818

6 HD224282 23 56 35,332 –21 37 15,04 29   9,120

7 BD-226227 23 56 56,795 –21 20 19,63 38 10,190

8 HD224349 23 57 10,095 –20 50 01,72 277 6,441

9 BD-226229 23 57 28,836 –21 38 52,59 37 8,125

10 ESO-538-10 23 57 40,830 –21 34 46,06 186 14,900

11 HD224579 23 59 06,240 –20 37 34,58 33 8,220

Примечание . Номера звезд соответствуют приведенным на рисунке.
Обозначения : RA(J) – прямое восхождение, DEC(J) – склонение, ε Pos mas – оптический 
параллакс, Mag m – звездная величина.
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(P ~ ν–α , где ν – частота радиоизлучения), 
согласно данным по радиоизлучению объ-
ектов в интервале частот от 352 до 1400 МГц 
[6]. В этой же таблице приведены коорди-
наты радиоисточников после привязки к 
звездам. Исправленные данные (табл. 2) –  
это результат проведенного нами иссле-

дования с использованием предложенного 
метода ЛКЛ. 

Поправки по привязке радиоисточ-
ников (табл. 2) к оптическим небесным 
объектам (табл. 1), оказались значитель-
ными и приведены в табл. 3. В ней даны 
поправки к прямому восхождению ΔRA 

Таблица  2

Сравнение координат радиоисточников в обзоре NVSS с исправленными значениями  
за привязку к звездам

№

Обзор NVSS [6,7,12] Исправленные координаты

RA(J) DEC(J) P
α

RA(J) DEC(J)

h m s град мин с мЯн h m s град мин с

1 23 53 06,48 –21 11 55,0 46,5 0,76 23 52 56,4 –21 29 05,0

2 23 53 58,27 –21 12 01,8 14,9 0,51 23 53 41,3 –21 36 38,4

3 23 55 19,64 –21 05 38,1 88,1 0,99 23 55 09,5 –21 22 46,9

4 23 55 17,72 –21 10 46,1 27,7 0,92 23 55 10,9 –21 37 12,8

5 23 55 37,25 –20 40 15,8 20,1 0,32 23 55 37,0 –20 56 51,4

6 23 56 46,71 –21 10 35,5 69,5 0,93 23 56 39,9 –21 37 02,2

7 23 56 56,81 –21 03 26,4 41,8 0,79 23 56 56,6 –21 20 02,0

8 23 57 07,41 –20 32 49,3 40,0 1,00 23 57 07,3 –20 49 25,9

9 23 57 35,32 –21 13 24,0 479,6 1,00 23 57 28,5 –21 38 50,7

10 23 58 00,11 –21 10 21,4 16,0 0,54 23 57 43,2 –21 34 58,0

11 23 59 07,20 –20 22 13,0 49,1 0,83 23 59 07,0 –20 38 48,6

Примечание . Номера звезд соответствуют приведенным на рисунке и в табл. 1.
Обозначения : P – плотность потока радиообъектов, α – спектральный индекс радиоизлучения 
этих объектов (P ~ ν–α, ν – частота). Остальные обозначения даны к табл. 1. 

Т аблица  3

Поправки для привязки координат радиообъектов  к звездам

№ звезды
ΔRA ±σ ΔDEC ±σ

s мин с

1, 3 –10,10 0,8 –17 01,9 6,8

2, 10 –16,95 2,4 –24 36,6 24,8

4, 6, 9 –6,80 2,5 –26 26,7 30,7

5, 7, 8, 11 –0,17 1,0 –16 35,6 25,2

Примечание . 1. Номера звезд соответствуют приведенным на рисунке и в табл. 1 и 2.
2. Чтобы получить исправленные координаты звезд, необходимо представленные  
поправки  прибавить  (с учетом знака) к координатам радиоисточника из обзора NVSS 
[6,7,12] (см. табл. 2).
Обозначение : σ – абсолютная погрешность поправки. Остальные обозначения даны 
к табл. 1. 
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и склонению ΔDEC радиоисточников. 
Эти поправки нужно прибавить, с учетом 
знака,  к координатам радиоисточников 
(см. табл. 2), чтобы получить координаты 
звезд,  с которыми отождествились радио-
источники. В табл. 3 представлены также 
погрешности привязки объектов  радио – 
оптика по прямому восхождению и скло-
нению. 

Разница в поправках к координатам 
радиообъектов для четырех групп звезд 
обусловлена различной удаленностью ис-
следуемых объектов от наблюдателя и на-
личием радиорефракции в межзвездной 
среде. Присутствие  газа в области распо-
ложения звезд хорошо прослеживается по 
изображению звезд и газа  в инфракрасном 
диапазоне длин волн.

В результате правильной привязки это-
го участка неба в радиодиапазоне к опти-
ческому небу отождествилось десять радио-
источников с плотностью потока  более  
6,8 мЯн со звездами ярче 10m и один объект 
с диффузным изображением (ESO-538-10,  
№ 10 в табл. 1). Восемь радиообъектов 
(звезды №№ 1, 3, 4, 6 – 9, 11  в табл. 1) 
имеют нетепловой спектр радиоизлучения.

В настоящее время основным инстру-
ментом при исследовании радиоизлучения 
небесных объектов служит радиоинтерфе-
рометр, позволяющий получать радиоизо-
бражение объекта с высоким разрешением 
и высокой чувствительностью. Основной 
помехой при выполнении правильных 
оптических отождествлений являются не-
вычищенные лепестки от ближайших яр-
ких звезд. В связи с этим отождествление 
объектов радио – оптика  должно выпол-
няться исключительно при соблюдении 
принципа конфигурационного совпадения 
нескольких объектов радио – оптика в 
пределах первого лепестка интерфероме-
тра.

Привязка радионеба к оптическому небу 
методом ЛКЛ показала, что радиоисточни-
ки отождествляются преимущественно со 
звездами. Таким образом, звезды, подоб-
но Солнцу, излучают не только свет, но и 
радиоволны. При этом ошибка отождест-
вления обусловлена точностью измерения 
координат радиоисточников и наличием 

радиорефракции в исследуемом направле-
нии космического пространства.

 Выполненные нами оптические ото-
ждествления также подтвердили факт нали-
чия газа в исследуемом направлении неба. 
Обнаруженная радиорефракция между 
близкими и более далекими звездами ока-
залась значительной. 

Заключение

Проведенные исследования и оптиче-
ские отождествления радиообъектов по 
предложенной нами методике ЛКЛ при-
вели к заключению, что  неправильно вы-
полнять оптические отождествления об-
зоров NRAO (National Radio Astronomy 
Observatory) и оцифрованной версии фото-
графических атласов ночного неба (�����Digi-
tized Sky Survey, DSS) по координатному 
совпадению объектов радио – оптика из-
за неверной привязки большей части ра-
диообъектов северного неба к оптическим 
объектам.

Привязка радионеба к оптическому 
небу методом ЛКЛ показала, что радио-
источники отождествляются преимуще-
ственно со звездами. При этом ошибка 
отождествления обусловлена точностью 
измерения координат радиоисточников, 
точностью привязки объектов оптика – 
радио и наличием радиорефракции в ис-
следуемом направлении космического 
пространства.

Выполненные нами оптические ото-
ждествления также подтвердили наличие 
газа в исследуемом направлении космоса. 
Радиорефракция в межзвездной среде (rr) 
между двумя группами №№ 1, 3 и №№ 5, 
7, 8, 11 ярких звезд (m < 7,7m) составила по 
прямому восхождению rr(RA) = – 9,9 s и по 
склонению rr(DEC) = –26,3″, а радиореф-
ракция между двумя группами слабых звезд 
№№ 2, 10 и №№ 4, 6, 9 (m > 9m)  составила 
по прямому восхождению rr(RA) = –10,1 s  
и по склонению rr(DEC) = –1′ 50,1″. 

Все сильные радиоисточники отожде-
ствились с яркими звездами (m < 10m), что 
дополнительно подтверждает правильность 
разработанного метода и расширяет воз-
можности исследований в радиоастроно-
мии.



152

Научно-технические ведомости СПбГПУ. Физико-математические науки 10(1) 2017

Благодарности

Авторы благодарят сотрудников Пало-
марской обсерватории и Национальной ра-
диоастрономической обсерватории (NRAO), 
за создание обзора неба в оптическом и ради-
одиапазоне длин волн, создателей базы дан-
ных UCAC (USNO CCD Astrograph Catalog) 
и всех принимавших участие в создании 
базы данных для общего пользования.

Авторы благодарят Астрономический 
центр данных Канады (���������������  CADC�����������  ) за предо-
ставленную возможность получать всю 
имеющуюся информацию о небесных объ-
ектах для научных исследований. 

Авторы благодарят сотрудников Специ-
альной астрофизической обсерватории РАН 
О.В. Верходанова, С.А. Трушкина  и др. за 
создание базы данных радиокаталогов. 

СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ

[1] Хайкин С.Э., Кайдановский Н.Л., Есепки-
на Н.А., Шиврис О.Н. Большой пулковский ра-
диотелескоп // Известия ГАО в Пулкове. 1960. 
Т. ХХI. Вып. 5. С. 3–26.

[2] Лавров А.П., Cаенко И.И.  Работы шко-
лы Н.А. Есепкиной в области акустооптиче-
ских процессов радиосигналов и их внедрения 
в радиоастрономию. СПбГПУ. Центр оптоэлек-
тронных исследований. Режим доступа: http:// 
www.sao.ru/hq/vam/conf_spbf/docl/lavrov.pdf

[3] Komesaroff  M.M. Ionospheric  refraction 
in radio astronomy. I. Theory//Austr. J. Phys. 1960.  
Vol. 13. No. 2. Pp. 153–167.

[4] Bennett A.S. The revised  3C catalog of radio 
sources. MNRAS, 1962. Vol. 125. P. 75B.

[5] Parijskij Yu.N., Bursov N.N., Lipovka N.M., 
et al. The RATAN-600  7.6 cm catalog of radio  
sources within the interval 22 h – 4 h at declination 
of SS433 // Astron. Astroph. Suppl. Ser. 1992.  
Ser 96. Pp. 583–592.

[6] Verkhodanov O.V., Trushkin S.A., Andernach 
H., Chernenkov V.N. Current status of the CATS 
database// Bulletin SAO. 2005.  No. 58. Pp. 118 – 129  
(arXiv:0705.2959).  URL:  http://www.sao.ru/cats/

[7] Condon J.J., Cotton W.D. Greisen E.W., et 
al. The NRAO VLA Sky Survey // The Astronomical 
Journal. 1998. Vol. 115. No. 5. Pp. 1693–1716.

[8] Sukumar S. Ionospheric refraction effects 
on radio interferometer phase // J. Astrophys. Astr. 
1987. Vol. 8. Pp. 281–294.

[9] The International Celestial Reference Frame 
(ICRF2). URL:  http://rorf.usno.navy.mil/

[10] The 2nd realization of the International 
Celestial Reference Frame: ICRF 2. URL:  http://
www.gao.spb.ru/english/as/ac_vlbi/sou_car.dat

[11] Lipovka A.A., Lipovka N.M.  On the problem 
of using of the ICRF radio сoordinates reference 
system // Journees. 2014. Pulkovo Observatory. 
Observatorie de Paris. 2014. P. 38.

[12] The NRAO VLA Sky Survey. URL:  http://
www.cv.nrao.edu/NVSS/

[13] Irvin M. URL: http://www.ast.cam.
ac.uk/~mike/apmcat/

[14] Липовка А.А., Липовка Н.М. Радиоиз-
лучение скопления галактик А1716  и  груп-
пы  звезд // Астрофизика.  2013. Т. 56.  Вып. 2.  
С. 241–250.

[15] Липовка А.А., Липовка Н.М. Способ 
привязки координат небесных радиоисточни-
ков к оптической  астрометрической систе-
ме координат. ЛКЛ (англ. LKL). Патент № 2 
010107938/28(011185) на изобретение, 2011.

[16] Липовка А.А., Липовка Н.М.  К вопро-
су о квазарной системе координат ICRF2 и о 
радиоизлучении звезд в окрестности Zet Cyg // 
Геодезия и картография. 2016. № 4. С. 2–7.

[17] Липовка А.А., Липовка Н.М. Радиоизлуче-
ние группы звезд в окрестности звезды HD37687 
// Фундаментальные проблемы естествознания и 
техники. 2016. Т. 37. № 2. С. 72–77.

[18] Zacharias N., Finch C., Girard T., et al. 
The third US Naval Observatory CCD Astrograph 
Catalog (UCAC3). URL: http://vizier.u-strasbg.fr/
viz-bin/VisieR.

[19] Digital Sky Survey System (DSS) – 
Canadian Astronomy Data Centre. DSS, CADC: 
URL:  http://www.cadc-ccda.hia-iha.nrc-cnrc.gc.ca/ 
en/dss/

[20] SIMBAD Astronomical Database. URL : 
http://simbad.u-strasbg.fr/simbad/sim-fid 

Сведения об авторах

Липовка Антон Адольфович  – кандидат физико-математических наук, профессор  Центра 
физических исследований Университета Соноры, г. Эрмосийо, Мексика. 

83000, Mexico, Calle Rosales y Boulevard Luis, Encinas s/n Colonia Centro, Hermosillo. 
nila_lip@mail.ru



Астрофизика

153

Lipovka A.A., Lipovka N.M. RADIO EMISSION OF THE GROUP OF STARS  IN THE 
AQUARIUS AND  CETUS CONSTELLATIONS. 

In the present work, the optical identification of a group of radio sources located in the Aquarius and 
Cetus constellations at a field of size 1.2 square degrees has been carried out. Ten radio sources under 
investigation were identified with stars and one object was identified with a diffuse  image (ESO-538-10). 
It should be stressed that eight radio objects were found to have a non-thermal radio spectrum. This fact is 
likely to indicate the presence of the    significant magnetic field in the atmosphere of the sources. Precise 
radio and optical coordinates of the identified objects were suggested. Significant radio refraction in the 
interstellar medium in the tested space direction was revealed.

coordinate System, radio source, optical identification, interstellar  medium, AQUARIUS, 
CETUS.
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