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ЭКСПЕРИМЕнТАЛьнАя ОцЕнКА ВОзМОжнОСТИ  
ИСПОЛьзОВАнИя АЛГОРИТМА МУРАВьИнОй КОЛОнИИ  

ANTHOCNET ДЛя РЕшЕнИя зАДАЧИ МАРшРУТИзАцИИ В FANET

А.В. Леонов

Омский государственный технический университет 

г. Омск, Российская Федерация

FANET представляют собой беспроводные самоорганизующиеся сети, со-
стоящие из беспилотных летательных аппаратов. Такие сети характеризуют-
ся высокой подвижностью узлов, динамически изменяющейся топологией и 
движением в 3D-пространстве. Маршрутизация в FANET является чрезвы-
чайно сложной задачей. В статье рассмотрены различные методы организации 
маршрутизации в FANET. Представлен обзор методов организации интеллек-
туальной маршрутизации, основанных на муравьином алгоритме. В отличие 
от существующих исследований впервые экспериментально подтверждена воз-
можность эффективного использования протоколов на базе алгоритма муравьи-
ной колонии AntHocNet для решения задачи маршрутизации в сетях FANET.

Ключевые слова: одноранговая самоорганизующаяся сеть БПЛА; FANET; беспилот-
ный летательный аппарат; БПЛА; протоколы маршрутизации; роевой интеллект; алго-
ритм муравьиной колонии; иммитационное моделирование сети.

THE ANT-COLONY-BASED ROUTING ALGORITHM ANTHOCNET  
FOR SOLVING THE ROUTING PROBLEM IN FANET

A.V. Leonov

Omsk State Technical University 

Omsk, Russian Federation

FANET (Flying Ad Hoc Network), similar to mobile peer-to-peer networks 
MANET and vehicular peer-to-peer networks VANET, represents a special type of 
peer-to-peer ad hoc network based on UAVs. Such a network has the ability to self-
organize and adapt and is characterized by a dynamic changing topology. Special 
routing algorithms developed due to their specific features are need to organize 
FANET. The article gives a short overview of the existing FANET algorithms, as well 
as of the algorithms based on the swarm intelligence algorithms such as ant colony 
optimization. The experimental analysis was conducted, that proved the possibility of 
efficient application of ant colony optimization algorithm. The analysis was performed 
with the AntHocNet protocol simulating the behavior of ants in wildlife to solve the 
routing problems in FANETs.

Keywords: flying Ad Hoc Network; FANET; unmanned aerial vehicle; UAV; routing 
protocols; swarm intelligence; ant colony optimization; ACO; network simulation.
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и т. д. [3].
FANET характеризуются высокой 

подвижностью узлов, динамически из-
меняющейся топологией и движением в 
3D-пространстве, что создает множество 
дополнительных трудностей по органи-
зации связи в сети и требует применения 
специализированных протоколов. Взаимо-
действие узлов ограничено выделенными 
частотными ресурсами, энергоемкостью 
узлов, условиями распространения радио-
сигнала и т. п. Взаимодействие между 
узлом-отправителем и узлом-получателем 
осуществляется случайным образом через 
цепочку промежуточных узлов. Таким об-
разом, узлы сети не только получают дан-
ные, но и выполняют функции маршру-
тизатора, обеспечивая доставку данных к 
промежуточным узлам. На рис. 2 схемати-
чески представлена сеть FANET.

FANET (Flying Ad Hoc Network) по 
аналогии с мобильными одноранговыми 
сетями MANET (Mobile Ad Hoc Network) 
и автомобильными одноранговыми се-
тями VANET (Vehicular Ad Hoc Network) 
представляет собой разновидность сетей 
VANET, узлами сети которой являются бес-, узлами сети которой являются бес-
пилотные летательные аппараты (БПЛА)  
(рис. 1) [1]. Сравнительная характеристи-
ка этих типов Ad Hoc сетей представлена 
в табл. 1 [2]. Сети FANET обеспечивают 
широкий спектр возможностей для граж-
данского применения. Организация тако-
го вида связи необходима не только для 
выполнения задач по обеспечению на-
блюдения, мониторинга, но и, например, 
для эффективной координации движения 
транспортных средств, повышения уровня 
безопасности (например, в качестве сред-
ства для предотвращения столкновений)  

Таблица  1

Сравнение сетей FANET, VANET и MANET

Критерии
Виды Ad Hoc сетей

FANET VANET MANET

Мобильность узлов Высокая Средняя Низкая

Модель перемещения 
сетевых узлов

Обычно заранее 
определенные,  
используются  

специальные модели

Неизменное Произвольное

Плотность  
размещения узлов

Низкая Средняя Высокая

Изменение топологии Крайне высокое Среднее Медленное

Распространение  
радиоволн

Высоко над землей, 
линия визирования 
(Line of Sight, LoS) 

доступна  
в большинстве случаев

Близко к земле, 
LoS доступна

Очень близко  
к земле, LoS  
недоступна

Потребляемая  
мощность и срок 
службы сети

Критично  
для мини БПЛА

Некритично
Использование 

энергоэффективных 
протоколов

Вычислительные  
ресурсы

Высокие Средние Ограниченные

Определение  
местоположения

GPS, AGPS, DGPS, 
IMU

GPS, AGPS, 
DGPS

GPS
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С учетом особенностей сетей FANET 
маршрутизация данных между узлом-
отправителем, узлом-получателем и тран-
зитными узлами представляет собой чрез-
вычайно сложную задачу.

За последние 20 лет разработано не-
сколько модификаций алгоритма AntNet, 
которые позволяют применить его в раз-
личных компьютерных сетях, включая мо-
бильные Ad Hoc сети.

В статье представлен анализ примене-
ния муравьиных алгоритмов, полученный 
по результатам экспериментального имита-
ционного моделирования для решения за-
дачи маршрутизации в сетях FANET.

Классификация протоколов динамической 
маршрутизации в сети FANET

Алгоритмы маршрутизации применя-
ются для нахождения наилучшего пути 
при передаче данных от узла-источника к 

узлу назначения с максимальной произво-
дительностью и минимальными затратами. 
Кроме того, алгоритмы служат основой для 
любого протокола маршрутизации.

Выбор протокола маршрутизации 
FANET является нетривиальной задачей, 
для решения которой необходимо учесть 
множество факторов и критериев.

Эти протоколы могут быть разделены на 
пять основных категорий [2]:

проактивные;
реактивные;
гибридные;
иерархические;
протоколы геомаршрутизации.
При изменении топологии сети в про-

активных протоколах инициируется ши-
роковещательная рассылка сообщений об 
этих изменениях. При этом в памяти каж-
дого узла хранятся маршруты до каждого 
из узлов сети. Таким образом, каждый узел 

Рис. 1. MANET, VANET и FANET

Рис. 2. Самоорганизующаяся сеть на основе БПЛА (FANET)



10

Научно-технические ведомости СПбГПУ, Том 10, № 1, 2017
Информатика. Телекоммуникации. Управление

сети имеет граф связности сети, обеспечива-
ющий решение задачи поиска кратчайшего 
пути. Проактивными протоколами являют-
ся: FSR [4], OLSR [5] и его разновидности 
(DOLSR [6], M-OLSR [7], P-OLSR [8] или 
CE-OLSR [9]), DSDV [10] и B.A.T.M.A.N 
[11], AeroRP [12], MARP/MDP [13], ADS-B 
[14], BGP-MX [15] и др.

Реактивные протоколы маршрутизации 
строят маршруты только тогда, когда они 
необходимы, т. е. непосредственно перед 
передачей данных. К реактивным протоко- данных. К реактивным протоко-данных. К реактивным протоко-. К реактивным протоко-К реактивным протоко- реактивным протоко-реактивным протоко- протоко-протоко-
лам относятся: AODV [16] и его разновид- относятся: AODV [16] и его разновид-относятся: AODV [16] и его разновид-: AODV [16] и его разновид-и его разновид- его разновид-его разновид- разновид-разновид-
ности (AODVSEC [17], Time-slotted on-de- (AODVSEC [17], Time-slotted on-de-Time-slotted on-de--slotted on-de-slotted on-de- on-de-on-de--de-de-
mand routing [18], MAODV [19]), DSR [20], 
LMR [21], DYMO [22], OSPF-MDR [23]  
и др.

Гибридные протоколы представляют 
собой симбиоз проактивных и реактивных 
протоколов. Гибридными являются про-. Гибридными являются про-Гибридными являются про-
токолы ZRP [24], SHARP [25], HRPO [26], 
TORA [27].

В отдельную группу протоколов марш-
рутизации FANET можно выделить про-
токолы, использующие данные о местопо-
ложении узлов сети. Преимуществом таких 
протоколов является отсутствие необходи-
мости хранения маршрутной информации 
на транзитных узлах, а также возможность 
оптимизации маршрутов благодаря инфор-
мации о местоположении узлов. К этому 
семейству принадлежат протоколы GPSR 
[28], GPMOR [29], USMP [30], MPGR [31], 
DREAM [32], LAR [33].

Еще одним из решений для маршрути-
зации в FANET являются иерархические 
алгоритмы, разработанные для решения 
проблемы масштабируемости сети. Сеть 
делится на кластеры (уровни, слои, группы 
или домены), в каждом кластере выбирают-
ся главный узел, шлюзы и внутренние узлы. 
Один из основных недостатков протоколов 
этого типа – относительно высокая слож-
ность их реализации и схемы адресации. 
Примерами иерархических протоколов яв-
ляются LANMAR [34], DREAM.

Общие положения алгоритма муравьиной 
колонии

Принципы и архитектуры функциони-
рования биологических систем управления, 

обеспечивающие способность животных 
приспосабливаться и адаптироваться к по-
стоянно меняющимся условиям внешней 
среды, являются предметом активных ис-
следований в ведущих научных центрах. 
Среди них особенно активно развиваются 
методы роевого интеллекта. Понятие рое-
вого интеллекта (Swarm intelligence) введе-
но Херардо Бени и Ван Цзином в 1989 году 
[35]. Под роевым интеллектом понимают 
самоорганизующуюся систему, состоящую 
из множества агентов. Агенты подчиняют-
ся простым правилам поведения в окру-
жающей среде. Их простое взаимодействие 
определяет коллективную адаптацию. Та-
ким образом, на основе «совокупности по-
ведений» простых агентов формируется ро-
евой интеллект. Примерами таких систем 
могут быть муравьиная колония, пчелиный 
рой, стая птиц, рыб и т. д. [36, 37].

Муравьиный алгоритм (Ant Colony 
Optimization – ACO) – это мета-эвристи-
ческий роевой метод, являющийся одним 
из эффективных полиноминальных алго-
ритмов. Применяется для нахождения ре-
шений как задачи коммивояжера (Travelling 
salesman problem – TSP), так и задач ком-
бинаторной оптимизации на графовой мо-
дели [38].

Данный алгоритм основывается на по-
ведении муравьев в природе (рис. 3). Раз-
личают два вида взаимодействия между 
особями:

прямое взаимодействие (обмен пищей, 
визуальный контакт, химический контакт 
и др.);

косвенное взаимодействие или стигме-
трия (stigmergy) – две особи взаимодей-
ствуют косвенно, когда одна из особей мо-
дифицирует окружающую среду, а другая 
со временем реагирует на это изменение. 
В природе косвенное взаимодействие осу-
ществляется через феромон (pheromone) –  
специальный, довольно стойкий секрет, 
оставляемый как след при перемещении 
насекомого. Чем больше концентрация 
феромона на тропе, тем больше муравьев 
будет по ней двигаться. Со временем фе-
ромон испаряется, что позволяет муравьям 
адаптировать свое поведение под измене-
ния внешней среды [39].
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ются муравьи, имеющие случайные узлы-
получатели. Муравьи в процессе движения 
выбирают промежуточные узлы на основе 
данных из феромонной таблицы. Таким об-
разом, если j – узел-получатель, тогда Pij –  
это вероятность перехода муравья в сосед-
ний узел i. При достижении муравьем оче-
редного промежуточного узла происходит 
обновление феромонной таблицы этого 
узла:

,'
,

,'
,

                         
1

,  1.. , 
1

n src
n src

i src
i src k

P P
P

P
P

P i N i n
P

+ ∆
= + ∆


 = = ≠ + ∆

где n – узел, из которого пришел муравей; 
src – узел-источник, сгенерировавший му-
равья; Pn,src, P 'n,src – старое и новое значения 
ячеек феромонной таблицы; P∆  – увеличе-
ние феромона.

При достижении узла назначения мура-
вей уничтожается.

Муравей имеет возраст, равный длине 
пути, т. е. количеству пройденных узлов. 
Возраст муравья age влияет на :P∆

0, 08
0, 005.P

age
∆ = +

На рис. 4 представлена блок-схема му-
равьиного алгоритма.

Протоколы маршрутизации на основе  
алгоритма муравьиной колонии

Подход, заложенный в основу муравьи-
ного алгоритма, продемонстрировал высо-
кую эффективность при решении задач опти-
мизации распределенных неcтационарных 
систем, допускающих графовую интерпри-
тацию. Примерами может служить нахожде-
ние оптимальных маршрутов в телекомму-
никационных сетях. Рассмотрим несколько 
реализаций на основе АСО.

Алгоритм ABC. Одним из первых алго-
ритмов, разработанных для решения задачи 
балансировки нагрузки в телекоммуника-
ционных сетях, стал метод ABC [40]. Сеть 
представляется в виде графа. Телекомму-
тационные станции являются узлами это-
го графа, а линии связи между ними – его 
ребрами.

Каждый узел содержит феромонную 
таблицу, состоящую из 1N −  колонок и 

kN  строк, где N – количество узлов сети,  

kN  – количество узлов, смежных с узлом k.
Периодически из каждого узла запуска-

Рис. 3. Принцип работы алгоритма муравьиной колонии

(2)

(1)

,
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На вероятность выбора маршрута в боль-
шей степени влияют муравьи, выбирающие 
наиболее короткий и менее загруженный 
путь. Это объясняется тем, что эти муравьи 
быстрее достигают узел назначения и имеют 
меньший возраст и, следовательно, большее 
значение .P∆  Таким образом, данные будут 
идти по маршрутам с наименьшей длиной 
и степенью загруженности, что позволяет 
в свою очередь осуществить балансировку 
нагрузки [41].

Алгоритм AntNet. Алгоритм AntNet [42] 
предусматривает исследование состояния 
сети с помощью агентов (муравьев), ис-
пользующих вероятностные правила вы-
бора маршрута. Рассматриваемый алгоритм 
позволяет уменьшить вероятность пере-
грузки сети.

Агентом в AntNet является специаль-AntNet является специаль- является специаль-
ный пакет, который содержит информацию 
о состоянии пройденных сетевых кана-
лов. Муравьи подразделяются на два вида: 

F-муравьи (Forward ants) направляются по 
сети от узла-источника к узлу назначения, 
B-муравьи (Backward ants) направляются 
в обратном направлении. Оба множества 
агентов имеют одинаковую структуру, но 
при этом различаются своим поведением 
в сети. F-муравьи собирают статистику о 
состоянии сети, они не изменяют таблицу 
маршрутизации. После достижения аген-
том узла назначения, на основе F-муравья 
создается и отправляется B-муравей. В 
него помещается информация, полученная 
F-муравьем, после чего F-муравей уни-
чтожается. При прохождении B-муравья по 
обратному пути узлы сети обновляют свои 
таблицы маршрутизации. Каждый узел сети 
осуществляет рассылку F-муравьев с задан-
ной периодичностью .t∆

Каждый узел сети k содержит таблицу 
маршрутизации Tk и структуру локальной 
модели трафика Mk. Таблица Tk представля-
ет собой матрицу, в которой каждая строка 
соответствует узлу сети, а столбец – сете-
вому интерфейсу узла. Кроме этого, для 
каждого возможного узла d и для каждого 
соседнего узла n, таблица Tk хранит вероят-
ность Pnd выбора узла n при условии, что 
d – узел-приемник:

1,  [1, ],  {     }.
k

nd k
n N

P d N N k nodeneighbors
∈

= ∈ =∑
1,  [1, ],  {     }.

k

nd k
n N

P d N N k nodeneighbors
∈

= ∈ =∑
Структура Mk представляет собой мас-

сив, определяющий локальную параметри-
ческую модель распределения трафика с 
точки зрения узла k. 

Модель является адаптивной, формиру-
ется для каждого узла d с математическим 
ожиданием dµ  и дисперсией dσ  времени 
обхода сети агентами и массивом скользя-
щего окна наблюдений Wd. В момент вре-
мени, когда B-муравей приходит в узел k, 
время достижения узла d из узла k k do →  по-
мещается в массив Wd.

Для расчета характеристик в алгоритме 
используется экспоненциальная модель:

( ): ,d d k d do →µ µ + η − µ=

2 2 2 2( ) ,:d d k d d do →σ σ + η − µ − σ=

где η  – весовой коэффициент.

Рис. 4. Блок-схема муравьиного алгоритма 
ACO алгоритма

(4)

(5)

(3)
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соседнего узла f, в узле k происходит об-
новление модели трафика Mk и элементов 
таблицы маршрутизации Tk, соответствую-
щих узлу-приемнику d. Mk модифицируется 
по формулам (4), (5).

В таблице Tk увеличиваются вероятности 
Pfd (т. е. вероятности выбора соседнего узла f, 
если узел-приемник d) и уменьшаются дру-
гие вероятности Pnd путем нормирования:

' ' '(1 ,: )
fd fd fd

P P r P+ −=

' ' ' ,   , ,: knd nd nd
P P rP n N n f− ∈ ≠=

где [0,1]r ∈  – коэффициент стабилизации, 
аналог феромонов.

Использование в алгоритме вероятност-
ных маршрутных таблиц увеличивает про-
изводительность на 30–40 % [41].

Применение протоколов маршрутизации  
на основе алгоритма муравьиной колонии  

в самоорганизующихся сетях

Муравьиные оптимизационные алго-
ритмы отличаются от большинства тради-
ционных алгоритмов маршрутизации. Для 
решения проблемы маршрутизации в са-
моорганизующихся сетях исследователями 
были предложены различные алгоритмы 
АСО: AntNet, ANTMANET [43], ARA [44], 
AntNet-RSLR [45], ACODV [46], MRAA 
[47], AntHocNet [48], ANT-DSR [49],  
ANT-DYMO [50], HOPNET [51] и др.

Маршрутная информация хранится в 
феромонных таблицах, которые представ-
ляют собой дистанционно-векторные дву-
мерные матрицы. В природе роль таких 
таблиц выполняют феромоны. Пересылка 
контрольных пакетов и данных происхо-
дит стохастически с помощью этих таблиц  
(рис. 5). Представленный узел сети име-
ет в качестве своих соседей узлы X, Y и Z, 
узлами назначения являются все узлы сети. 
Сеть состоит из N узлов.

Муравьиные алгоритмы собирают марш-
рутную информацию посредством метода 
повторяющегося сэмплирования возмож-
ных маршрутов между узлом-источником и 
узлом-получателем, используя контрольные 
пакеты – муравьев. В высоко динамичных 
сетях, таких как FANET, для повышения 
эффективности и надежности используют-

Массив скользящего окна наблюде-
ний Wd используется для расчета значения  
Wbestd – экспериментальной оценки нижней 
границы времени достижения узла d из те-
кущего узла k.

{Tk} и {Mk} образуют локальную память 
узлов. Модель Mk содержит абсолютные 
оценки расстояния/времени ко всем узлам, 
таблица маршрутизации Tk содержит отно-
сительные вероятностные оценки полезно-
сти перехода для каждой пары «линия свя-
зи – узел-получатель».

Муравьи адаптируют свои перемещения 
к изменяющемуся распределению трафика 
данных. Узлы-приемники для F-муравья 
выбираются в зависимости от модели тра-
фика: если fsrc,d – величина потока передачи 
данных (в битах или количестве пакетов) от 
узла s к узлу d, то вероятность создания в 
узле src F-муравья с узлом-приемником d:

,

,
1

.src d
d N

src d
d

f
p

f ′
′=

=

∑
В каждом узле k F-муравей выбирает 

промежуточный узел n из множества тех 
узлов, которые он еще не посещал. Если 
агент посещал все узлы, смежные с узлом k, 
то по всем смежным узлам выбирается узел 
n с вероятностью:

' ,
1 ( 1)

nd n
nd

k

P l
P

N
+ α ⋅

=
+ α −

где Pnd – элемент таблицы маршрутизации; 
α  – весовой коэффициент; ln учитывает 
длину в битах очереди qn к линии связи 
между узлами k и n:

1

1 .
k

n
n N

n
n

q
l

q
=

′
′

= −

∑

Если в стеке F-муравья обнаружен цикл, 
т. е. муравей вернулся в уже пройденный 
узел, то информация об узлах цикла вытал-
кивается из стека.

B-муравьи используют приоритетные 
очереди, чтобы как можно быстрее распро-
странить между узлами информацию, со-
бранную F-муравьями.

Когда B-муравей достигает узла k из 

(8)

(7)

(10)

(9)

(6)
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ся механизмы создания резервных марш-
рутов, не имеющих общих сетевых узлов, 
процедуры «ремонта» маршрута, по кото-
рым передавались данные, в момент разры-
ва соединения и т. д.

Наибольшую эффективность продемон-
стрировали гибридные алгоритмы [52]. Рас-
смотрим гибридный многопутевой алгоритм 
AntHocNet. Данный алгоритм использует 
три множества муравьев: реактивные RF-
муравьи (reactive forward ants), проактивные 
PF-муравьи (proactive forward ants) (рис. 6) 
и B-муравьи (backward ants). RF-муравей 
ищет путь к узлу назначения и превращает-
ся в B-муравья, когда достигает его. Когда 
начинается передача данных, запускаются 
проактивные PF-муравьи, контролирующие 
качество используемых путей. Такие агенты 
могут быть отправлены с малой вероятно-
стью по широковещательной рассылке для 
исследования новых путей

Путь Path, который прошел RF-муравей,  
записывается в стек и используется 
B-муравьем для возврата в узел-источник 
(рис. 7). B-муравей пошагово вычисляет 
время  ,PathT  которое понадобится пакету 
данных для достижения узла назначения 
при передвижении по пути Path. Это вре-
мя используется для обновления таблицы 
маршрутизации:

 

1

1

1

,   ,
n

Path i i

i

T T i Path
−

→ +

=

= ∈∑

где 

1i iT → +  – локальная оценка вре-
мени перехода из узла i в узел i + 1, 
 

1 ;( 1)→ + = + ⋅
ii

i i macmacT Q T  
i
macT  – среднее вре-

мя отправки одного пакета; i
macQ  – текущее 

количество пакетов в очереди для отправки 
на MAC-уровне. 



i
macT  вычисляется как скользящее сред-

нее время, прошедшее между прибыти-
ем пакета на MAC-уровне и окончанием 
успешной отправки:

  (1 ) ,
i i

i
mac mac macT T t= α + + α

где [0,1 ],α ∈ i
mact  – время, затрачиваемое на 

отправку пакета из узла i.
В каждом промежуточном узле  i Path∈  

B-муравей настраивает путь по направ-
лению к узлу-приемнику d, создавая или 
обновляя записи i

ndT  таблицы маршрути-
зации. По прибытии в узел i из соседнего 
узла n муравьи создают запись в таблице 
маршрутизации Ti, помечая n как следую-
щий ретрансляционный участок достиже-
ния узла d. Запись i содержит значение фе-
ромона Tnd, которое определяет полезность 
пути в узел d через узел n. Если  i dT →  время 
движения, полученное муравьем, и h – ко-

Рис. 5. Структура феромонной таблицы

(11)

(12)
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личество ретрансляционных участков, то 
значение феромона определяется как



1

(
,

)

2

i d hop
id

T hT
−

→ +
 τ =
 
 

где hopT  – фиксированное значение време-
ни нахождения одного ретрансляционного 
участка в незагруженном состоянии. Если 
в Ti уже находится запись ,i

ndT  то ее значе-
ние обновляется с помощью взвешенного 
среднего:

(1 ) ,i i
nd nd idT T= γ + − γ τ  [0,1 ].γ ∈

Узлы в AntHocNet маршрутизируют 
данные стохастически. Если на пути к узлу 
d узел k имеет множество вероятных ре-
трансляционных участков n, то один из них 
выбирается с вероятностью Pnd:

2

2
.

d

nd
nd

id
i N

T
P

T
∈

=
∑

PF-муравьи используются для периоди-

Рис. 6. Установление реактивного соединения. RF-муравей ищет путь к узлу назначения

Рис. 7. RF-муравей превращается в B-муравья для возврата в узел-источник

Рис. 8. Контроль качества путей с использованием проактивных PF-муравьев

(14)

(13)

(15)
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ческого контроля качества путей (рис. 8). 
Эти агенты перемещаются по следу феро-
мона по тому же пути, что и пакеты данных, 
и могут быть отправлены по широковеща-
тельной рассылке. Число широковещатель-
ных рассылок не превышает двух. Если 
F-муравей не находит маршрутной инфор-
мации на расстоянии двух ретрансляцион-
ных участков, он удаляется.

Для улучшения маршрутизации RF-
муравьев и PF-муравьев в AntHocNet ис-
пользуются Hello-пакеты. С их помощью 
узлы собирают информацию о своих теку-
щих соседях и хранят ее в феромонных та-
блицах. Если узлом-приемником является 
соседний узел, то муравей отправляется в 
него без использования широковещатель-
ной рассылки.

Узлы могут обнаруживать отказы линий 
связи. Потерянная линия считается «важ-
ной», если она часто использовалась для 
отправки данных, или если нет альтерна-
тивных путей к соседнему узлу. В этом слу-
чае узел должен попытаться восстановить 
путь.

После отказа узел отправляет по ши-
роковещательной рассылке восстанавли-
вающего муравья (route repair ant), который 
движется к узлу-цели как RF-муравей. Он 
использует маршрутную информацию, ког-
да это возможно. В остальных случаях он 
использует широковещательную рассылку. 
Узел ожидает возвращения восстанавлива-
ющего муравья в течение времени, равного 
5 ,k dT →⋅  где k dT →  – последняя оценка вре-
мени достижения узла d из узла k. Если вос-
станавливающий муравей не возвращается, 
то считается, что найти альтернативный 
путь невозможно, и запись о потерянном 
пути (узле) удаляется из таблицы маршру-
тизации [41].

Имитационное моделирование

Проведение сравнительного анали-
за протоколов маршрутизации затруднено 
прежде всего тем, что на процесс передачи 
данных в самоорганизующихся Ad Hoc се-
тях влияет большое количество различных 
факторов, многие из которых носят случай-
ных характер и слабо поддаются строгому 
математическому анализу.

Моделирование протоколов маршрутиза-
ции осуществляется посредством программ-
ных симуляторов сетей, к ним относятся 
ns-2 [53], ns-3 [54], RIVERBED MODELER 
[55], OMNET++ [56], QualNet [57].

В данной работе исследования протоко-
лов маршрутизации проводились в сетевом 
симуляторе ns-2. Для моделирования была 
использована версия 2.35, а также преду-
становлен протокол AntHocNet. Cравнение 
проводилось с протоколами, модели ко-
торых реализованы в ns-2: AODV, DSDV, 
DSR. Параметры для проведения имитаци-. Параметры для проведения имитаци-
онного моделирования, представленные в 
табл. 2, были одинаковыми для всех про-
токолов маршрутизации.

Для выполнения анализа произво-
дительности протоколов маршрутизации 
AODV, DSDV, DSR и AntHocNet исполь-DSR и AntHocNet исполь- и AntHocNet исполь-
зованы следующие параметры:

1. Процент доставленных пакетов (Packet 
Delivery Ratio – PDR). Этот параметр опре-
деляется соотношением между количеством 
пакетов, отправленных от узла-источника к 
узлу назначения, и количеством пакетов, 
фактически полученных узлом назначения:

,x

x

R
PDR

T
=

где Rx – количество пакетов, полученных 
узлом-получателем; Tx – количество паке-
тов, отправленных узлом-источником [58].

2. Сквозная задержка (End-to-End 
delay): задержка между первым переданным 
байтом и последним полученным байтом. 
Она включает в себя задержку передачи, за-
держки очереди процесса и задержку рас-
пространения [59].

3. Пропускная способность (Throughput) 
определяет скорость успешной доставки па-
кетов по каналу связи. На производитель-
ность пропускной способности влияет ряд 
факторов, в том числе объем трафика, тип 
трафика, время ожидания между узлом-
источника и узлом назначения [60].

4. Полезная пропускная способность 
(Goodput) определяется из производитель-Goodput) определяется из производитель-) определяется из производитель-
ности полосы пропускания канала минус 
потери трафика для создания сеансов, под-
тверждений и инкапсуляции [61].

5. Накладные расходы на маршрутиза-

(16)
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цию (Routing Overhead): накладные расходы 
на поиск маршрутов и построение таблицы 
маршрутизации [62].

Результаты имитационного моделирования

В данном разделе представлен экспери-
ментальный анализ протоколов маршрути-
зации AODV, DSDV, DSR и AntHocNet. 

Было предположено, что с ростом коли-
чества узлов и с увеличением их подвижно-
сти протокол AntHocNet будет вести себя 

лучше, чем другие протоколы, такие как 
AODV, DSDV и DSR. Для того чтобы про-
верить данную гипотезу, было проведено 
компьютерное моделирование мобильной 
сети с данными протоколами и с изменяе-
мыми значениями количества узлов и ско-
рости узлов.

На рис. 9 видно, что для малого коли-
чества узлов разница в значении задержки 
для всех протоколов малозаметна, но с ро-
стом размерности задачи задержки для про-

Таблица  2

Параметры имитационного моделирования

Параметры Значение
Simulated area 1500 × 1500 м
Mobility model Random waypoint (пауза 0 с)
UAV number 10, 20, 50, 100
Simulation runs 10
Simulation duration 100 c
Maximum nodes velocity 30 м/с
Traffic type CBR
CBR packets per second 10
MAC layer protocol 802.11
Connections number 10, 20, 25, 50
Signal Propagation Model Friis
Data links antenna Omni
Transport Protocol UDP
Packet size 512 Bytes

Рис. 9. Соотношение сквозной задержки и количества узлов 
( ) AntHocNet; ( ) AODV; ( ) DSR; ( ) DSDV
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токолов AODV DSDV и DSR значительно 
растут, тогда как у протокола AntHocNet 
задержки либо растут незначительно, либо 
остаются такими же.

На рис. 10 отражены значения издержек 
маршрутизации относительно количества 
узлов. AntHocNet имеет большие издерж-
ки по сравнению с AODV и DSDV и со-
поставимую, иногда меньшую, издержку по 
сравнению с DSR. С ростом числа узлов из-
держки протоколов AODV и DSDV растут, 
тогда как издержки AntHocNet остаются 

прежними либо растут незначительно.
На рис. 11 видно, что пропускная спо-

собность AntHocNet лучше, чем у AODV, 
DSDV и DSR при большом количестве узлов. 
Можно сказать, что протокол AntHocNet 
имеет большую стабильность по отноше-
нию к другим протоколам, упомянутым в 
статье. Несмотря на то, что у протокола 
DSR были такие же или большие издержки, 
чем у AntHocNet, пропускная способность 
DSR немного лучше т. к. большие пакеты 
маршрутизации AntHocNet заполняют всю 

Рис. 10. Соотношение служебного трафика и количества узлов 
( ) AntHocNet; ( ) AODV; ( ) DSR; ( ) DSDV

Рис. 11. Соотношение пропускной способности и количества узлов 
( ) AntHocNet; ( ) AODV; ( ) DSR; ( ) DSDV
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пропускную способность канала.
На рис. 12–14 представлены результа-

ты моделирования для постоянного числа 
узлов, но для различных скоростей. На них 
прослеживаются те же тенденции, что и на 
предыдущих рисунках.

На рис. 12 показано, что рост подвиж-
ности узлов почти не влияет на задержки 
сети для протокола AntHocNet, однако дру-
гие протоколы чувствительны к большим 
скоростям, особенно AODV.

На рис. 13 видно, что несмотря на боль-

шие издержки AntHocNet показывает луч-
шие результаты пропускной способности 
сети по сравнению с другими протоколами.

На рис. 14 видно, что AntHocNet более 
стабилен по сравнению с другими прото-
колами в условиях большой мобильности 
узлов.

На основе результатов исследования, 
полученных в ходе проведения серии те-
стов, можно сделать вывод, что протокол 
AntHocNet имеет в целом лучшие пока-
затели по the metric like end-to-end delay, 

Рис. 12. Соотношение сквозной задержки и скорости движения узлов 
( ) AntHocNet; ( ) AODV; ( ) DSR; ( ) DSDV

Рис. 13. Соотношение пропускной способности и скорости движения узлов 
( ) AntHocNet; ( ) AODV; ( ) DSR; ( ) DSDV
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throughput and goodput по сравнению с 
протоколами AODV, DSDV и DSR. Рас-DSDV и DSR. Рас- и DSR. Рас-DSR. Рас-. Рас-
смотренный протокол маршрутизации  
AntHocNet имеет хорошую масштабируе- имеет хорошую масштабируе-
мость и может быть рекомендован для орга-
низации сетей FANET, характеризующихся 
высокой скоростью передачи данных и вы-
сокой подвижностью узлов.

Отдельно стоит отметить тот факт, что в 
отличие от ранее проведенных иссследова-
ний нами впервые было реализовано срав-
нение протоколов маршрутизации AODV, 
DSDV, DSR и AntHocNet с целью полу-, DSR и AntHocNet с целью полу-DSR и AntHocNet с целью полу- и AntHocNet с целью полу-AntHocNet с целью полу- с целью полу-
чения экспериментального подтверждения 
возможности эффективного использования 
протоколов на базе алгоритма муравьиной 
колонии в сетях FANET.

Маршрутизация в сетях FANET явля-FANET явля- явля-
ется сложной задачей из-за динамически 
изменяющейся топологии и высокой мо-
бильности узлов. Рассмотренные методы 
маршрутизации дают представление о раз-
нообразии и специфике способов обмена 
данными в FANET. 

Существуют различные подходы к ре-
шению задачи маршрутизации на осно-
ве применения муравьиных алгоритмов, 
которые были проанализированы в ходе 
подготовки научной статьи. Применение 
муравьиных алгоритмов, основанных на 

вероятностных правилах и использующих 
эвристически задаваемые параметры, по-
зволяет снизить вероятность возникнове-
ния отказов в обслуживании и перегрузок 
в сети, что подтверждается результатами 
исследования.

В проведенном экспериментальном ис-
следовании проанализированы протоко-
лы маршрутизации AODV, DSDV, DSR и 
AntHocNet. Протокол AntHocNet имеет 
преимущество в работе над протоколами 
AODV и DSDV с точки зрения соотно-
шения доставки пакетов, end-to-end delay, 
особенно в условиях большого количества 
узлов. Это связанно с тем, что AODV и 
DSDV плохо работают в ситуациях с высо-
кой подвижностью узлов. Из эксперимента 
видно, что для сети с высокой динамично-
стью узлов лучше подходят протоколы DSR 
и AntHocNet. Однако AntHocNet менее эф-
фективный из-за высоких накладных рас-
ходов по передаче служебной информации 
о маршрутизации.

На сегодняшний день не существует 
универсального решения для задачи пере-
дачи данных, тем не менее решения, бази-
рующиеся на методах муравьиной колонии, 
демонстрируют свою эффективность. Даль-
нейшим перспективным направлением 
исследований в рассматриваемой области 
является разработка и реализация гибрид-

Рис. 14. Соотношение служебного трафика и скорости движения узлов 
( ) AntHocNet; ( ) AODV; ( ) DSR; ( ) DSDV
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ного алгоритма на основе муравьиного и 
пчелиного алгоритмов, что позволит ни-
велировать недостатки одного алгоритма 
преимуществами другого, увеличить произ-

водительность сети, сократить требования 
к аппаратным ресурсам узлов и уменьшить 
накладные расходы (количество передавае-
мой служебной информации).
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АнАЛИз ИнТЕРфЕРЕнцИИ В БЕСПРОВОДнЫХ СЕТяХ СВязИ  
ТЕРАГЕРцОВОГО ДИАПАзОнА ЧАСТОТ

В.И. Петров1, Д.А. Молчанов2, Е.А. Кучерявый3

1 Санкт-Петербургский государственный университет 
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Проведен анализ интерференции в беспроводных сетях, работающих в те-
рагерцовом диапазоне частот. Получены выражения для среднего значения 
интерференции на приемнике с учетом специфических особенностей распро-
странения электромагнитных волн терагерцового диапазона частот, таких как 
использование направленных антенн, ослабление сигнала вследствие молеку-
лярной абсорбции, а также блокировка сигнала телом человека. Построены 
зависимости среднего значения интерференции от коэффициента абсорбции, 
плотности интерферирующих узлов и других параметров. Проведено сравнение 
результатов, полученных для двух упрощенных диаграмм направленности. Ре-
зультаты могут в дальнейшем использоваться для получения оценок среднего 
значения сигнал-интерференция в беспроводных сетях терагерцового диапазо-
на частот, а также для анализа емкости таких сетей.

Ключевые слова: терагерцовый диапазон частот; беспроводные сети; анализ  
интерференции.

INTERFERENCE ANALYSIS IN TERAHERTZ BAND WIRELESS NETWORKS

V.I. Petrov1, D.A. Moltchanov2, Ye.A. Koucheryavy3

1 Bonch-Bruevich Saint-Petersburg State University of Telecommunications 

St. Petersburg, Russian Federation; 
2 Peoples’ Friendship University of Russia 

Moscow, Russian Federation; 
3  National Research University “Higher School of Economics” 

Moscow, Russian Federation

In this paper, the analysis of interference in wireless terahertz band networks is 
presented. The estimation of the mean level of interference at the target receiver is 
performed, taking into account such inherent properties of the terahertz band systems 
as the use of highly-directional antennas, signal attenuation caused by molecular 
absorption, as well as signal blockage by the human body. Additionally, the comparison 
of the results for two simplified antenna radiation patterns is performed. The obtained 
results can be used as a building block for further performance evaluation of terahertz 
band wireless networks, including the estimation of signal-to-interference ratio and 
network capacity.
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Беспроводные сети передачи данных, 
работающие в терагерцовом диапазоне ча-
стот (0,3–3 ТГц), являются перспективным 
решением для замены текущих беспровод-
ных локальный сетей, работающих в де-
циметровом (0,3–3 ГГц) и сантиметровом  
(3–30 ГГц) диапазонах частот, на дально-
стях до нескольких десятков метров [1].

По сравнению с текущими беспровод-
ными сетями, использование терагерцово-
го диапазона частот позволит существенно 
увеличить пропускную способность сети, а 
также уменьшить размеры приемопередаю-
щих устройств. В то же время, терагерцо-
вый канал связи обладает специфическими 
особенностями, такими как высокий уро-
вень молекулярной абсорбции (поглощения 
электромагнитного излучения в атмосфере) 
и существенным ослаблением сигнала при 
прохождении через препятствия (включая 
тело человека).

Меньший размер антенных элементов 
в свою очередь ведет к снижению эффек-
тивной апертуры антенны, что негативно 
сказывается на дальности связи. Для борь-
бы с данным эффектом предполагается ис-
пользование антенных систем, состоящих 
из множества элементов [2]. Коррелиро-
ванный выбор фаз для каждого отдельного 
антенного элемента позволяет образовать 
результирующую диаграмму направленно-
сти с узким лучом из множества отдельных  
диаграмм направленности с относительно 

широким лучом (см. рис. 1 для случая ан-
тенной системы с 8 × 8 = 64 элементами). 

Так как отмеченные выше особенности 
могут оказывать существенное влияние на 
работу беспроводных сетей терагерцового 
диапазона частот, они должны быть учтены 
при оценке характеристик сети.

Одной из важных задач в оценке харак-
теристик беспроводных сетей связи явля-
ется анализ интерференции, который по-
зволяет оценить теоретически достижимую 
скорость передачи, а также влияет на вы-
бор протоколов множественного доступа к 
среде. Цель статьи – анализ интерферен-
ции в беспроводных сетях терагерцового 
диапазона частот с учетом направленности 
антенн, молекулярной абсорбции, а также 
блокировки терагерцового излучения телом 
человека. Для анализа используются мето-
ды стохастической геометрии, с помощью 
которых получены выражения для средней 
интерференции в беспроводных сетях тера-
герцового диапазона частот для двух диа-
грамм направленности передающих и при-
емных антенн.

Модель системы

Расположение узлов. Модель системы 
включает приемник, расположенный в на-
чале координат, а также случайное поле 
интерферирующих узлов. Для расположе-
ния интерферирующих узлов использу-
ется пуассоновский точечный процесс с 

Рис. 1. Упрощенная диаграмма направленности «Тип 1»
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интенсивностью λ. Направления основных 
лепестков как приемника, так и интерфе-
рирующих узлов распределены равномерно 
на полуинтервале [0;2π). Каждый из интер-
ферирующих узлов окружен окружностью 
радиуса rB, моделирующей проекцию тела 
человека (например, пользователя сети с 
носимым устройством). Область интерфе-
ренции вокруг приемника радиуса R рас-
считана таким образом, что интерференция 
от узлов вне этого радиуса меньше порога 
теплового шума. 

Диаграммы направленности. В рабо-
те рассмотрены два возможных типа 

диаграмм направленности (рис. 2 и 3).  
Диаграмма направленности «Тип 1» мо-
делируется единственным главным ле-
пестком, коэффициент усиления внутри 
которого одинаков и равен G. Диаграм-
ма направленности «Тип 2» моделируется 
главным лепестком, коэффициент усиле-
ния внутри которого одинаков и равен G1, 
а также множеством боковых лепестков, 
коэффициент усиления внутри которых 
одинаков и равен G2.

Для работы с используемыми диаграм-
мами направленности необходимо опреде-
лить коэффициенты усиления G, G1 и G2 

Рис. 2. Упрощенная диаграмма направленности «Тип 1»

Рис. 3. Упрощенная диаграмма направленности «Тип 2»
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как функции от угла диаграммы направ-
ленности α. Для диаграммы направлен-
ности «Тип 1» характерна концентрация 
всей излучаемой энергии в единственном 
конусообразном лепестке. Следовательно, 
коэффициент усиления G должен увеличи-
ваться обратно пропорционально площади 
образуемого сегмента сферы S, вычисляе-
мого по формуле 22 [1 cos( / 2)].S r= π − α

Таким образом, с учетом ослабления 
сигнала при распространении в среде, ко-
эффициент усиления G может быть вычис-
лен как

2
= .

1 cos( / 2)
G

− α

Аналогичным образом могут быть полу-
чены и коэффициенты усиления для диа-
граммы направленности «Тип 2»:

1
1

2 1

= 2[(1 cos( / 2)) (1 cos( / 2))]
,

=

G k

G kG

− − α + + α



где k – коэффициент, связывающий G1 и 
G2.

Модель распространения. В связи с су-
щественным уровнем молекулярной аб-
сорбции модель распространения сигнала в 
терагерцовом диапазоне частот отличается 
от моделей, используемых для дециметро-
вого и сантиметрового диапазонов частот 
(например, используемых при анализе тех-
нологий Wi-Fi, LTE и других технологий, 
работающих в диапазоне 2–6 ГГц). Следуя 
результатам, полученным в [3, 4], величи-
на интерференции на приемнике I может 
определяться как

2

=1

= ,
N

Kri
i

i

I A r e
−−∑

где N – число интерферирующих узлов, 
оказывающих влияние на приемник; ri – 
расстояние от интерферирующего узла до 
приемника; K – коэффициент абсорбции; 
А – коэффициент, определяемый выраже-

нием 
2

2 2
= = ,

16Tx Tx Rx Tx Rx

c
A P G G HG G

fπ
 

где 

PTx – мощность интерферирующего узла, 
GTx – коэффициент усиления антенны на 
интерферирующем узле, GRx – коэффи-
циент усиления антенны на приемнике,  

c – скорость света, f – частота передавае-
мого сигнала, H – коэффициент, исполь-
зуемый для упрощения последующих вы-

числений, равный 
2

2 2
= .

16Tx

c
H P

fπ
Коэффициенты GTx и GRx могут быть 

получены как функции от угла диаграммы 
направленности с использованием формул 
для G, G1 и G2, приведенных выше.

Следуя [5], предполагается, что чело-
веческое тело полностью блокирует про-
хождение терагерцового сигнала. Иными 
словами, ослабление сигнала при прохож-
дении через тело настолько велико, что 
вклад данной компоненты в интерферен-
цию на приемнике несущественен.

Анализ интерференции

Анализ блокировки. В пуассоновском 
поле интерферирующих узлов абоненты 
могут являться причиной блокировки. Сле-
дуя результатам из [6], получим вероятность 
блокировки сигнала от интерферирующего 
узла pB, как функцию от удаления от данно-
го узла x, следующим образом:

( )
( ) = 1 ,

x r rI B B
Bp x e

−λ −−

где rB – радиус интерферирующего узла. 
Посторонние люди в зоне действия 

приемника также могут блокировать рас-
пространение интерференции. При моде-
лировании расположения посторонних лю-
дей с помощью пуассоновского процесса с 
интенсивностью λB предыдущая формула 
остается применимой, если заменить λI на 
(λI + λB), где λB – интенсивность посторон-
них людей.

Анализ интерференции для диаграммы на-
правленности «Тип 1». Рассмотрим случай, 
когда направленные антенны используются 
только на передающей или только на при-
емной стороне. Интерферирующий узел в 
радиусе R от приемника не будет создавать 
интерференцию всего в двух случаях: если 
зона покрытия передатчика не включает 
приемник / зона покрытия приемника не 
включает передатчик (для упрощения даль-
нейшего изложения предположим первый 
вариант), и если распространение интерфе-
ренции заблокировано другим интерфери-
рующим узлом.
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Вероятность второго события определя-
ется величиной pB, полученной в предыду-
щем разделе. Что касается первого собы-
тия, то вероятность того, что зона покрытия 
передатчика включает приемник pC, для 
диаграммы направленности «Тип 1» может 
быть получена как

= = .
2 2C

x
p

x
α α
π π

Рассмотрим бесконечно малое прира-
щение dr. Поскольку процесс расположе-
ния интерферирующих узлов является пу-
ассоновским [5], множественные события 
в пределах dr невозможны. Следовательно, 
вероятность того, что интерферирующий 
узел находится на расстоянии r от прием-
ника, пропорциональна значению dr. Та-
ким образом, элементарное приращение 
кольца может быть вычислено по формуле: 

2 2( ) = 2 ,r dr r rdr Oπ + − π π +

из которой следует, что вероятность на-
хождения интерферирующего узла в интер-
вале (r, r + dr) может быть вычислена как 
2πλIrdr.

Когда интерферирующий узел на рас-
стоянии r от приемника не заблокирован, 
и приемник находится в зоне покрытия 
интерферирующего узла, вклад указанного 
узла в интерференцию на приемнике равен 
Ar–2e–Kr. С учетом данного факта среднее 
значение интерференции на приемнике 
E[I] может быть вычислено по следующей 
формуле [4]:

2[ ] = [1 ( )]2 .
R Kr

C B IrB
E I Ar e p p r rdr− − − λ π∫
При подстановке значений вероятностей 

pB и pC среднее значение интерференции на 
приемнике может быть записано как

( )2[ ] 2
2

( , , , ),

R x r rKr I B B
IrB

I B I

E I Ar e e rdr

A R r K

−λ −− − α
= λ π =

π
= αλ Θ λ

∫

где θ(R, rB, λI, K) может быть вычислено 
как

2

2

= ( [ ])

 ( [ ]),

rI B
I B

B B I

e Ei R K r

Ei r K r

−λΘ − + λ −

− − + λ

где Ei(x) – интегральная показательная 
функция.

Когда блокировка не учитывается, сред-
нее значение интерференции на приемнике 
может быть получено чуть проще:

1

1
[ ] ( , , ),

R Kr
I I BrB

E I A e dr A R r K
r

−= αλ = αλ Θ∫
где θ1(R, rB, K) = Ei(–KR) – Ei(–KrB).

В случае использования всенаправлен-
ной антенны то же самое выражение может 
быть приведено к следующему виду:

[ ] = 2 ( , , , ).I B IE I A R r Kπλ Θ λ

При объединении допущений о всена-
правленных антеннах и отсутствии блоки-
ровки среднее значение интерференции на 
приемнике может быть вычислено как

1[ ] = 2 ( , , ).I BE I A R r Kπλ Θ

Наконец, если направленные антенны 
предполагаются как на приемной, так и на 
передающей стороне, среднее значение ин-
терференции может быть получено домноже-
нием приведенных выше результатов на α/2π 
с учетом блокировки: 

2

[ ] = ( , , , ),
2

I
B I

A
E I R r K

α λ
Θ λ

π
и без учета блокировки: 

2

1[ ] = ( , , , ).
2

I
B I

A
E I R r K

α λ
Θ λ

π
Анализ интерференции для диаграммы на-

правленности «Тип 2». При использовании 
диаграммы направленности «Тип 2» требу-
ется различать три случая для выбранного 
интерферирующего узла:

1) сигнал от интерферирующего узла за-
блокирован;

2) сигнал от интерферирующего узла не 
заблокирован, и приемник находится в зоне 
покрытия основного лепестка диаграммы 
направленности интерферирующего узла;

3) сигнал от интерферирующего узла не 
заблокирован, и приемник находится в зоне 
покрытия боковых лепестков диаграммы 
направленности интерферирующего узла.

Вероятность первого события равна pB, 
а вклад выбранного интерферирующего 
узла в интерференцию на приемнике равен 
нулю. Вероятность второго события равна 
pC(1 – pB), а вклад выбранного интерфери-
рующего узла в интерференцию на прием-

(1)
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нике равен A1r
–2e–Kr, где A1 – коэффициент, 

вычисляемый аналогично коэффициенту 
A, только для основного лепестка диаграм-
мы направленности «Тип 2». Вероятность 
третьего события, в свою очередь, равна  
(1 – pC)(1 – pB), а вклад интерферирующего 
узла в интерференцию на приемнике равен 
A2r

–2e–Kr, где A2 вычисляется аналогично A1 
только для боковых лепестков диаграммы 
направленности «Тип 2».

Таким образом, среднее значение ин-
терференции на приемнике при использо-
вании диаграммы направленности «Тип 2» 
описывается формулой

2
1

2
2

[ ] = 2

(1 ) 2 ,

R Kr
C A IrB

R Kr
C A IrB

E I A r e p p rdr

A r e p p rdr

− −

− −

λ π +

+ − λ π

∫

∫
которая после взятия интеграла и упроще-
ния приводится к следующему виду:

1

2

[ ] = ( , , , )

[2 ] ( , , , ).
I B I

I B I

E I A R r K

A R r K

αλ Θ λ +

+ π − α λ Θ λ

По аналогии с анализом интерфе-
ренции для диаграммы направленности  
«Тип 1» рассмотрим несколько специаль-
ных случаев.

Во-первых, при игнорировании эффекта 
блокировки среднее значение интерферен-
ции на приемнике вычисляется с помощью 
следующей формулы:

1 1

2 1

[ ] = ( , , )

[2 ] ( , , ).
I B

I B

E I A R r K

A R r K

αλ Θ +

+ π − α λ Θ

Во-вторых, при использовании направ-
ленных антенн как на передающей, так и 
на приемной стороне, среднее значение 
интерференции описывается с учетом бло-
кировки как

2
1

2
2

[ ] ( , , , )
2

[2 ]
( , , , );

2

I
B I

I
B I

A
E I R r K

A
R r K

α λ
= Θ λ +

π
π − α λ

+ Θ λ
π

без учета блокировки как
2

1
1

2
2

1

[ ] = ( , , )
2

[2 ]
( , , ).

2

I
B

I
B

A
E I R r K

A
R r K

α λ
Θ +

π
π − α λ

+ Θ
π

Стоит также отметить, что предложен-
ный подход позволяет моделировать раз-
личные углы диаграммы направленности на 
интерферирующих узлах и на приемнике.

Анализ интерференции с учетом молеку-
лярного шума. Молекулярный шум – одно 
из явлений, характерных для терагерцового 
диапазона частот, чья природа была теоре-
тически предсказана в [7], но пока не была 
подтверждена экспериментально [8].

Предложенный подход может быть мо-
дифицирован для того, чтобы учесть влия-
ние молекулярного шума. Так как моле-
кулярный шум, вызванный излучением от 
интерферирующих узлов, также оказывает 
негативное влияние на приемник [9], он 
может быть учтен при оценке среднего зна-
чения интерференции на приемнике по-
средством замены Ar–2e–Kr на Ar-2 [7]. В этом 
случае среднее значение интерференции на 
приемнике для диаграммы направленности 
«Тип 1» будет описываться следующим вы-
ражением:

( )2

1

[ ] = 2
2

( , , ),

R x r rI B B
IrB

I B I

E I Ar e rdr

A R r

−λ −− α
λ π =

π
= αλ Θ λ

∫
*

где θ*
1(R, rB, λI) может быть вычислена как

2
1( , , ) ( ) ( ).

rI B
B I I B I BR r e E r R E r

−λΘ λ = −λ − −λ*

Аналогично, для диаграммы направлен-
ности «Тип 2» среднее значение интерфе-
ренции на приемнике с учетом молекуляр-
ного шума равно

1 1

2 1

[ ] = ( , , )

[2 ] ( , , ).
I B I

I B I

E I A R r

A R r

αλ Θ λ +

+ π − α λ Θ λ

*

*

При использовании направленных ан-
тенн как на передающей, так и на прием-
ной стороне среднее значение интерферен-
ции с учетом молекулярного шума равно 
для диаграммы «Тип 1»: 
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Приведенные выше формулы будут ис-
пользованы в следующем разделе при по-
строении численных оценок интерферен-
ции на приемнике.

Численные результаты и их интерпретация

В данном разделе приведены примеры 
численных результатов, иллюстрирующих 
поведение среднего значения интерферен-
ции на приемнике в различных условиях. 

Результаты получены с использованием 
формул, выведенных в предыдущем раз-
деле.

На рис. 4 приведено среднее значение 
интерференции как функции коэффици-
ента абсорбции для разных углов направ-
ленности для диаграммы направленности  
«Тип 1». Рисунок демонстрирует сильную 
зависимость между коэффициентом аб-
сорбции K и средним значением интер-

Рис. 4. Среднее значение интерференции как функции коэффициента 
абсорбции для разных углов направленности 

( ) α = π/2; ( ) α = π/3; ( ) α = π/6; ( ) α = π/12

Рис. 5. Среднее значение интерференции как функции от угла направленности  
для разных типов диаграммы направленности 

( ) «Тип 1»; ( ) «Тип 2», k = 0,01; ( ) «Тип 2», k = 0,05; ( ) «Тип 2», k = 0,10
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ференции на приемнике, тем самым обо-
сновывая необходимость учета эффекта 
молекулярной абсорбции в построении 
моделей связи для сетей терагерцового 
диапазона частот. Зафиксировав угол диа-
граммы направленности, мы также можем 
отметить, что среднее значение интерфе-
ренции ожидаемо уменьшается с увели-
чением коэффициента абсорбции. Анало-
гичным образом, зафиксировав значение 
коэффициента абсорбции, мы наблюдаем 
рост среднего значения интерференции на 
приемнике с увеличением направленности 
антенны (уменьшением угла диаграммы 
направленности). 

На рис. 5 приведена зависимость сред-
него значения интерференции от угла на-
правленности и выбранного типа диа-
граммы направленности («Тип 1» или  
«Тип 2»). Поскольку диаграмма направлен-
ности «Тип 1» концентрирует всю излучае-
мую мощность в основном лепестке, среднее 
значение интерференции на приемнике для 
диаграммы направленности «Тип 1» выше. 
В то же время диаграмма направленности 
«Тип 2» обладает большей гибкостью, т. к. 
позволяет варьировать долю энергии, излу-
чаемой в направлении боковых лепестков, 
с помощью коэффициента k. Зависимость 
среднего значения интерференции на при-
емнике от угла диаграммы направленности 
α для диаграммы направленности «Тип 2» 
имеет принципиально другой вид, чем для 
диаграммы направленности «Тип 1». В то 
же время, при уменьшении коэффициента 
k значение функции для диаграммы направ-
ленности «Тип 2» ожидаемо приближается 
к таковому для диаграммы направленности 
«Тип 1».

Значение коэффициента k может значи-
тельно меняться в зависимости от конкрет-
ной антенны (во множестве исследований 
коэффициент k принимают равным зна-

чению из отрезка [0,1–0,2] [10]). С учетом 
данного факта использование диаграммы 
направленности «Тип 2» является предпо-
чтительным для анализа интерференции в 
беспроводных сетях терагерцового диапа-
зона частот. В то же время использование 
диаграммы направленности «Тип 1» су-
щественно упрощает анализ и финальные 
выражения, поэтому предпочтительно для 
построения «грубых» оценок среднего зна-
чения интерференции.

В статье рассмотрена задача построения 
аналитической модели для оценки интер-
ференции в беспроводных сетях, работаю-
щих в терагерцовом диапазоне частот, со 
случайным расположением интерферирую-
щих узлов. Изучены две упрощенные диа-
граммы направленности, для каждой из ко-
торых получены итоговые выражения для 
оценки среднего значения интерференции 
как функции от угла направленности диа-
граммы, коэффициента абсорбции, плот-
ности интерферирующих узлов и других 
параметров сети.

На основе анализа полученных выраже-
ний можно сделать следующие выводы. Во-
первых, среднее значение интерференции 
для диаграммы направленности «Тип 1»  
увеличивается с уменьшением угла направ-
ленности. Во-вторых, среднее значение 
интерференции для диаграммы направлен-
ности «Тип 1» уменьшается с увеличением 
коэффициента абсорбции. В-третьих, вид 
функции средней интерференции от угла 
диаграммы направленности для диаграммы 
направленности «Тип 2» принципиально 
отличается от вида функции для диаграм-
мы направленности «Тип 1». В то же время 
при стремлении параметра k к нулю раз-
ница между результатами для диаграммы 
направленности «Тип 1» и «Тип 2» также 
стремится к нулю.
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ИССЛЕДОВАнИЕ ИМПЕДАнСнЫХ ХАРАКТЕРИСТИК УГЛЕРОДнЫХ 
ЭЛЕКТРОДОВ ДЛя ПОДзЕМнОГО ЭЛЕКТРОТЕХнИЧЕСКОГО  

И РАДИОфИзИЧЕСКОГО ПРИМЕнЕнИя
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Углеродные шнуры и ленты обладают рядом важных преимуществ, таких 
как прочность, малый удельный вес, коррозионная стойкость, в том числе к 
бактериям и грибам, экологичность и гибкость. Исследована возможность их 
применения в качестве электродов-заземлителей для подземного электротехни-
ческого и радиотехнического применения. Величина и частотная зависимость 
импеданса предлагаемых электродов в диапазоне 10 Гц ÷ 10 кГц сопоставлены 
с таковыми для труб из нержавеющей стали, традиционно используемых для 
заземления и создания антенн. 

Ключевые слова: подземная низкочастотная связь; заземлитель; углеродный матери-
ал; импеданс; электропроводность грунта.

IMPEDANCE CHARACTERISTICS OF CARBON ELECTRODES  
FOR UNDERGROUND ELECTRICAL AND RADIOPHYSICAL APPLICATIONS

X. Wei1, V.M. Ol’shanskiy2, S.V. Volkov2, E.A. Bogachev3, S.V. Volvenko4

1 Harbin Engineering University Harbin, China; 
2 A.N. Severtsov Institute of Ecology and Evolution  

Moscow, Russian Federation; 
3 OJSC “Composite” Moscow Region, Korolev, Russian Federation 

4 Peter the Great St. Petersburg Polytechnic University 

St. Petersburg, Russian Federation

Carbon cords and tapes have a number of important benefits, such as strength, 
low specific weight, corrosion resistance, including against bacteria and fungi, 
environmental friendliness and flexibility. We investigated the possibility of using them 
as grounding electrodes for underground electrical and electronic applications. The 
magnitude and the frequency dependence of the electrodes impedance in the range of 
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Коррозионная стойкость и механическая 
прочность материалов, используемых для 
подземного применения в различных об-
ластях техники, особенно важны при орга-
низации заземлений. В этой связи большой 
интерес представляют тканые углеродные 
материалы. Эти материалы разрабатывались 
для нужд авиационной и космической про-
мышленности исходя из требований удель-
ных прочностных характеристик. Между 
тем их электрические свойства представля-
ют не меньший интерес.

Обеспечение хорошего электрического 
контакта с грунтом или водой часто тре-
буется в различных электротехнических и 
радиофизических задачах, например, для 
организации подземной низкочастотной 
связи или для электроразведки. К заземли-
телям предъявляется три основных требо-
вания: низкое сопротивление, малая дис-
персия импеданса в области низких частот, 
коррозионная устойчивость. Выполненные 
ранее исследования [1, 2] показали, что на-
званным требованиям лучше всего удовлет-
воряют электроды из графита или нержа-
веющей стали.

Однако графит и нержавеющая сталь – 
материалы достаточно тяжелые, а графит 
еще и очень хрупок. Современная про-
мышленность предлагает значительно бо-
лее легкие и гибкие углеродные материалы: 
шнуры и ленты из углеродного волокна. 
Очевидно, что возможность использова-
ния углеродных шнуров и лент требовала 

тщательной экспериментальной проверки, 
главным образом из опасений, что относи-
тельно большое продольное сопротивление 
будет препятствовать получению низкого 
сопротивления заземления. Такие экспери-
ментальные исследования ранее не прово-
дились.

В настоящей работе мы ориентировались 
прежде всего на задачи аварийной подзем-
ной связи для шахтеров и спелеологов. По-
скольку в аварийной ситуации нет време-
ни на бурение специальных отверстий для 
электродов или на другие земляные работы, 
то с практической точки зрения интереснее 
всего варианты, когда шнуры и ленты про-
сто раскладываются по поверхности и лишь 
слегка присыпаются грунтом. Однако по-
лученные результаты на наш взгляд пред-
ставляют интерес и для более широкого 
круга приложений, включая организацию 
промышленных и бытовых заземлений. 

Основная цель данной работы – ис-
следование импедансных характери-
стик контакта тканых угольных мате-
риалов с почвой в частотном диапазоне  
10 Гц ÷ 10 кГц.

Методы и материалы

Применяемая методика измерений и 
аппаратура аналогичны описанным в [2]. 
Для измерений частотных характеристик 
мы использовали лабораторный измери-
тель импедансов Z-350M, обеспечивающий 
измерения реальной и мнимой компонент 

Рис. 1. Лабораторная установка для экспериментов с углеродными материалами

10 Hz ÷ 10 kHz were compared with those of stainless steel pipes traditionally used 
for grounding and dipole antennas design. 

Keywords: underground low-frequency communications; earth electrode; carbon material; 
impedance; ground conductivity.
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импеданса в диапазоне от 1 Гц до 1 МГц. 
Нас интересовал более узкий диапазон –  
10 Гц ÷ 10 кГц. Для измерения электропро-
водности воды использовался кондуктометр 
«Эксперт-002».

Однако если ранее мы использовали 
относительно небольшие электроды дли-
ной несколько сантиметров, то настоящие 
исследования выполнялись на электродах 
длиной 3–4 м, что соответствует практи-
ческому применению. Измерения прово-
дились либо в пластиковом контейнере 
с размером дна 35×23 см, высотой 22 см, 
либо в открытом грунте. Вид лабораторной 
установки показан на рис. 1.

В экспериментах использовался шнур 
технический углеродный ШТУ (ТУ 1916-
003-18070047-98, содержание углерода не 
менее 99 % масс.) и углеродная лента ши-
риной 100 мм из ткани марки УВИС-Т с 
поверхностной плотностью 245 г/м2.

Шнур из углеродного волокна имел пол-
ную длину 420 см, диаметр 6 мм, измерен-
ный вес 73 г, т. е. погонная плотность та-
кого шнура составляет 17 г на метр длины. 
Для сравнения: вес двухметровой трубки из 
нержавеющей стали с наружным диаметром 
2 см, которая традиционно использовалась 
нами в качестве электрода-заземлителя, со-
ставляет 1,86 кг или 930 г на метр длины, 
т. е. в 54 раза больше. Измеренное про-
дольное сопротивление шнура при полной 
длине составило 13,6 Ом. При складывании 
вдвое сопротивление уменьшается вчетве-

ро за счет уменьшения длины и увеличения 
площади сечения: измеренное значение 
составило 3,55 Ом. При складывании еще 
вдвое, т. е. до длины около 1 м, измеренное 
сопротивление составило 1,0 Ом. Частот-
ная дисперсия в диапазоне 10 Гц ÷ 10 кГц 
не наблюдалась. Мнимая часть импеданса 
не превышала 0,01 Ом.

Лента из углеродной ткани имела пол-
ную длину 358 см, измеренный вес 88 г. 
Это соответствует погонной плотности  
25 г/м. Продольное сопротивление ленты, 
сложенной вдвое, составило 2,7 Ом, сло-
женной вчетверо (длина около 90 см) –  
0,7 Ом. Частотная дисперсия в диапазоне 
10 Гц ÷ 10 кГц не наблюдалась. Мнимая 
часть импеданса не превышала 0,01 Ом.

Для измерения электропроводности 
грунта использовался названный выше пла-
стиковый контейнер. Из трех углеродных 
лент были сшиты электроды по размеру 
торцов контейнера. Электрический контакт 
с этими торцевыми электродами обеспечи-
вался за счет латунных трубок диаметром 
3 мм.

Продольное сопротивление ткани 
при измерении между вставленными по 
краям латунными трубками составило 
2 Ом. Частотная дисперсия в диапазоне  
10 Гц ÷ 10 кГц не наблюдалась. Мнимая 
часть импеданса не превышала 0,01 Ом.

Перед измерением сопротивления грун-
та осуществлялась калибровка по воде. В 
контейнер было залито 12 л водопроводной 

Рис. 2. Измерение электропроводности влажной глины с использованием  
в качестве торцевых электродов угольной ткани.  

Справа шнур из углеродного материала
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воды. Удельная электропроводность, изме-
ренная кондуктометром «Эксперт – 002», 
составила 533,7 мкСм/см. Для такого зна-
чения электропроводности с учетом разме-
ров дна аквариума (35×23 см) и уровня воды  
(15 см) сопротивление должно составлять  
R = 35/(0,000534×23×15) = 190 Ом. Изме-
ренное значение составило 199 Ом, т. е. 
на 5 % больше, что, с учетом закруглений 
контейнера и влияния сопротивлений тор-
цевых электродов, вполне приемлемо.

При засыпке в контейнер 12 л влажной 

глины (рис. 2) среднее измеренное значе-
ние сопротивления составило 2012 Ом при 
измерении сразу после засыпки грунта и 
1994 Ом при повторных измерениях че-
рез 30 мин, когда контакт между глиной и 
торцевыми электродами лучше пропитался 
влагой. Это соответствует электропровод-
ности 5 мСм/м.

Помимо электропроводности влажной 
глины измерялась электропроводность 
верхнего плодородного слоя почвы. Сред-
нее значение составило 3059 Ом, что соот-

Рис. 3. Зависимость действительной части импеданса  
в частотном диапазоне 10 Гц ÷ 10 кГц для глины, почвы и воды 

( ) глина; ( ) глина повтор; ( ) почва; ( ) вода 533 мкСм/см

Рис. 4. Зависимость реальной части импеданса от частоты  
в диапазоне 10 Гц ÷ 10 кГц для латунных трубок, воткнутых в глину 

( ) латунная трубка в центре ящика с глиной; ( ) латунные трубки в ящике с глиной
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ветствует электропроводности 3,3 мСм/м.
На рис. 3 показаны величины действи-

тельной части импеданса в частотном диа-
пазоне 10 Гц ÷ 10 кГц для глины, почвы и 
воды. На более низких частотах сопротив-
ление выше, но изменение сопротивления 
в указанном диапазоне в целом не превы-
шает 10 %.

Среднее значение мнимой части состав-
ляет 40 Ом для глины, 56 Ом для почвы и 
0,9 Ом для воды.

Для сопоставления электрических 
свойств контактов «металл – грунт» и 
«углеродный материал – грунт» были про-
ведены эксперименты, аналогичные опи-
санным в [2]. Поскольку латунь относит-
ся к металлам, обладающим относительно 
низкой дисперсией электропроводности, то 
в качестве референтных электродов, с ко-
торыми сопоставлялись углеродные, были 
взяты латунные трубки.

Латунная трубка диаметром 3 мм втыка-
лась вертикально в глину в центре контей-
нера до дна контейнера. Импеданс изме-
рялся между трубкой и одним из торцевых 
электродов. Среднее значение импеданса в 
диапазоне 10 Гц ÷ 10 кГц составило 2442 Ом, 
причем результаты измерений были неста-
бильны, а средняя величина мнимой части 
импеданса составила 472 Ом, т. е. около  
20 % от реальной. Затем электрод был со-
ставлен из двух разнесенных латунных 
трубок, воткнутых вертикально в глину и 

электрически закороченных друг с дру-
гом.

Реальная часть импеданса уменьши-
лась до величины 1430 Ом, т. е. в 1,7 раза, 
а мнимая – до 119 Ом, т. е. в четыре раза. 
Частотная зависимость реальной части им-
педанса для одиночной и сдвоенной латун-
ных трубок показана на рис. 4.

Затем аналогичные измерения были вы-
полнены с углеродным шнуром, сложен-
ным вдвое, с углеродным шнуром, верти-
кальные участки которого были разнесены 
на расстояние 9 см друг от друга, и с угле-
родной лентой.

Как и в случае с одиночной латунной 
трубкой, результаты измерений в первом из 
названных вариантов были нестабильны,  
а средняя величина реальной части импе-
данса относительно большой – 1750 Ом. 
При этом мнимая часть импеданса была за-
метно меньше, чем у одиночной латунной 
трубки – 168 Ом. При раздвижении верти-
кальных участков шнура на 9 см действи-
тельная часть упала до 1284 Ом (в 1,4 раза),  
а мнимая – до 64 Ом, т. е. в 2,6 раза. Кстати, 
это свидетельствует о том, что на величину 
мнимой части влияет не только непосред-
ственная граница раздела «электрод – сре-
да», но и её окрестность. Среднее значение 
реальной и мнимой частей импеданса угле-
родной ленты составило соответственно 
1231 Ом и 79 Ом – значения, близкие к 
варианту разнесенного шнура.

Рис. 5. Измерение импедансов дипольных антенн.  
Стрелками отмечены заземлители, изготовленные из трубок из нержавеющей стали
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Результаты экспериментов  
в открытом грунте

После этих предварительных экспери-
ментов мы приступили к экспериментам 
в открытом грунте. В ходе данных экс-
периментов мы сопоставляли импедансы 
электродов, изготовленных из углеродных 
волокон, с импедансами традиционных за-
землителей. В качестве традиционных за-
землителей использовались две трубки из 
нержавеющей стали с наружным диаме-
тром 2 см, вбитые в грунт на глубину 150 см  

(рис. 5). Расстояние между трубками 2 м.
Сначала были измерены импедансы 

между этими трубками. Затем с поверхно-
сти земли удалили слой травы и на образо-
вавшийся плодородный слой мы помещали 
в разных вариантах ленту и/или шнур из 
углеродного материала и слегка присыпа-
ли их землей, а импеданс измеряли меж-
ду ними и одной из нержавеющих трубок 
(рис. 6).

На рис. 7 приведена измеренная зависи-
мость действительной части импеданса от 

Рис. 6. Шнур из углеродного материала, слегка присыпанный землей

Рис. 7. Сравнение импедансов диполя, оба электрода которого выполнены  
из нержавеющей стали (синие квадраты), и диполя, один из электродов которого  
выполнен из стали, а второй – из половины описанной выше углеродной ленты 

( ) между двумя стальными трубками; ( ) между трубкой и половиной ленты
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частоты для диполя из двух традиционных 
заземлителей из стальных трубок (синие 
квадраты) и диполя, один из электродов 
которого выполнен из половины описан-
ной выше ленты, т. е. двухметрового отрез-

ка шириной 10 см, присыпанного грунтом. 
Среднее значение импеданса между труб-
ками 72 Ом, а между трубкой и половиной 
ленты – 92 Ом.

В случае, когда вторая половина угле-

Рис. 8. Тестируемый электрод выполнен в виде полной ленты, присыпанной землей  
и размещенной в виде двух двухметровых участков под прямым углом друг к другу 

( ) между двумя стальными трубками; ( ) между стальной трубкой и лентой углом

Рис. 9. Уменьшение сопротивления углеродного электрода за счет  
дополнительного размещения углеродного шнура рядом с углеродной лентой 

( ) между двумя стальными трубками; ( ) шнур лента и одинарная трубка
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родной ленты также была положена на 
грунт под прямым углом к первоначально-
му участку, значение импеданса упало до 
67 Ом, т. е. стало меньше, чем между двумя 
стальными трубками (рис. 8).

Если рядом с лентой положить углерод-
ный шнур, а электрический контакт с про-
водом измерителя (с помощью зажима типа 
«крокодил») одновременно обеспечить с 
серединой и ленты, и шнура, то это при-
ведет к уменьшению общего импеданса до 
57,7 Ом или на 10 Ом (рис. 9).

Поскольку среднее сопротивление меж-
ду двумя стальными трубками составля-
ет 72 Ом, то сопротивление одной трубки 
примерно равно 36 Ом. Это означает, что 
сопротивление комбинированного углерод-
ного электрода около 21 Ом или в 1,7 раза 
меньше, чем сопротивление стальной труб-
ки. При этом стальная трубка вбита на глу-
бину 1,5 м, из которых плодородный слой 
занимает не более 30 см, а остальное –  
глина. Как показали измерения, электро-
проводность глины выше, чем электропро-
водность плодородного слоя. То есть умень-
шение импеданса углеродного электрода 
обусловлено не электропроводностью сре-
ды, а улучшением электрического контакта 

между электродом и средой.
Чтобы убедиться в том, что большую 

часть в импеданс вносит именно сталь-
ной электрод, мы можем уменьшить его 
сопротивление за счет параллельного 
объединения двух стальных электродов  
(рис. 10).

В этом случае среднее сопротивление 
упало до 49,6 Ом, т. е. еще на 8 Ом. По-
скольку расстояния между электродами 
соизмеримы с их длиной, а распределе-
ние электропроводностей нам неизвестно, 
то трудно четко указать, какая часть сум-
марного импеданса связана с комбиниро-
ванным стальным электродом, а какая –  
с комбинированным углеродным. Но в 
любом случае это в 1,44 раза ниже, чем 
исходный импеданс диполя из традицион-
ного материала. То есть применение лег-
ких, компактных, быстро разворачиваемых 
углеродных материалов с точки зрения ве-
личины импеданса не менее эффективно, 
чем применение тяжелых, жестких сталь-
ных труб.

Обсуждение

Полученные результаты имеет смысл 
сопоставить с данными из публикаций, по-

Рис. 10. Референсный электрод образован электрическим соединением  
двух стальных трубок 

( ) между двумя стальными трубками; ( ) шнур лента и сдвоенная трубка
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священных импедансам антенн для под-
земной связи [3–6]. В этих работах под-
черкивается, что уменьшение импеданса 
контакта электрода и грунта является важ-
ным для повышения эффективности ан-
тенн. В работах [3–5] испанских авторов в 
качестве среды описаны скальные грунты 
электропроводностью 10–2 мСм/м, а в каче-
стве электродов – лист алюминиевой фоль-
ги размером 30×45 см и стальной стержень 
длиной 20 см и 1 см диаметром. Фольга 
непосредственно прижимается к грунту, а 
стержень вбивается в него. Измеренные зна-
чения импедансов составили 772–1760 Ом  
на частоте 70 кГц. Очевидно, что для умень-
шения импеданса нужно прежде всего уве-
личить размеры электродов и улучшить 
контакт между электродом и скальной по-
родой, однако авторы почему-то про это 
ничего не пишут.

Аналогично обстоит и с сопротивле-
нием непосредственного контакта между 
электродом и грунтом. Авторы работ [3–5] 
измеряют их с помощью 4-электродного ме-
тода, получая значения от 20 до 4237 Ом в 
зависимости от типа грунта и типа исполь-
зуемого электрода. Измерения этих контак-
тов проводятся так, как будто речь идет об 
измерении природных явлений: тщательно, 
но без каких-либо модификаций области 
контакта. Обсуждается лишь эквивалентная 
схема, объясняющая вид частотной дис-
персии импеданса. Казалось бы, контакты 
между металлами и разными веществами 
или растворами исследовались со времен 
Фридриха Вильгельма Георга Кольрауша 
(1840–1910), не только представившего об-
ласть контакта в виде параллельного сопро-
тивления и емкости, но и предложившего 
закон частотной зависимости емкостной и 
резистивной компонент в области низких 
частот. Известны пути уменьшения сопро-
тивления этих контактов за счет буферных 
растворов или гелей и за счет развития по-
верхности металла. Есть широчайшая прак-
тика изготовления защитных заземлений со 
множеством рекомендаций по уменьшению 
импедансов. Однако испанские специали-
сты никаких приемов улучшения электри-
ческого контакта не применяют и не упо-
минают.

Величина сопротивления растекания 
также описывается ими как величина, за-
даваемая извне. Складывается впечатление, 
что они воспринимают её как характери-
стику местности, которую можно только 
измерить, но не уменьшить. Между тем, 
она определяется не только электропровод-
ностью среды, но и топологией поля, т. е. 
густотой линий тока и эквипотенциалей. А 
топология поля определяется габаритами и 
формой электродов.

Если размеры электродов увеличить, то 
из-за увеличения поверхности уменьшится 
импеданс контакта, а из-за уменьшения гу-
стоты силовых линий уменьшится сопро-
тивление растекания. Если, например, вме-
сто 20-сантиметрового стального стержня 
взять метровый, то общее сопротивление 
должно упасть примерно в пять раз. Допу-
стим, авторы почему-то считали, что стер-
жень должен быть вбит на полную длину, а 
вбивать стержень в скальный грунт на 1 м 
заметно тяжелее, чем на 20 см. Но что ме-
шало им вместо листа алюминиевой фольги 
размером 30×45 см раскатать полосу этой 
фольги хотя бы на 2 м при общей длине 
антенны 10 м?

Более конструктивный подход изложен 
в работе [6], где даны три рекомендации по 
уменьшению импеданса антенн:

электроды должны быть большими;
электроды имеет смысл изготавливать 

из трубок, объединенных в параллель;
между плохо проводящим грунтом и 

электродом имеет смысл ввести промежу-
точную зону в виде геля с высокой электро-
проводностью.

Можно отметить, что все три идеи из-
вестны. Авторы публикации [6] тоже не 
претендуют на их новизну и называют в 
списке литературы своих предшественни-
ков. Этот список легко расширить. Напри-
мер, в Патенте РФ № 2225420, выданном 
по заявке от 19.06.2003 г. предлагается со-
став и способ изготовления электропро-
водной эластомерной композиции для за-
земляющих электродов, обеспечивающих 
снижение импеданса по тому же принципу. 
В патенте РФ № 2181918 от 20.06.2000 г. 
предлагается при изготовлении заземлите-
лей для условий вечной мерзлоты закла-
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дывать заземлитель в тонкий проводящий 
слой с удельным электрическим сопротив-
лением 10–100 Ом•м, толщиной 0,1–5 м, 
находящийся в многолетнемерзлом грунте 
на глубине от 3,5 до 20 м и сохраняющий 
низкое сопротивление круглогодично. Этот 
слой предварительно локализуют методами 
электроразведки. Очевидно, что это такая 
же идея, но с использованием доступных 
природных возможностей. В патенте РФ  
№ 2476622 от 06.07.2011 г. предлагается за-
землители собирать в виде гирлянды элек-
тродов с помощью специальных токопро-
водящих приспособлений.

Тем не менее, работа [6] представляет-
ся важной, поскольку предложенные идеи 
рассмотрены теоретически, просчитаны ко-
личественно и проверены в эксперименте, 
в том числе натурном. Авторы работы [6] 
отмечают, что за счет различных приемов 
смогли уменьшить сопротивление заземле-
ния до величины 9,75 Ом.

Следует обратить внимание на разницу 
в электропроводности среды в выполнен-
ном нами исследовании и в случае, опи-
санном в [6], а также на отсутствие про-
межуточного геля с электропроводностью 
2 См/м между электродом и грунтом. Для 
электрода из нержавеющей стали диаме-
тром 2 см в глине с измеренным значением 
удельной электропроводности 0,005 См/м 
расчетное значение сопротивления состав-
ляет 104 Ом. Поскольку измеренное значе-
ние импеданса между трубками составило 
72 Ом, следует предположить, что реаль-
ная электропроводность глины, в которую 
вбиты трубки, была выше, чем электропро-
водность измеренной нами глины, из-за 
большого количества влаги, и составляла  
0,015 См/м. 

Можно предположить, что эти отличия 
электропроводности носят локальный ха-
рактер: влага течет вдоль границы почва-
металл. Из-за этого протекания воды глина 
вблизи контакта становится более влажной 
и более проводящей, чем глина, которая 
взята для измерений электропроводности. 

Возможен также более интересный эф-
фект: втягивание более проводящих жидко-
стей в зону сгущения силовых линий. Этот 
эффект не зависит от направления тока и 

должен наблюдаться как для постоянного 
тока, так и для переменного. Нержавеющие 
трубки были вбиты в землю более года на-
зад. За это время они в какой-то степени 
выполняли функции громоотвода, пропу-
ская через себя атмосферное электриче-
ство. Соответственно растворы солей из 
почвы должны были смещаться в сторону 
сгущения силовых линий, т. е. к электро-
дам, тем самым увеличивая их эффектив-
ный диаметр.

В работе [6] сопротивление электродов 
длиной 1,2 м и диаметром 7 см без геля со-
ставляло 18,7 Ом при электропроводности 
0,05 См/м, т. е. в 10 раз выше. Если мы 
приведем измеренное нами сопротивле-
ние к электропроводности 0,05 Ом, то по-
лучится 10,4 Ом, что с учетом разницы в 
размерах и влияния поверхности примерно 
соответствует данным статьи [6]. Таким об-
разом, если все приемы, рекомендованные 
в [6], применить при развертывании дипо-
ля из углеродного материала, то мы вполне 
можем добиться сходных результатов, не 
используя тяжелые, громоздкие, дорогие 
стальные трубы.

Можно назвать много причин, по ко-
торым использование тканей, шнуров и 
волокон из углеродных материалов для из-
готовления электродов-заземлителей пред-
ставляется очень перспективным.

Углеродные материалы не подверже-
ны химической коррозии, разрушающему 
действию бактерий и грибов. Это эколо-
гически чистый материал: он не загрязня-
ет почву ионами тяжелых металлов. Это 
очень легкие материалы: шнурок диаме-
тром 6 мм и длиной 420 см весит всего 73 
г, тогда как двухметровая трубка из не-
ржавеющей стали диаметром 2 см весит 
около 2 кг. Углеродный шнур или ленту 
можно быстро и легко разложить на по-
верхности земли, причем его можно вы-
ложить по месту на неровном основании 
без дополнительных бурений и земляных 
работ. Это прочный материал: его можно 
опускать в колодцы и шахты на большую 
глубину, используя как прочный трос для 
закрепления грузов и даже для аварийного 
спуска или подъема людей. Ткани, ленты 
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и шнуры из углеродных волокон облада-
ют сильно выраженными капиллярными 
свойствами: они хорошо впитывают и 
долго удерживают влагу, что полезно для 
обеспечения хорошего электрического 
контакта с грунтом. 

Одной из основных рекомендаций, 
данных в статье [6], является рекоменда-
ция использования комплексных электро-
дов, составленных из нескольких элемен-
тов, например, из четырех металлических 
труб, соединенных электрически. Наши 
эксперименты показывают, что еще эф-
фективнее использовать структуры, напо-
минающие корни дерева, со множеством 
разветвлений и развитой поверхностью 
[2]. На базе углеродных лент и шнуров 
такие структуры можно легко и быстро 
изготовить с учетом специфики местных 
условий. При этом электрический кон-
такт между составными элементами обе-
спечивается простым связыванием в узлы 
шнуров или лент. Применение материалов 
из углеродных волокон и изготовление 
структур, напоминающих корни дерева, 
будет способствовать удержанию влаги не-
посредственно вблизи электродов, т. е. в 
областях, наиболее влияющих на общий 
импеданс антенны.

В частности, показано, что на одном 
и том же участке земли углеродный шнур 
диаметром 6 мм, выложенный под прямым 
углом со сторонами по 2 м на поверхности 
земли и слегка присыпанный грунтом, дает 

такое же сопротивление, как электрод из не-
ржавеющей стали в виде трубы с внешним 
диаметром 2 см, вбитой в землю на глубину 
1,5 м. Если же рядом со шнуром положить 
ленту из углеродной ткани шириной 10 см и 
такой же длины, то сопротивление падает в 
1,5 раза, т. е. сопротивление такого комби-
нированного углеродного электрода заметно 
ниже, чем сопротивление указанных нержа-
веющих труб.

Все это делает возможным разработку 
легких, носимых аварийных комплектов, 
которые можно быстро развернуть на месте 
в случае обвала грунта или взрыва в шахте 
или при организации спасательных работ 
в пещере. При многих авариях зона завала 
может быть заметно меньше, чем глубина 
шахты, и легкое аварийное устройство мо-
жет оказаться эффективным для связи по-
терпевших с группой спасателей.

До сих пор разработчики материалов из 
углеродных волокон обращали основное 
внимание не на их электрические харак-
теристики, а на проблемы механической 
прочности при малом весе, ориентируясь 
на заказы космической и авиационной 
промышленности. Однако в случае осо-
знания практической значимости сниже-
ния сопротивления тканых углеродных 
материалов и проведения соответствую-
щих исследований можно ожидать, что 
промышленность освоит выпуск углерод-
ных материалов с заметно лучшими про-
водящими свойствами.
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ЭффЕКТИВнАя ПРОГРАММнАя РЕАЛИзАцИя ОБРАТнОГО  
МЕТОДА МАСЛОВА ДЛя ИнТУИцИОнИСТСКОй ЛОГИКИ

В.А. Павлов

Санкт-Петербургский политехнический университет Петра Великого  

Санкт-Петербург, Российская Федерация

Изложены результаты исследования, посвящённого применению обратного 
метода Маслова для автоматизации логического вывода в интуиционистских 
логических исчислениях. Подробно рассмотрены адаптированные стратегии 
поиска вывода для интуиционистских исчислений обратного метода, а также 
новые стратегии, позволяющие ограничить возникающие переборы и умень-
шить размер пространства поиска вывода. Также описаны детали реализации 
разработанной автором компьютерной программы WhaleProver, использующей 
обратный метод для логического вывода в интуиционистской логике первого 
порядка. Приведены результаты экспериментального сравнения предложенных 
стратегий друг с другом и новые результаты сравнения программы WhaleProver 
с существующими аналогами. Программа не уступает в эффективности лучшим 
из существующих аналогов (ileanCoP, Imogen) и даже позволяет решить новые 
задачи из библиотеки ILTP. Таким образом, на практике подтверждается, что 
программная реализация обратного метода может быть не менее эффективной, 
чем реализации других методов автоматического логического вывода (в част-
ности, табличных методов).

Ключевые слова: автоматическое доказательство теорем; логический  
вывод; обратный метод; метод Маслова; интуиционистская логика.

EFFICIENT IMPLEMENTATION OF THE INVERSE METHOD  
FOR FIRST-ORDER INTUITIONISTIC LOGIC

V.A. Pavlov

Peter the Great St. Petersburg Polytechnic University 

St. Petersburg, Russian Federation

This paper contains the results of the research related to Maslov’s inverse method 
and its application to first-order intuitionistic logic. Several proof search strategies for the 
inverse-method intuitionistic calculus, which allow reducing the proof search space and 
avoiding redundant inferences, are proposed and explained in detail. Some strategies are 
new, others are adapted variants of the existing strategies for classical logic. This article 
includes a detailed description of the automated theorem-proving system WhaleProver 
for first-order intuitionistic logic, which is based on the inverse method. This article 
also describes the experimental comparison of the proposed proof search strategies 
and comparison of WhaleProver with other first-order intuitionistic logic provers. For 
problems from the ILTP benchmark library, WhaleProver shows comparable results 
with state-of-the-art intuitionistic provers (ileanCoP, Imogen). Moreover, WhaleProver 
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solves new problems from ILTP, in comparison with all other provers. The results of the 
study show that inverse method implementation can be at least as efficient as state-of-
the-art implementations of other theorem-proving methods (e.g., tableaux methods).

Keywords: automated theorem proving; sequent calculus; inverse method; intuitionistic 
logic; ILTP.

граммы используется библиотека ILTP  
[25, 29], которая содержит обширную кол-
лекцию задач (более 2500) для тестирова-
ния и сравнения систем АДТ для интуи-
ционистской логики.

Для решения поставленной задачи 
был выбран обратный метод Маслова [4]  
(см. также [15, 22] и дополнение к [13]). 
Основные особенности этого метода логи-
ческого вывода – поиск вывода в направ-
лении «сверху вниз», т. е. от аксиом к ко-
нечной гипотезе, и использование свойства 
подформульности логических исчислений 
для ограничения числа аксиом.

Для реализации эффективного алго-
ритма поиска вывода на основе обратного 
метода необходимо использовать стратегии 
поиска вывода. Различные стратегии для 
обратного метода рассмотрены в работах 
[5–7, 11, 15, 20, 21, 28, 30]. Более подроб-
ный обзор литературы можно найти в ста-
тьях [12, 15, 18].

Далее рассматривается новое исчисле-
ние обратного метода inv,

ξIM  описывается, 
как для этого исчисления и исчисления 

inv
ξI  из [15] можно адаптировать стратегии, 

предложенные разными авторами для дру-
гих исчислений обратного метода, предла-
гаются новые стратегии. Рассматривается 
пример доказательства теоремы обратным 
методом, описываются результаты экспе-
риментов с разработанной программной 
реализацией обратного метода для интуи-
ционистской логики.

Предполагается знакомство читателя с 
математической логикой и основами тео-
рии доказательств [3, 9, 13]. С результатами 
предыдущих этапов данной работы можно 
ознакомиться в статьях [12, 24].

Основные определения  
и используемые обозначения

В статье используется стандартный язык 
логики первого порядка, с символами ло-
гических операций ¬, ∨, ∧, ⊃; кванторами 

Сегодня системы автоматического до-
казательства теорем (АДТ) успешно при-
меняются при решении ряда научных и 
технических задач, которые традиционно 
считаются интеллектуальными: доказатель-
ство математических теорем, верификация 
аппаратного, программного обеспечения и 
сетевых протоколов, синтез ПО и т. д.

В интерактивных системах АДТ («proof 
assistants»), таких как Coq, Agda и Nuprl, 
важную роль играют конструктивные тео-
рии [14], позволяющие из доказательства 
существования некоторого объекта извлечь 
его построение. Одной из таких теорий яв-
ляется интуиционистская логика первого 
порядка, в которой стандартные пропози-
циональные связки и кванторы интерпре-
тируются отличным от классической логики 
образом. Так, в интуиционистском случае 
из доказательства ( )x P x∃  можно извлечь 
конкретный пример x a=  и доказатель-
ство соответствующего утверждения ( ).P a  
В интуиционистской логике неприемлемы 
классические законы исключённого тре-
тьего A A∨ ¬  и снятия двойного отрицания 
( ) .A A¬¬ ⊃

С помощью программ Coq и Nuprl 
можно решать сложные задачи за счёт ме-
ханизма тактик, включающих автоматизи-
рованные тактики для интуиционистской 
логики первого порядка. Например, авто-
матизированная система АДТ JProver [26] 
встроена в Coq, Nuprl и MetaPRL. Однако 
существующие интуиционистские тактики 
трудно назвать очень эффективными (см. 
результаты программы JProver на задачах 
из ILTP [29]).

Целью работы, результаты которой из-
лагаются в настоящей статье, является 
разработка автоматизированной системы 
АДТ, позволяющей решать новые задачи 
по сравнению с JProver и с другими из-JProver и с другими из- и с другими из-
вестными системами АДТ для интуицио-
нистской логики первого порядка. Для 
апробации и оценки эффективности про-
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∀ и ∃; предикатными символами P, Q, R; 
переменными x, y, z и т. д.; символами для 
произвольных термов r, s, t; символами для 
произвольных формул A, B, C и т. д.

В данном разделе стандартные опреде-
ления опускаются, более подробное изло-
жение терминологии см. в [12].

Мультимножество – обобщение поня-
тия множества, допускающее включение 
нескольких экземпляров одного и того же 
элемента. Определяется однозначно с точ-
ностью до порядка следования формул. 

Произвольные мультимножества (воз-
можно, пустые) обозначаются буквами Γ 
и ∆ (возможно, с подстрочными индек-
сами или со штрихами). Запись вида Γ, ∆ 
(или Γ, A) обозначает мультимножество, 
получающееся объединением элементов Γ  
с элементами ∆ (соответственно с форму-
лой A).

Под выражением в данной работе пони-
мается терм, формула, подстановка, муль-
тимножество формул, секвенция и т. д.

Запись var(E) обозначает множество всех 
переменных выражения E, а free(E) – мно-
жество всех его свободных переменных.

Для подстановки 1 1{ , …, }n nx t x tθ =  
запись ( )dom θ  обозначает множество пе-
ременных 1{ , ..., },nx x  а ( )vran θ  – множе-
ство всех переменных, входящих в термы 

1, ..., .nt t  Символ ε обозначает пустую под-
становку.

Сужение подстановки 1 1{ , …, }n nx t x tθ =  
на множество переменных Ω – это подста-
новка, обозначаемая как 

Ω
θ  и содержащая 

те и только те пары i ix t  из θ, для которых 

ix ∈ Ω.  Запись θ–x обозначает подстановку 

( )\{ }
.

dom xθ
θ

Если E – выражение и θ − подстановка, 
допустимая для E, то запись E∙θ является 
сокращением для 

( )
( ).

free E
E θ

Переименование – это подстановка, 
представляющая собой отображение один 
к одному из своей области определения в 
неё же.

Наиболее общий унификатор под-
становок 1σ  и 2σ  – это наиболее об-
щий унификатор упорядоченных набо-
ров 1 1 1( , …, )nx xσ σ  и 1 2 2( , …, ),nx xσ σ  где 

1 1 2{ , ..., } ( ) ( ).nx x dom dom= σ σ

Вхождения подформул1 в формулу F и 
полярности этих вхождений определяют-
ся стандартным образом (см., например  
[4, с. 31]).

Типы вхождений связок и кванторов 
в формулу определяются так же, как и 
в статье [10]. Пусть символ   обозна-
чает любой из символов ¬, ∧, ∨, ⊃, ∀  
и ∃. Вхождение символа   в формулу F 
будем называть вхождением типа +

  (типа 
−

 ), если оно является положительным 
(соответственно отрицательным) вхожде-
нием в F.

Очищенная формула – формула F, в ко-
торой все кванторы связывают разные пе-
ременные и ни одна связанная переменная 
не входит свободно в F.

Со глашение  1. В дальнейшем изло-
жении ξ  обозначает замкнутую очищен-
ную формулу логики первого порядка, ко-
торая содержит только связки ¬, ∧, ∨, ⊃ и 
кванторы ∀ и ∃2.

Определяемые ниже понятия зависят от 
конкретной формулы ,ξ  поэтому в назва-
ниях терминов явно указан символ ξ 3.

-атомξ  – это вхождение атомарной 
подформулы в .ξ

ξ-секвенция  – это секвенция специ-
ального вида: σ σ δ δ1 1 1 1, ..., , ..., ,n n m mA A B B

 
где , {1, ..., }iA i n∈  – отрицательные вхож-
дения подформул в ;ξ  ∈, {1, ..., }jB j m  – 
положительные вхождения подформул в 
;ξ  σ ∈, {1, ..., }i i n  и δ ∈, {1, ..., }j j m  – под-

становки произвольных термов вместо 
переменных. В статье термин «секвенция» 
может использоваться вместо термина  
« ξ -секвенция», если тип секвенции поня-
тен из контекста.

1 В предыдущих статьях [12] и [24] вместо поня-
тия вхождения подформулы использовалось по-
нятие свободной подформулы, как в [15]. Одна-
ко впоследствии выяснилось, что изложение в 
терминах вхождений подформул является более 
корректным, а также позволяет избежать ряда 
типичных ошибок.
2 Произвольную замкнутую формулу нетрудно 
привести к указанному виду.
3 Таким образом, используется стиль наи-
менования терминов, характерный для работ  
С.Ю. Маслова.
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Сами формулы вида ,ψ ⋅ σ  где ψ  – 
вхождение подформулы в ,ξ  а σ  – подста-
новка, будем называть - .формуламиξ  Таким 
образом, антецедент и сукцедент ξ -секвен-
ции представляют собой мультимножества  
ξ -формул.

Пусть 1 1 1 1, ..., , ..., n n m mS A A B B= σ σ δ δ  –  
ξ -секвенция. Тогда запись вида Sθ, где  
θ – подстановка, обозначает ξ -секвен-
цию 1 1 1 1( ), ..., ( ) ( ), ..., ( ),n n m mA A B Bσ θ σ θ δ θ δ θ  
а запись free(S) обозначает множе-
ство свободных переменных ξ -секвенции  
S: 1 1 1 1( ) ... ( ) ( ) ... ( ).n n m mfree A free A free B free Bσ σ δ δ    1 1 1 1( ) ... ( ) ( ) ... ( ).n n m mfree A free A free B free Bσ σ δ δ    

1 1 1 1( ) ... ( ) ( ) ... ( ).n n m mfree A free A free B free Bσ σ δ δ    

Запись norm(S) обозначает нормальную 

форму ξ -секвенции S, которая получает-
ся из S сужением областей определения 
всех входящих в неё подстановок: каждая 
ξ -формула ψ ⋅ σ  заменяется ξ -формулой 

( )
.

free ψ
ψ σ

Пусть S и 'S  – ξ -секвенции, 
( ) ( )norm S = Γ ∆  и ( ') ( ' ').norm S = Γ ∆  

Тогда запись 'S S⊆  означает, что 'Γ ⊆ Γ  
и ' .∆ ⊆ ∆  В этом случае будем говорить, 
что S является подсеквенцией ' .S

ξ -формула ψ ⋅ σ  называется правильной, 
если ( ) ( )dom freeσ = ψ  и ( )  ( )    .vran varσ ξ =∅  
ξ -секвенция S называется правильной, если 
каждая входящая в неё ξ -формула является 
правильной.

Таблица  1 

Исчисление inv
ξIM

1 1 2 2P Pτ τρ ⋅ ρ⋅  (Px)

1

1 2,

, A

A A

∆

Γ ∧

⋅

∆

Γ σ

⋅ σ



 1( )L ∧
2

1 2,

, A

A A

∆

Γ ∧

⋅

∆

Γ σ

⋅ σ



 2( )L ∧

1 1 1 2 2

1

1 2

2 1 2 1

2

2 1

, ,

, , ,

A

A

A

A

∆ σ Γ ∆

Γ θ Γ

Γ ⋅ ⋅

θ ∆ θ ∆ θ ∧

σ

σ θ⋅

 


( )R∧ 1 1 2 2

1 2 1 1

1 1 2 2

21 2

, ,

, , ,

A A

A A

σ ∆ Γ ∆

Γ θ Γ θ ∨ σ θ ∆

Γ ⋅ ⋅ σ

⋅ θ ∆ θ

 


( )L∨

1

1 2

,

,

A

A A

Γ ⋅

Γ ∆

σ

σ

∆

∨ ⋅



 1( )R ∨
2

1 2

,

,

A

A A

Γ ⋅

Γ ∆

σ

σ

∆

∨ ⋅



 2( )R ∨

1 1 2 2

1 2 1

1 1 2 2

1 2 1 2

, ,

, , ,

A A

A A

∆ σ Γ ∆

Γ θ Γ θ ⊃ σ θ ∆

Γ ⋅ ⋅

θ

σ

⋅ θ ∆

 


( )L ⊃ 1

1 2

, A

A AΓ

Γ

⋅ σ⊃

⋅ σ 

 1( )R ⊃

2

1 2

,

,

A

A A

Γ ⋅

Γ ∆

σ

σ

∆

⊃ ⋅



 2( )R ⊃
1 1 1 2 2

1 2 2

, A A A

A A

Γ ⋅ σ ⊃ ⋅ σ

θΓθ ⊃ ⋅ σ



 3( )R ⊃

,
, A

A∆
Γ ∆
Γ ⋅
¬

σ
⋅ σ




( )L¬
,

A
A

Γ
Γ σ

⋅ σ¬
⋅ 


( )R¬

,
,

x

A
xA −

∆
Γ ∀
Γ

∆⋅ σ
⋅ σ 


( )L∀

xx
A
A −Γ ∀

Γ ⋅ σ
⋅ σ




( )R∀

,
,

x

A
xA −

∆
Γ ∃
Γ

∆⋅ σ
⋅ σ 


( )L∃

,
, x

A
xA −

∆
Γ ∆
Γ

∃
⋅ σ
⋅ σ




( )R∃

2

1

1, ,
, A

A A ∆Γ ⋅ σ ⋅ σ
⋅Γθ σ θ ∆θ


 (LC) 1 2

1

,
,

,A A
A

∆
Γθ ∆θ

Γ ⋅ σ σ
θ
⋅

⋅ σ

 (RC)

S
Sρ (Rn)

( )
S

norm S
(Nrm)
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Исчисление обратного метода  
для интуиционистской логики

Секвенциальное исчисление inv
ξIM  стро-

ится индивидуально для каждой доказывае-
мой формулы .ξ  Аксиомы и правила вывода 
исчисления представлены в табл. 1. Во всех 
правилах, кроме (Rn) и (Nrm), посылки яв-
ляются правильными ξ -секвенциями и не 
имеют общих свободных переменных друг 
с другом. В схеме аксиом (Px): 1,P  2P  –  
ξ -атомы; 1,ρ  2ρ  – такие переименования, 
что 1 1 2 2( ) ( ) ;P Pρ ρ = ∅free free  τ  – наиболее 
общий унификатор формул 1 1P ρ  и 2 2.P ρ  
Подстановка θ  – наиболее общий унифи-
катор подстановок 1σ  и 2.σ  В правиле (Rn) 
S – это ξ -секвенция, а ρ – переименова-
ние. В правиле (Nrm) S – ξ -секвенция.  
В правилах ( )L∃  и ( )R∀  должно выполнять-
ся ограничение на собственную переменную: 
xσ − это переменная, которая не входит сво-
бодно в заключение.

Структурные правила (LC) и (RC) назы-
ваются правилами сокращения, или просто 
сокращением. Структурные правила (Rn) и 
(Nrm) называются правилами переименова-
ния и нормализации соответственно. Само 
исчисление получено с помощью стандарт-
ной методики из [8, 15].

Будем говорить, что формула ξ  выводи-
ма в исчислении inv

ξIM  или inv,
ξI  если в этом 

исчислении выводима секвенция ( ).ξ ⋅ ε
Из любой ξ -секвенции в исчислении 

inv
ξIM  можно получить правильную ξ -сек-

венцию применением правил (Rn) и (Nrm), 
которые мы будем называть дополнитель-
ными правилами исчисления. Все остальные 
правила вывода и схему аксиом (Px) будем 
называть основными правилами.

Пусть S – правильная ξ -секвенция, а 
Π – вывод S в исчислении inv .

ξIM  П будем 
называть правильным выводом, если выпол-
няются условия:

применение правила ( • Rn) входит в Π 
только непосредственно после примене-
ния основных правил, применение прави-
ла (Nrm) – только непосредственно после 
применения правила (Rn), а применение 
основных правил (кроме аксиом) – только 
непосредственно после применения прави-
ла (Nrm);

если  • 1 1 1( )S S ρ  и 2 2 2( )S S ρ  – два раз-
личных применения правила (Rn) в Π, то 
множества free 1 1( )S ρ  и free 2 2( )S ρ  не имеют 
общих переменных как друг с другом, так и 
с множеством var( ).ξ

Использование  правильных выводов 
обусловлено следующими двумя сообра-
жениями. Во-первых, это позволяет гаран-
тировать соблюдение условий на посылки 
применения основных правил (см. выше). 
Во-вторых, исключается возможность по-
вторного применения правил (Rn) и (Nrm).

Лемма  1. Любой вывод произвольной 
ξ -секвенции S в исчислении inv

ξIM  можно 
перестроить, сохраняя порядок примене-
ния основных правил, в правильный вывод 
(правильной) ξ -секвенции ',S  совпадаю-
щей с S с точностью до переименования 
свободных переменных.

Указанное перестроение можно вы-
полнить, добавляя, где нужно, применение 
правил (Rn) и (Nrm), при необходимости 
заменяя такое применение этих правил, ко-
торое не удовлетворяет условиям из опреде-
ления правильного вывода, а также удаляя 
«лишнее» применение.

Следс твие . Вывод формулы ξ  в inv
ξIM  

можно перестроить в правильный вывод 
этой формулы, сохраняя порядок примене-
ния основных правил.

Лемма  2. Правильный вывод в исчис-
лении inv

ξIM обладает свойством чистоты 
переменных4.

Следует из соглашения 1 и определе-
ния правильного вывода.

Следующая теорема утверждает равно-
объёмность исчисления inv

ξIM  и исчисления 
GHPC из статьи А.Г. Драгалина [1].

Теорема  1. Пусть ξ  замкнутая форму-
ла, соответствующая соглашению 1, а 'ξ  по-
лучается из ξ  заменой каждого вхождения 
подформулы вида A¬  формулой .A ⊃ ⊥   
ξ -секвенция ( )ξ ⋅ ε  выводима в исчисле-
нии inv

ξIM  тогда и только тогда, когда сек-
венция ( ')ξ  выводима в GHPC.

Доказательство строится аналогично 
приведённому в [15] доказательству полно-

4 Определение доказательства с чистыми пере-
менными см. в [2] или в [3, § 55].
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ты и непротиворечивости исчисления inv .
ξI 

Стратегии поиска вывода

Дополним исчисление inv
ξIM  стратегия-

ми поиска вывода, которые позволят из-
бавиться от ряда избыточных секвенций и 
применения правил вывода. Одновременно 
будем рассматривать возможность приме-
нения стратегий к исчислению inv

ξI  из [15], 
в котором секвенции содержат не более 
одной формулы в сукцеденте.

Стратегию X будем называть полной для 
секвенциального исчисления Y, если при-
менение стратегии X не приводит к умень-
шению множества выводимых в этом ис-
числении секвенций.

Пусть S и 'S  – ξ -секвенции. Будем 
говорить, что 'S  поглощает S (     '),S S  
если существует такая подстановка σ, что 

' .S Sσ ⊆
Стратегия поглощения для inv

ξIM  inv( )ξI  
определяется стандартным образом: если в 
процессе поиска вывода получены две та-
кие секвенции 1S  и 2,S  что 1S  поглощает 

2,S  то секвенцию 2S  разрешается удалить.
Т е о р е м а 2. Стратегия поглощения 

является полной для inv
ξIM  и inv .

ξI
Индукцией по построению вывода 

можно показать5, что если 1 2S S  и су-
ществует вывод формулы ξ  из секвенций 

1 2, , ..., ,kS S S  то также существует вывод ξ  
из 2, ..., .kS S 

Теперь рассмотрим некоторые возмож-
ности перестановки применения правил в 
исчислении inv .

ξIM  Будем использовать тер-
минологию из статьи С. Клини [2]. Будем 
говорить, что применение правила R1 не-
посредственно предшествует применению 
правила R2, если между ними расположено 
разве лишь применение структурных пра-
вил. При этом такое применение правил R1 
и R2 будем называть смежным.

Пусть список ξℜ  состоит из следующих 
правил исчисления inv :ξIM  1( ),L ∧  2( ),L ∧  

1( ),R ∨  2( ),R ∨  ( ),L¬  2( ),R ⊃  ( ),L∀  ( )R∃   
и ( ),L∃  а также ( )R∀  в случае, если ξ  не 
содержит отрицательных вхождений сим-
вола ∨.

Лемма  3. Рассмотрим вывод Π в ис-
числении inv,

ξIM  обладающий свойством 
чистоты переменных, и в нём два смежных 
применения правил R1 и R2 (R1 располо-
жено над R2), принадлежащие различным 
вхождениям формул в заключение R2. Тог-
да если правило R2 входит в список ξℜ , то 
эти два применения можно переставить  
(с сохранением свойства чистоты перемен-
ных), за исключением случаев: ( ) / ( ),L L∀ ∃  
( ) / ( )R L∃ ∃  и ( ) / ( ).L R∀ ∀

В указанных трёх случаях перестановку 
всё же можно выполнить при условии, что 
собственная переменная xσ применения 
правила R2 не входит в терм xσ применения 
правила R1.

Перестановочность правил удобно 
сначала доказать для промежуточного ис-
числения без унификации invIM  (это ис-
числение в статье не приводится, но его 
правила нетрудно восстановить по пра-
вилам исчисления inv,

ξIM  см. для примера 
[15]). Затем этот результат переносится на 
исчисление inv,

ξIM  за счёт эквивалентности 
выводов в исчислениях invIM  и inv

ξIM  с точ-
ностью до применения структурных пра-
вил.

Для invIM  лемма доказывается анало-
гично лемме 7 из статьи [2]. Основное от-
личие возникает при рассмотрении правила 

2( ),R ⊃  которое можно поднимать над при-
менением правил ( )L¬  и ( ),L ⊃  т. к. в этом 
правиле не накладывается ограничение на 
число формул в сукцеденте.

Теорема  3. Произвольный вывод Π 
формулы ξ  в исчислении inv

ξIM  можно пе-
рестроить (без нарушения свойства чисто-
ты переменных, если оно имелось), подни-
мая наверх любое применение правила R из 
списка ξℜ  так, чтобы оно входило в новый 
вывод только в следующих случаях:

применению 1) R непосредственно пред-
шествует применение аксиомы;

боковая формула применения пра-2) 
вила R вводится непосредственно предше-
ствующим ему применением неструктурно-
го правила вывода;

пара 3) ' ,R R  где применение правила 
'R  непосредственно предшествует приме-

нению R, совпадает с ( ) / ( ),L L∀ ∃  ( ) / ( )R L∃ ∃  
или ( ) / ( ),L R∀ ∀  или причём терм xσ при-5 См. доказательства теорем 2 и 3 из [30].
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менения правила R ' содержит собственную 
переменную применения правила R.

Не умаляя общности, можно считать, 
что Π обладает свойством чистоты пере-
менных (иначе переименуем входящие в 
вывод переменные, см. [3, § 55]). Тогда 
можно применять лемму 3. Доказательство 
несущественно отличается от доказатель-
ства теоремы 2 из статьи [2].

Лемма  4. В условиях теоремы 3 вы-
вод Π можно перестроить так, чтобы каж-
дое применение правила R, совпадающего 
с ( )L∃  или ( )R∀  из списка ξℜ , входило в 
новый вывод только таким образом, чтобы 
нигде выше это правило было непримени-
мо (за исключением применения правила 
( ),R∀  боковой формулой которого является 
формула вида ( )A B⊃ ⋅ σ ). Свойство чисто-
ты переменных можно сохранить, если оно 
имелось.

Лемма 4 открывает дополнительные 
возможности подъёма применения правил 
( )L∃  и ( ),R∀  однако это уже не переста-
новка по Клини, т. к. может потребоваться 
удвоение применения правила ( ),L∃  если 
оно поднимается над применением двухпо-
сылочных правил.

Из теоремы 3 и леммы 4 следует полнота 
стратегии упрощения, которая заключается 
в следующем. Если в процессе поиска вы-
вода получена секвенция S, к которой при-
менимо какое-либо правило R из списка  

ξℜ , то S заменяется секвенцией, стоящей в 
заключении правила R (будем говорить, что 
S упрощается), кроме случая, когда боковой 
формулой применения R является формула 
вида ( )A B⊃ ⋅ σ  и R является одним из пра-
вил 1( ),R ∨  2( ),R ∨  ( ),L¬  2( ),R ⊃  ( )R∃  или 
( ).R∀  После каждой такой замены к новой 
секвенции применяются правила переиме-
нования и нормализации таким образом, 
как указано в определении правильного 
вывода. Так секвенцию S можно упрощать 
до тех пор, пока не получим секвенцию ',S  
которую далее не упростить. Такую секвен-
цию 'S  будем называть упрощением секвен-
ции S.

Для исчисления inv
ξI  из [15] примени-

ма аналогичная стратегия, которая в статье  
Т. Таммета [28] названа «reduction strategy». 
Для классической логики вариант такой же 

стратегии сформулировал А. Воронков [30].
Теорема  4. Стратегия упрощения яв-

ляется полной для inv
ξIM  и inv .

ξI
Для исчисления inv

ξIM  следует из тео-
ремы 3 и леммы 4. Для inv

ξI  можно доказать 
аналогичную теорему о перестановочности 
применения правил.

Рассмотрим следующую стратегию 
удаления секвенций с недопустимыми под-
становками (УСНП) для исчислений inv

ξIM  
и inv .

ξI  Эта стратегия включает три множе-
ства секвенций 1,U_subs  2U_subs  и 3,U_subs  
соответствующие частным случаям недо-
пустимых систем зависимостей [4], [11], 
которые можно достаточно быстро иденти-
фицировать.

Будем называть переменную     ( )x var∈ ξ  
параметром ,ξ  если x связана квантором 
типа +∀  или .−∃

1U_subs  состоит из секвенций, со-
держащих такие ξ -формулы 1 1ψ ⋅ σ  и 

2 2ψ ⋅ σ  (не обязательно различные), 
что 1 1 2 2 1 2( ), ( ), :x free x free x x∃ ∈ ψ ∈ ψ ≠  

1 1 2 2x xσ = σ  и ,ix   {1, 2}i∈  – параметр .ξ
Множество 2U_subs  состоит из секвен-

ций, содержащих такую формулу ,ψ ⋅ σ  что 
( ) :x free∃ ∈ ψ  x – параметр ξ  и xσ не явля-

ется переменной, т. е. является предметной 
константой или составным термом вида 

1, ..., .( )nt tf
Пусть x – параметр ξ  и '    ( ).x var∈ ξ  Пе-

ременная x зависима от x’, если     'x x≠  и 
квантор, связывающий x, находится в зоне 
действия квантора, связывающего x’. Для 
секвенции S и переменных y, '    ( )y free S∈  
запись     'y y  означает, что существует  
ξ -формула ,ψ ⋅ σ  входящая в S, и такие пе-
ременные x, ' ( ),x free∈ ψ  что x – параметр 
,ξ  x зависима от ',    x x yσ=  и '     ' .x yσ=

Множество 3U_subs  состоит из секвен-
ций S, для которых существует такая цепоч-
ка переменных 1 2, , ..., ( ), 1,ky y y free S k∈ ≥  
что 1 2 1... .ky y y y   

Вхождение подформулы ψ  в формулу 
ξ  будем называть строго положительным6, 
если оно является положительным вхожде-
нием в ξ  и не принадлежит никакому отри-

6 В статье [10] используется термин «существен-
но положительное вхождение».
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цательному вхождению подформулы в .ξ
Пусть ψ  и 'ψ  – вхождения подформул 

в .ξ  Тогда запись 'ψ ∈ ψ  означает, что ψ  
принадлежит ' .ψ  Будем говорить, что ψ  
критическим образом принадлежит 'ψ  и 
писать ',ψ ∈ ψ  если 'ψ ∈ ψ  и существует 
такое положительное вхождение в ξ  под-
формулы ''ψ  вида ,A B⊃  A¬  или ,x A∀  
что '' 'ψ ∈ ψ  и .Aψ ∈

Теперь рассмотрим новую стратегию 
удаления секвенций с недопустимыми фор-
мулами (стратегия УСНФ) для исчислений 

inv
ξIM  и inv

ξI . Эта стратегия включает два 
множества секвенций 1U_form  и 2.U_form

Множество 1U_form  для inv
ξIM  и inv

ξI  
определяется одинаково. Пусть S – ξ -сек-
венция. 1,S ∈U_form  если найдётся такая 
пара ξ -формул 1 1ψ ⋅ σ  и 2 2ψ ⋅ σ  из S, что 

2 1ψ ∉ ψ  (в частности, 2ψ  не совпадает с 1ψ ),  
вхождение в ξ  ближайшей общей надфор-
мулы 1ψ  и 2ψ  (обозначим его ∗ψ ) являет-
ся строго положительным, и выполняется 
хотя бы одно из следующих условий:

1. 
∗ψ  имеет вид A B⊃  и совпадает с 

2,ψ  при этом 1 Aψ ∈  или 1 Bψ ∈ 7;
2. ∗ψ  имеет вид ,A B⊃  1 ,Aψ ∈  2 Bψ ∈  

и 2ψ  – строго положительное вхождение  
в ;ξ

3. ∗ψ  не имеет вид ,A B⊃ , при этом 

1
∗ψ ∈ ψ  или 2 .∗ψ ∈ ψ

Рассмотрим множество 2U_form  для 

inv .
ξIM  2,S ∈U_form  если найдётся такая пара 

ξ -формул 1 1ψ ⋅ σ  и 2 2ψ ⋅ σ  из сукцедента S, 
что ,i iψ ∈ χ  {1,2},i ∈  где iχ  – ближайшее 
отрицательное вхождение в ξ  надформулы 

,iψ  такое что i
∗χ ∈ ψ  (если такого вхожде-

ния не существует, то iχ  совпадает с ∗ψ ). 
Как и выше, ∗ψ  обозначает вхождение в ξ  
ближайшей общей надформулы 1ψ  и 2.ψ

Множество 2U_form  для inv
ξI  пусто.

Можно показать, что секвенции из мно-
жеств 1U_form  и 2U_form  не могут участво-
вать в выводе формулы ξ  в исчислениях 

inv
ξIM  и inv .

ξI
По аналогии с тактикой перехода к три-

виальным спецификациям [7] можно пред-
ложить следующую стратегию тривиального 

сокращения: если в процессе поиска вывода 
получена секвенция S, для которой суще-
ствует такое сокращение ',S  что     ',S S  то 
S можно заменить на ' .S

Заметим, что любой вывод в исчислении 

inv
ξI  можно перестроить в вывод в исчисле-

нии inv .
ξIM  Поэтому в качестве самостоятель-

ной стратегии для исчисления inv
ξIM  можно 

рассматривать построение вывода формулы 
ξ  в исчислении inv

ξI  (со стратегиями для  

inv
ξI ) с последующим получением из него 

вывода в inv .
ξIM  Такую стратегию назовём 

сингулярной8 стратегией.
Т еорема  5. Любая комбинация сле-

дующих стратегий является полной для 
исчислений inv

ξIM  и inv :ξI  стратегия погло-
щения, стратегия упрощения, стратегии 
УСНП и УСНФ, стратегия тривиального 
сокращения.

Стратегии УСНП и УСНФ совме-
стимы с другими стратегиями, т. к. при 
их использовании удаляются только такие 
секвенции, которые не могут участвовать 
в выводе формулы .ξ  Тривиальное сокра-
щение представляет собой частный случай 
применения поглощения. Стратегии по-
глощения и упрощения также совмести-
мы, поскольку отношение поглощения 
инвариантно относительно упрощения 
секвенций.

Следс твие . Сингулярная стратегия 
совместно с любой комбинацией стратегий 
для inv,

ξI  перечисленных в теореме 5, явля-
ется полной для inv .

ξIM

Пример решения задачи из ILTP  
обратным методом Маслова

Поясним принцип доказательства тео-
рем обратным методом и применение не-
которых стратегий на примере задачи 
SYN408+1 из библиотеки ILTP версии 
1.1.2. Необходимо вывести формулу:

 ( ( )) (  ( ( ) ( ))).x P x y P y Q y⊃ ∀ ⊃ξ = ¬∃

7 Напомним, что запись вида 'ψ ∈ ψ  означает, 
что ψ  критическим образом принадлежит ' .ψ  

8 Название стратегии связано с термином «син-
гулярная секвенция» – это секвенция, в сукце-
денте которой находится не более одной фор-
мулы. Использование сингулярных секвенций 
может помочь сузить пространство поиска вы-
вода.
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Будем строить вывод в исчислении 

inv
ξIM  с применением стратегий, описан-

ных выше. Начнём доказательство с при-
менения схемы аксиом (Px). Заметим, что 
формула ξ  содержит только два вхождения 
атомарных подформул P(x) и P(y), первое 
из которых является положительным вхож-
дением, а второе – отрицательным. Поэто-
му по правилу (Px) получаем единственную 
(с точностью до переименования перемен-
ных) аксиому:

1 1( ) { / } ( ) { / }P y y v P x x v⋅ ⋅
[(Px)]

В секвенции 1 1v  – это новая перемен-
ная. К данной секвенции применима стра-
тегия упрощения с применением правила 
( ).R∃  Поэтому заменим секвенцию 1 за-
ключением применения этого правила:

1( ) { / } ( )P y y v x P x ⋅ ε∃⋅  �
[( ) ( )]Px R+ ∃ .

Эту секвенцию можно дальше упростить 
с применением правила ( ).L¬ :

1( ) , ( ) { / }x P x P y y v⋅ ε ⋅¬∃� 
[( ) ( ) ( )]Px R L+ ∃ + ¬ .

Дальнейшие упрощения секвенции 1 
невозможны. Применим к этой секвенции 
правило 1( ).R ⊃ :

1( ) ( ( ) ( )) { / }x P x P y Q y y v⋅ ε ⋅¬∃ ⊃� 

1[( ) : 1]R ⊃ .

Поскольку формула ξ  не содержит 
отрицательных вхождений ∨, то прави-
ло ( )R∀  входит в список ξℜ . Но так как 
в сукцеденте секвенции 2 стоит формула с 
главным символом ⊃, то эту секвенцию мы 
не можем упростить с применением ( )R∀ 9.  
Поэтому получаем новую секвенцию по 
правилу ( ).R∀  Ограничение на собствен-
ную переменную в данном случае выпол-
няется: переменная 1v  не входит свободно 
в заключение: 

( )  ( ( ) ( ))x P x y P y Q y⋅ ε ∀¬ ⊃ ε∃ ⋅� 

[( ) : 2]R∀ .

Полученную секвенцию уже можно 
упростить с применением 2( ).R ⊃ :

( ) ( ( ))

(  ( ( ) ( )))

x P x x P x

y P y Q y

⋅ ε ⊃∃
⊃ ⊃
¬

∀ ⋅ ε
¬∃� 

2[( ) ( ) : 2]R R∀ + ⊃ .

Завершим доказательство, применив 

3( )R ⊃  к секвенции 3 (ñ   ).θ= ε :

( ( )) (  ( ( ) ( )))x P x y P y Q y⊃ ∀ ⊃ ⋅ ε¬∃

3[( ) : 3]R ⊃ .

Запишем полученный вывод формулы 
в виде дерева вывода (в данном примере 
«дерево» состоит из одной ветви), содер-
жащего «укрупнённые» применения пра-
вил, в соответствии со стратегией упро-
щения:

9 Вообще говоря, в данном случае такое упро-
щение допустимо, т. к. ни одна секвенция, вы-
водимая из секвенции 2, не может содержать 
вхождение P(y) в антецеденте. Нетрудно видо-
изменить соответствующее условие в стратегии 
упрощения, чтобы учесть такие случаи.

1
1

1
2

3

( ) , ( ) { / } ( )
( ) ( ( ) ( )) { / } ( ) ( )

( ) ( ( )) (  (

( ) (

( ) ( )))
( )

( ( )) (  ( ( ) ( )))

) ( )
x P x P y y v R

x P x P y Q y y v R R
x P x x P x y P y Q y

R
x P

Px R

x y P y Q y

L
⋅ ε ⋅ ⊃

⋅ ε ⊃ ⋅ ∀ + ⊃
⋅ ε ¬∃ ⊃ ∀ ⊃

+ ∃ + ¬
¬

⋅ ε ⊃
¬∃

∃
¬∃

¬∃
⊃ ∀ ⊃ ⋅ ε

� 
� 

� 


1

2

3

(

( )

( ) ( )

(

(

) ( ) )

)

R

R

x R

R

P L

R

⊃

∀ + ⊃

+ ¬

⊃

∃ +

Заметим, что кроме секвенций 1–4 мы 
могли бы вывести и некоторые другие сек-
венции. Например, применив к (упрощён-
ной) секвенции 1 правило 1( )R ⊃  с другой 
боковой формулой, можно получить сле-
дующую секвенцию:

1( ) { / } ( ( ))

(  ( ( ) ( ))) .

P y y v x P x

y P y Q y

⋅ ⊃

⊃ ∀ ⊃ ⋅ ε

¬∃

Однако из этой секвенции нельзя вы-
вести формулу .ξ  Действительно, можно 

заметить, что эта секвенция принадлежит 
множеству 1,U_form  и по стратегии УСНФ 
её можно удалить.
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Программная реализация и результаты  
экспериментов

Автором статьи разработана программа 
АДТ WhaleProver для вывода формул в ин-WhaleProver для вывода формул в ин- для вывода формул в ин-
туиционистских исчислениях inv

ξIM  и inv,
ξI  

в ряде их модификаций, а также в клас-
сическом исчислении inv

ξC  из статьи [15]. 
Программа написана на C++, в ней ис-C++, в ней ис-++, в ней ис-
пользуется вариант алгоритма «given clause 
algorithm» [19], адаптированный для поиска 
выводов в исчислениях обратного метода 
(подробнее описание алгоритма см. в [12]).

В программе используются стратегии 
прямого и обратного поглощения: при пря-
мом поглощении удаляется вновь порож-
дённая секвенция, если она поглощается 
какой-либо из выведенных ранее, а при об-
ратном поглощении удаляется одна из по-
рождённых ранее секвенций, если она по-
глощается новой секвенцией.

Программа WhaleProver использовалась 
в ряде экспериментов на задачах из би-
блиотеки ILTP [25] версии 1.1.2. Все экс-ILTP [25] версии 1.1.2. Все экс- [25] версии 1.1.2. Все экс-
перименты проводились на персональном 
компьютере с процессором Intel Core i5  
3.40 GHz, ОС Windows 7 и 16 Gb ОЗУ 
(программа запускалась на одном ядре в 

32-разрядном адресном пространстве, т. е. 
фактический объём используемой опера-
тивной памяти не превышал 2 Гб).

В частности, на выборке из 362 задач 
различной сложности проведено сравнение 
стратегий для исчисления inv .

ξIM  Основные 
результаты представлены в табл. 2. Первый 
столбец содержит номера экспериментов, 
в следующих шести столбцах знаком «+» 
отмечены включённые в экспериментах 
стратегии, в последующих столбцах указа-
ны результаты экспериментов (сложность 
вывода – это число различных секвенций 
в дереве вывода, а длина вывода – это чис-
ло всех секвенций). В таблице стратегиям 
назначены сокращённые наименования: 
СИ – сингулярная стратегия, ТС – три-
виальное сокращение, УП – стратегия 
упрощения, УСНП и УСНФ – как раньше  
(см. выше), ОП – обратное поглощение.  
В каждом эксперименте использовалось 
прямое поглощение, чтобы при любой ком-
бинации других стратегий программа могла 
решить все 362 задачи. 

Для расчёта значений суммарного време-
ни работы программы каждый эксперимент 
повторялся 50 раз, при этом 95 % довери-

Таблица  2 

Сравнение стратегий поиска вывода

Экспе-
римент

СИ ТС УП УСНП УСНФ ОП
Средняя 
высота 
вывода

Средняя  
сложность  

вывода

Средняя 
длина  
вывода

Средний  
размер  
прост-
ранства  
поиска  
вывода

Сум-
марное 
время, с

1 + 19,4 34,5 85,8 1248,0 136,5

2 19,9 34,9 85,8 1242,9 170,4

3 + + 17,3 31,5 37,0 1042,5 106,5

4 + + 6,9 14,3 38,4 189,6 5,6

5 + + 19,5 34,6 86,0 998,6 73,9

6 + + 19,5 34,5 85,8 1004,8 93,5

7 + + + + + 5,2 11,3 14,0 104,4 2,3

8 + + + + 5,2 11,3 13,3 106,2 2,7

9 + + + + + + 5,3 11,4 14,0 103,2 2,8

10 + + + + + 5,2 11,4 13,3 105,2 3,1
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тельный интервал не превышал ±3 % от каж-
дого из приведённых в таблице значений.

Эксперименты 3–6 показывают, что 
стратегия упрощения существенно опережа-
ет другие стратегии по основным оценивае-
мым критериям (время и размер простран-
ства поиска вывода). Новая стратегия УСНФ 
оказалась по тем же показателям эффектив-
нее стратегии тривиального сокращения.

Сравнение экспериментов 1 и 2, 7 и 8, 9 
и 10 показывает, что сингулярная стратегия 
позволяет уменьшить время решения задач. 
Эффект от использования этой стратегии 
максимален, когда другие стратегии отклю-
чены, и уменьшается при включении всех 
остальных стратегий.

Максимальная эффективность програм-
мы достигается при включении всех стра-
тегий (эксперимент 9) или всех, кроме об-
ратного поглощения (эксперимент 7). При 
этом отключение обратного поглощения 
позволяет даже уменьшить время решения 
задач (проверка поглощения является до-
статочно затратной операцией).

Конфигурация из эксперимента 7 с 
небольшими дополнительными оптими-
зациями использовалась при сравнении 
программы WhaleProver с существующими 
аналогами на задачах из ILTP. Програм-ILTP. Програм-. Програм-
ма решила 811 задач с лимитом времени 
100 с на каждую, что на 183 задачи боль-
ше, чем могла решить предыдущая версия 
программы [12]. Для сравнения, результа-
ты тестирования других программ АДТ для 
интуиционистской логики первого порядка 
(с лимитом времени 600 с), опубликован-
ные на сайте ILTP [29], варьируются от 268 
(JProver) до 690 (ileanCoP) решённых задач. 

Существуют и более свежие независимые 
результаты тестирования других программ 
на библиотеке ILTP: программа Imogen ре-ILTP: программа Imogen ре-: программа Imogen ре-Imogen ре- ре-
шила 857 задач [20], программа nanoCoP-i 
доказала 700 теорем [23], а новая версия 
программы ileanCoP 1.2 доказала 717 тео-ileanCoP 1.2 доказала 717 тео- 1.2 доказала 717 тео-
рем [23]. Таким образом, результаты про-
граммы WhaleProver сопоставимы с резуль-WhaleProver сопоставимы с резуль- сопоставимы с резуль-
татами лучших аналогов.

Отметим, что сравнение с опублико-
ванными на сайте [29] результатами других 
программ соответствует методике, рекомен-
дуемой признанными экспертами в области 
АДТ [27]. Суть этой методики наглядно де-
монстрирует рисунок (зависимость количе-
ства решённых задач от лимита времени на 
каждую задачу). Начиная с некоторой точ-
ки, прирост числа решённых задач практи-
чески прекращается, поэтому результаты 
программ существенно не изменятся при 
линейном увеличении частоты процессора 
или объёма ОЗУ.

Таким образом, сравнение является 
корректным, несмотря на то, что результа-
ты разных программ получены на разных 
вычислительных машинах.

Часть задач из ILTP имеет «интуи-ILTP имеет «интуи- имеет «интуи-
ционистский статус»: теорема или лож-
ное утверждение. Из 811 задач, решённых 
программой WhaleProver (621 утверждение 
доказано и 190 опровергнуто), 632 имеют 
«интуиционистский статус» (или его мож-
но определить по «классическому статусу»), 
при этом результат программы соответству-
ет этому статусу (т. е. корректен). В чис-
ло этих 632 задач входят 70 задач, которые 
не были решены ни одной из шести про-
грамм, официальные результаты которых 

Количество решённых задач при увеличении лимита времени
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представлены на сайте ILTP [29]: JProver, 
ft-C, ft-Prolog, ileanSeP, ileanTAP, ilean--C, ft-Prolog, ileanSeP, ileanTAP, ilean-C, ft-Prolog, ileanSeP, ileanTAP, ilean-, ft-Prolog, ileanSeP, ileanTAP, ilean-ft-Prolog, ileanSeP, ileanTAP, ilean--Prolog, ileanSeP, ileanTAP, ilean-Prolog, ileanSeP, ileanTAP, ilean-, ileanSeP, ileanTAP, ilean-ileanSeP, ileanTAP, ilean-, ileanTAP, ilean-ileanTAP, ilean-, ilean-ilean-
CoP (1.0). Если также учесть неопублико- (1.0). Если также учесть неопублико-
ванные данные регрессионного тестирова-
ния программы Imogen [16], то программа 
WhaleProver по сравнению со всеми семью 
программами решила 16 новых задач с из-
вестным статусом. Например, решены сле-
дующие задачи, которые содержат ложные 
(как классически, так и интуиционистски) 
утверждения: задача из области представле-
ния знаний KRS173+1, задачи из области 
обработки естественного языка NLP198+1 
(обработка фрагмента текста про «old 
dirty white Chevy») и NLP223+1 (обработ-
ка фразы «Vincent believes that every man  
smokes …»). Кроме того, программа 
WhaleProver позволяет решить ряд задач 
значительно быстрее других программ.

В программе WhaleProver также реали-WhaleProver также реали- также реали-
зован интерактивный режим: перед тем, как 
воспользоваться тактикой автоматического 
поиска вывода, пользователь может вручную 
упростить формулу с помощью простых так-
тик (подобно тому, как используются тактики 
в программе Coq) или ввести дополнитель-Coq) или ввести дополнитель-) или ввести дополнитель-
ные леммы. Такой режим позволяет решить 
некоторые задачи, которые не удаётся решить 
в полностью автоматическом режиме. 

Заключение

В настоящей статье рассмотрено интуи-

ционистское исчисление обратного метода 

inv
ξIM  для вывода формул логики первого 

порядка, которое отличается от существу-
ющих исчислений обратного метода ис-
пользованием мультиплярных секвенций 
(т. е. таких, которые могут содержать более 
одной формулы в сукцеденте). Для исчис-
ления inv

ξIM  и исчисления inv
ξI  из [15] адап-

тированы существующие и разработаны 
новые стратегии поиска вывода.

На основе разработанного алгорит-
ма поиска вывода, позволяющего комби-
нировать эти стратегии, удалось создать 
программу АДТ, решающую новые зада-
чи из библиотеки ILTP по сравнению с 
существующими аналогами. Выполнено 
сравнение эффективности исчислений и 
стратегий обратного метода. В частности, 
эксперименты показали, что использова-
ние мультиплярных секвенций не приво-
дит к сильному снижению эффективности 
программы: в исчислении inv,

ξI  по сравне-
нию с исчислением inv,

ξIM  время решения 
тестовых задач в среднем меньше лишь  
на 15−20 %.

В дальнейшем программу можно исполь-
зовать для апробации стратегий поиска вы-
вода, а также в качестве наглядного пособия 
в учебном курсе «Математическая логика». 
Ещё одна перспективная задача – интегра-
ция программы в существующие интерак-
тивные программы АДТ (Coq, Nuprl).
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Численное моделирование динамики жидкости и газа, и многофазных сред 
в частности, является перспективным направлением исследований и инженер-
ных разработок. В области многофазных сред экспериментальные методики 
иногда не позволяют получать детальные данные о структуре течения из-за 
большого количества вовлеченных физических явлений. Учет всех необхо-
димых процессов и явлений при численном моделировании для построения 
полной картины течения, а также расчет практически важных задач требует 
использования большого количества вычислительных ресурсов, что делает не-
возможным проведение компьютерного моделирования на отдельных рабочих 
станциях. Применение методики распараллеливания существующих алгорит-
мов решения уравнений многофазных сред при помощи библиотеки OpenMP, 
а также использование суперкомпьютерных технологий позволяет сократить 
время моделирования и произвести расчет сложных течений. В статье описаны 
модель полидисперсной среды, алгоритм решения основополагающих уравне-
ний модели, основные элементы численного метода и методика проведения 
компьютерных экспериментов. Представлены зависимости времени расчетов 
модели, проводимых в СКЦ «Политехнический», от количества потоков и па-
раметров модели.

Ключевые слова: численные методы; многофазные среды; неструктурированные  
сетки; параллельные вычисления; суперкомпьютерные технологии.

APPLICATION OF SUPERCOMPUTER TECHNOLOGIES  
FOR STUDYING THE DYNAMICS OF POLYDISPERSE MEDIUMS

L.M. Kurochkin1, A.S. Chernyshev2, M.A. Kurochkin1, 
D.A. Domrachev1, M.V. Prokhorov1

1 Peter the Great St. Petersburg Polytechnic University 

St. Petersburg, Russian Federation; 
2 Joint Supercomputer Center of the Russian Academy of Sciences (St. Petersburg branch) 

St. Petersburg, Russian Federation

Numerical modeling of gas and liquid flows and, in particular, multiphase 
mediums, is a promising direction of scientific investigations and development of 
industrial apparatus. The experimental approach in the field of multiphase flows does 
not always allow obtaining the required information about the flow structure due 
to the excessive amount of physical phenomena involved. Numerical simulations of 
real flows with inclusion of all processes and phenomena or on real-scale geometries 
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Численное моделирование как эффек-
тивный инструмент исследования различ-
ных физических явлений находит широкое 
применение для решения большого круга 
научных и практических задач, в частности, 
для решения задач динамики многофазных 
полидисперсных потоков. Интерес к мно-
гофазным полидисперсным средам связан 
с их широкой распространенностью как в 
природе, так и в технологических процес-
сах. В качестве примеров можно привести 
задачи о вскипании охладителя в контурах 
ядерного реактора, образование пузырей 
при падении давления в топливопроводах, 
оптимизации химических пузырьковых ре-
акторов и многие др.

Получение детальной и физически кор-
ректной картины течения во многих случа-
ях связано с решением большого количе-
ства определяющих модельных уравнений 
и необходимостью хранить сопутствующие 
поля параметров задачи, что накладывает 
ограничения на использование подхода из-
за конечности объема оперативной памяти 
и мощности процессора в вычислительной 
системе. Таким образом, создание мас-
штабируемых многопроцессорных систем 
и проведение параллельных вычислений 
представляется единственным способом 
преодоления этой проблемы.

В статье представлено параметриче-
ское численное исследование эффектив-
ности параллелизации на примере задачи 
о пузырьковой колонне [1]. Существую-
щий компьютерный код, основанный на 
ранее разработанных математической мо-
дели и алгоритме решения определяющих 
уравнений [1, 2], будет распараллелен на 

общей памяти при помощи технологии 
OpenMP. Математическая модель основана 
на эйлерово-эйлеровском подходе к опи-
санию многофазных сред [2] и включает 
в себя модель полидисперсных пузырей, в 
рамках которой вводится N классов пузы-
рей, для каждого класса записываются свои 
уравнения сохранения массы и импульса. 
Исходная система дополнена уравнениями 
k-ω-SST модели турбулентности, а также 
источниковыми слагаемыми, учитывающи-
ми межфазное взаимодействие.

Анализ проблемы

Исследования течений жидкости и газа, 
а также сопутствующих процессов, с помо-
щью численных методов получили большое 
распространение начиная с 80-х гг. ХХ века. 
Многие аспекты численных методов были 
разработаны ранее, однако, их применение 
в реальных задачах было затруднено из-за 
сложности процессов, происходящих в та-
кого рода течениях, сложности рассчитывае-
мых геометрий, а также требуемой точности, 
предъявляемой к результатам, что прямо 
связано с размерами расчетной сетки.

В области численного решения задач ди-
намики многофазных сред на текущий мо-
мент проведено большое количество исследо-
ваний. Значительное количество публикаций 
посвящено исследованиям дисперсных сред 
с привлечениям лагранжево-эйлеровского и 
эйлерово-эйлеровского подходов. К перво-
му можно отнести работы [3–5], в которых 
рассмотрено низкоскоростное движение 
дисперсных включений, а также [6], где 
исследованы высокоскоростные процес-
сы образования и последующей динамики 

are very resource-demanding and are not feasible on stand-alone personal working 
stations. Thus, applying parallelization techniques for the existing solution algorithms 
with the means of the OpenMP library alongside supercomputer technologies can 
reduce computational time and can help with simulations of complex flows. The 
study presents the description of the previously developed mathematical model of 
polydisperse multiphase flows, a numerical algorithm for the solution of the governing 
equations of the model, description of the numerical method and technique of 
conducting the numerical experiments. The results presented in the paper have been 
obtained during numerical experiments carried out at the Politekhnichesky SC, and 
comprise the dependencies of program working time on the amount of threads and 
model parameters.

Keywords: numerical methods; multiphase mediums; unstructured grids; parallel computing; 
supercomputing technology.
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пузырьков. Эйлерово-эйлеровский подход 
освещен в работах Пахомова и Терехова [7, 
8] по динамике вертикального движения 
пузырьков со сложным межфазным взаимо-
действием. Расчет полидисперсных течений 
можно найти, например, в работах [9, 10]. 
Также проводились сравнения различных, в 
том числе открытых, вычислительных кодов 
для моделирования многофазных сред (см. 
например [11]). 

Расчеты методами прямого численно-
го моделирования (Uhlmann, Tryggvason  
[12–14]) позволяют получить детализован-
ную картину течения, однако их использо-
вание ограничено относительно простыми 
задачами, такими как движение разре-
женного потока твердых частиц в прямо-
угольном канале [12], движение группы де-
формируемых пузырей [13] или движение 
нескольких пузырей с подробным разреше-
нием течения вокруг каждого пузыря с уче-
том межфазного массообмена [14].

Стоит отметить, что современные рас-
четы проводятся либо в последовательном 
режиме, если позволяет размер расчетной 
области, либо распараллеливаются при по-
мощи технологии распределенной памяти 
(MPI), что по умолчанию включено в боль-
шинство коммерческих пакетов и откры-
тых кодов. Реализация компьютерных ал-
горитмов при помощи библиотеки OpenMP  
(см. например [15–17]) позволяет макси-
мально эффективно использовать ресурсы 
вычислительных комплексов с общей памя-
тью в связи с развитием в последнее время 
многоядерных многопроцессорных систем.

Настоящая статья посвящена исследо-
ванию возможности параллелизации су-
ществующего расчетного кода на вычис-
лительных системах с общей памятью при 
помощи технологии OpenMP и проведении 
тестовых расчетов в СКЦ «Политехниче-
ский» для определения эффективности 
предложенного подхода.

Постановка задачи

Разработанная ранее математическая 
модель процессов в дисперсных средах 
основана на эйлерово-эйлеровском подходе 
к описанию полидисперсных многофазных 
сред [1, 2]. Полидисперсность учитывается 

при помощи модели MUSIG [18], в рамках 
которой распределение пузырей по разме-
рам выражается в виде кусочно-постоянной 
функции, пузыри определенного размера 
соответствуют определенному классу i, все-
го вводится N классов пузырей. В текущей 
постановке коалесценцией и дроблением 
пузырей пренебрегается из-за малой объ-
емной доли пузырей и сохранения их сфе-
рической формы. Уравнения Навье-Стокса 
в этом случае имеют следующий вид: 
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Здесь α – объемная доля пузырей соответ-
ствующего класса; ρ – плотность среды; 
V – скорость соответствующей фазы; Γ – 
источниковое слагаемое, отвечающее за 
перенос массы между фазами; S – источ-
никовое слагаемое, отвечающее за перенос 
импульса между фазами; τ – тензор скоро-
стей деформации. Подстрочный индекс l 
относится к жидкой фазе, b – к пузырько-
вой. Уравнения модели записаны в предпо-
ложении изотермичности и равновесности 
протекающих процессов.

Распределение пузырей в объеме жид-
кости по их размерам может быть задано 
лог-нормальной функцией или функцией 
распределения Розина–Раммлера:

2 2

1

1
LN : exp( (ln( ) ) 0,5 ),

2

RR : exp( ( / ) ), 0,
k

k

R
R

k R
R R

−

−

⋅ − − µ ⋅ σ
σ π

  ⋅ − λ ≥ λ λ 
где R – радиус пузыря; μ, σ, k и λ – пара-
метры, определяющие форму функции рас-
пределения.
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В общем случае каждый из пузырей 
может состоять из смеси разнородных га-
зов, концентрацию каждого из которых для 
определенных классов задач необходимо 
учитывать. С этой целью модель была рас-
ширена для возможности учета динамики 
газовых компонент для каждого класса пу-
зырей. Уравнения переноса концентрации 
χij, отвечающего за концентрацию газовой 
компоненты j, для каждого пузыря в ради-
альной системе координат, связанной с пу-
зырем, имеют вид [19]:

2
2

1
.ij ij

jD r
t r rr

 ∂χ ∂χ ∂
=   ∂ ∂ ∂   

Для расчета диффузии на границе 
пузырь-жидкость используется закон Генри. 
Перенос массы в уравнениях сохранения 
можно выразить следующим образом:
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Турбулентность учитывается при помо-
щи модели k-ω-SST:
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где k – кинетическая энергия турбулентно-
сти; ω – удельная диссипация турбулент-
ности; P  – генерационное слагаемое; μlam,  
μturb – молекулярная и турбулентная вяз-
кости. Дополнительные слагаемые, отве-
чающие за генерацию и диссипацию турбу-
лентности пузырями:

33
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Межфазный перенос импульса. Источ-
никовое слагаемое в уравнении сохране-

ния импульса включает силу тяжести, силу 
Стокса FiD, силу Сэффмана FiL и силу, от-
вечающую за дисперсию пузырей из-за 
турбулентных пульсаций скорости несущей 
фазы FiTD. В общем случае для пузырьковых 
течений значительный вклад вносит сила 
присоединенных масс, однако в текущей 
постановке исследуется установившийся 
режим течения, поэтому этой силой можно 
пренебречь. Остальные силы исключаются 
из рассмотрения в силу их малости (напри-
мер, силы Бассе, Магнуса). Выражение для 
силового взаимодействия имеет вид:
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Коэффициенты CiD и CiL взяты из [20] и 
[21] соответственно.

Численный метод и алгоритм  
решения уравнений

Численный метод решения модельных 
уравнений основан на конечно-объемном 
подходе и неструктурированных сетках. 
Расчет полей давления и скоростей фаз ре-
ализован при помощи алгоритма SIMPLE, 
модифицированного для многофазных по-
лидисперсных потоков. Второй порядок 
точности по пространству обеспечен TVD 
схемами дискретизации конвективных по-
токов, итерационный процесс реализован 
при помощи метода установления по псев-
довремени. Корректирующие поправки 
введены в схемы вычисления градиента для 
устранения влияния скошенности сетки.

Реализация параллельного алгоритма 
требует анализа процесса исполнения ис-
ходного кода программы и последователь-
ности решения уравнений, входящих в мо-
дель. Уравнения в рамках предложенной 
модели, в случае последовательного алго-
ритма, решаются в порядке, представлен-
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ном на рис. 1. Для реализации параллель-
ной версии программы в рамках технологии 
OpenMP необходимо оценить, какие из 
этапов алгоритма поддаются эффективной 
и экономичной, с точки зрения разработки 
дополнительного программного кода, па-
раллелизации. 

На основе рассмотрения приведенной 
математической модели можно сделать 
вывод, что этапы расчета полей скорости, 
объемной доли пузырей α и расчета допол-
нительных скаляров χ линейно зависят от 
количества классов пузырей N. При этом 
решение каждого из уравнений на этих 
этапах не зависит от решения аналогичных 
уравнений для других классов пузырей. Та-
ким образом, представляется возможным 
распараллеливание алгоритма для этих эта-
пов расчета по классам пузырей. Остальные 
этапы предложенного алгоритма выполня-
ются последовательно.

Инструментальная среда моделирования

В исходной программе mFlow, реали-mFlow, реали-, реали-
зующей решения уравнения предложенной 
математической модели, были выделены 
фрагменты последовательной и параллель-
ной обработки данных. Параллельная об-
работка реализована в блоке «Многофаз-
ность». Начальные установки «расчет поля 
скорости» и «обновление давления и ско-
рости» выполнялись последовательно. Рас-
параллеливание программы выполнялось 
на основе технологии OpenMP.

Эксперименты проводились на супер-
компьютере СКЦ «Политехнический» [22]. 
Удаленный доступ к ресурсам СКЦ органи-
зован по ssh. Доступ к выделенным ресур-ssh. Доступ к выделенным ресур-. Доступ к выделенным ресур-
сам и запуск задач выполнялся с помощью 
менеджера кластеров SLURM – высокомас-
штабируемого отказоустойчивого менедже-
ра кластеров и планировщика заданий для 
больших кластеров вычислительных узлов. 

Рис. 1. Алгоритм решения уравнений модели
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Менеджер кластеров SLURM обеспечива-
ет поддержку очереди ожидающих заданий; 
управляет общей загрузкой ресурсов в про-
цессе выполнения работы.

Вычислительная среда СКЦ, имея об-
щую пиковую производительность более 
1,2 ПФлопс, включает в себя: 

гетерогенный кластер в составе 668  •
двухпроцессорных узлов с новейшими  
14-ядерными процессорами Intel Xeon E5 
2695 v3 и 64 ГБ оперативной памяти; пико-
вая производительность кластера составля-
ет 938 ТФлопс;

уникальную вычислительную систе- •
му с массовым параллелизмом и ультра-
высокой многоточностью на процессорах 
Intel Xeon Phi, содержащую 256 узлов; 
пиковая производительность системы –  
259 ТФлопс;

массивно-параллельный суперком- •
пьютер с кеш-когерентной глобально адре-
суемой памятью объемом более 12 ТБ и пи-
ковой производительностью 30 ТФлопс.

Для решения задачи были выделены 612 
вычислительных узлов с 56 ядрами:
tornado : nodes: 612
cpu: 2 x Intel Xeon CPU E5-2697 v3 @  
2.60 GHz
cores/hwthreads: 28 / 28
mem: 64G
net: 56Gbps FDR Infiniband 
* tornado-k40 : nodes: 56
cpu: 2 x Intel Xeon CPU E5-2697 v3 @  
2.60 GHz
cores/hwthreads: 28 / 28
co-processor: 2 x Nvidia Tesla K40x
co-porcessor mem: 12G
mem: 64G

net: 56Gbps FDR Infiniband

Описание экспериментов 

В экспериментальном исследовании 
определялась зависимость времени выпол-
нения программы в параллельной среде от 
комбинации входных данных и числа по-
токов, на которых выполнялась программа. 
Измерение времени производилось с помо-
щью утилиты time. 

Изменяемые параметры:
I – число классов пузырей – 1; 10;  

20; 30.
J – число дополнительных перемен- 

ных – 0; 10; 20.
P – число потоков – 1; 10; 20; 30;  

40; 50.
Входные данные объединены в 12 групп.  

Для каждой группы было проведено 
шесть экспериментов с разным числом  
потоков. 

Анализ результатов. Ниже представле-
ны результаты измерений времени работы 
программы: зависимость количества пото-
ков, на которые была распараллелена про-
грамма, от числа типов пузырей и числа до-
полнительных переменных

Из таблиц 1 и 2 видно, что при мини-
мальных значениях параметров I = 1, J = 0  
время выполнения одинаково как при по-
следовательном выполнении, так и при 
параллельном и занимает 5 мин. При мак-
симальных значениях I = 30, J = 20 время 
выполнения в последовательном варианте 
занимает 111 мин, а при параллельном, при 
числе потоков 50 занимает 33 мин. Графи-
чески эти зависимости приведены на рис. 2

Таблица  1

Время выполнения программы при 1 и 10 типах пузырей

Число
потоков

I = 1 I = 1 I = 1 I = 10 I = 10 I = 10
J = 0 J = 10 J = 20 J = 0 J = 10 J = 20

1 301,23 411,11 469,31 968,87 1625,19 2375,86
10 301,04 387,56 457,61 602,78 860,25 1024,10
20 304,72 444,55 485,80 612,79 804,70 1010,84
30 293,95 398,69 505,82 560,60 769,46 978,66
40 300,43 417,19 509,58 550,26 755,57 967,61
50 301,86 385,68 493,28 578,97 783,76 945,42
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Видно, что зависимость линейная, но 
скорость роста также зависит от числа ти-
пов пузырей. Время выполнения растет 
быстрее при большем числе пузырей (угол 
между прямой и абсциссой). 

На рис. 3 представлена зависимость 
времени выполнения программы от чис-
ла дополнительных переменных для  
p = 1, p = 10. При параллельном выпол-
нении программы и отсутствии дополни-
тельных переменных время выполнения 
программы увеличивается на 30 с при до-
бавлении нового типа пузырей, что в два 
раза меньше, чем при последовательном 
выполнении.   

Данные, приведенные в табл. 4, пока-
зывают, что при увеличении числа типов 
пузырей время выполнения программы 
растет линейно. Для параллельного режима 

Начальное значение времени работы 
программы (при J = 0) зависит от числа 
типов пузырей. То есть при последователь-
ном выполнении программы и отсутствии 
дополнительных переменных время вы-
полнения программы увеличивается на ми-
нуту при добавлении нового типа пузырей  
(табл. 3). 

Таблица  2

Время выполнения программы при 20 и 30 типах пузырей

Число
потоков

I = 20 I = 20 I = 20 I = 30 I = 30 I = 30
J = 0 J = 10 J = 20 J = 0 J = 10 J = 20

1 1595,42 3248,53 4992,84 2163,08 4806,33 6682,79
10 965,24 1391,71 1800,49 1335,05 1946,25 2469,88
20 924,98 1186,11 1425,56 1286,96 1720,17 2127,27
30 879,01 1187,06 1388,24 1246,58 1515,60 1880,72
40 841,69 1141,89 1374,74 1174,43 1495,01 1845,66
50 838,22 1126,37 1374,76 1182,45 1497,85 1822,46

Рис. 2. Зависимость времени выполнения программы от числа дополнительных переменных  
при однопоточном выполнении программы

Таблица  3

Время выполнения программы  
в однопоточном режиме p = 1,  

без дополнительных переменных J = 0

Число типов I Время, с
1 301,23
10 968,87
20 1595,42
30 2163,08
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скорость роста в полтора раза меньше чем 
при однопоточном.

На рис. 4 приведен график зависимости 
времени выполнения программы от числа 
дополнительных переменных для различ-
ного числа потоков.

Результаты экспериментов объединены 
по числу типов пузырьков. Представленные 
зависимости показывают, что увеличение 
числа потоков при фиксированном числе 
типов пузырей (I = const) уменьшает вре-const) уменьшает вре-) уменьшает вре-
мя выполнения в многопоточном режиме. 
Для случая I = 30, J = 20 дополнительные 
10 потоков уменьшают время выполнения 
на 400 с. Так, при 10 потоках программа 
выполняется 2469,88 с, при 20 потоках – 
2127,27 с, при 30 потоках – 1880,72 с. 

Влияние числа потоков на скорость ро-
ста при увеличении числа дополнительных 

переменных прослеживается при P < I.  
В случае I = 30 увеличение числа потоков 
(более 30) практически не влияет на время 
выполнения программы, т. е. наступает на-
сыщение около отметки 1800 с при 20 до-
полнительных переменных. Для p = 10 вре-
мя выполнения программы растет линейно 
и приближается к 2500 с. Эффект насыще-
ния можно объяснить спецификой исполь-
зуемого алгоритма решения задачи, в кото-
ром распараллеливание возможно только в 
блоке «многофазность».

При I = 20 скорость роста времени пре-
кращается при распараллеливании на 20 и 
более потоков. При I = 1 и I = 10 она оди-
накова.

Итак, при фиксированном числе типов 
пузырей (I = const) скорость роста времени 
выполнения программы зависит от числа 

Таблица  4

Зависимость времени выполнения программы в однопоточном  
и параллельном режимах, без дополнительных переменных

Число 
типов I

Время, с 
при P = 1, J = 0

Время, с при 
P = 10, J = 0

1 301,23 301,04
10 968,87 602,78
20 1595,42 965,24
30 2163,08 1335,05

Рис. 3. Зависимость времени выполнения программы  
от числа дополнительных переменных для p = 1, p = 10
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Рис. 4. Зависимость времени выполнения программы от числа дополнительных переменных  
для параллельного выполнения на различном числе потоков

Рис. 5. Зависимость времени выполнения программы от числа типов пузырей  
при последовательном режиме выполнении программы
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потоков. Она уменьшается при росте числа 
потоков, и достигает минимума при p ≥ I.  

На рис. 5 представлена зависимость 
времени выполнения программы от числа 
типов пузырей.

Приведенная на рисунке зависимость 
является линейной. Увеличение в два раза 
числа дополнительных переменных увели-
чивает время выполнения программы при-
мерно в два раза.

Следующий набор зависимостей  
(рис. 6) демонстрирует, что при одном 
типе пузырьков время увеличивается с 
ростом числа дополнительных перемен-
ных. Скорость роста времени при уве-
личении числа типов пузырей зависит от 
числа потоков: она уменьшается с увели-
чением числа потоков. При выполнении 
условия p > J скорость роста становится 
минимальной. 

Зависимости времени от числа типов 
пузырей и числа дополнительных перемен-
ных имеют линейный характер. Количество 
типов пузырей больше влияет на время вы-
полнения программы, чем количество до-
полнительных переменных. Интенсивность 

роста времени с увеличением одного из па-
раметров и фиксированном значении дру-
гого зависит от числа потоков. Для умень-
шения времени выполнения программы 
необходимо использовать число потоков, 
равное максимальному значению из двух 
параметров p = max(I, J + 1). Дальнейшее 
увеличение числа потоков практически не 
влияет на результат.

Зависимости, представленные на рис. 7, 
показывают, что параллельный вариант ре-
ализации вычислений позволяет сократить 
время выполнения программы в три раза.  
С увеличением числа потоков более 10 вре-
мя выполнения уменьшается незначитель-
но, около 10 % в случае I = 30, J = 30, и 
менее 1 % для случая I = 1, J = 20. Вре-
мя выполнения программы достигает ми-
нимума при распараллеливании на число 
потоков, равное максимальному значению 
одного из параметров J или I.

Представлена математическая модель, 
описывающая течение полидисперсной 
пузырьковой среды, а также алгоритм ре-
шения уравнений модели. На основе ана-

Рис. 6. Зависимость времени выполнения программы от числа типов пузырей  
при параллельном выполнении программы
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лиза уравнений и их взаимного влияния 
выделены блоки алгоритма, в рамках кото-
рых возможно параллельное решение не-
которых уравнений. Эти блоки относятся 
к разделу модели, отвечающей за решения 
уравнения переноса в границах полиди-
сперсного описания среды.

Распараллеливание алгоритма было про-
ведено при помощи технологии OpenMP, 
как наиболее экономичной с точки зрения 
вносимых изменений в исходный код про-
граммы, а также позволяющей наиболее 
эффективно использовать вычислительные 
системы с общей памятью.

В ходе выполнения работы с помощью 
технологии OpenMP была модифицирована 
программа mFlow, реализующая решения 
уравнения  предложенной математической 
модели. Для модифицированной версии 
были проведены 72 эксперимента с разны-
ми наборами входных данных и измерено 

время работы программы для шести вари-
антов параллельного исполнения.

Полученные результаты определяют ли-
нейную зависимость времени выполнения 
расчетов от числа дополнительных пере-
менных и числа типов пузырей. Рост вре-
мени при фиксированном значении одного 
из параметров зависит от значения второго 
параметра и количества потоков. При ми-
нимальных значениях параметров (I = 1, 
J = 0) время выполнения программы не 
меняется.  При максимальных значениях 
параметров (I = 30, J = 20) параллельный 
вариант позволяет получить выигрыш во 
времени в 3,6 раза по сравнению с нерас-
параллеленной реализацией.

При фиксированном числе типов пузы-
рей время работы программы достигает ми-
нимума при распараллеливании программы 
на число потоков, равное числу типов пу-
зырей.

Рис. 7. Зависимость времени выполнения программы от числа потоков
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При фиксированном числе дополнитель-
ных переменных время работы программы 
достигает минимума при распараллеливании 
программы на число потоков, равное числу 
на единицу большему числа дополнитель-
ных переменных. Последующее увеличение 
числа потоков сокращает время выполне-
ния задачи на 1–3 %. Данные ограничения 
определяются в первую очередь структурой 
алгоритма решения уравнения предложен-
ной математической модели. Очевидно, что 
время выполнения последовательных ветвей 
алгоритма будет постоянно, независимо от 
числа выделенных потоков. 

Характер функции времени выполнения 

программы определяют алгоритмические ре-
шения численных методов, реализованных в 
программе. Наблюдаемые участки насыще-
ния этой функции, на которых практически 
отсутствует зависимость от числа выделенных 
потоков, определяются особенностями кон-
кретной реализации блока «многофазность» 
в данной версии программы. Дальнейшее со-
кращение времени решения задачи возможно 
при более глубокой модификации базового 
алгоритма, внесении в него большего числа 
фрагментов, ориентированных на параллель-
ное исполнение.

Статья поддержана грантом РФФИ  
№ 16-29-04319.
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Рассмотрены базовые алгоритмы управления 3DOF динамической плат-
формы тренажеров автотранспорта и спецтехники. Согласно кинематической 
схеме 3DOF платформы с кривошипно-шатунным механизмом привода зве-
ньев выведены уравнения прямой и обратной задач кинематики, построена 
ограничительная характеристика рабочей зоны платформы. Проведены иссле-
дования алгоритмов управления в пространстве обобщенных координат и ко-
ординат платформы.

Ключевые слова: платформа подвижности; тренажеры авто- и спецтехники; рабочая 
зона; регулятор положения; обратная задача кинематики.
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In this paper, basic control strategies of the 3DOF dynamic motion platform for 
vehicle simulators are considered. The significance of the motion platform in automotive 
and special vehicle simulators is emphasized in the beginning of the article. According 
to the kinematics of the 3DOF motion platform with crank gears, forward and inverse 
kinematics equations are obtained. The workspace of the platform is calculated from 
the forward kinematics equations and presented as a 3D-figure in platform space. The 
algorithm of trajectory-planning with respect to the obtained workspace is introduced. 
Experimental research of the controller in the task space and joint space is conducted. 
In conclusion, further research problems in this area are discussed.

Keywords: motion platform; vehicle simulatiors; workspace; position controller; inverse 
kinematics problem.

Одним из важных компонентов динами-
ческого тренажера автотранспорта и спецтех-
ники (АТ и СТ) является система подвижно-

сти (СП), предназначенная для выработки у 
обучаемого необходимых моторных навыков 
в процессе управления техникой. Применяе-
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мые в большинстве тренажеров системы под-
вижности представляют собой манипулятор 
параллельного типа, состоящий из подвиж-
ной платформы, связанной с неподвижным 
основанием одним или несколькими по-
ступательными звеньями. В зависимости от 
требований к имитируемым эффектам, ис-
пользуются платформы с числом степеней 
свободы от одного до шести [6, 7]. 

В подавляющем большинстве тренаже-
ров АТ и СТ (~70–80 % продукции веду-
щих производителей тренажерных систем) 
применяются системы подвижности 2DOF 
и 3DOF с кривошипно-шатунным механиз-DOF с кривошипно-шатунным механиз- с кривошипно-шатунным механиз-
мом (КШМ) привода звеньев, обеспечива-
ющие отработку необходимых при имита-
ции данной техники координат подвижной 
платформы (крен, тангаж, высота) [5]. 

Рис. 1. 3D-модель СП 3DOF (а) и ее кинематическая схема (б)

a)

б)
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При разработке ПО управления уни-
версальной системой подвижности (УСП) 
необходимо учитывать такие факторы, как 
геометрические параметры платформы, ра-
бочая зона имитационной площадки, мас-
согабаритные характеристики платформы в 
различных положениях, алгоритмы управ-
ления положением привода, протоколы 
обмена с датчиками и исполнительными 
устройствами [1–4]. 

Постановка задачи 

На рис. 1 а изображена кинематическая 
схема 3DOF платформы со следующими 
геометрическими параметрами:

длина кривошипа R = A1B1 = A2B2 = A3B3;

длина шатуна L = B1C1 = B2C2 = B3C3;
расстояния от точки О до точек кре-

пления кривошипов к стойке a = xA2 = xA1 ,  
b = yA2 = yA1 , c = xA3;

расстояния от точки О1 до точек кре-
пления карданов к подвижной платформе  
a' = xC1 = xC2, b' = yC2 = yC2, c' = xC3.

Для решения задачи управления положе-
нием платформы предложены две базовых 
структуры системы управления подвижно-
сти 3DOF, представленные на рис. 2.

Условно обозначим вариант системы 
управления, изображенный на рис. 2 а, как 
«система 1», а вариант, изображенный на 
рис. 2 б – как «система 2».

В состав системы 1 входят:

Рис. 2. Структурная схема системы управления в пространстве обобщенных  
координат q1

*, q2
*, q3

* (а) и в пространстве координат платформы θx
*, θy

*, zp
* (б)

a)

б)
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блок ограничительной характеристи-
ки (ОХ), осуществляющий проверку кор-
ректности значений задаваемых координат 
платформы (крен – θx, тангаж – θy, подъ-
ем – zp) с целью обеспечения возможности 
их достижения с помощью данной системы 
подвижности; 

блок решения обратной задачи кинема-
тики (ОЗК), осуществляющий преобразо-
вание прошедших предварительную обра-
ботку координат  платформы θx

*, θy
*, zp

* в 
углы поворота КШМ q1

*, q2
*, q3

*;
локальные системы управления (ЛСУ) 

углами поворота КШМ, включающие: 
ПИД-регуляторы, блоки ограничения 
управляющих воздействий (БОУВ), пре-
образователи частоты (ПЧ), датчики угла 
(ДУ) поворота мотор-редукторов, мотор-
редукторы (МР) приводных звеньев;

объект управления (ОУ).
В состав системы 2 дополнительно вхо-

дят:
блок прямой задачи кинематики (ПЗК), 

осуществляющий преобразование измеряе-
мых обобщенных координат q1, q2, q3 в те-
кущие координаты платформы   θ θ, , .x y pz ; 

регулятор положения платформы 
(РПП), производящий расчет скоростей 

1 1 2 2 3 3, , ,u q u q u q= = =    (частот вращения f1, 
f2, f3) МР, исходя из ошибок позициониро-
вания Δθx, Δθy, Δzp. 

БОУВ как для системы 1, так и для си-
стемы 2 дополнительно осуществляют мас-
штабирование выходов регуляторов u1, u2, u3 
в частоты f1, f2, f3 для корректности задания 
частоты вращения, передаваемой на ПЧ.

Перейдем к описанию базовых алго-
ритмов представленной на рис. 2 системы 
управления.

Ограничительная зона  
динамической платформы 

Ограничительная характеристика стро-
ится исходя из заданных ограничений на 
углы поворота КШМ. Для 3DOF платформы 
с КШМ рабочий диапазон изменения углов 
поворота КШМ составляет qi = [0; 180°],  
i = 1, … n, где n – число степеней свободы. 
Таким образом, область допустимых значе-
ний углов КШМ ∈ ° ={ : [0;180 ],  1, }iq q i n  
представляет собой куб со стороной 180°, 

построенный из начала координат.
В общем случае, каждая из координат 

θx, θy, zp имеет естественные ограничения, 
определяемые геометрическими размерами 
a, b, c, R, L. Так, предельные значения вер-
тикального перемещения zp относительно 
точки O составляют:  

zpmin = L – R; zpmax = L + R. 

Исходя из предположения, что для 
крайних положений платформы смещения 
точек С1, С2, С3 по оси x малы, предельные 
угловые перемещения θxmin, θxmax, θymin, θymax, 
а также предельные совместные угловые 
перемещения θxymin и θxymax можно получить 
исходя из геометрических соображений:

min maxarcsin ; arcsin ;x x

R R
b b

   θ = − θ =   
   

min max

2 2
arcsin ; arcsin ;y y

R R
a c a c

   θ = − θ =   + +   

min max

2 2
arcsin ; arcsin ;y y

R R
a c a c

   θ = − θ =   + +   

min 2 2 2 2 2

( )
arccos ;

( ) ( )
xy

R a c

a c R b R b

 + θ = −
 + + + 

max 2 2 2 2 2

( )
arccos .

( ) ( )
xy

R a c

a c R b R b

 + θ =
 + + + 

Однако полученные значения определя-
ют лишь часть точек ограничительной ха-
рактеристики. Оставшиеся граничные точ-
ки рассчитаем с помощью прямой задачи 
кинематики (ПЗК):

2
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2
1

2 2
1

2
2

2
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2 2
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+ − =

= θ − 2
3

2 2
3

( sin )

( sin cos ) 0.p y

R q

z c R q L















 + − +

+ − θ + − =

(2)

(1)

(3)



Интеллектуальные системы и технологии

81

ПЗК формулируется следующим обра-
зом: для заданных обобщенных координат 
q определить вектор X перемещений плат-
формы, решив систему F(X) = 0. Формула 
(3) получена на основании аналитического 
решения ОЗК (формулы (5)–(7)).

Для решения системы уравнений (3) 
применим рекуррентную формулу метода 
Ньютона, преобразованную к виду системы 
линейных алгебраических уравнений:

1

1

( ) ( )

, 0,1,2, , ,

k k k

k k k

k k

J X X F X

X X X k N

X X

+

+

⋅ ∆ = −

= + ∆ =

− < ε



где N – ограничение на число итераций;  
ε – допустимая погрешность вычислений.

Результат построения ограничительной 
характеристики представлен на рис. 3 а в виде 
линий уровня функции zp = f(θx, θy). Симво-
лом qm обозначено предельное значение со-
ответствующей обобщенной координаты.

В следящем режиме работы заданные ко-
ординаты платформы необходимо ограничи-
вать перед передачей на блок решения ОЗК, 
т. е. значения заданных координат X, находя-
щиеся за границами возможностей платфор-
мы, должны быть «притянуты» к границам 
ограничительной характеристики. Для опре-
деления точки, ближайшей к границе огра-
ничительной зоны, используется алгоритм, 
проиллюстрированный на рис. 3 б.

Алгоритм функционирует следующим 

образом. Строится ограничительная харак-
теристика при zp = const. Если заданная 
точка X2 находится за пределами области 
допустимых перемещений, производится 
поиск допустимого решения на отрезке OX2 
путем его деления в пропорции золотого 
сечения. На каждом шаге данного алгорит-
ма решается ОЗК для очередной точки вну-
три малого отрезка X2´X2´´

 после чего прове-
ряется условие останова. При достижении 
заданной точности искомая точка X2

* пере-
дается на блок ОЗК.

Формулировка ОЗК

В ходе решения ОЗК необходимо опре-
делить вектор q обобщенных координат по 
заданному вектору положения платформы 
X = (θx

*, θy
*, zp

*)Т. Для вывода уравнений 
ОЗК выразим координаты точек С1, C2, C3 
через углы крена и тангажа:

1
* *

1
* *
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* *

* * *
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×
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z
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z

   θ θ − 
    ⋅ +    

    − θ θ     
   
   = θ − θ ×   
   θ θ   
   θ θ  
    × ⋅ +    

   − θ θ     

.


Рис. 3. Ограничительная зона работы 3DOF подвижности

a)

б)

(5)

(4)
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   θ θ   
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Далее определяем координаты точек B1, 
B2, B3:

2 2 2
1 1 1 1 1 1

2 2 2
2 2 2 2 2 2

2 2 2
3 3 3 3 3 3

( ) ( ) ( ) ;

( ) ( ) ( ) ;

( ) ( ) ( ) .

B C B C B C

B C B C B C

B C B C B C

x x y y z z L

x x y y z z L

x x y y z z L

− + − + − =

− + − + − =

− + − + − =

2 2 2
1 1 1 1 1 1

2 2 2
2 2 2 2 2 2

2 2 2
3 3 3 3 3 3

( ) ( ) ( ) ;

( ) ( ) ( ) ;
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B C B C B C
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B C B C B C

x x y y z z L

x x y y z z L

x x y y z z L

− + − + − =

− + − + − =

− + − + − =

Так как кривошипы вращаются в пло-
скости yOz, справедливы соотношения:

1

1

2

2

3

3

*
1 1 1

*
1

*
2 2 2

*
2

*
3 3 3

*
3

sin ,

cos ;

sin ,

cos ;

sin ,

cos .

A B B

B

A B B

B
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B

x x y b R q

z R q

x x y b R q

z R q

x x y R q

z R q

= = − +

= −

= = +

= −

= =

= −

После подстановки (7) в (6) и дополни-
тельных преобразований окончательно по-
лучаем:

(5)

(6)

1

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
1 1 1 1 1 1*

2 2 2 2 2 2
1 1 1

4 ( ) 4 ( ( ) ) (( ) ( ) )
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+ + + + − + +

2

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
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4 ( ) 4 ( ( ) ) (( ) ( ) )
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R y R z y x c y z R L
q

x c y R z R L

± + − − + + + +
= −

− + + − + +

(6)

(7)

(8)

где значения координат xC1, yC1, zC1, xC2, yC2, 
zC2, xC3, yC3, zC3 определяются по формуле (5) 
как функции f(θx

*, θy
*, zp

*).
Выбором знака «+» или «–»  в (8) мож-

но задать вращение кривошипа в левой  
(qi < 0) или в правой (qi > 0) полуплоско-
сти yOz. С точки зрения позиционирования 
подвижной платформы оба решения урав-
нения являются эквивалентными.

Регулятор положения платформы (РПП)

Для реализации контуров положе-
ния ЛСУ системы 1, замкнутых обрат-
ными связями, целесообразно приме-
нить ПИД-регулятор с ограничением по 
управляющим воздействиям (скоростям) 

1 1 2 2 3 3, ,u q u q u q= = =    вследствие простоты 
его реализации и приемлемого качества 
переходных процессов. Путем настройки 
коэффициентов регулятора достигают-
ся требуемые характеристики переходных 

процессов в контурах ЛСУ при реакции на 
типовые сигналы задания как для каждого 
контура в отдельности, так и при совмест-
ной работе в пределах ограничительной 
характеристики (рис. 3 б).

Рассмотрим контур верхнего уровня си-
стемы 2, замкнутый обратными связями по 
координатам платформы. Исходя из пред-
положения, что объект представим в виде 
линейной модели шестого порядка, приме-
ним метод синтеза регулятора состояния, 
используемый в теории линейных систем 
автоматического управления. Для этого 
определим T[ ]x y p x y px z z= θ θ θ θ 

  –  
вектор переменных состояния; 

T
1 2 3[ ]=   u q q q

 
– вектор входов объекта. 

Вектор задающих воздействий обозначим 
как * * * * * * * T[ ]x y p x y py z z= θ θ θ θ 

 , тогда 
вектор ошибки управления ∆ = * – ,y y y  где 
   

 

y = θ θ θ θ 



T[ ]x y x yp pz z . Окончатель-
но закон управления регулятора состояния 
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будет иметь вид:

где 0 0 0 0 0 0, , , , ,
x y p px yz zK K K K K Kθ θ θ θ 



 – начальные 
значения коэффициентов матрицы обрат-
ных связей; ∆ q  – предельное значение 
обобщенной скорости (рад/с).

Для получения матриц А и B могут при-
меняться различные методы (идентифи-
кация объекта управления, линеаризация 
уравнений, описывающих объект управ-
ления), однако в данной работе этот этап 
пропущен, т. к. уточнение коэффициентов 
матрицы K можно осуществить на основа-
нии данных эксперимента путем подачи 
простых тестовых воздействий, не прибегая 
к использованию полной модели ОУ.

Несмотря на то, что коэффициенты 
матрицы управления С приняты равными 
единице, прямое измерение вектора со-
стояний затруднено, поэтому для получе-
ния текущих координат применяется пря-
мая задача кинематики (3)–(4) и численное 
дифференцирование по времени векторов 
y* и y.

Для оценки качества переходных и уста-
новившихся процессов в системе восполь-
зуемся критерием минимума среднего ква-
драта ошибки:

θ θ+ +
= →
∫
уст

2 2 2
1 2 3

0

уст

( )

min,

T

x y Zpс e c e c e dt

J
T

где c1, c2, c3 – нормирующие коэффициен-
ты; eθx, eθy, eZp – ошибки регулирования по 
θx, θy, Zp соответственно.

Данный критерий выбран исходя из 
основного назначения СП в составе трена-
жерного комплекса – движение по задан-

θ → θ → → →θ → θ →

θ → θ → → →θ → θ →

θ → θ → → →θ → θ →

= +
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(9)

ной траектории, формируемой математи-
ческой моделью техники. Математическая 
модель АТ и СТ отвечает за корректный 
расчет параметров акселерационных воз-
действий на рабочем месте оператора, на 
основании которых формируется траекто-
рия движения СП. К системе управления 
СП при этом предъявляются следующие 
требования:

запаздывание в режиме слежения долж-
но составлять не более 200 мс; 

отсутствие перерегулирования; 
устойчивость при отработке задающих 

воздействий в диапазоне частот до 1 Гц.
Имитационные эффекты движения тре-

нажеров АТ и СТ достаточно разнообраз-
ны, однако наиболее характерным случаем 
является движение техники по местности 
с характерными неровностями рельефа, 
которые имитируются на СП колебания-
ми малой частоты по углам крена и тан-
гажа вокруг исходной точки (θx, θy, zp) =  
= (0, 0, L). Дополнительно накладывается 
высокочастотная составляющая колебаний, 
амплитуда которой зависит от типа грунта, 
по которому движется транспортное сред-
ство.

Результаты испытаний

Рассмотренные выше варианты реше-
ния задачи управления положением плат-
формы были испытаны на стенде тренаже-
ра БТР-82А.

В таблице приведены результаты испы-
таний по отработке простых синусоидаль-
ных воздействий следующего вида:

(10)
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Значение критерия для синусоидальных воздействий различной частоты

Частота задающего 
воздействия f, Гц

J1 J2

0,1 0,0083 0,0096

0,2 0,0096 0,0109

0,3 0,0112 0,0126

0,4 0,0130 0,0143

0,5 0,0150 0,0159

0,6 0,0171 0,0174

0,7 0,0192 0,0188

0,8 0,0217 0,0205

0,9 0,0260 0,0251

Рис. 4. Графики отработки задающих воздействий 3DOF платформы для системы 1 и системы 2 
( ) уставка; ( ) система 1; ( ) система 2
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°θ = θ π

π °θ = θ π + = 
 

( ) sin(2 ),

( ) sin 2 , .
2

x x

y y p

t ft

t ft z L

 
Для амплитуды колебаний ° ° °θ = θ = 10 ,x y  

значение критерия J, удовлетворяющее пе-
речисленным выше требованиям к системе, 
находится в пределах J < 0,03.

Для сравнения систем 1 и 2 по крите-
рию J были подобраны эквивалентные на-
стройки регуляторов.

На рис. 4 представлены графики про-
цессов при отработке траектории движения 
техники.

Сравнивая кривые для системы 1 и 2 и 
данные таблицы можно прийти к выводу, 
что отработка задающих воздействий в сле-
дящем режиме в обоих случаях происходит 
схожим образом, однако на больших часто-
тах сигнала задания система 2 лучше ком-
пенсирует отклонения ошибки по скорости 
за счет влияния коэффициентов обратной 
связи. Система 2 также выгодно отличается 
большими возможностями настройки. Так, 
можно уменьшить коэффициенты по осям 
θx, и θy для более плавной отработки низко-
частотных сигналов или обнулить коэффи-

циент для zp для задействования большего 
объема рабочей зоны.

Разработаны алгоритмы управления 
3DOF динамической платформой подвиж-DOF динамической платформой подвиж- динамической платформой подвиж-
ности, позволяющие достичь требуемого 
качества переходных процессов при отра-
ботке имитационных эффектов движения, 
используемых в тренажерах авто- и спец-
техники с целью реализации тактильной 
обратной связи. Для решения задачи по-
зиционирования реализованы и испытаны 
на практике два подхода: управление в про-
странстве обобщенных координат приво-
дных звеньев и управление в пространстве 
координат платформы.

В качестве основного алгоритма управ-
ления выбран подход, базирующийся на 
решении обратной задачи кинематики. 
Для устранения выявленных недостатков 
данного метода были применены алгорит-
мы, учитывающие текущее положение и 
динамику платформы, которые позволили 
воспроизвести как эффекты движения ав-
тотранспорта и спецтехники по рельефу 
местности, так и обратные тактильные воз-
действия, максимально приближенные к 
реальным.
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УСЛОВИя ПУБЛИКАцИИ СТАТЕй
в журнале «Научно-технические ведомости Санкт-Петербургского государственного  

политехнического университета. Информатика. Телекоммуникации. управление»

1. ОБЩИЕ ПОЛОжЕнИя

Журнал «Научно-технические ведомости Санкт-Петербургского государственного  
политехнического университета. Телекоммуникации. Управление» является периоди-
ческим печатным научным рецензируемым изданием. Зарегистрировано Федеральной 
службой по надзору в сфере информационных технологий и массовых коммуникаций 
(Роскомнадзор). Свидетельство о регистрации ПИ № ФС77-51457 от 19 октября 2012 г.  
С 2008 года выпускается в составе сериального периодического издания «Научно-
технические ведомости СПбГПУ» (ISSN 1994-2354).

Издание с 2002 года входит в Перечень ведущих научных рецензируемых журналов 
и изданий (перечень ВАК) и принимает для печати материалы научных исследований,  
а также статьи для опубликования основных результатов диссертаций на соискание ученой 
степени доктора наук и кандидата наук по следующим основным научным направлениям: 
ИНФОРМАТИКА, ВЫЧИСЛИТЕЛЬНАЯ ТЕХНИКА, РАДИОТЕХНИКА И СВЯЗЬ, 
ЭЛЕКТРОНИКА, ИЗМЕРИТЕЛЬНАЯ ТЕХНИКА, УПРАВЛЕНИЕ В СОЦИАЛЬ-
НЫХ И ЭКОНОМИЧЕСКИХ СИСТЕМАХ. Научные направления журнала учиты-
ваются ВАК Минобрнауки РФ при защите докторских и кандидатских диссертаций в 
соответствии с Номенклатурой специальностей научных работников.

Сведения о публикациях представлены в РИНЦ, в Реферативном журнале  
ВИНИТИ РАН, в международной справочной системе «Ulrich`s Periodical Directory».

Периодичность выхода журнала – 4 номера в год.

2. ТРЕБОВАнИя К ПРЕДОСТАВЛяЕМЫМ МАТЕРИАЛАМ

2.1. Оформление материалов

Рекомендуемый объем статей для авторов с ученой степенью доктора наук, званием 1. 
профессора, соискателей ученой степени доктора наук (докторантов) 12−20 страниц фор-
мата А-4 c учетом графических вложений. Количество графических вложений (диаграмм, 
графиков, рисунков, таблиц, фотографий и т. п.) не должно превышать 4. 

Рекомендуемый объем статей для преподавателей, авторов без ученой степени, со-2. 
искателей ученой степени кандидата наук – 8–15 страниц формата А-4; аспирантов – 8 
страниц формата А-4 c учетом графических вложений. Количество графических вложений 
(диаграмм, графиков, рисунков, таблиц, фотографий и т. п.) не должно превышать 3.

Авторы должны придерживаться следующей обобщенной структуры статьи: вводная 3. 
часть (0,5–1 стр., актуальность, существующие проблемы); основная часть (постановка и 
описание задачи, изложение и суть основных результатов); заключительная часть (0,5–1 
стр., предложения, выводы), список литературы (оформление по ГОСТ 7.05.-2008).

Число авторов статьи не должно превышать трех человек.4. 
Набор текста осуществляется в редакторе 5. MS Word, формул – в редакторе MathType. 

Таблицы набираются в том же формате, что и основной текст. 
Шрифт – TNR, размер шрифта основного текста – 14, интервал – 1,5; таблицы 6. 

большого размера могут быть набраны 12 кеглем. Параметры страницы: поля слева –  
3 см, сверху, снизу – 2,5 см, справа – 2 см, текст размещается без переносов. Абзацный 
отступ – 1 см.



2.2. Предоставление материалов

Вместе с материалами статьи должны быть обязательно предоставлены:
номер УДК в соответствии с классификатором (в заголовке статьи); •
аннотация на русском и английском языках; •
ключевые слова (5–7) на русском и английском языках; •
сведения об авторах на русском и английском языках: ФИО, место работы, долж- •

ность, ученое звание, ученая степень, контактные телефоны, е-mail;
аспиранты представляют документ отдела аспирантуры, заверенный печатью; •
акт экспертизы о возможности опубликования материалов в открытой печати. •

С авторами статей заключается издательский лицензионный договор.
Предоставление всех материалов осуществляется в электронном виде через личный 

кабинет эЛЕКТРОННОй РЕДАКцИИ по адресу http://journals.spbstu.ru

2.3. Рассмотрение материалов

Предоставленные материалы (п. 2.2) первоначально рассматриваются редакционной 
коллегией и передаются для рецензирования. После одобрения материалов, согласования 
различных вопросов с автором (при необходимости) редакционная коллегия сообщает 
автору решение об опубликовании статьи. В случае отказа в публикации статьи редакция 
направляет автору мотивированный отказ.

При отклонении материалов из-за нарушения сроков подачи, требований по оформ-
лению или как не отвечающих тематике журнала материалы не публикуются и не возвра-
щаются.

Редакционная коллегия не вступает в дискуссию с авторами отклоненных материалов.
Публикация материалов аспирантов очной бюджетной формы обучения осуществляет-

ся бесплатно в соответствии с очередностью.
При поступлении в редакцию значительного количества статей их прием в очередной 

номер может закончиться ДОСРОЧНО.
Более подробную информацию можно получить:
на сайте журнала http://ntv.spbstu.ru
по телефону редакции +7(812) 552-62-16 с 1000 до 1800  галина Александровна
или по e-mail: infocom@spbstu.ru


