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Изложены результаты исследования, посвящённого применению обратного 
метода Маслова для автоматизации логического вывода в интуиционистских 
логических исчислениях. Подробно рассмотрены адаптированные стратегии 
поиска вывода для интуиционистских исчислений обратного метода, а также 
новые стратегии, позволяющие ограничить возникающие переборы и умень-
шить размер пространства поиска вывода. Также описаны детали реализации 
разработанной автором компьютерной программы WhaleProver, использующей 
обратный метод для логического вывода в интуиционистской логике первого 
порядка. Приведены результаты экспериментального сравнения предложенных 
стратегий друг с другом и новые результаты сравнения программы WhaleProver 
с существующими аналогами. Программа не уступает в эффективности лучшим 
из существующих аналогов (ileanCoP, Imogen) и даже позволяет решить новые 
задачи из библиотеки ILTP. Таким образом, на практике подтверждается, что 
программная реализация обратного метода может быть не менее эффективной, 
чем реализации других методов автоматического логического вывода (в част-
ности, табличных методов).

Ключевые слова: автоматическое доказательство теорем; логический  
вывод; обратный метод; метод Маслова; интуиционистская логика.
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This paper contains the results of the research related to Maslov’s inverse method 
and its application to first-order intuitionistic logic. Several proof search strategies for the 
inverse-method intuitionistic calculus, which allow reducing the proof search space and 
avoiding redundant inferences, are proposed and explained in detail. Some strategies are 
new, others are adapted variants of the existing strategies for classical logic. This article 
includes a detailed description of the automated theorem-proving system WhaleProver 
for first-order intuitionistic logic, which is based on the inverse method. This article 
also describes the experimental comparison of the proposed proof search strategies 
and comparison of WhaleProver with other first-order intuitionistic logic provers. For 
problems from the ILTP benchmark library, WhaleProver shows comparable results 
with state-of-the-art intuitionistic provers (ileanCoP, Imogen). Moreover, WhaleProver 
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solves new problems from ILTP, in comparison with all other provers. The results of the 
study show that inverse method implementation can be at least as efficient as state-of-
the-art implementations of other theorem-proving methods (e.g., tableaux methods).

Keywords: automated theorem proving; sequent calculus; inverse method; intuitionistic 
logic; ILTP.

граммы используется библиотека ILTP  
[25, 29], которая содержит обширную кол-
лекцию задач (более 2500) для тестирова-
ния и сравнения систем АДТ для интуи-
ционистской логики.

Для решения поставленной задачи 
был выбран обратный метод Маслова [4]  
(см. также [15, 22] и дополнение к [13]). 
Основные особенности этого метода логи-
ческого вывода – поиск вывода в направ-
лении «сверху вниз», т. е. от аксиом к ко-
нечной гипотезе, и использование свойства 
подформульности логических исчислений 
для ограничения числа аксиом.

Для реализации эффективного алго-
ритма поиска вывода на основе обратного 
метода необходимо использовать стратегии 
поиска вывода. Различные стратегии для 
обратного метода рассмотрены в работах 
[5–7, 11, 15, 20, 21, 28, 30]. Более подроб-
ный обзор литературы можно найти в ста-
тьях [12, 15, 18].

Далее рассматривается новое исчисле-
ние обратного метода inv,

ξIM  описывается, 
как для этого исчисления и исчисления 

inv
ξI  из [15] можно адаптировать стратегии, 

предложенные разными авторами для дру-
гих исчислений обратного метода, предла-
гаются новые стратегии. Рассматривается 
пример доказательства теоремы обратным 
методом, описываются результаты экспе-
риментов с разработанной программной 
реализацией обратного метода для интуи-
ционистской логики.

Предполагается знакомство читателя с 
математической логикой и основами тео-
рии доказательств [3, 9, 13]. С результатами 
предыдущих этапов данной работы можно 
ознакомиться в статьях [12, 24].

Основные определения  
и используемые обозначения

В статье используется стандартный язык 
логики первого порядка, с символами ло-
гических операций ¬, ∨, ∧, ⊃; кванторами 

Сегодня системы автоматического до-
казательства теорем (АДТ) успешно при-
меняются при решении ряда научных и 
технических задач, которые традиционно 
считаются интеллектуальными: доказатель-
ство математических теорем, верификация 
аппаратного, программного обеспечения и 
сетевых протоколов, синтез ПО и т. д.

В интерактивных системах АДТ («proof 
assistants»), таких как Coq, Agda и Nuprl, 
важную роль играют конструктивные тео-
рии [14], позволяющие из доказательства 
существования некоторого объекта извлечь 
его построение. Одной из таких теорий яв-
ляется интуиционистская логика первого 
порядка, в которой стандартные пропози-
циональные связки и кванторы интерпре-
тируются отличным от классической логики 
образом. Так, в интуиционистском случае 
из доказательства ( )x P x∃  можно извлечь 
конкретный пример x a=  и доказатель-
ство соответствующего утверждения ( ).P a  
В интуиционистской логике неприемлемы 
классические законы исключённого тре-
тьего A A∨ ¬  и снятия двойного отрицания 
( ) .A A¬¬ ⊃

С помощью программ Coq и Nuprl 
можно решать сложные задачи за счёт ме-
ханизма тактик, включающих автоматизи-
рованные тактики для интуиционистской 
логики первого порядка. Например, авто-
матизированная система АДТ JProver [26] 
встроена в Coq, Nuprl и MetaPRL. Однако 
существующие интуиционистские тактики 
трудно назвать очень эффективными (см. 
результаты программы JProver на задачах 
из ILTP [29]).

Целью работы, результаты которой из-
лагаются в настоящей статье, является 
разработка автоматизированной системы 
АДТ, позволяющей решать новые задачи 
по сравнению с JProver и с другими из-JProver и с другими из- и с другими из-
вестными системами АДТ для интуицио-
нистской логики первого порядка. Для 
апробации и оценки эффективности про-
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∀ и ∃; предикатными символами P, Q, R; 
переменными x, y, z и т. д.; символами для 
произвольных термов r, s, t; символами для 
произвольных формул A, B, C и т. д.

В данном разделе стандартные опреде-
ления опускаются, более подробное изло-
жение терминологии см. в [12].

Мультимножество – обобщение поня-
тия множества, допускающее включение 
нескольких экземпляров одного и того же 
элемента. Определяется однозначно с точ-
ностью до порядка следования формул. 

Произвольные мультимножества (воз-
можно, пустые) обозначаются буквами Γ 
и ∆ (возможно, с подстрочными индек-
сами или со штрихами). Запись вида Γ, ∆ 
(или Γ, A) обозначает мультимножество, 
получающееся объединением элементов Γ  
с элементами ∆ (соответственно с форму-
лой A).

Под выражением в данной работе пони-
мается терм, формула, подстановка, муль-
тимножество формул, секвенция и т. д.

Запись var(E) обозначает множество всех 
переменных выражения E, а free(E) – мно-
жество всех его свободных переменных.

Для подстановки 1 1{ , …, }n nx t x tθ =  
запись ( )dom θ  обозначает множество пе-
ременных 1{ , ..., },nx x  а ( )vran θ  – множе-
ство всех переменных, входящих в термы 

1, ..., .nt t  Символ ε обозначает пустую под-
становку.

Сужение подстановки 1 1{ , …, }n nx t x tθ =  
на множество переменных Ω – это подста-
новка, обозначаемая как 

Ω
θ  и содержащая 

те и только те пары i ix t  из θ, для которых 

ix ∈ Ω.  Запись θ–x обозначает подстановку 

( )\{ }
.

dom xθ
θ

Если E – выражение и θ − подстановка, 
допустимая для E, то запись E∙θ является 
сокращением для 

( )
( ).

free E
E θ

Переименование – это подстановка, 
представляющая собой отображение один 
к одному из своей области определения в 
неё же.

Наиболее общий унификатор под-
становок 1σ  и 2σ  – это наиболее об-
щий унификатор упорядоченных набо-
ров 1 1 1( , …, )nx xσ σ  и 1 2 2( , …, ),nx xσ σ  где 

1 1 2{ , ..., } ( ) ( ).nx x dom dom= σ σ

Вхождения подформул1 в формулу F и 
полярности этих вхождений определяют-
ся стандартным образом (см., например  
[4, с. 31]).

Типы вхождений связок и кванторов 
в формулу определяются так же, как и 
в статье [10]. Пусть символ   обозна-
чает любой из символов ¬, ∧, ∨, ⊃, ∀  
и ∃. Вхождение символа   в формулу F 
будем называть вхождением типа +

  (типа 
−

 ), если оно является положительным 
(соответственно отрицательным) вхожде-
нием в F.

Очищенная формула – формула F, в ко-
торой все кванторы связывают разные пе-
ременные и ни одна связанная переменная 
не входит свободно в F.

Со глашение  1. В дальнейшем изло-
жении ξ  обозначает замкнутую очищен-
ную формулу логики первого порядка, ко-
торая содержит только связки ¬, ∧, ∨, ⊃ и 
кванторы ∀ и ∃2.

Определяемые ниже понятия зависят от 
конкретной формулы ,ξ  поэтому в назва-
ниях терминов явно указан символ ξ 3.

-атомξ  – это вхождение атомарной 
подформулы в .ξ

ξ-секвенция  – это секвенция специ-
ального вида: σ σ δ δ1 1 1 1, ..., , ..., ,n n m mA A B B

 
где , {1, ..., }iA i n∈  – отрицательные вхож-
дения подформул в ;ξ  ∈, {1, ..., }jB j m  – 
положительные вхождения подформул в 
;ξ  σ ∈, {1, ..., }i i n  и δ ∈, {1, ..., }j j m  – под-

становки произвольных термов вместо 
переменных. В статье термин «секвенция» 
может использоваться вместо термина  
« ξ -секвенция», если тип секвенции поня-
тен из контекста.

1 В предыдущих статьях [12] и [24] вместо поня-
тия вхождения подформулы использовалось по-
нятие свободной подформулы, как в [15]. Одна-
ко впоследствии выяснилось, что изложение в 
терминах вхождений подформул является более 
корректным, а также позволяет избежать ряда 
типичных ошибок.
2 Произвольную замкнутую формулу нетрудно 
привести к указанному виду.
3 Таким образом, используется стиль наи-
менования терминов, характерный для работ  
С.Ю. Маслова.
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Сами формулы вида ,ψ ⋅ σ  где ψ  – 
вхождение подформулы в ,ξ  а σ  – подста-
новка, будем называть - .формуламиξ  Таким 
образом, антецедент и сукцедент ξ -секвен-
ции представляют собой мультимножества  
ξ -формул.

Пусть 1 1 1 1, ..., , ..., n n m mS A A B B= σ σ δ δ  –  
ξ -секвенция. Тогда запись вида Sθ, где  
θ – подстановка, обозначает ξ -секвен-
цию 1 1 1 1( ), ..., ( ) ( ), ..., ( ),n n m mA A B Bσ θ σ θ δ θ δ θ  
а запись free(S) обозначает множе-
ство свободных переменных ξ -секвенции  
S: 1 1 1 1( ) ... ( ) ( ) ... ( ).n n m mfree A free A free B free Bσ σ δ δ    1 1 1 1( ) ... ( ) ( ) ... ( ).n n m mfree A free A free B free Bσ σ δ δ    

1 1 1 1( ) ... ( ) ( ) ... ( ).n n m mfree A free A free B free Bσ σ δ δ    

Запись norm(S) обозначает нормальную 

форму ξ -секвенции S, которая получает-
ся из S сужением областей определения 
всех входящих в неё подстановок: каждая 
ξ -формула ψ ⋅ σ  заменяется ξ -формулой 

( )
.

free ψ
ψ σ

Пусть S и 'S  – ξ -секвенции, 
( ) ( )norm S = Γ ∆  и ( ') ( ' ').norm S = Γ ∆  

Тогда запись 'S S⊆  означает, что 'Γ ⊆ Γ  
и ' .∆ ⊆ ∆  В этом случае будем говорить, 
что S является подсеквенцией ' .S

ξ -формула ψ ⋅ σ  называется правильной, 
если ( ) ( )dom freeσ = ψ  и ( )  ( )    .vran varσ ξ =∅  
ξ -секвенция S называется правильной, если 
каждая входящая в неё ξ -формула является 
правильной.

Таблица  1 

Исчисление inv
ξIM

1 1 2 2P Pτ τρ ⋅ ρ⋅  (Px)

1

1 2,

, A

A A

∆

Γ ∧

⋅

∆

Γ σ

⋅ σ



 1( )L ∧
2

1 2,

, A

A A

∆

Γ ∧

⋅

∆

Γ σ

⋅ σ



 2( )L ∧

1 1 1 2 2

1

1 2

2 1 2 1

2

2 1

, ,

, , ,

A

A

A

A

∆ σ Γ ∆

Γ θ Γ

Γ ⋅ ⋅

θ ∆ θ ∆ θ ∧

σ

σ θ⋅

 


( )R∧ 1 1 2 2

1 2 1 1

1 1 2 2

21 2

, ,

, , ,

A A

A A

σ ∆ Γ ∆

Γ θ Γ θ ∨ σ θ ∆

Γ ⋅ ⋅ σ

⋅ θ ∆ θ

 


( )L∨

1

1 2

,

,

A

A A

Γ ⋅

Γ ∆

σ

σ

∆

∨ ⋅



 1( )R ∨
2

1 2

,

,

A

A A

Γ ⋅

Γ ∆

σ

σ

∆

∨ ⋅



 2( )R ∨

1 1 2 2

1 2 1

1 1 2 2

1 2 1 2

, ,

, , ,

A A

A A

∆ σ Γ ∆

Γ θ Γ θ ⊃ σ θ ∆

Γ ⋅ ⋅

θ

σ

⋅ θ ∆

 


( )L ⊃ 1

1 2

, A

A AΓ

Γ

⋅ σ⊃

⋅ σ 

 1( )R ⊃

2

1 2

,

,

A

A A

Γ ⋅

Γ ∆

σ

σ

∆

⊃ ⋅



 2( )R ⊃
1 1 1 2 2

1 2 2

, A A A

A A

Γ ⋅ σ ⊃ ⋅ σ

θΓθ ⊃ ⋅ σ



 3( )R ⊃

,
, A

A∆
Γ ∆
Γ ⋅
¬

σ
⋅ σ




( )L¬
,

A
A

Γ
Γ σ

⋅ σ¬
⋅ 


( )R¬

,
,

x

A
xA −

∆
Γ ∀
Γ

∆⋅ σ
⋅ σ 


( )L∀

xx
A
A −Γ ∀

Γ ⋅ σ
⋅ σ




( )R∀

,
,

x

A
xA −

∆
Γ ∃
Γ

∆⋅ σ
⋅ σ 


( )L∃

,
, x

A
xA −

∆
Γ ∆
Γ

∃
⋅ σ
⋅ σ




( )R∃

2

1

1, ,
, A

A A ∆Γ ⋅ σ ⋅ σ
⋅Γθ σ θ ∆θ


 (LC) 1 2

1

,
,

,A A
A

∆
Γθ ∆θ

Γ ⋅ σ σ
θ
⋅

⋅ σ

 (RC)

S
Sρ (Rn)

( )
S

norm S
(Nrm)
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Исчисление обратного метода  
для интуиционистской логики

Секвенциальное исчисление inv
ξIM  стро-

ится индивидуально для каждой доказывае-
мой формулы .ξ  Аксиомы и правила вывода 
исчисления представлены в табл. 1. Во всех 
правилах, кроме (Rn) и (Nrm), посылки яв-
ляются правильными ξ -секвенциями и не 
имеют общих свободных переменных друг 
с другом. В схеме аксиом (Px): 1,P  2P  –  
ξ -атомы; 1,ρ  2ρ  – такие переименования, 
что 1 1 2 2( ) ( ) ;P Pρ ρ = ∅free free  τ  – наиболее 
общий унификатор формул 1 1P ρ  и 2 2.P ρ  
Подстановка θ  – наиболее общий унифи-
катор подстановок 1σ  и 2.σ  В правиле (Rn) 
S – это ξ -секвенция, а ρ – переименова-
ние. В правиле (Nrm) S – ξ -секвенция.  
В правилах ( )L∃  и ( )R∀  должно выполнять-
ся ограничение на собственную переменную: 
xσ − это переменная, которая не входит сво-
бодно в заключение.

Структурные правила (LC) и (RC) назы-
ваются правилами сокращения, или просто 
сокращением. Структурные правила (Rn) и 
(Nrm) называются правилами переименова-
ния и нормализации соответственно. Само 
исчисление получено с помощью стандарт-
ной методики из [8, 15].

Будем говорить, что формула ξ  выводи-
ма в исчислении inv

ξIM  или inv,
ξI  если в этом 

исчислении выводима секвенция ( ).ξ ⋅ ε
Из любой ξ -секвенции в исчислении 

inv
ξIM  можно получить правильную ξ -сек-

венцию применением правил (Rn) и (Nrm), 
которые мы будем называть дополнитель-
ными правилами исчисления. Все остальные 
правила вывода и схему аксиом (Px) будем 
называть основными правилами.

Пусть S – правильная ξ -секвенция, а 
Π – вывод S в исчислении inv .

ξIM  П будем 
называть правильным выводом, если выпол-
няются условия:

применение правила ( • Rn) входит в Π 
только непосредственно после примене-
ния основных правил, применение прави-
ла (Nrm) – только непосредственно после 
применения правила (Rn), а применение 
основных правил (кроме аксиом) – только 
непосредственно после применения прави-
ла (Nrm);

если  • 1 1 1( )S S ρ  и 2 2 2( )S S ρ  – два раз-
личных применения правила (Rn) в Π, то 
множества free 1 1( )S ρ  и free 2 2( )S ρ  не имеют 
общих переменных как друг с другом, так и 
с множеством var( ).ξ

Использование  правильных выводов 
обусловлено следующими двумя сообра-
жениями. Во-первых, это позволяет гаран-
тировать соблюдение условий на посылки 
применения основных правил (см. выше). 
Во-вторых, исключается возможность по-
вторного применения правил (Rn) и (Nrm).

Лемма  1. Любой вывод произвольной 
ξ -секвенции S в исчислении inv

ξIM  можно 
перестроить, сохраняя порядок примене-
ния основных правил, в правильный вывод 
(правильной) ξ -секвенции ',S  совпадаю-
щей с S с точностью до переименования 
свободных переменных.

Указанное перестроение можно вы-
полнить, добавляя, где нужно, применение 
правил (Rn) и (Nrm), при необходимости 
заменяя такое применение этих правил, ко-
торое не удовлетворяет условиям из опреде-
ления правильного вывода, а также удаляя 
«лишнее» применение.

Следс твие . Вывод формулы ξ  в inv
ξIM  

можно перестроить в правильный вывод 
этой формулы, сохраняя порядок примене-
ния основных правил.

Лемма  2. Правильный вывод в исчис-
лении inv

ξIM обладает свойством чистоты 
переменных4.

Следует из соглашения 1 и определе-
ния правильного вывода.

Следующая теорема утверждает равно-
объёмность исчисления inv

ξIM  и исчисления 
GHPC из статьи А.Г. Драгалина [1].

Теорема  1. Пусть ξ  замкнутая форму-
ла, соответствующая соглашению 1, а 'ξ  по-
лучается из ξ  заменой каждого вхождения 
подформулы вида A¬  формулой .A ⊃ ⊥   
ξ -секвенция ( )ξ ⋅ ε  выводима в исчисле-
нии inv

ξIM  тогда и только тогда, когда сек-
венция ( ')ξ  выводима в GHPC.

Доказательство строится аналогично 
приведённому в [15] доказательству полно-

4 Определение доказательства с чистыми пере-
менными см. в [2] или в [3, § 55].
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ты и непротиворечивости исчисления inv .
ξI 

Стратегии поиска вывода

Дополним исчисление inv
ξIM  стратегия-

ми поиска вывода, которые позволят из-
бавиться от ряда избыточных секвенций и 
применения правил вывода. Одновременно 
будем рассматривать возможность приме-
нения стратегий к исчислению inv

ξI  из [15], 
в котором секвенции содержат не более 
одной формулы в сукцеденте.

Стратегию X будем называть полной для 
секвенциального исчисления Y, если при-
менение стратегии X не приводит к умень-
шению множества выводимых в этом ис-
числении секвенций.

Пусть S и 'S  – ξ -секвенции. Будем 
говорить, что 'S  поглощает S (     '),S S  
если существует такая подстановка σ, что 

' .S Sσ ⊆
Стратегия поглощения для inv

ξIM  inv( )ξI  
определяется стандартным образом: если в 
процессе поиска вывода получены две та-
кие секвенции 1S  и 2,S  что 1S  поглощает 

2,S  то секвенцию 2S  разрешается удалить.
Т е о р е м а 2. Стратегия поглощения 

является полной для inv
ξIM  и inv .

ξI
Индукцией по построению вывода 

можно показать5, что если 1 2S S  и су-
ществует вывод формулы ξ  из секвенций 

1 2, , ..., ,kS S S  то также существует вывод ξ  
из 2, ..., .kS S 

Теперь рассмотрим некоторые возмож-
ности перестановки применения правил в 
исчислении inv .

ξIM  Будем использовать тер-
минологию из статьи С. Клини [2]. Будем 
говорить, что применение правила R1 не-
посредственно предшествует применению 
правила R2, если между ними расположено 
разве лишь применение структурных пра-
вил. При этом такое применение правил R1 
и R2 будем называть смежным.

Пусть список ξℜ  состоит из следующих 
правил исчисления inv :ξIM  1( ),L ∧  2( ),L ∧  

1( ),R ∨  2( ),R ∨  ( ),L¬  2( ),R ⊃  ( ),L∀  ( )R∃   
и ( ),L∃  а также ( )R∀  в случае, если ξ  не 
содержит отрицательных вхождений сим-
вола ∨.

Лемма  3. Рассмотрим вывод Π в ис-
числении inv,

ξIM  обладающий свойством 
чистоты переменных, и в нём два смежных 
применения правил R1 и R2 (R1 располо-
жено над R2), принадлежащие различным 
вхождениям формул в заключение R2. Тог-
да если правило R2 входит в список ξℜ , то 
эти два применения можно переставить  
(с сохранением свойства чистоты перемен-
ных), за исключением случаев: ( ) / ( ),L L∀ ∃  
( ) / ( )R L∃ ∃  и ( ) / ( ).L R∀ ∀

В указанных трёх случаях перестановку 
всё же можно выполнить при условии, что 
собственная переменная xσ применения 
правила R2 не входит в терм xσ применения 
правила R1.

Перестановочность правил удобно 
сначала доказать для промежуточного ис-
числения без унификации invIM  (это ис-
числение в статье не приводится, но его 
правила нетрудно восстановить по пра-
вилам исчисления inv,

ξIM  см. для примера 
[15]). Затем этот результат переносится на 
исчисление inv,

ξIM  за счёт эквивалентности 
выводов в исчислениях invIM  и inv

ξIM  с точ-
ностью до применения структурных пра-
вил.

Для invIM  лемма доказывается анало-
гично лемме 7 из статьи [2]. Основное от-
личие возникает при рассмотрении правила 

2( ),R ⊃  которое можно поднимать над при-
менением правил ( )L¬  и ( ),L ⊃  т. к. в этом 
правиле не накладывается ограничение на 
число формул в сукцеденте.

Теорема  3. Произвольный вывод Π 
формулы ξ  в исчислении inv

ξIM  можно пе-
рестроить (без нарушения свойства чисто-
ты переменных, если оно имелось), подни-
мая наверх любое применение правила R из 
списка ξℜ  так, чтобы оно входило в новый 
вывод только в следующих случаях:

применению 1) R непосредственно пред-
шествует применение аксиомы;

боковая формула применения пра-2) 
вила R вводится непосредственно предше-
ствующим ему применением неструктурно-
го правила вывода;

пара 3) ' ,R R  где применение правила 
'R  непосредственно предшествует приме-

нению R, совпадает с ( ) / ( ),L L∀ ∃  ( ) / ( )R L∃ ∃  
или ( ) / ( ),L R∀ ∀  или причём терм xσ при-5 См. доказательства теорем 2 и 3 из [30].
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менения правила R ' содержит собственную 
переменную применения правила R.

Не умаляя общности, можно считать, 
что Π обладает свойством чистоты пере-
менных (иначе переименуем входящие в 
вывод переменные, см. [3, § 55]). Тогда 
можно применять лемму 3. Доказательство 
несущественно отличается от доказатель-
ства теоремы 2 из статьи [2].

Лемма  4. В условиях теоремы 3 вы-
вод Π можно перестроить так, чтобы каж-
дое применение правила R, совпадающего 
с ( )L∃  или ( )R∀  из списка ξℜ , входило в 
новый вывод только таким образом, чтобы 
нигде выше это правило было непримени-
мо (за исключением применения правила 
( ),R∀  боковой формулой которого является 
формула вида ( )A B⊃ ⋅ σ ). Свойство чисто-
ты переменных можно сохранить, если оно 
имелось.

Лемма 4 открывает дополнительные 
возможности подъёма применения правил 
( )L∃  и ( ),R∀  однако это уже не переста-
новка по Клини, т. к. может потребоваться 
удвоение применения правила ( ),L∃  если 
оно поднимается над применением двухпо-
сылочных правил.

Из теоремы 3 и леммы 4 следует полнота 
стратегии упрощения, которая заключается 
в следующем. Если в процессе поиска вы-
вода получена секвенция S, к которой при-
менимо какое-либо правило R из списка  

ξℜ , то S заменяется секвенцией, стоящей в 
заключении правила R (будем говорить, что 
S упрощается), кроме случая, когда боковой 
формулой применения R является формула 
вида ( )A B⊃ ⋅ σ  и R является одним из пра-
вил 1( ),R ∨  2( ),R ∨  ( ),L¬  2( ),R ⊃  ( )R∃  или 
( ).R∀  После каждой такой замены к новой 
секвенции применяются правила переиме-
нования и нормализации таким образом, 
как указано в определении правильного 
вывода. Так секвенцию S можно упрощать 
до тех пор, пока не получим секвенцию ',S  
которую далее не упростить. Такую секвен-
цию 'S  будем называть упрощением секвен-
ции S.

Для исчисления inv
ξI  из [15] примени-

ма аналогичная стратегия, которая в статье  
Т. Таммета [28] названа «reduction strategy». 
Для классической логики вариант такой же 

стратегии сформулировал А. Воронков [30].
Теорема  4. Стратегия упрощения яв-

ляется полной для inv
ξIM  и inv .

ξI
Для исчисления inv

ξIM  следует из тео-
ремы 3 и леммы 4. Для inv

ξI  можно доказать 
аналогичную теорему о перестановочности 
применения правил.

Рассмотрим следующую стратегию 
удаления секвенций с недопустимыми под-
становками (УСНП) для исчислений inv

ξIM  
и inv .

ξI  Эта стратегия включает три множе-
ства секвенций 1,U_subs  2U_subs  и 3,U_subs  
соответствующие частным случаям недо-
пустимых систем зависимостей [4], [11], 
которые можно достаточно быстро иденти-
фицировать.

Будем называть переменную     ( )x var∈ ξ  
параметром ,ξ  если x связана квантором 
типа +∀  или .−∃

1U_subs  состоит из секвенций, со-
держащих такие ξ -формулы 1 1ψ ⋅ σ  и 

2 2ψ ⋅ σ  (не обязательно различные), 
что 1 1 2 2 1 2( ), ( ), :x free x free x x∃ ∈ ψ ∈ ψ ≠  

1 1 2 2x xσ = σ  и ,ix   {1, 2}i∈  – параметр .ξ
Множество 2U_subs  состоит из секвен-

ций, содержащих такую формулу ,ψ ⋅ σ  что 
( ) :x free∃ ∈ ψ  x – параметр ξ  и xσ не явля-

ется переменной, т. е. является предметной 
константой или составным термом вида 

1, ..., .( )nt tf
Пусть x – параметр ξ  и '    ( ).x var∈ ξ  Пе-

ременная x зависима от x’, если     'x x≠  и 
квантор, связывающий x, находится в зоне 
действия квантора, связывающего x’. Для 
секвенции S и переменных y, '    ( )y free S∈  
запись     'y y  означает, что существует  
ξ -формула ,ψ ⋅ σ  входящая в S, и такие пе-
ременные x, ' ( ),x free∈ ψ  что x – параметр 
,ξ  x зависима от ',    x x yσ=  и '     ' .x yσ=

Множество 3U_subs  состоит из секвен-
ций S, для которых существует такая цепоч-
ка переменных 1 2, , ..., ( ), 1,ky y y free S k∈ ≥  
что 1 2 1... .ky y y y   

Вхождение подформулы ψ  в формулу 
ξ  будем называть строго положительным6, 
если оно является положительным вхожде-
нием в ξ  и не принадлежит никакому отри-

6 В статье [10] используется термин «существен-
но положительное вхождение».
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цательному вхождению подформулы в .ξ
Пусть ψ  и 'ψ  – вхождения подформул 

в .ξ  Тогда запись 'ψ ∈ ψ  означает, что ψ  
принадлежит ' .ψ  Будем говорить, что ψ  
критическим образом принадлежит 'ψ  и 
писать ',ψ ∈ ψ  если 'ψ ∈ ψ  и существует 
такое положительное вхождение в ξ  под-
формулы ''ψ  вида ,A B⊃  A¬  или ,x A∀  
что '' 'ψ ∈ ψ  и .Aψ ∈

Теперь рассмотрим новую стратегию 
удаления секвенций с недопустимыми фор-
мулами (стратегия УСНФ) для исчислений 

inv
ξIM  и inv

ξI . Эта стратегия включает два 
множества секвенций 1U_form  и 2.U_form

Множество 1U_form  для inv
ξIM  и inv

ξI  
определяется одинаково. Пусть S – ξ -сек-
венция. 1,S ∈U_form  если найдётся такая 
пара ξ -формул 1 1ψ ⋅ σ  и 2 2ψ ⋅ σ  из S, что 

2 1ψ ∉ ψ  (в частности, 2ψ  не совпадает с 1ψ ),  
вхождение в ξ  ближайшей общей надфор-
мулы 1ψ  и 2ψ  (обозначим его ∗ψ ) являет-
ся строго положительным, и выполняется 
хотя бы одно из следующих условий:

1. 
∗ψ  имеет вид A B⊃  и совпадает с 

2,ψ  при этом 1 Aψ ∈  или 1 Bψ ∈ 7;
2. ∗ψ  имеет вид ,A B⊃  1 ,Aψ ∈  2 Bψ ∈  

и 2ψ  – строго положительное вхождение  
в ;ξ

3. ∗ψ  не имеет вид ,A B⊃ , при этом 

1
∗ψ ∈ ψ  или 2 .∗ψ ∈ ψ

Рассмотрим множество 2U_form  для 

inv .
ξIM  2,S ∈U_form  если найдётся такая пара 

ξ -формул 1 1ψ ⋅ σ  и 2 2ψ ⋅ σ  из сукцедента S, 
что ,i iψ ∈ χ  {1,2},i ∈  где iχ  – ближайшее 
отрицательное вхождение в ξ  надформулы 

,iψ  такое что i
∗χ ∈ ψ  (если такого вхожде-

ния не существует, то iχ  совпадает с ∗ψ ). 
Как и выше, ∗ψ  обозначает вхождение в ξ  
ближайшей общей надформулы 1ψ  и 2.ψ

Множество 2U_form  для inv
ξI  пусто.

Можно показать, что секвенции из мно-
жеств 1U_form  и 2U_form  не могут участво-
вать в выводе формулы ξ  в исчислениях 

inv
ξIM  и inv .

ξI
По аналогии с тактикой перехода к три-

виальным спецификациям [7] можно пред-
ложить следующую стратегию тривиального 

сокращения: если в процессе поиска вывода 
получена секвенция S, для которой суще-
ствует такое сокращение ',S  что     ',S S  то 
S можно заменить на ' .S

Заметим, что любой вывод в исчислении 

inv
ξI  можно перестроить в вывод в исчисле-

нии inv .
ξIM  Поэтому в качестве самостоятель-

ной стратегии для исчисления inv
ξIM  можно 

рассматривать построение вывода формулы 
ξ  в исчислении inv

ξI  (со стратегиями для  

inv
ξI ) с последующим получением из него 

вывода в inv .
ξIM  Такую стратегию назовём 

сингулярной8 стратегией.
Т еорема  5. Любая комбинация сле-

дующих стратегий является полной для 
исчислений inv

ξIM  и inv :ξI  стратегия погло-
щения, стратегия упрощения, стратегии 
УСНП и УСНФ, стратегия тривиального 
сокращения.

Стратегии УСНП и УСНФ совме-
стимы с другими стратегиями, т. к. при 
их использовании удаляются только такие 
секвенции, которые не могут участвовать 
в выводе формулы .ξ  Тривиальное сокра-
щение представляет собой частный случай 
применения поглощения. Стратегии по-
глощения и упрощения также совмести-
мы, поскольку отношение поглощения 
инвариантно относительно упрощения 
секвенций.

Следс твие . Сингулярная стратегия 
совместно с любой комбинацией стратегий 
для inv,

ξI  перечисленных в теореме 5, явля-
ется полной для inv .

ξIM

Пример решения задачи из ILTP  
обратным методом Маслова

Поясним принцип доказательства тео-
рем обратным методом и применение не-
которых стратегий на примере задачи 
SYN408+1 из библиотеки ILTP версии 
1.1.2. Необходимо вывести формулу:

 ( ( )) (  ( ( ) ( ))).x P x y P y Q y⊃ ∀ ⊃ξ = ¬∃

7 Напомним, что запись вида 'ψ ∈ ψ  означает, 
что ψ  критическим образом принадлежит ' .ψ  

8 Название стратегии связано с термином «син-
гулярная секвенция» – это секвенция, в сукце-
денте которой находится не более одной фор-
мулы. Использование сингулярных секвенций 
может помочь сузить пространство поиска вы-
вода.
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Будем строить вывод в исчислении 

inv
ξIM  с применением стратегий, описан-

ных выше. Начнём доказательство с при-
менения схемы аксиом (Px). Заметим, что 
формула ξ  содержит только два вхождения 
атомарных подформул P(x) и P(y), первое 
из которых является положительным вхож-
дением, а второе – отрицательным. Поэто-
му по правилу (Px) получаем единственную 
(с точностью до переименования перемен-
ных) аксиому:

1 1( ) { / } ( ) { / }P y y v P x x v⋅ ⋅
[(Px)]

В секвенции 1 1v  – это новая перемен-
ная. К данной секвенции применима стра-
тегия упрощения с применением правила 
( ).R∃  Поэтому заменим секвенцию 1 за-
ключением применения этого правила:

1( ) { / } ( )P y y v x P x ⋅ ε∃⋅  �
[( ) ( )]Px R+ ∃ .

Эту секвенцию можно дальше упростить 
с применением правила ( ).L¬ :

1( ) , ( ) { / }x P x P y y v⋅ ε ⋅¬∃� 
[( ) ( ) ( )]Px R L+ ∃ + ¬ .

Дальнейшие упрощения секвенции 1 
невозможны. Применим к этой секвенции 
правило 1( ).R ⊃ :

1( ) ( ( ) ( )) { / }x P x P y Q y y v⋅ ε ⋅¬∃ ⊃� 

1[( ) : 1]R ⊃ .

Поскольку формула ξ  не содержит 
отрицательных вхождений ∨, то прави-
ло ( )R∀  входит в список ξℜ . Но так как 
в сукцеденте секвенции 2 стоит формула с 
главным символом ⊃, то эту секвенцию мы 
не можем упростить с применением ( )R∀ 9.  
Поэтому получаем новую секвенцию по 
правилу ( ).R∀  Ограничение на собствен-
ную переменную в данном случае выпол-
няется: переменная 1v  не входит свободно 
в заключение: 

( )  ( ( ) ( ))x P x y P y Q y⋅ ε ∀¬ ⊃ ε∃ ⋅� 

[( ) : 2]R∀ .

Полученную секвенцию уже можно 
упростить с применением 2( ).R ⊃ :

( ) ( ( ))

(  ( ( ) ( )))

x P x x P x

y P y Q y

⋅ ε ⊃∃
⊃ ⊃
¬

∀ ⋅ ε
¬∃� 

2[( ) ( ) : 2]R R∀ + ⊃ .

Завершим доказательство, применив 

3( )R ⊃  к секвенции 3 (ñ   ).θ= ε :

( ( )) (  ( ( ) ( )))x P x y P y Q y⊃ ∀ ⊃ ⋅ ε¬∃

3[( ) : 3]R ⊃ .

Запишем полученный вывод формулы 
в виде дерева вывода (в данном примере 
«дерево» состоит из одной ветви), содер-
жащего «укрупнённые» применения пра-
вил, в соответствии со стратегией упро-
щения:

9 Вообще говоря, в данном случае такое упро-
щение допустимо, т. к. ни одна секвенция, вы-
водимая из секвенции 2, не может содержать 
вхождение P(y) в антецеденте. Нетрудно видо-
изменить соответствующее условие в стратегии 
упрощения, чтобы учесть такие случаи.

1
1

1
2

3

( ) , ( ) { / } ( )
( ) ( ( ) ( )) { / } ( ) ( )

( ) ( ( )) (  (

( ) (

( ) ( )))
( )

( ( )) (  ( ( ) ( )))

) ( )
x P x P y y v R

x P x P y Q y y v R R
x P x x P x y P y Q y

R
x P

Px R

x y P y Q y

L
⋅ ε ⋅ ⊃

⋅ ε ⊃ ⋅ ∀ + ⊃
⋅ ε ¬∃ ⊃ ∀ ⊃

+ ∃ + ¬
¬

⋅ ε ⊃
¬∃

∃
¬∃

¬∃
⊃ ∀ ⊃ ⋅ ε

� 
� 

� 


1

2

3

(

( )

( ) ( )

(

(

) ( ) )

)

R

R

x R

R

P L

R

⊃

∀ + ⊃

+ ¬

⊃

∃ +

Заметим, что кроме секвенций 1–4 мы 
могли бы вывести и некоторые другие сек-
венции. Например, применив к (упрощён-
ной) секвенции 1 правило 1( )R ⊃  с другой 
боковой формулой, можно получить сле-
дующую секвенцию:

1( ) { / } ( ( ))

(  ( ( ) ( ))) .

P y y v x P x

y P y Q y

⋅ ⊃

⊃ ∀ ⊃ ⋅ ε

¬∃

Однако из этой секвенции нельзя вы-
вести формулу .ξ  Действительно, можно 

заметить, что эта секвенция принадлежит 
множеству 1,U_form  и по стратегии УСНФ 
её можно удалить.
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Программная реализация и результаты  
экспериментов

Автором статьи разработана программа 
АДТ WhaleProver для вывода формул в ин-WhaleProver для вывода формул в ин- для вывода формул в ин-
туиционистских исчислениях inv

ξIM  и inv,
ξI  

в ряде их модификаций, а также в клас-
сическом исчислении inv

ξC  из статьи [15]. 
Программа написана на C++, в ней ис-C++, в ней ис-++, в ней ис-
пользуется вариант алгоритма «given clause 
algorithm» [19], адаптированный для поиска 
выводов в исчислениях обратного метода 
(подробнее описание алгоритма см. в [12]).

В программе используются стратегии 
прямого и обратного поглощения: при пря-
мом поглощении удаляется вновь порож-
дённая секвенция, если она поглощается 
какой-либо из выведенных ранее, а при об-
ратном поглощении удаляется одна из по-
рождённых ранее секвенций, если она по-
глощается новой секвенцией.

Программа WhaleProver использовалась 
в ряде экспериментов на задачах из би-
блиотеки ILTP [25] версии 1.1.2. Все экс-ILTP [25] версии 1.1.2. Все экс- [25] версии 1.1.2. Все экс-
перименты проводились на персональном 
компьютере с процессором Intel Core i5  
3.40 GHz, ОС Windows 7 и 16 Gb ОЗУ 
(программа запускалась на одном ядре в 

32-разрядном адресном пространстве, т. е. 
фактический объём используемой опера-
тивной памяти не превышал 2 Гб).

В частности, на выборке из 362 задач 
различной сложности проведено сравнение 
стратегий для исчисления inv .

ξIM  Основные 
результаты представлены в табл. 2. Первый 
столбец содержит номера экспериментов, 
в следующих шести столбцах знаком «+» 
отмечены включённые в экспериментах 
стратегии, в последующих столбцах указа-
ны результаты экспериментов (сложность 
вывода – это число различных секвенций 
в дереве вывода, а длина вывода – это чис-
ло всех секвенций). В таблице стратегиям 
назначены сокращённые наименования: 
СИ – сингулярная стратегия, ТС – три-
виальное сокращение, УП – стратегия 
упрощения, УСНП и УСНФ – как раньше  
(см. выше), ОП – обратное поглощение.  
В каждом эксперименте использовалось 
прямое поглощение, чтобы при любой ком-
бинации других стратегий программа могла 
решить все 362 задачи. 

Для расчёта значений суммарного време-
ни работы программы каждый эксперимент 
повторялся 50 раз, при этом 95 % довери-

Таблица  2 

Сравнение стратегий поиска вывода

Экспе-
римент

СИ ТС УП УСНП УСНФ ОП
Средняя 
высота 
вывода

Средняя  
сложность  

вывода

Средняя 
длина  
вывода

Средний  
размер  
прост-
ранства  
поиска  
вывода

Сум-
марное 
время, с

1 + 19,4 34,5 85,8 1248,0 136,5

2 19,9 34,9 85,8 1242,9 170,4

3 + + 17,3 31,5 37,0 1042,5 106,5

4 + + 6,9 14,3 38,4 189,6 5,6

5 + + 19,5 34,6 86,0 998,6 73,9

6 + + 19,5 34,5 85,8 1004,8 93,5

7 + + + + + 5,2 11,3 14,0 104,4 2,3

8 + + + + 5,2 11,3 13,3 106,2 2,7

9 + + + + + + 5,3 11,4 14,0 103,2 2,8

10 + + + + + 5,2 11,4 13,3 105,2 3,1
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тельный интервал не превышал ±3 % от каж-
дого из приведённых в таблице значений.

Эксперименты 3–6 показывают, что 
стратегия упрощения существенно опережа-
ет другие стратегии по основным оценивае-
мым критериям (время и размер простран-
ства поиска вывода). Новая стратегия УСНФ 
оказалась по тем же показателям эффектив-
нее стратегии тривиального сокращения.

Сравнение экспериментов 1 и 2, 7 и 8, 9 
и 10 показывает, что сингулярная стратегия 
позволяет уменьшить время решения задач. 
Эффект от использования этой стратегии 
максимален, когда другие стратегии отклю-
чены, и уменьшается при включении всех 
остальных стратегий.

Максимальная эффективность програм-
мы достигается при включении всех стра-
тегий (эксперимент 9) или всех, кроме об-
ратного поглощения (эксперимент 7). При 
этом отключение обратного поглощения 
позволяет даже уменьшить время решения 
задач (проверка поглощения является до-
статочно затратной операцией).

Конфигурация из эксперимента 7 с 
небольшими дополнительными оптими-
зациями использовалась при сравнении 
программы WhaleProver с существующими 
аналогами на задачах из ILTP. Програм-ILTP. Програм-. Програм-
ма решила 811 задач с лимитом времени 
100 с на каждую, что на 183 задачи боль-
ше, чем могла решить предыдущая версия 
программы [12]. Для сравнения, результа-
ты тестирования других программ АДТ для 
интуиционистской логики первого порядка 
(с лимитом времени 600 с), опубликован-
ные на сайте ILTP [29], варьируются от 268 
(JProver) до 690 (ileanCoP) решённых задач. 

Существуют и более свежие независимые 
результаты тестирования других программ 
на библиотеке ILTP: программа Imogen ре-ILTP: программа Imogen ре-: программа Imogen ре-Imogen ре- ре-
шила 857 задач [20], программа nanoCoP-i 
доказала 700 теорем [23], а новая версия 
программы ileanCoP 1.2 доказала 717 тео-ileanCoP 1.2 доказала 717 тео- 1.2 доказала 717 тео-
рем [23]. Таким образом, результаты про-
граммы WhaleProver сопоставимы с резуль-WhaleProver сопоставимы с резуль- сопоставимы с резуль-
татами лучших аналогов.

Отметим, что сравнение с опублико-
ванными на сайте [29] результатами других 
программ соответствует методике, рекомен-
дуемой признанными экспертами в области 
АДТ [27]. Суть этой методики наглядно де-
монстрирует рисунок (зависимость количе-
ства решённых задач от лимита времени на 
каждую задачу). Начиная с некоторой точ-
ки, прирост числа решённых задач практи-
чески прекращается, поэтому результаты 
программ существенно не изменятся при 
линейном увеличении частоты процессора 
или объёма ОЗУ.

Таким образом, сравнение является 
корректным, несмотря на то, что результа-
ты разных программ получены на разных 
вычислительных машинах.

Часть задач из ILTP имеет «интуи-ILTP имеет «интуи- имеет «интуи-
ционистский статус»: теорема или лож-
ное утверждение. Из 811 задач, решённых 
программой WhaleProver (621 утверждение 
доказано и 190 опровергнуто), 632 имеют 
«интуиционистский статус» (или его мож-
но определить по «классическому статусу»), 
при этом результат программы соответству-
ет этому статусу (т. е. корректен). В чис-
ло этих 632 задач входят 70 задач, которые 
не были решены ни одной из шести про-
грамм, официальные результаты которых 

Количество решённых задач при увеличении лимита времени
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представлены на сайте ILTP [29]: JProver, 
ft-C, ft-Prolog, ileanSeP, ileanTAP, ilean--C, ft-Prolog, ileanSeP, ileanTAP, ilean-C, ft-Prolog, ileanSeP, ileanTAP, ilean-, ft-Prolog, ileanSeP, ileanTAP, ilean-ft-Prolog, ileanSeP, ileanTAP, ilean--Prolog, ileanSeP, ileanTAP, ilean-Prolog, ileanSeP, ileanTAP, ilean-, ileanSeP, ileanTAP, ilean-ileanSeP, ileanTAP, ilean-, ileanTAP, ilean-ileanTAP, ilean-, ilean-ilean-
CoP (1.0). Если также учесть неопублико- (1.0). Если также учесть неопублико-
ванные данные регрессионного тестирова-
ния программы Imogen [16], то программа 
WhaleProver по сравнению со всеми семью 
программами решила 16 новых задач с из-
вестным статусом. Например, решены сле-
дующие задачи, которые содержат ложные 
(как классически, так и интуиционистски) 
утверждения: задача из области представле-
ния знаний KRS173+1, задачи из области 
обработки естественного языка NLP198+1 
(обработка фрагмента текста про «old 
dirty white Chevy») и NLP223+1 (обработ-
ка фразы «Vincent believes that every man  
smokes …»). Кроме того, программа 
WhaleProver позволяет решить ряд задач 
значительно быстрее других программ.

В программе WhaleProver также реали-WhaleProver также реали- также реали-
зован интерактивный режим: перед тем, как 
воспользоваться тактикой автоматического 
поиска вывода, пользователь может вручную 
упростить формулу с помощью простых так-
тик (подобно тому, как используются тактики 
в программе Coq) или ввести дополнитель-Coq) или ввести дополнитель-) или ввести дополнитель-
ные леммы. Такой режим позволяет решить 
некоторые задачи, которые не удаётся решить 
в полностью автоматическом режиме. 

Заключение

В настоящей статье рассмотрено интуи-

ционистское исчисление обратного метода 

inv
ξIM  для вывода формул логики первого 

порядка, которое отличается от существу-
ющих исчислений обратного метода ис-
пользованием мультиплярных секвенций 
(т. е. таких, которые могут содержать более 
одной формулы в сукцеденте). Для исчис-
ления inv

ξIM  и исчисления inv
ξI  из [15] адап-

тированы существующие и разработаны 
новые стратегии поиска вывода.

На основе разработанного алгорит-
ма поиска вывода, позволяющего комби-
нировать эти стратегии, удалось создать 
программу АДТ, решающую новые зада-
чи из библиотеки ILTP по сравнению с 
существующими аналогами. Выполнено 
сравнение эффективности исчислений и 
стратегий обратного метода. В частности, 
эксперименты показали, что использова-
ние мультиплярных секвенций не приво-
дит к сильному снижению эффективности 
программы: в исчислении inv,

ξI  по сравне-
нию с исчислением inv,

ξIM  время решения 
тестовых задач в среднем меньше лишь  
на 15−20 %.

В дальнейшем программу можно исполь-
зовать для апробации стратегий поиска вы-
вода, а также в качестве наглядного пособия 
в учебном курсе «Математическая логика». 
Ещё одна перспективная задача – интегра-
ция программы в существующие интерак-
тивные программы АДТ (Coq, Nuprl).
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