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Предложена единообразная форма представления процедуры симметри-
зации тензора эффективных напряжений, содержащая классические аддитив-
ную и мультипликативную схемы как частные случаи. Проведено сравнение 
различных вариантов симметризации тензора эффективных напряжений для 
однонаправленного поврежденного материала с параллельными микротрещи-
нами и для двунаправленного поврежденного материала с системой ортого-
нальных микротрещин. Предложена процедура идентификации анизотропной 
поврежденности на основе методов акустической эмиссии.
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A uniform formulation of the effective stress tensor symmetrization procedure 
has been proposed. This form contains the classical additive and multiplicative 
symmetrization schemes as particular cases. Different options of symmetrization 
of the effective stress tensor for the unidirectionally damaged material with parallel 
microcracks and for the bidirectionally damaged material with a system of orthogonal 
microcracks were compared. The differences in any forms of the effective stress 
tensor were second-order infinitesimals for low damage levels. The differences in 
predictions from considered symmetrization schemes increased with the growth of the 
damage level and with that of the differences between the eigenvalues of damage. An 
identification procedure for anisotropic damage was proposed on the basis of acoustic 
emission methods and then it was discussed.
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Введение

Тензор эффективных напряжений (ТЭН) 
является одним из центральных понятий 
механики континуальных повреждений 

(МКП). Он был введен для одномерного 
случая в первых работах по механике по-
врежденного континуума Л.М. Качановым 
[1] и Ю.Н. Работновым [2]. Возникновение 
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и эволюция микродефектов (микротрещи-
ны и микропоры) приводит к сокращению 
эффективной площади несущих элементов 
квазиконтинуума, что в свою очередь при-
водит к эффекту возрастания внутренних 
напряжений (называемых эффективными), 
которые на макроуровне могут рассматри-
ваться в качестве осреднения реально дей-
ствующих на микроуровне напряжений в 
материале. Поэтому формулировки фено-
менологических определяющих уравнений, 
используемые в рамках МКП, как правило, 
связаны с заменой традиционного тензора 
напряжений Коши тензором эффективных 
напряжений.

Среди многочисленных обзоров отече-
ственных и зарубежных исследований, вы-
полненных с использованием МКП, следу-
ет упомянуть работы [3 – 7], отражающие 
современное состояние и обладающие пол-
нотой охвата ключевых аспектов. Возмож-
ности МКП были продемонстрированы 
при анализе процессов ползучести [5 – 10], 
пластичности [6, 11, 12], усталости [13 – 
17, 6], комбинации усталости и ползучести 
[6, 18], термоусталости [18] и хрупкого раз-
рушения [19, 20, 6, 7].

В зависимости от характера простран-
ственного и ориентационного распределе-
ния микродефектов могут использоваться 
скалярные [1, 2, 8, 21 и др.], векторные  
[22 – 24] и тензорные (второго [8, 25 – 28 
и др.], четвертого [29 –31] и восьмого [32] 
рангов) параметры поврежденности. Воз-
можны также различные подходы к опреде-
лению тензора поврежденности: 

на основе спектрального представления 
в собственном базисе, c заданием главных 
значений как относительных площадей де-
фектов в соответствующих направлениях 
[26]; 

на основе анализа морфологии микро-
трещин [25]; 

как к коэффициенту разложения в обоб-
щенном ряду Фурье для ориентационного 
распределения плотности микродефектов 
[5, 28]; 

путем введения эквивалентной нагру-
женной псевдонеповрежденной конфигура-
ции и анализа соответствующего градиента 
деформаций [28] (геометрический подход).

Следует отметить, что использование 
тензора поврежденности второго ранга по-
зволяет лишь описать поведение ортотроп-
ных материалов, но не более сложных групп 
симметрии. Однако ортотропного прибли-
жения оказывается вполне достаточно для 
широко распространенного на практике 
случая, когда повреждения вызваны микро-
растрескиванием, ориентационные свой-
ства которого определяются направлением 
действия максимальных растягивающих 
напряжений.

В общем случае ТЭН, соответствующий 
тензору поврежденности второго ранга, ока-
зывается несимметричным [26]. Корректное 
использование несимметричного тензора 
напряжений приводит к необходимости 
рассмотрения моделей сред Коссера и/или 
микрополярных сред. Для того чтобы избе-
жать значительного усложнения модели, в 
ряде работ предлагается симметризировать 
полученный несимметричный тензор. В ли-
тературе предложены различные варианты 
симметризации ТЭН [26, 33, 34].

Целью данного исследования является 
сравнительный анализ различных вариан-
тов симметризации ТЭН и последующий 
поиск единой однопараметрической фор-
мулировки, содержащей известные опреде-
ления в качестве частных случаев.

Тензор эффективных напряжений

Изотропная поврежденность. В простей-
шем случае при одноосном растяжении 
силой F прямолинейного стержня попереч-
ной площади S, часть которой SD занимают 
микродефекты, эффективное напряжение 
σ  (действует в неповрежденном материале 
вне пустот) определяется из условия 

( ).DF S S S S= σ = σ = σ −

Если ввести поврежденность как долю 
площади поперечного сечения стержня, 
занятую дефектами / ,DD S S=  то эффек-
тивное напряжение /F Sσ =  выразится 
через традиционное понятие напряжения 

/F Sσ =  равенством 

/ (1 ).Dσ = σ −

В общем случае при многоосном на-
пряженном состоянии изотропного по-
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врежденного материала также использует-
ся скалярный параметр поврежденности D 
(0 1).D≤ ≤  Тогда ТЭН определяется сле-
дующим выражением:

–σ 1
1 D

=
−

σ.

Поврежденность при этом представляет 
собой поверхностную плотность микроде-
фектов и определяется равенством 

/ ,DD S S= δ δ

где δSD – площадь дефектов на произволь-
но ориентированной элементарной пло-
щадке δS. При отсутствии повреждений  
(D = 0) ТЭН ‾σ идентичен тензору напряже-
ний Коши σ.

При использовании гипотезы эквива-
лентности деформаций (‾ε = ε) тензор упру-
гих модулей поврежденной среды 4 eC  (для 
которого в упругом состоянии справедливо 
выражение ‾σ 4 e= ⋅ ⋅C ε) связан с тензором 
начальных модулей упругости (неповреж-
денного материала) eC4  (для которого  
‾σ 4 e= ⋅ ⋅C ‾ε) равенством

4 4(1 ) .e eD= −C C

Альтернативное представление можно 
получить в случае использования гипоте-
зы эквивалентности (упругих) энергий; оно 
имеет вид

4 2 4(1 ) .e eD= −C C

Анизотропная поврежденность. Элемен-
тарная ориентированная площадка nδS в 
актуальной конфигурации трансформиру-
ется в эквивалентной нагруженной псев-
донеповрежденной конфигурации в Sδn .  
Аналогично рассмотренному выше одно-
мерному случаю, симметричный тензор по-
врежденности D можно ввести как элемент 
оператора линейного преобразования nδS в 

:Sδn  

( ) ,S S− ⋅ δ = δ1 D n n

где 1 – единичный тензор. 
Использование поврежденности в виде 

тензора второго ранга позволяет учесть 
анизотропию процесса накопления по-
вреждений (возникновение и рост микро-
трещин перпендикулярно направлению 

действия максимальных главных напряже-
ний). Вследствие условия совпадения ре-
зультирующих векторов «традиционных» и 
эффективных напряжений, приходим к со-
отношению 

σ S⋅ δ =n  ‾σ ,S⋅ δn

откуда можем определить ТЭН [9]:

‾σ = σ 1 ( ) .−⋅ −1 D

В общем случае ТЭН, введенный опре-
делением (4), оказывается несимметрич-
ным. Симметричность наблюдается при 
изотропной поврежденности ,D=D 1  а 
также при соосности тензора напряжений 
σ и тензора поврежденности D.

В общем случае, не ограниченном рас-
смотрением только тензоров поврежден-
ности второго ранга, связь между эффек-
тивными и традиционными напряжениями 
осуществляется с помощью тензора влия-
ния поврежденности четвертого ранга 4M  
и представляет собой линейное преобразо-
вание общего вида [32]:

‾σ = 44= ⋅ ⋅M σ.

Для рассмотренных случаев изотропной 
(1) и анизотропной (4) поврежденностей 
тензоры влияния определяются следующи-
ми выражениями:

4 1
( ),

2(1 )D
= ⊗ + ⊗

−
M 1 1 1 1

4 1 11
[ ( ) ( ) ],

2
− −= ⊗ − + ⊗ −M 1 1 D 1 1 D

где использованы символы непрямого диа-
дного умножения 

( ) ,ijkl ik jlA B⊗ =A B  ( ) .ijkl il jkA B⊗ =A B

Появление двух слагаемых в правых ча-
стях выражений (4) и (5) обусловлено уче-
том симметрии тензора 

σ = σS = (1/2)(σ + σT), 

где (...)S  и (...)T  – операции симметриза-
ции и транспонирования (перестановки 
индексов) тензора второго ранга. 

Например, при получении выражения 
(4), как следствие формулы (1) имеем:
(1 – D) ‾σ = σ = 1·σ·1 = 1·(1/2)(σ + σT)·1 =

(1)

(2)

(4)

(5)

(3)
(6)

(7)
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(1 / 2)( )

(1 / 2)( )
i j ik km mj ik mk mj

i j ik mj im kj km

= ⊗ δ σ δ + δ σ δ =

= ⊗ δ δ + δ δ σ =

e e

e e

(1 / 2)( )= ⊗ + ⊗ ⋅ ⋅1 1 1 1  σ, 

где ikδ  – символ Кронекера, ⊗  – символ 
прямого диадного умножения 

( ) .ijkl ij klA B⊗ =A B

При использовании гипотезы экви-
валентности деформаций тензор упругих 
модулей поврежденной среды 4 eC  связан 
с тензором начальных модулей упругости 
4 eC  равенством

4 4 1 4 .e e−= ⋅ ⋅C M C

В случае использования гипотезы экви-
валентности энергий получается равенство

4 4 1 4 4 .e e T− −= ⋅ ⋅ ⋅ ⋅C M C M

Симметризация тензора эффективных  
напряжений

Явные схемы. Простейший вариант сим-
метризации ТЭН, предложенный С. Мура-
ками и Н. Оно [26], связан с вычислени-
ем симметричной части от тензора второго 
ранга, фигурирующего в правой части ра-
венства (4):

‾σ 11
[( )

2
−= − ⋅1 D  σ + σ 1 ( ) ].−⋅ −1 D

Тензор влияния поврежденности может 
быть получен как прямое следствие форму-
лы тензора (10) в виде

4 1 1

1 1

1
[ ( ) ( )

4

 ( ) ( ) ].

− −

− −

= ⊗ − + ⊗ − +

+ − ⊗ + − ⊗

M 1 1 D 1 1 D

1 D 1 1 D 1

Матрица, соответствующая тензору вли-
яния поврежденности (11), в главных осях 

1 2 3, ,n n n  тензора поврежденности 

1 1 1 2 2 2 3 3 3D D D= ⊗ + ⊗ + ⊗D n n n n n n
имеет вид:

11

22

33

44

55

66

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0
[ ] ,

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

M

M

M

M

M

M

 
 
 
 

=  
 
 
 
  

M

где диагональные элементы, связывающие 
нормальные и касательные компоненты 
напряжений, определяются выражениями 
различной структуры: 

11
1

44
1 2

1
,

1

1 1 1
.

2 1 1

M
D

M
D D

=
−

 
= + − − 

Элементы матрицы M22  и M33 вычис-
ляются аналогично M11. Элементы M55 и 
M66 находятся аналогично M44, – на осно-
ве циклической перестановки индексов  
1 → 2 → 3 → 1 … .

Матрица (12) является диагональной, 
благодаря выбору системы координат, свя-
занной с главными осями D. В общем слу-
чае для произвольной системы координат 
она будет отлична от диагональной.

При получении матрицы [M] (12) была 
принята очередность индексов, соответ-
ствующая следующему порядку перечисле-
ния компонент тензора напряжений:

11 22 33 12 23 31{ , , , , , }.σ σ σ τ τ τ

Альтернативный вариант симметриза-
ции (4) был предложен в работе [33]:

‾σ 1/2( )−= − ⋅1 D σ 1/2 ( )−⋅ −1 D .

В случае соосности тензора напряжений 
и тензора поврежденности оба определения 
(10) и (14) совпадают.

Тензор влияния, соответствующий про-
цедуре мультипликативной симметризации 
(14), имеет вид:

4 1/2 1/2

1/2 1/2

1
[( ) ( )

2
 ( ) ( ) ].

− −

− −

= − ⊗ − +

+ − ⊗ −

M 1 D 1 D

1 D 1 D

Матрица, соответствующая тензору вли-
яния (15), в главных осях тензора повреж-
денности допускает представление также в 
виде диагональной матрицы (12), компо-
ненты которой вычисляются на основе вы-
ражений:

11
1

44

1 2

1
,

1

1
.

(1 )(1 )

M
D

M
D D

=
−

=
− −

(8)

(9)

(10)

(11)

(12)
(16)

(14)

(15)

(13)
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Так же, как и в предыдущем случае, эле-
менты матрицы M22  и M33 вычисляются ана-
логично M11, а элементы M55 и M66 находят-
ся аналогично M44, на основе циклической 
перестановки индексов 1 → 2 → 3 → 1 … . 
Следует отметить, что выражения для M11 в 
(13) и (16) совпадают.

В дальнейшем, для удобства изложения 
материала, преобразование, связанное с 
равенством (10), будем называть аддитив-
ной симметризацией, а с равенством (14) –  
мультипликативной симметризацией.

В данной работе предлагается использо-
вать единое универсальное представление 
для симметризованного ТЭН, содержащее 
варианты (10) и (14) как частные случаи. 
Предлагаемое представление имеет следую-
щий вид:

‾σ 
1

[( )
2

a−= − ⋅1 D σ (1 ) (1 ) ( ) ( )a a− − − −⋅ − + − ⋅1 D 1 D 

(1 ) (1 ) ( ) ( )a a− − − −⋅ − + − ⋅1 D 1 D σ  ( ) ],a−⋅ −1 D

где a – безразмерный скалярный параметр, 
изменяющийся в диапазоне от 0 до 1. 

При a = 0 или 1 получаем процеду-
ру аддитивной симметризации (10), при  
a = 1/2 – процедуру мультипликативной 
симметризации (14). 

Тензор влияния, соответствующий 
обобщенной процедуре симметризации 
(17), имеет вид

( ) (1 )4

(1 )

(1 )

(1 )

1
[( )

4
 ( ) ( )

 ( ) ( )

 ( ) ( ) ].

aa

a a

a a

a a

− −−

− − −

− − −

− − −

= − ⊗ − +

+ − ⊗ − +

+ − ⊗ − +

+ − ⊗ −

M 1 D 1 D

1 D 1 D

1 D 1 D

1 D 1 D

Матрица для тензора влияния (18), в 
главных осях тензора поврежденности опре-
деляется матрицей диагонального вида (12), 
где

11
1

44 1
1 2

1
1 2

1
,

1

1 1
2 (1 ) (1 )

1
.

(1 ) (1 )

a a

a a

M
D

M
D D

D D

−

−

=
−


= + − −


+ − − 

M22 и M33 вычисляются аналогично M11, 
так же как и M55 и M66 находятся аналогич-
но M44, на основе циклической перестанов-
ки индексов 1 → 2 → 3 → 1 … .

В качестве дальнейшего обобщения 
представления (17) можно рассмотреть такое 
двухпараметрическое представление:

‾σ 
1

[( )
2

a−= − ⋅1 D σ  ( ) ( )b b− −⋅ − + − ⋅1 D 1 D

 ( ) ( )b b− −⋅ − + − ⋅1 D 1 D σ  ( ) ].a−⋅ −1 D

Оно содержит выражение (17) при  
b = 1 – a как частный случай. Процедура 
симметризации (20) позволяет учесть вари-
ант ТЭН, предложенный Беттеном в статье 
[27], имеющий вид

‾σ 1( )−= − ⋅1 D σ 1 ( ) ,−⋅ −1 D

а также независимость в выборе показа-
телей в степенях напряжений σ и тензора 
сплошности Ψ = −1 D  в обобщенных фор-
мулировках определяющих уравнений пол-
зучести [8].

Тензор влияния, соответствующий двух-
параметрической процедуре симметризации 
(20), определяется следующим равенством:

4 1
[( ) ( )

4

 ( ) ( ) ( ) ( )

 ( ) ( ) ].

a b

a b b a

b a

− −

− − − −

− −

= − ⊗ − +

+ − ⊗ − + − ⊗ − +

+ − ⊗ −

M 1 D 1 D

1 D 1 D 1 D 1 D

1 D 1 D

Неявные схемы. В работах [33, 34] рас-
сматривается возможность неявного зада-
ния ТЭН в виде решения следующего урав-
нения:

‾σ 
1

[( )
2

= − ⋅1 D  ‾σ + ‾σ  ( )].⋅ −1 D

Условия для определения симметрично-
го ТЭН, получаемого путем неявной адди-
тивной симметризации (22), обсуждаются в 
работе [34].

При введении предположения о симме-
тричности ТЭН, которое выражается как

‾σ = ‾σS = (1/2)(‾σ + ‾σT),

тензор влияния определяется в следующем 
виде:

4

1

1
( )

2

1
( ) .

4

−

= ⊗ + ⊗ −

− ⊗ + ⊗ + ⊗ + ⊗ 

M 1 1 1 1

1 D 1 D D 1 D 1

(17)

(19)

(18)

(20)

(21)

(22)

(23)
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4

1

1
( )

2

1
( ) .

4

−

= ⊗ + ⊗ −

− ⊗ + ⊗ + ⊗ + ⊗ 

M 1 1 1 1

1 D 1 D D 1 D 1

Матрица, соответствующая тензору влия-
ния (23), в главных осях тензора поврежден-
ности имеет вид (12), где  

11
1

44
1 2

1
,

1

1
.

1
2

M
D

M
D D

=
−

=
+

−

Как и в предыдущих случаях, элементы 
матрицы M22  и M33 вычисляются аналогич-
но M11, а элементы M55 и M66 находятся ана-
логично M44, на основе циклической пере-
становки индексов 1 → 2 → 3 → 1 … .

Неявная мультипликативная симметри-
зация определяется выражением

σ 1/2( )−= − ⋅1 D  ‾σ 1/2 ( ) ,−⋅ −1 D .

Очевидно, что данное определение не 
отличается от варианта явной мультиплика-
тивной симметризации (14).

В качестве обобщения неявных схем 
симметризации (22) и (25) может рассматри-
ваться однопараметрическое представление 
следующего вида:

σ 
1

[( )
2

a= − ⋅1 D  ‾σ 1 1 ( ) ( )a a− −⋅ − + −1 D 1 D

1 1 ( ) ( )a a− −⋅ − + −1 D 1 D · ‾σ  ( ) ],a⋅ −1 D

где a – безразмерный скалярный параметр, 
изменяющийся в диапазоне от 0 до 1 (как и 
для представления (17)).

При 0a =  (или 1a = ) получаем проце-
дуру аддитивной симметризации (22), при 

1 / 2a =  – процедуру мультипликативной 
симметризации (25).

Тензор влияния, соответствующий 
обобщенной процедуре симметризации 
(26), имеет вид:

4 1

1 1

1 1

4[( ) ( )

 ( ) ( ) ( ) ( )

 ( ) ( ) ] .

a a

a a a a

a a

−

− −

− −

= − ⊗ − +

+ − ⊗ − + − ⊗ − +

+ − ⊗ −

M 1 D 1 D

1 D 1 D 1 D 1 D

1 D 1 D

Матрица влияния, записанная в глав-
ных осях тензора поврежденности, имеет 
вид (12), где 

11
1

1
44 1 2

1 1
1 2

1
,

1

2[(1 ) (1 )

 (1 ) (1 ) ] .

a a

a a

M
D

M D D

D D

−

− −

=
−

= − − +

+ − −

Как и для вышеприведенных случаев, 

22M  и 33M  вычисляются аналогично 11,M  
так же как и 55M  и 66M  находятся анало-
гично 44,M  на основе циклической пере-
становки индексов 1 → 2 → 3 → 1 … .

Возможность явного выполнения ин-
версии, присутствующей в тензоре (27), 
реализована при вычислении элементов 
матрицы (28), благодаря диагональному 
виду матрицы влияния (12) в главных осях 
тензора поврежденности.

Сравнительный анализ различных вариантов 
симметризации

Сравнение результатов, получаемых с 
использованием различных процедур явной 
(см. формулы (10), (14), (17))  и неявной 
(формулы (22), (25), (26)) симметризации, 
осуществлялось для двух идеализирован-
ных вариантов поврежденного материала с 
различной микроструктурой:

система одинаково ориентированных 
(параллельных) микротрещин (вертикаль-
ных или наклонных, см. рис. 1, a, b), пе-
риодически повторяющихся в двух направ-
лениях;

система ортогональных микротрещин 
различной длины в каждом из направле-
ний (см. рис. 1, с), периодическая в двух 
направлениях.

На макроуровне материал рассматрива-
ется как однородный. Информация о ми-
кроструктуре на макроуровне учитывается 
только путем введения тензора поврежден-
ности. Тензорный характер поврежденно-
сти обеспечивает возможность учета ани-
зотропии свойств начально изотропного 
материала.

Система параллельных микротрещин. 
Тензор поврежденности в рассматриваемом 
случае (см. рис. 1, b) имеет вид

1 1 1,D= ⊗D nn

где 1D  – максимальное собственное значе-
ние тензора поврежденности 1(0 1),D≤ ≤  

(23)

(24)

(25)

(26)

(27)

(28)

(29)
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определяемое соотношением между длиной 
микротрещины и размером неповрежден-
ной перемычки (расстояние между ближай-
шими вершинами соседних коллинеарных 
трещин); n1 – нормаль к берегам микротре-
щин.

Особый интерес представляет простей-
ший случай системы вертикальных микро-
трещин (рис. 1, а, где 0,ϕ =  1D= ⊗D i i ), 
допускающий наглядную интерпретацию 
результатов. При одноосном растяжении 
макрообразца в направлении, перпендику-
лярном ориентации микротрещин, в нем 
на макроуровне будет реализовано одно-
осное однородное напряженное состояние; 
тензор напряжений выражается как 

σ 11 .= σ ⊗i i

Этот тензор является соосным с тензо-
ром поврежденности. В данном случае про-
гнозы всех рассмотренных выше аддитив-
ных и мультипликативных явных и неявных 
процедур симметризации ТЭН совпадают:

11
11

1

.
1 D

σ
σ =

−

Этот очевидный результат можно было 
получить и из сопоставления матриц влия-
ния [M] для рассматриваемых вариантов 
определения ТЭН. Все матрицы (13), (16), 
(19), (24) и (28) в главных осях тензора по-
врежденности имеют одинаковые первые 
диагональные элементы M11.

Аналогичное утверждение справедливо 
также для второго и третьего диагональных 

элементов. Отличия наблюдаются только в 
четвертом, пятом и шестом диагональных 
элементах матриц влияния. Это указывает 
на возможность появления различий при 
сдвиговом воздействии.

При плоском чистом сдвиге, тензор на-
пряжений которого имеет вид 

σ 12( ),= τ ⊗ + ⊗i j j i

наблюдается различие в прогнозах ТЭН. 
Формулы для вычисления отношений 

12 12/ ,τ τ  полученных как величины M44  
при 1 0D ≠  и 2 0,D =  для всех рассмотрен-
ных выше аддитивных и мультипликатив-
ных, явных и неявных процедур симметри-
зации представлены в таблице. На основе 
полученных соотношений проведено срав-
нение различных схем симметризации, ре-
зультаты которого показаны на рис. 2.

Наибольшие абсолютные значения от-
ношения 12 12/τ τ  наблюдаются для явной 
аддитивной схемы симметризации (10) (см. 
рис. 2, a) во всем диапазоне изменения 
поврежденности. Наименьшие значения 

12 12/τ τ  соответствуют неявной аддитивной 
схеме симметризации (22). Кривые, соот-
ветствующие мультипликативной симме-
тризации (явная (14) и неявная (25) схемы 
дают в этом случае совпадающий резуль-
тат), занимает промежуточное положение 
(рис. 2, a).

В отличие от явной, неявная схема ад-
дитивной симметризации не демонстрирует 
сингулярности 12 12/τ τ  при стремлении 1D  
к единице.

b)a) c)

Рис. 1. Идеализированные варианты материала с повреждениями:
представлены системы вертикальных (a), односторонне направленных, наклонных (b) и ортогональных (с) 

микротрещин

(30)
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Следует отметить, что сравнение вторых 
инвариантов ТЭН для рассмотренных схем 
симметризации со вторым инвариантом 
несимметричного ТЭН (4) указало на то, 
что наиболее близкий к (4) прогноз дается 
явной аддитивной схемой (10).

Результаты анализа влияния параметра 
a на отношение 12 12/τ τ  при фиксирован-
ном значении D1 = 0,8 показаны на рис. 2, b.  

Наибольшие различия значений 12 12/τ τ  в 
явной (17) и неявной (26) схемах симметри-
зации ТЭН наблюдаются при 0a =  и 1a =  
(соответствуют случаю аддитивной сим-
метризации) и составляют 45 %. Различия 
между аддитивной и мультипликативной 
процедурами явной симметризации состав-
ляет 25 %. C ростом уровня поврежден-C ростом уровня поврежден- ростом уровня поврежден-
ности D1 указанные различия будут расти  

Таблица

Отношения ‾τ12 / τ12 при плоском чистом сдвиге в системе вертикальных микротрещин

Процедура симметризации
ТЭН

Базовая
формула 12 12/τ τ

Номер 
кривой 

на рис. 2

Явная

аддитивная (10)
1

1 1
1

2 1 D

 
+ − 

1

мультипликативная (14)
1

1

1 D− 2

обобщенная (17) 1
1 1

1 1 1
2 (1 ) (1 )a aD D −

 
+ − − 

4

Неявная

аддитивная (22)
1

1
1 / 2D− 3

мультипликативная (25)
1

1

1 D− –

обобщенная (26) 1
1 1

2
(1 ) (1 )a aD D −− + − 5

Рис. 2. Зависимость величины 12 12/τ τ  от поврежденности D1  (a) и параметра a (при значении  
D1 = 0,8) (b) в системе вертикальных микротрещин для различных вариантов симметризации  

тензора эффективных напряжений (см. таблицу)

b)a)
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(см. рис. 2, a). Важно отметить, что отно-
шение 12 12/τ τ  при явной симметризации 
всегда не меньше, чем при неявной.

В отличие от случая вертикальных ми-
кротрещин (см. рис. 1, a, 0ϕ = ), при ана-
лизе материала с наклонными микротре-
щинами (рис. 1, b, 0ϕ ≠ ), при одноосном 
растяжении представительного объема, 
ТЭН будет содержать не одну, а три нену-
левых компоненты, и для каждой из них 
будут наблюдаться различия в прогнозах 
процедур симметризации. Результаты вы-
числения отношения 11 11/σ σ  при одно-
осном нагружении, когда 

σ 11 ,= σ ⊗i i  1 1 1,D= ⊗D n n

для рассмотренных явных (17) и неявных 
(26) методов симметризации определяются 
соответственно следующими уравнениями:

4 411

11 1

2 2
1

1 1

1
cos sin

1

1 1
sin cos ,

(1 ) (1 )a a

D

D D −

σ
= ϕ + ϕ +

σ −

 
+ ϕ ϕ + − − 

4 411

11 1

2 2
1

1 1

1
cos sin

1

4
sin cos .

(1 ) (1 )a a

D

D D −

σ
= ϕ + ϕ +

σ −

 
+ ϕ ϕ  − + − 

Предельный анализ соотношений (31) и 
(32) при 1 1D → 0 показал, что различия для 
любых вариантов ТЭН имеют второй по-
рядок малости 2

1( ).O D
На рис. 3 представлено сравнение зна-

чений 11 11/ ,σ σ  полученных при помощи 
процедур явной аддитивной, явной муль-
типликативной и неявной аддитивной сим-
метризации при различных значениях угла 
ориентации микротрещин ϕ  и фиксиро-
ванном значении D1 = 0,8. Максимальное 
значение 11 11/σ σ  (как и для рассмотрен-
ного выше случая 12 12/τ τ  (см. рис. 2, a)) 
наблюдается для явной аддитивной схемы 
симметризации (10); наименьшее значе-
ние 11 11/σ σ  соответствует неявной адди-
тивной схеме симметризации (22); муль-
типликативная симметризация (явная и 
неявные схемы дают совпадающий резуль-
тат) занимает промежуточное положение  
(см. рис. 3). Максимальные различия зна-
чений 11 11/σ σ  для явной и неявной схем 
симметризации наблюдаются при 45 .ϕ = °

Характер изменения отношения 11 11/σ σ  
с ростом поврежденности 1D  для материа-
ла с наклонными микротрещинами в целом 
соответствует наблюдаемому для отношения 

12 12/τ τ  (сравните рис. 4, a и 2, a). Однако 
различия между прогнозами для различных 
схем симметризации ТЭН в рассматривае-

Рис. 3. Зависимости отношения 11 11/σ σ  от угла φ ориентации наклонных микротре-
щин для трех вариантов симметризации тензора эффективных напряжений: 
явная аддитивная, представлена формулой (10) (кривая 1); явная мультипликативная,  

ф-ла (14) (2); неявная аддитивная, ф-ла (22) (3)

(31)

(32)
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мом случае ( 45 )ϕ = °  менее значительные. 
Неявная аддитивная схема симметризации 
для 11 11/σ σ  в отличие от 12 12/τ τ  демон-
стрируют сингулярное поведение 11 11/σ σ  
при стремлении 1D  к единице.

Результаты анализа влияния параме-
тра a на отношение 11 11/σ σ  при фикси-
рованных значениях параметров D1 = 0,8 и  
φ = 45° для системы наклонных трещин по-
казаны на рис. 4, b. Так же, как и в случае 
вертикальных микротрещин для 12 12/τ τ  
(см. рис. 2, b), наибольшие различия в зна-
чениях 11 11/σ σ  для явной (31) и неявной 
(32) схем симметризации наблюдаются при 

0a =  и 1a =  (соответствуют случаю адди-
тивной симметризации ТЭН). Отношение 

11 11/σ σ  при явной симметризации ТЭН 
всегда не меньше, чем при неявной.

Система ортогональных микротрещин. 
Тензор поврежденности в рассматриваемом 
случае системы ортогональных микротре-
щин (см. рис. 1, c) имеет вид

1 1 1 2 2 2.D D= ⊗ + ⊗D n n n n

Величины 1D  и 2D  определяются соот-
ношением между длинами трещин и проме-
жутков между ними (расстояния между вер-
шинами соседних коллинеарных трещин) в 
направлениях n1 и n2 соответственно. n1 и n2 –  

это главные оси тензора поврежденности. 
Компоненты тензора поврежденности 1D  и 

2D  удовлетворяют ограничениям

10 1;D≤ ≤  20 1.D≤ ≤

Результаты вычисления отношения 

11 11/σ σ  для материала, поврежденного си-
стемой ортогональных микротрещин (см. 
рис. 1, с) с тензором D, определяемым по 
формуле (33), при одноосном нагружении, 
когда тензор напряжений выражается как

σ 11= σ ⊗i i ,
для рассмотренных ранее явных (17) и не-
явных (26) процедур симметризации опре-
деляются соответственно следующими 
уравнениями:

4 4
2 211

11 1 2

1 1
1 2 2 1

cos sin
sin cos

1 1

1 1
,

(1 ) (1 ) (1 ) (1 )a a a a

D D

D D D D− −

σ ϕ ϕ
= + + ϕ ϕ ×

σ − −

 
× + − − − − 

4 4
2 211

11 1 2

1 1
1 2 2 1

cos sin
sin cos

1 1

4
.

(1 ) (1 ) (1 ) (1 )a a a a

D D

D D D D− −

σ ϕ ϕ
= + + ϕ ϕ ×

σ − −

 
×  − − + − − 

Различие уравнений (34) и (35) состоит 

Рис. 4. Зависимости величины 11 11/σ σ  от поврежденности D1 (a) и параметра a  
(при значении D1 = 0,8) (b) в системе наклонных микротрещин (φ = 45°) для различных 

вариантов симметризации тензора эффективных напряжений: 
явная аддитивная, представлена формулой (10) (кривая 1); явная мультипликативная, ф-ла (14) (2); 

неявная аддитивная, ф-ла (22) (3); явная, ф-ла (31) (4); неявная, ф-ла (32) (5)

a) b)

(33)

(34)

(35)
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только в выражениях, стоящих в квадрат-
ных скобках.

Используя неравенство 

1 1 4
,

x y x y
+ ≥

+

справедливое при 0, 0,x y> >  несложно 
показать, что значение отношения 11 11/ ,σ σ  

вычисленное на основе формулы (34), всег-
да больше или равно соответствующего 
значения, найденного по формуле (35). Ра-
нее введенные равенства (31) и (32) входят 
как частные случаи в формулы (34) и (35) 
при 2 0.D =

Cравнение значений 11 11/ ,σ σ  най-
денных с использованием формул (34) и 
(35), показало, что максимум отношения 

11 11/σ σ  наблюдается  для явной аддитив-
ной схемы симметризации (10) (частный 
случай (34) при 0a = ) при всех значени-
ях угла ϕ ; минимальное значение 11 11/σ σ  
соответствует неявной аддитивной схеме 
симметризации (22) (частный случай (35) 
при 0a = ); мультипликативная симметри-
зация (явная и неявная схемы дают совпа-
дающий результат) занимает промежуточ-
ное положение. Максимальные различия 
значений 11 11/σ σ  для явной и неявной 
схем симметризации ТЭН наблюдаются 
при 45 .ϕ = °

Характер изменения 11 11/σ σ  с ростом 
поврежденностей 1D  и 2D  соответствует 
наблюдаемому для односторонне ориен-
тированных микротрещин (см. рис. 4, a). 
Зависимость 11 11 1 2/ ( , )D Dσ σ  для явной ад-
дитивной схемы симметризации ТЭН (10) 
показана на рис. 5.

Влияние 2D  на угловое распределение 

Рис. 5. Зависимость отношения 11 11/σ σ  от 
параметров поврежденности D1 и D2 в системе 
ортогональных микротрещин при значении  

φ = 45° для явной аддитивной симметризации 
(см. ф-лу (10)) 

Рис. 6. Зависимости величины 11 11/σ σ  от угла ориентации микротрещин для различных 
соотношений D1 и D2 при фиксированном значении D1 = 0,8.  

Значение D2 = 0,7 (кривая 1), 0,5 (2), 0,0 (3) 
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11 11/σ σ  при фиксированном значении 1D  
показано на рис. 6 для явной аддитивной 
схемы симметризации ТЭН (10). При стрем-
лении значения 2D  к 1D  кривая 11 11/σ σ  
стремится к окружности, соответствующей 
случаю изотропной поврежденности.

Изолинии 11 11/σ σ  на плоскости D1 – 
D2 (рис. 7), построенные с использованием 
различных схем симметризации ТЭН, по-
казывают, что различие в прогнозах уве-
личивается с ростом разницы между 1D  
и 2.D  При 1 2D D=  прогнозы совпадают. 
Наибольшее расхождение наблюдается при 
односторонне ориентированных микротре-
щинах с 1 0D =  или 2 0D =  (см. рис. 7). Раз-
брос по углам ориентации микротрещин 
сглаживает расхождение в прогнозах схем 
симметризации ТЭН .

Влияние скалярного параметра a на от-
ношение 11 11/σ σ  для материала, повреж-
денного системой ортогональных микро-
трещин, имеет характер, аналогичный  
ранее рассмотренному варианту односто-
ронне ориентированных микротрещин (см. 
рис. 4, b). Значения отношения 11 11/σ σ  при 

явной симметризации ТЭН всегда больше 
или равны соответствующим значениям 
при его неявной симметризации при лю-
бых допустимых значениях 1,D  2D  и ,ϕ  что 
непосредственно следует из анализа вида 
соотношений (34) и (35).

Идентификация компонент тензора  
поврежденности

Известные методы оценки поврежден-
ности основаны на измерении физических 
величин [35]: модулей упругости и плотно-
сти материала, его микротвердости, скоро-
сти распространения в материале ультра-
звуковых волн, деформаций ускоренной 
стадии ползучести, электрического сопро-
тивления материала и др. 

При анализе анизотропной поврежден-
ности представляются перспективными ме-
тоды акустической эмиссии, основанные 
на измерении анизотропии акустоупругих 
свойств твердого тела [36, 37].

Фазовые скорости v распространения 
плоской монохроматической волны 

exp ( )ik vt= ⋅ −u A N r

в направлении N в упругой среде, характе-
ризуемой тензором модулей упругости 4 ,eC  
определяются на основе решения уравне-
ния 

4 2det( ) 0,e v⋅ ⋅ − ρ =N C N

представляющего собой условие определе-
ния собственных чисел акустического тен-
зора 

4 .e⋅ ⋅N C N

Выше нами введено обозначение ρ для 
плотности материала. При использовании 
гипотезы эквивалентности деформаций (8) 
уравнение для определения скоростей рас-
пространения волн v  в поврежденной сре-
де с тензором модулей упругости 

4 4 1 4e −= ⋅ ⋅C M C

имеет вид
4 1 4 2det ( ) 0.e v−⋅ ⋅ ⋅ ⋅ − ρ =N M C N

Решение уравнения (36) в общем случае 
имеет громоздкий вид. Упрощения можно 
достичь, если рассматривать распростране-

Рис. 7. Изолинии значений 11 11/σ σ   
на плоскости D1 – D2  для различных схем  

симметризации ТЭН:
явная аддитивная, ф-ла (10) (кривая 1);  
явная мультипликативная, ф-ла (14) (2);  

неявная аддитивная, ф-ла (22) (3)

(36)
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ние волны в направлении одной из главных 
осей тензора поврежденности, например 
вдоль третьей оси 3.=N n  В этом случае 
для начально изотропного или для началь-
но ортотропного материала (при условии 
совпадения осей упругой анизотропии с 
главными осями тензора поврежденности) 
акустический тензор имеет диагональный 
вид и решение уравнения (36) допускает 
простое компактное представление:

1 1
3 33 33

1 1
2 55 55

1 1
1 66 66

,

,

,

e

e

e

v M C

v M C

v M C

− −

− −

− −

 = ρ

 = ρ


= ρ

где 3v  – скорость распространения про-
дольной волны в направлении 3;n  1,v  2v  – 
скорости поперечных волн в направлениях 

1n  и 2n  соответственно.
Для начально изотропного упругого 

материала, характеризуемого константами 
Ляме λ, μ и определяемого тензором упру-
гих модулей вида

4 ( ),e = λ ⊗ + µ ⊗ + ⊗C 1 1 1 1 1 1

при использовании явной схемы симме-
тризации (17), с учетом формулы (19), как 
следствие соотношений (37) получаем сле-
дующие выражения для скоростей:

1/2
3 3

1
2 3 2

1 1 1/2
3 2

1
1 3 1

1 1 1/2
3 1

{(1 )( 2 ) / } ,

{[(1 ) (1 )

 (1 ) (1 ) ] 2 / } ,

{[(1 ) (1 )

 (1 ) (1 ) ] 2 / } .

a a

a a

a a

a a

v D

v D D

D D

v D D

D D

− −

− − −

− −

− − −

 = − λ + µ ρ


= − − +
+ − − µ ρ
 = − − +
+ − − µ ρ

При использовании неявной схемы сим-
метризации (26), с учетом формулы (28), 
как следствие соотношений (37) получаем 
альтернативные выражения для скоростей:

1/2
3 3

1
2 3 2

1 1/2
3 2

1
1 3 1

1 1/2
3 1

{(1 )( 2 ) / } ,

{[(1 ) (1 )

 (1 ) (1 ) ] / 2 / } ,

{[(1 ) (1 )

 (1 ) (1 ) ] / 2 / } .

a a

a a

a a

a a

v D

v D D

D D

v D D

D D

−

−

−

−

 = − λ + µ ρ


= − − +
+ − − ⋅ µ ρ
 = − − +
+ − − ⋅ µ ρ

Выражения для скоростей 1 2 3, ,v v v  (39) 

или (40) могут рассматриваться как си-
стема трех нелинейных алгебраических 
уравнений относительно трех неизвестных 
главных значений тензора поврежденности 

1 2 3, , .D D D  В ряде случаев решение можно 
получить аналитически в замкнутом виде.

В случае явной аддитивной симметри-
зации главные поврежденности будут опре-
деляться как решения системы (39) при 

0 :a =
2

3 3 3

2 2 1
2 2 2 3 3

2 2 1
1 1 1 3 3

1 ( / ) ,

1 [2( / ) ( / ) ] ,

1 [2( / ) ( / ) ] ,

D v v

D v v v v

D v v v v

− − −

− − −

 = −


= − −
 = − −

где 3 ( 2 ) /v = λ + µ ρ  – скорость распро-
странения продольной волны в неповреж-
денном материале, 1 2 /v v= = µ ρ  – ско-
рости распространения поперечных волн в 
этом материале. 

Выражения (41) можно непосредствен-
но использовать для идентификации ани-
зотропной поврежденности на основе дан-
ных измерения скоростей ультразвуковых 
сигналов [36 – 38].

В случае явной мультипликативной сим-
метризации, в качестве следствия системы 
уравнений (39), при 1 / 2a =  имеем:

2
3 3 3

4 2
2 2 2 3 3

4 2
1 1 1 3 3

1 ( / ) ,

1 ( / ) / ( / ) ,

1 ( / ) / ( / ) .

D v v

D v v v v

D v v v v

 = −


= −
 = −

В случае неявной аддитивной симметри-
зации ТЭН, поврежденности будут опреде-
ляться на основе поиска решения системы 
уравнений (40) при 0 :a =

2
3 3 3

2 2
2 2 2 3 3

2 2
1 1 1 3 3

1 ( / ) ,

1 [2( / ) ( / ) ],

1 [2( / ) ( / ) ].

D v v

D v v v v

D v v v v

 = −


= − −
 = − −

Аналогичные выражения для повреж-
денностей можно получить в случае исполь-
зования гипотезы эквивалентности энергий 
(9). Скорости распространения волн в пред-
положении постоянства поврежденности 
определяются в этом случае как решения 
характеристического уравнения:

4 1 4 4 2det ( ) 0.e T v− −⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ − ρ =N M C M N

(37)

(38)

(39)

(40)

(41)

(42)

(43)

(44)
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Идентификация главных значений тен-
зора поврежденности при использовании 
уравнения (44) производится аналогично 
рассмотренному выше случаю анализа (36). 
Для явной аддитивной симметризации (10) 
при этом имеем:

3 3 3

1
2 2 2 3 3

1
1 1 1 3 3

1 / ,

1 [2( / ) ( / )] ,

1 [2( / ) ( / )] ;

D v v

D v v v v

D v v v v

−

−

= −


= − −
 = − −

в случае явной мультипликативной симме-
тризации (14) получаем выражения:

3 3 3

2
2 2 2 3 3

2
1 1 1 3 3

1 / ,

1 ( / ) / ( / ),

1 ( / ) / ( / );

D v v

D v v v v

D v v v v

= −


= −
 = −

в случае неявной аддитивной симметриза-
ции (22) приходим к уравнениям:

3 3 3

2 2 2 3 3

1 1 1 3 3

1 / ,

1 [2( / ) ( / )],

1 [2( / ) ( / )].

D v v

D v v v v

D v v v v

= −
 = − −
 = − −

Произвол в выборе схемы симметриза-
ции ТЭН и гипотезы эквивалентности мо-
жет быть устранен на основе анализа экс-
периментальных данных для конкретного 
вида материалов и условий нагружения. 
Необходимо обеспечить выполнение нера-
венств 

10 1,D≤ ≤  20 1,D≤ ≤  30 1,D≤ ≤

монотонность увеличения поврежденности 
с ростом нагрузки, возможность получения 
термодинамически согласованной и наи-
более простой формы уравнений эволюции 
для тензора поврежденности.

Заключение

Предложенная единая обобщенная од-
нопараметрическая форма представления 
симметризованного ТЭН позволяет ввести 
в рассмотрение новые варианты ТЭН, а 
также анализировать свойства поврежден-
ного континуума в общем виде для различ-
ных ТЭН. 

На основе решения ряда тестовых задач 
для параллельных и ортогональных микро-
трещин в настоящей работе показано, что 
явная аддитивная схема симметризации 
дает верхнюю границу тензора эффектив-
ных напряжений (т. е. является консерва-
тивной оценкой), в то время как неявная 
аддитивная – его нижнюю границу. Разли-
чия в прогнозах рассмотренных схем сим-
метризации увеличиваются с ростом уровня 
поврежденности, а также с ростом разли-
чий между главными значениями тензора 
поврежденности. При низких уровнях по-
врежденности различия в любых вариантах 
ТЭН являются малыми второго порядка.

Вариативность в определении симме-
тризованного ТЭН приводит к различным 
эквивалентным определениям поврежден-
ности. В ряде случаев вопрос о выборе наи-
более подходящего варианта ТЭН может 
быть решен на основе экспериментальных 
исследований в процессе идентификации 
параметров уравнения эволюции поврежде-
ний. В работе также предложена процедура 
идентификации анизотропной поврежден-
ности на основе широко известных акусти-
ческих методов.

Работа выполнена при финансовой под-
держке гранта Российского научного фонда 
(проект №15-19-00091).
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