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АЛГОРИТМ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ ПОТОКОВ ДАННЫХ МЕЖДУ  
БЕСПРОВОДНЫМИ ГЛОБАЛЬНЫМИ И ЛОКАЛЬНЫМИ СЕТЯМИ СВЯЗИ

С.Г. Попов, А.С. Тучков, Л.М. Курочкин, М.П. Шарагин
Санкт-Петербургский политехнический университет Петра Великого, 

Санкт-Петербург, Российская Федерация

Описан алгоритм динамического распределения потоков данных между 
беспроводными локальными и глобальными сетями связи, такими как Wi-Fi 
и LTE. Предмет исследования – зависимость времени выполнения алгоритма 
распределения потоков данных между беспроводными локальными и глобаль-
ными сетями связи. Разработан алгоритм динамического мультиплексирова-
ния гетерогенных каналов связи, учитывающий динамику оценки пропускных 
способностей каналов связи и их комбинаций. Проведено исследование вре-
мени работы алгоритма выбора канала, показавшее эффективность стратегии 
безусловного приоритета перед стратегией квотирования. Реализованный про-
тотип системы может использоваться в подсистеме маршрутизации мультипро-
токольного узла.

Ключевые слова: алгоритм распределения потоков данных; мультипротокольный 
узел; интеллектуальная транспортная система; гетерогенные каналы связи; беспровод-
ные технологии; динамическое мультиплексирование каналов.

Ссылка при цитировании: Попов С.Г., Тучков А.С., Курочкин Л.М., Шарагин М.П. 
Алгоритм распределения потоков данных между беспроводными глобальными и локаль-
ными сетями связи // Научно-технические ведомости СПбГПУ. Информатика�������. �����Теле-
коммуникации. Управление. 2017. Т. 10. № 3. С. 7–17. DOI: 10.18721/JCSTCS.10301

Algorithm of Data Streams Distribution between  
Wireless WAN and LAN

S.G. Popov, A.S. Tuchkov, L.M. Kurochkin, M.P. Sharagin 

Peter the Great St. Petersburg Polytechnic University, St. Petersburg, Russian Federation

The goal of the study is the development and experimental verification of the 
applicability of a new data streams distribution algorithm between wireless local and global 
communication networks. The object of research is the data streams dynamic allocation 
algorithm between the wireless local and wide area networks such as Wi-Fi and LTE. The 
research subject is the dependent runtime data flow allocation algorithm between wireless 
local and wide area networks. The authors developed a dynamic multiplexing algorithm 
for heterogeneous communication channels that takes into account the dynamics of 
evaluating the communication channels capacity and channel combinations, investigated 
the running time of the channel selection algorithm, which showed that the unconditional 
priority strategy was more effective than the quota strategy. The implemented prototype 
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пускной способности гетерогенных каналов 
является мультиплексирование, что обеспе-
чивает непрерывную передачу данных адре-
сату по нескольким каналам связи. 

В работах [2, 3] авторы решали пробле-
му повышения эффективности передачи 
потоков данных по разнородным каналам 
передачи данных с использованием прото-
кола ��������������������������������MPTCP���������������������������. Для решения проблемы пре-
вышения потока данных пропускной спо-
собности передачи данных в транспортных 
сетях в работах [1, 4] использованы гомо-
генные каналы передачи данных.

В статьях [5, 6] предложен новый спо-
соб распределения трафика в узле: концеп-
ция совместного роутинга, основанная на 
оценке задержки и числа потоков отдель-
но для внутренних и внешних соединений, 
основанных на учёте дистанции между 
транспортными средствами.

В статье [10] целью исследования яв-
лялось определение времени соединения и 
скорости передачи данных из транспортно-

system can be used in a multiprotocol routing subsystem.
Keywords: data streams distribution algorithm; multiprotocol unit; intelligent transports 

system; heterogeneous communication channels; wireless technology; dynamic multiplexing.

Citation: Popov S.G., Tuchkov A.S., Kurochkin L.M., Sharagin M.P. Algorithm of data 
streams distribution between wireless WAN and LAN. St. Petersburg State Polytechnical 
University Journal. Computer Science. Telecommunications and Control Systems. 2017,  
Vol. 10, No. 3, Pp. 7–17. DOI: 10.18721/JCSTCS.10301

Введение

Пропускная способность трафика, 
формируемого сервисами Интернет и си-
стемными службами, используемого в 
мультипротокольном узле [7], превышает 
пропускную способность используемых 
каналов передачи данных, что приводит к 
рассогласованию функционирования ком-
понент интеллектуальной транспортной 
системы (ИТС). Поэтому при внедрении 
ИТС возникает проблема выбора такой 
комбинации каналов связи, которая обе-
спечит минимальную гарантированную 
пропускную способность для потока дан-
ных и при этом минимизирует время пере-
дачи.

Основная концепция ИТС заключает-
ся в одновременном доступе к нескольким 
сетям, однако каналы связи используются 
изолированно друг от друга, что снижает 
эффективность их использования. Эффек-
тивным подходом к решению проблемы 
полного использования суммарной про-

Рис. 1. Классификация технологий распределения потоков данных
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го средства в стационарную беспроводную 
сеть, используя протоколы FTP, HTTP, 
HTTPS и SSH. Исследование базировалось 
на стандарте беспроводных сетей IEEE 
802.11g.

Анализ данных работ позволил сфор-
мировать классификацию технологий рас-
пределения данных (рис. 1), основанную 
на представлении технологий относитель-
но технических возможностей реализации 
мультипротокольности и способа оцен-
ки пропускной способности каналов свя-
зи. Существующие технологии оценивают 
пропускные способности каналов статиче-
ски, а поток данных обрабатывается толь-
ко от одного приложения, что требует раз-
работки нового алгоритма динамического 
мультиплексирования гетерогенных кана-
лов передачи данных.

Наша цель – разработка и эксперимен-
тальная проверка области применимости 

нового алгоритма распределения потоков 
данных между беспроводными локальны-
ми и глобальными сетями связи.

Мультипротокольная среда передачи данных 
транспортных средств

На рис. 2 приведена программно-
аппаратная схема фрагмента стенда муль-
типротокольного узла. Анализатор трафика 
(������������� ����������������������������  Traffic������ ����������������������������   ���������������������������������  analyzer�������������������������  ) обрабатывает телекомму-
никационный трафик, поступающий от 
приложений, установленных на мультипро-
токольном узле. К ним могут относиться 
системы передачи голосовой связи, систе-
мы мультимедийного контента, электрон-
ная почта, компоненты систем безопас-
ности, информация о дорожных условиях 
и другие. Анализатор разбирает входящий 
трафик на заявки, каждая из которых име-
ет свой приоритет, требуемую пропускную 
способность канала для передачи данных и 

Рис. 2. Программно-аппаратная схема фрагмента стенда мультипротокольного узла
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объем передаваемых данных. 
Диспетчер соединений (���������������Connection����� ����man-

ager������������������������������������) контролирует все сетевые подключе-
ния по запросам от приложений, а также 
формирует пары «заявка–канал передачи 
данных». Обработка заявок регламентиру-
ется правилами, заложенными планиров-
щиком (Scheduling policy), которые могут 
со временем изменяться.

Обработанный телекоммуникационный 
трафик передается по разнородным бес-
проводным каналам связи по протоколу 
MPTCP [8, 9], что позволяет обмениваться 
пакетами с несколькими адресами/интер-
фейсами одновременно, в рамках одного 
соединения. Отметим, что ������������MPTCP������� сохра-
няет обратную совместимость со старыми 
версиями TCP и допускает подключение 
устройства по стандартному TCP.

Для передачи данных используется тех-
нология мультиплексирования, позволяю-
щая динамически формировать и одновре-
менно использовать виртуальные каналы 
связи мультипротокольного узла, с целью 
ускорения передачи данных (наращивания 
пропускной способности). Виртуальный 
канал передачи данных может состоять из 
нескольких каналов, физически установ-
ленных на мультипротокольном узле. Его 
суммарная пропускная способность равна 
экспериментальной оценке пропускной 
способности одновременного использова-
ния физических каналов.

Критерий оптимальности задачи  
распределения потоков данных

Пусть F(t1…tn) – множество заявок для 
обслуживания, формирующих входящий 
поток данных. Каждая ti заявка характери-
зуется следующими параметрами: приори-
тет pj, где 1...3,j =  требуемая пропускная 
способность для обслуживания заявки ,

itC  
объем передаваемых данных .

itV
В стационарном случае суммарная про-

пускная способность виртуального кана-
ла равна сумме пропускных способностей 
входящих в него каналов:

,iC C= ∑
где Ci – пропускная способность i-го фи-

зического канала, заявленная в специфи-
кации используемой технологии передачи 
данных.

Учет динамики текущей пропускной 
способности виртуальных каналов связи 
обеспечивает оценку пропускной способ-
ности канала на текущий момент времени 
(более точный выбор канала для передачи 
данных):

 ,iC C= ∑
где iC  – динамическая оценка пропускной 
способности i-го виртуального канала пе-
редачи данных.

На практике суммарная пропускная 
способность виртуального канала меньше, 
чем теоретически возможная. Это связано 
с накладными расходами на создание со-
единения между источником и приемни-
ком данных. Накладные расходы зависят 
от времени создания подпотоков передачи 
данных и их разбиения, количества кана-
лов, разнородности каналов, качества пе-
редачи пакетов в канале (процент потерь 
пакетов) и задержек в сети. За разбиение 
и создание подпотоков отвечает специ-
альный планировщик потоков протокола 
MPTCP. За качество разбиения отвечает 
алгоритм распределения нагрузки, от реа-
лизации которого зависит разница между 
теоретическим и эмпирическим значения-
ми пропускной способности виртуального 
канала. Иными словами, при учете дина-
мики пропускной способности необходи-
мо ввести коэффициент пропускной спо-
собности виртуального канала связи. Тогда 
формула (2) примет следующий вид:

 ,iiC k C= ∑
где ki – коэффициент пропускной способ-
ности i-го виртуального канала, сформиро-
ванного для передачи по протоколу MPTCP 
(ki < 1).

Во время движения транспортного 
средства количество доступных телекомму-
никационных сетей меняется, что требует 
непрерывного обновления списка комби-
наций каналов связи. 

Таким образом, осуществляется поиск 

(1)

(3)

(2)
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способность каждого из каналов и обнов-
ляет матрицу пропускных способностей. 

Поскольку одновременно установленных 
каналов передачи данных на мультипрото-
кольном узле не может быть много (обычно 
не более 6), то за полиноминальное время 
можно спрогнозировать комбинации вирту-
альных каналов, формируемых как комби-
нации физических каналов связи.

Алгоритм формирования пула заявок. 
Очередь и пул заявок имеют фиксирован-
ный размер, причем размер очереди зая-
вок больше размера пула. Это обусловлено 
тем, что количество виртуальных каналов 
значительно меньше числа поступающих в 
очередь заявок.

Блок-схема алгоритма приведена на 
рис. 3. При поступлении новой заявки ti 
происходит проверка на переполнение 
очереди. В случае если очередь не перепол-
нена, происходит поиск канала среди всех 
свободных каналов на текущий момент 
времени, удовлетворяющего минимальной 
пропускной способности заявки по кри-
терию min( ),

i
k tC C−  где kC  – текущая 

оценка k-го виртуального канала передачи 
данных. Таким образом алгоритм ищет ка-
нал связи, у которого разность между его 
пропускной способностью и пропускной 

локального минимума задачи двухкрите-
риальной оптимизации, представленной в 
следующем виде:

arg min{ ,max( )},iit k C∑
где t – время передачи потока данных.

Алгоритм динамического  
мультиплексирования гетерогенных каналов 

передачи данных

Алгоритм динамического мультиплек-
сирования гетерогенных каналов передачи 
данных состоит из следующих процедур: 
формирования пула заявок, распределения 
заявок по каналам связи, расчёта новых 
комбинаций каналов и оценки пропускных 
способностей каналов.

Алгоритм выполняется бесконечное 
число раз, пока функционирует транспорт-
ное средство в ИТС. Процедура расчёта 
новых комбинаций каналов периодически 
опрашивает активные на транспортном 
средстве интерфейсы передачи данных, со-
ставляет из них всевозможные комбинации 
виртуальных каналов полным перебором 
и сохраняет их в память. После того как 
были проинициализированы новые кана-
лы связи, алгоритм оценивает пропускную 

(4)

Рис. 3. Блок-схема алгоритма формирования пула заявок
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щения «emergency call», средний приоритет 
имеет трафик от мультимедийных прило-
жений, электронной почты, приложений, 
отражающих ситуацию на дороге и пр., 
низший приоритет имеет трафик от фоно-
вых процессов, происходящих на мульти-
протокольном узле.

Для подтверждения применимости ал-
горитма динамического мультиплексиро-
вания гетерогенных каналов связи прове-
дены два блока экспериментов:

первый блок состоит из четырех серий 
экспериментов, цель которых – определе-
ние зависимости времени работы алгорит-
мов формирования пула и распределения 
заявок по каналам от размера очереди и 
пула (табл. 1);

второй блок состоит также из четырех 
серий экспериментов, цель которых –  
определение распределения времени ра-
боты алгоритмов формирования пула и 
распределения заявок по каналам на ми-
нимальных и максимальных значениях 
размеров очереди и пула (табл. 2).

Результаты экспериментов

В ходе проведения первого блока экс-
периментов получены серии значений 

способностью заявки минимальна. После 
поиска канала осуществляется провер-
ка переполнения пула. В случае если пул 
не переполнен, заявка добавляется в пул 
и удаляется из очереди. Пул представляет 
собой словарь, хранящий пары «id заявки–
виртуальный канал».

Алгоритм распределения заявок по ка-
налам связи. Сортировка пула осущест-
вляется по времени передачи заявок  

.i

i

i

t
s

t

V
t

C
=  Процедура сортировки инициа-

лизируется в момент добавления новой за-
явки в пул.

После того как пул отсортирован, за-
явка отправляется на передачу по вирту-
альному каналу. Перед отправкой каналу 
присваивается статус «занят». После от-
правления заявки канал получает статус 
«свободен», позволяющий вновь исполь-
зовать данный канал в алгоритме форми-
рования пула. Заявка после отправления 
на передачу удаляется из пула. За гаран-
тию доставки заявки отвечает протокол 
MPTCP.

В случае если заявку не удалось отпра-
вить на передачу, вновь вызывается проце-
дура сортировки пула, т. к. в этот момент 
могла появиться новая заявка, время пере-
дачи которой меньше, чем у той, которую 
не удалось отправить. Блок-схема алгорит-
ма распределения заявок по каналам связи 
приведена на рис. 4.

Алгоритм распределения потоков дан-
ных инвариантен к стратегиям обслужи-
вания очереди: они являются входными 
данными для алгоритма. Данный алгоритм 
можно использовать для технологической 
среды тестирования стратегий обслужива-
ния очереди и пула заявок.

Условия проведения экспериментов

Цель экспериментов – обоснование и 
проверка области применимости алгорит-
ма динамического распределения потоков 
данных между беспроводными локальны-
ми и глобальными сетями связи. Для про-
ведения экспериментов были рассмотрены 
три приоритета телекоммуникационного 
трафика: высший приоритет имеют сооб-

Рис. 4. Блок-схема алгоритма  
распределения заявок по каналам связи 
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На рис. 6 представлена зависимость 
среднего времени распределения заявки в 
пуле. Серия экспериментов показала, что 
среднее время обслуживания заявки в пуле 
для алгоритма распределения заявок по 
каналам передачи данных не зависит от 
выбранной стратегии формирования пула. 
Связано это с тем, что в стратегии безуслов-
ного приоритета происходит только одна 
процедура сортировки очереди заявок, в то 
время как в стратегии «по квотам» необхо-
димо сортировать заявки трижды – наборы 
заявок по приоритетам.

В ходе проведения второго блока экс-

среднего времени обслуживания заявок для 
алгоритмов формирования пула и распре-
деления заявок по каналам в зависимости 
от выбранных правил формирования пула.

На рис. 5 представлена зависимость 
среднего времени обслуживания заявки в 
очереди от размера очереди. Серия экспе-
риментов показала, что среднее время об-
служивание заявки не зависит от размеров 
очереди и пула, и оно константно. Также 
среднее время обслуживания заявки в оче-
реди для алгоритма формирования пула 
для стратегии безусловного приоритета 
меньше, чем для стратегии «по квотам».

Таблица  1

Описание параметров первого блока экспериментов

Параметры
Эксперимент

1 2 3 4

Размер структуры, шт. от 8 до 106 от 8 до 106 от 6 до 104 от 6 до 104

Эмулируемые  
каналы, шт.

2 х Wi-Fi, 
2 x LTE

2 х Wi-Fi, 
2 x LTE

2 х Wi-Fi, 
2 x LTE

2 х Wi-Fi, 
2 x LTE

Стратегия обслуживания 
очереди

Безусловный 
приоритет

По квотам
Безусловный 
приоритет

По квотам

Распределение заявок  
по приоритетам

(10;45;45) (10;45;45) (10;45;45) (10;45;45)

Размер потока, шт. 1000 1000 1000 1000

Частота ПЗ, Гц 2 2 2 2

Таблица  2

Описание параметров второго блока экспериментов

Параметры
Эксперимент

1 2 3 4

Размер очереди, шт. 8 8 106 106

Размер пула, шт. 6 6 104 104

Эмулируемые каналы, шт
2 х Wi-Fi, 
2 x LTE

2 х Wi-Fi, 
2 x LTE

2 х Wi-Fi, 
2 x LTE

2 х Wi-Fi, 
2 x LTE

Стратегия обслуживания 
очереди

Безусловный 
приоритет

По квотам
Безусловный 
приоритет

По квотам

Распределение заявок  
по приоритетам

(10;45;45) (10;45;45) (10;45;45) (10;45;45)

Размер потока, шт. 1000 1000 1000 1000

Частота ПЗ, Гц 2 2 2 2



14

Научно-технические ведомости СПбГПУ, Том 10, № 3, 2017
Информатика. Телекоммуникации. Управление

периментов получены значения среднего 
времени работы обслуживания заявок для 
алгоритмов формирования пула и распре-
деления заявок по каналам в зависимости 
от выбранных правил формирования пула 
на максимальных и минимальных значе-
ниях пула и очереди заявок.

На рис. 7 а представлены гистограммы 
распределения среднего времени обслужи-
вания заявок на минимальных и макси-
мальных значениях размера очереди для 

алгоритма формирования пула на 20 ин-
тервалах. Из гистограмм видно, что сред-
нее время обслуживания заявок в очереди 
на максимальных и минимальных значени-
ях размеров очередей для обеих стратегий 
не отличается. Также видно, что среднее 
время обслуживания заявок в очереди для 
стратегии безусловного приоритета мень-
ше, чем для стратегии «по квотам», что 
подтверждается результатами из первого 
блока экспериментов.

Рис. 5. Зависимость среднего времени обслуживания заявки в очереди от размера очереди

Рис. 6. Зависимость среднего времени распределения заявки в пуле

.
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Рис. 7. Гистограммы распределения среднего времени обслуживания заявок  
на минимальных и максимальных значениях размерах очереди (а) и пула (б)

На рис. 7 б представлены гистограммы 
распределения среднего времени обслужи-
вания заявок на минимальных и максималь-
ных значениях размера пула для алгоритма 
распределения заявок по каналам связи на 
20 интервалах. Из гистограмм видно, что 
среднее время обслуживания заявок в пуле 
на максимальных и минимальных значени-
ях не меняется для обеих стратегий, а сам 
алгоритм распределения заявок по каналам 
связи не зависит от выбранной стратегии 
формирования пула заявок.

Заключение

В статье представлен алгоритм, решаю-
щий двухкритериальную задачу поиска ло-
кального минимума между временем пере-
дачи потока данных по каналам передачи 
данных и пропускной способностью вир-
туального канала связи, удовлетворяющего 
минимальной требуемой пропускной спо-
собности заявки.

С целью подтверждения работоспо-
собности и обоснования области приме-
нимости алгоритма динамического муль-
типлексирования гетерогенных каналов 
связи проведена серия экспериментов на 
определение зависимости среднего време-
ни обслуживания заявок от размера очере-
ди и пула. Для проведения экспериментов 

выполнено компьютерное моделирование 
процесса распределения потоков данных 
между беспроводными гетерогенными се-
тями связи. 

В качестве правил формирования пула 
были выбраны стратегии безусловного при-
оритета обслуживания очереди и «по кво-
там». Серия экспериментов показала, что 
среднее время обслуживания заявки: 

не зависит от размеров очереди и пула,  
оно константно;

в очереди для алгоритма формирования 
пула для стратегии безусловного приори-
тета меньше, чем для стратегии «по кво-
там»;

в пуле для алгоритма распределения 
заявок по каналам передачи данных не за-
висит от выбранной стратегии формирова-
ния пула.

Развитием работы является расширение 
исследования других реализаций эвристик 
распределения потоков данных по каналам 
передачи данных и исследования време-
ни исполнения алгоритма динамического 
мультиплексирования гетерогенных кана-
лов связи на неполном наборе разрешен-
ных каналов.

Исследование выполнено при финансовой 
поддержке РФФИ в рамках научного проекта 
№ 16-29-04319.

a) б)
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Анализ эффективности использования  
беспроводных централизованных сетей для передачи  

неадаптивного видео по протоколу HTTP

И.А. Пастушок, А.М. Тюрликов

Санкт-Петербургский государственный университет аэрокосмического приборостроения, 

Санкт-Петербург, Российская Федерация

Рост аудитории социальных сетей и их плотная интеграция с сервисами 
хранения и передачи видеоданных по протоколу HTTP приводит к колоссаль-
ному увеличению нагрузки на существующие телекоммуникационные системы. 
В связи с большой мобильностью современных пользователей настоящее явле-
ние наиболее актуально для беспроводных сетей связи, обладающих значитель-
но меньшей производительностью по сравнению со стационарными аналога-
ми. Большой объем видеоданных передается с использованием неадаптивной 
технологии передачи видео по протоколу HyperText Transfer Protocol (Facebook, 
трансляции в режиме реального времени и т. д.). Сочетание данных факто-
ров приводит к необходимости исследования максимально возможной эффек-
тивности беспроводных сетей при передаче неадаптивного видеоконтента по 
протоколу HTTP. В статье рассмотрена модель беспроводной системы, по-
зволяющая установить взаимосвязь между характеристиками сети и качеством 
воспроизведения неадаптивного видео при его передаче по протоколу HTTP. 
Описано нормированное отношение длительностей буферизации и просмотра, 
оказывающее критичное влияние на качество восприятия видеопотока. Для 
настоящего критерия найдена нижняя граница по всевозможным алгоритмам 
планирования распределения ресурсов беспроводного канала, характеризую-
щая максимально возможную эффективность беспроводной системы при пере-
даче неадаптивного видео по протоколу HTTP. На основе найденной границы 
предложен эвристический алгоритм распределения ресурсов беспроводного ка-
нала, реализующий концепцию совместного планирования, обладающий боль-
шей эффективностью по сравнению с существующими аналогами и близкой к 
найденной границе. Полученный результат может использоваться для форми-
рования требований к алгоритмам планирования с учетом качества восприятия 
для существующих и последующих стандартов беспроводной связи.

Ключевые слова: передача видео по протоколу HTTP; dash; беспроводные сети; 
эффективность; оптимизация; нижняя граница; планировщик.
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At the present time, the rise in the social network audience and their tight 
integration with HTTP-based video streaming services leads to a sharp increase 
in the load on the current telecommunication networks. Due to high mobility of 
users, this effect has the greatest influence on wireless networks, which have rather 
low performance compared to hard-wired systems. The greatest amount of video 
traffic is transmitted using non-adaptive technology by HyperText Transfer Protocol 
(Facebook, a real-time event, etc.). This combination necessitates the investigation of 
the maximal possible performance of wireless networks for non-adaptive HTTP-based 
video streaming. In the study, we consider the wireless network model and propose the 
interrelation of its parameters and the streaming of non-adaptive HTTP-based video 
content. As the main performance criterion, we use the rebuffering percentage, which 
has a great influence on the user’s Quality-of-Experience. For this criterion, we found 
the lower bound for all possible schedulers. In addition, based on the found lower 
bound, we proposed a heuristic scheduler that has a greater performance compared 
to the existing heuristic schedulers, close enough to the lower bound.  The obtained 
result can be used as a baseline for the requirements to QoE-aware schedulers in the 
current and future wireless network generations.

Keywords: HTTP-based video; dash; wireless networks; performance; optimization; lower 
bound; QoE-aware scheduler.
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Введение

В настоящее время в телекоммуникаци-
онных сетях доминирует передача видео-
данных. По оценкам ведущих компаний-
производителей телекоммуникационного 
оборудования в 2016 г. видеотрафик соста-
вил 55 % от всего объема трафика, а к 2021 г. 
достигнет 60–75 % [1]. Подобное разделение 
объемов трафика приводит к специфичным 
требованиям к сетям передачи информации. 
Рост аудитории социальных сетей, плот-
но интегрированных с сервисами передачи 
и хранения неадаптивного видео по про-
токолу HyperText Transfer Protocol (HTTP), 
приводит к колоссальному росту нагрузки 
на уже существующие сети. В современных 
реалиях пользователи обладают высокой 
мобильностью, что приводит к актуально-
сти рассмотрения беспроводных сетей связи 
в качестве носителей информации. В свою 
очередь беспроводные сети обладают зна-
чительно меньшей производительностью по 
сравнению со стационарными аналогами 
ввиду наличия беспроводного канала. Бес-
проводной канал характеризуется меньши-
ми скоростями и высокими задержками при 
передаче информации. Более того, его со-
стояние изменчиво во времени.

Важной задачей является оценка мак-
симально возможной эффективности бес-
проводных сетей для передачи неадаптив-
ных видеопотоков по протоколу HTTP.  
В работе [2] предложен критерий для 
оценки эффективности сетей передачи 
информации: нормированное отношение 
длительностей буферизации и просмотра 
(rebuffering percentage). Однако для данного 
критерия отсутствуют исследования макси-
мально возможной эффективности беспро-
водных сетей при передаче видеоданных по 
протоколу HTTP. 

Цель настоящей работы – нахождение 
количественной оценки максимально воз-
можной эффективности беспроводных се-
тей связи для нормированного отношения 
длительностей буферизации и просмотра 
при передаче неадаптивного видео по про-
токолу HTTP. 

Передача неадаптивных  
видеопоследовательностей  

в беспроводных сетях по протоколу HTTP

Последним этапом развития беспровод-
ных систем связи являются беспроводные 
централизованные сети передачи информа-
ции. Под централизацией понимается на-
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личие устройства (базовой станции), управ-
ляющего передачей данных абонентов, 
находящихся в зоне его ответственности.  
В настоящее время такие сети представле-
ны в стандартах связи третьего и четвертого 
(LTE, LTE-A) поколений, также стандарты 
беспроводной связи пятого поколения бу-
дут централизованными.

В свою очередь передачу видео по про-
токолу HTTP регламентирует стандарт 
Dynamic Adaptive Streaming over HTTP 
(DASH) [3]. В качестве основных моментов 
стандарта DASH следует отметить его ин-
вариантность к сети передачи информации. 
Модель системы передачи видеоданных по 
протоколу HTTP в беспроводных сетях свя-
зи представлена тремя основными компо-
нентами (рис. 1):

видео контент сервер – обеспечивает ••
хранение и доступ к видеоданным;

сеть передачи информации (маги-••
стральная сеть, базовая станция, радио-
канал) – телекоммуникационная сеть, по-
строенная на произвольном физическом 
принципе, обеспечивающая корректную 
работу протокола HTTP;

воспроизводящие устройства – ••
программно-аппаратные комплексы, обе-
спечивающие загрузку и демонстрацию 
видео с контент сервера. В модели каждое 
устройство характеризуется уникальным 
номером 1, ,i N=  где N – общее число вос-
производящих устройств в системе. 

Стандарт DASH описывает две техноло-
гии организации передачи видео: адаптив-
ную и неадаптивную. В рамках настоящей 
статьи описано исследование неадаптивной 
технологии (HTTP Progressive Download),  
т. к. большие объемы видеотрафика переда-
ются с использованием данной технологии 
(Facebook, трансляции в режиме реального 

времени и т. д.).
Далее в статье производится формали-

зация компонентов модели путем введения 
основных понятий и допущений.

Формат представления видеоданных. При 
передаче видео по протоколу HTTP все ви-
деопоследовательности представляются на-
бором сегментов одинаковой длительности, 
равной d секунд. Длительность видео явля-
ется независимой случайной величиной с 
конечным математическим ожиданием и 
дисперсией. Каждый сегмент, запраши-
ваемый пользователем i, характеризует-
ся порядковым номером j и представлен 
в дискретном наборе битовых скоростей 

, min max, : { , …, }.i ji j R R R∀ ∈
При передаче сегмента j пользователем 

i он представляется последовательностью 
из Pi,j пакетов равного объема, что обу-
словлено работой протокола транспортно-
го уровня.

Модель поведения пользователя. При 
рассмотрении передачи неадаптивного ви-
део каждый пользователь в начальный мо-
мент времени выбирает битовую скорость 
потока Ri, качество которой его абсолют-
но устраивает, и запрашивает все сегмен-
ты видео с выбранной битовой скоростью: 

,1 ,2 .: i i ii R R R∀ = = … =
Пользователь просматривает последова-

тельность из роликов. В начале каждого ро-
лика воспроизводящим устройством произ-
водится начальная буферизация, после чего 
начинается непосредственно демонстрация 
видео. Если скорость получения инфор-
мации по каналу связи будет меньше би-
товой скорости запрашиваемого видео, то 
пользователь будет наблюдать прерывание 
воспроизведения потока, вызванное по-
вторными буферизациями. После оконча-
ния просмотра ролика каждый пользова-

Рис. 1. Беспроводная централизованная система передачи видеоданных по протоколу HTTP
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тель i ждет случайную паузу перед заказом 
следующего, которая является независи-
мой случайной величиной с конечными 
математическим ожиданием и дисперсией  
(рис. 2). В настоящей модели пользователь 
считается активным в момент времени t, 
если в данный момент он осуществляет за-
грузку данных, в противном случае он счи-
тается неактивным.

Подобную модель поведения для каж-
дого пользователя i возможно охарактери-
зовать двумя величинами:

Коэффициент разреженности видеопото-
ка – отношение суммы длительностей про-
смотра (wi

T) и пауз между просмотрами (pi
T) 

к длительности просмотра за длительное 
время T:

lim .
T T
i i

i TT
i

w p

w→∞

+
γ =

Нормированное отношение длительностей 
буферизации и просмотра – отношение об-
щей длительности буферизации bi

T (началь-
ные буферизации и прерывания просмотра) 
к сумме длительностей буферизации и про-
смотра за продолжительное время T: 

lim .
T
i

i T TT
i ib

g
b

w→∞ +
=

В реальных системах при просмотре ви-
део существует зависимость между длитель-
ностями просмотра и паузами между ними: 
после просмотра длительных и коротких 
роликов пользователь осуществляет дли-
тельную и короткую паузу соответственно. 
Следствием настоящего факта является ра-
венство коэффициентов разреженности по-
токов для всех пользователей: : .ii∀ γ = γ

Модель беспроводного канала. В дан-
ной статье рассматриваются беспровод-
ные слотовые системы: все время работы 
подобных систем разделено на слоты рав-

ной длительности. В каждом слоте имеется 
ограниченное число частотно-временных 
ресурсов, зависящее от ширины доступной 
полосы передачи. В качестве исследуемой 
модели беспроводного канала связи рас-
сматривается канал с плоскими замира-
ниями: в каждый момент времени затуха-
ние распространения сигнала для каждого 
конкретного пользователя не зависит от 
частоты передачи, следовательно, в каждом 
частотно-временном ресурсе пользователь 
может передать одинаковый объем данных.  
В рамках настоящей работы предполага-
ется, что настройки модуляции и помехо-
устойчивого кодирования подбираются так, 
что вероятность ошибки или потери пакета 
при передаче пренебрежимо мала. Таким 
образом, для каждого пользователя i в мо-
мент времени t состояние беспроводного 
канала связи возможно охарактеризовать 
максимально достижимой скоростью пере-
дачи данных в канале Ci(t) – скорость пере-
дачи информации в беспроводном канале 
при условии, что все ресурсы канала в мо-
мент времени t были выделены пользова-
телю i.

Предполагается, что состояние беспро-
водного канала изменяется таким образом, 
что в течение загрузки пакета k из сегмента 
j максимальная достижимая скорость кана-
ла пользователя i постоянна:

, , , ,

, ,
, ,( ) ,i j k i j k

i j k

t t
i i j kt

C t C
+∆ =

где ti,j,k – момент времени начала загруз-
ки пользователем i пакета k из сегмента j;  
Δti,j,k – длительность загрузки пользовате-
лем i пакета k из сегмента j; Ci,j,k – макси-
мальная достижимая скорость канала поль-
зователя i в течение загрузки пакета k из 
сегмента j.

Введем дополнительное обозначение 
Ci,j

–1:

Рис. 2. Модель поведения пользователя при просмотре видео
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,
1

,
, , ,1

1 1
,

i j

i j
i j i

P

j kk

C
CP

−

=

= ∑

где Pi,j – количество пакетов в сегменте j 
пользователя i.

На последовательность случайных вели-
чин Ci,1

–1, Ci,2
–1, …, 1,i N=  накладывается 

ограничение, что она формирует эргодиче-
ский случайный процесс с конечным мате-
матическим ожиданием E[Ci

–1].
Модель планировщика ресурсов бес-

проводного канала. Определяющий вклад 
в эффективность беспроводной системы в 
целом вносит алгоритм распределения ре-
сурсов радиоканала на базовой станции,  
т. к. скорость передачи информации 
определяется скоростью передачи в самом 
узком месте, которым в настоящей систе-
ме является радиоканал. От того, каким 
образом будут распределяться ресурсы 
канала, будут зависеть скорости загрузки 
информации пользовательскими устрой-
ствами, удовлетворенность пользователя 
обслуживанием и, как следствие, эффек-
тивность системы в целом. Решением за-
дачи распределения ресурсов беспровод-
ного канала связи занимается алгоритм 
планирования распределения ресурсов на 
канальном уровне, называемый планиров-
щиком.

При рассмотрении беспроводного ка-
нала с плоскими замираниями работу ал-
горитма планирования в каждый момент 
времени t возможно описать набором долей 
канала, выделенным пользователям: 

( ) { ( ), 1, }.iA t t i N= α =

Очевидным ограничением на возмож-
ные значения функций αi(t) является сле-
дующее неравенство: 

1

: ( ) 1.
N

i
i

t t
=

∀ α ≤∑
Неравенство (2) может быть интерпре-

тировано следующим образом: в любой мо-
мент времени работы алгоритма планиро-
вания общий объем выделенных ресурсов 
не превышает доступного объема ресурсов 
для канала передачи информации. Следо-
вательно, для любого пользователя i мгно-

венная скорость передачи информации в 
нисходящем канале связи Si(t) может быть 
вычислена следующим образом:

( ) ( ) ( ).i i iS t t C t= α

Алгоритм планирования в каждый мо-
мент времени решает задачу распределе-
ния ресурсов беспроводного канала. Для 
решения данной задачи ему доступна ин-
формация о предыстории, а именно доли 
выделенных ресурсов канала, значения 
максимально достижимой скорости и объ-
ем переданной информации для каждого 
пользователя:

( ) ( ( ), ( ); , 1, ),i iA t S C t i N= τ τ τ < =

где ( )⋅  является алгоритмом планирова-
ния. 

В формуле (4) информация о предысто-
рии выделенных долей беспроводного ка-
нала и объемах переданной информации 
для пользователя i агрегированы в значении 
Si(τ), так как данные параметры задаются 
соотношением (3). На работу алгоритма 
планирования накладывается ряд допуще-
ний:

алгоритм планирования выделяет ••
частотно-временные ресурсы только актив-
ным абонентам;

обеспечивает каждому активному або-••
ненту минимальную долю ресурсов беспро-
водного канала, отличную от нуля в каждом 
интервале планирования;

распределяет все доступные частотно-••
временные ресурсы.

Ввиду большого числа используемых 
обозначений в таблице агрегированы важ-
ные обозначения с расшифровками и еди-
ницами измерения.

Взаимосвязь между характеристиками  
системы передачи информации  
и воспроизведением видеоряда

В [4] представлена аналогичная модель 
системы передачи видеоданных в беспро-
водных системах и предложена взаимосвязь 
между характеристиками системы передачи 
информации и воспроизведением видеоря-
да, однако, в данной работе рассматривался 
канал связи, характеристики которого не-
изменны во времени. В настоящей статье 

(1)

(2)

(3)

(4)
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предлагается обобщение модели и взаи-
мосвязи, представленных в [4] для канала, 
характеристики которого изменяются во 
времени.

Утверждение . Для всевозможных ал-
горитмов планирования, удовлетворяющих 
системе допущений, следующее неравен-
ство истинно:

1

1

1
[ ] 1.

(1 )

N
i

i i
i ii

g
R E C

g g
−

=

−
≤

+ γ −∑
Доказ а т ельс тво . Рассмотрим пере-

дачу одного пакета k из сегмента под но-
мером j пользователем i. При загрузке на-
стоящего пакета через беспроводной канал 

было передано 
,

i

i j

R d
P

бит видеоданных. Эта 

величина может быть вычислена на основе 
наблюдения за скоростью передачи инфор-
мации в беспроводном канале:

, , , , , , , ,

, , , ,

, ,
,

( ) ( ) .
i j k i j k i j k i j k

i j k i j k

t t t t

i
i i j k i

i jt t

R d
S t dt C t

P
dt

+∆ +∆

= α =∫ ∫

Перенесем Ci,j,k в правую часть послед-
него равенства и получим долю времени 
использования канала пользователем i при 
загрузке k-го пакета:

, , , ,

, ,
, , ,

1
( ) .

i j k i j k

i j k

t t

i
i

i j i j kt

R d
t dt

CP

+∆

α =∫
Просуммировав левую и правую части 

по всем пакетам в сегменте, получим долю 
времени использования канала пользовате-
лем i при загрузке j-го сегмента:

, , ,

,
, , ,1

1 1
( ) ,

i j i j i j

i j

t t

i i
i j j kkt

P

iP
t dt R d

C

+∆

=

 
 α =
 
 

∑∫
где ti,j – время начала загрузки пользовате-

Используемые обозначения

Обозначение Описание
Единица  

измерения
N Число пользователей в системе шт.

индекс i Порядковый номер пользователя шт.
индекс j Порядковый номер сегмента видеоданных шт.
индекс k Порядковый номер пакета в сегменте шт.

d Длительность сегмента видеоданных с

Ri Битовая скорость, выбранная пользователем i бит/с

Pi,j Число пакетов в сегменте j пользователя i шт.

bi
T Длительность буферизаций пользователя i в течение 

времени T
с

wi
T Длительность просмотра пользователя i в течение 

времени T
с

pi
T Длительность пауз между просмотрами роликов  

пользователя i в течение времени T
 с

gi

Нормированное отношение длительностей  
буферизации и просмотра пользователя i

Безразмерная 
величина

γ Коэффициент разреженности видеопотока
Безразмерная 

величина

C
Максимально достижимая скорость передачи данных 
в канале

бит/с

α Выделенная доля ресурсов беспроводного канала
Безразмерная 

величина
S Скорость передачи данных по беспроводному каналу бит/с
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лем i сегмента j; Δti,j – длительность загруз-
ки пользователем i сегмента j. 

Используя равенство (1), получим сле-
дующее выражение:

, ,

,

1
,( ) .

i j i j

i j

t t

i i i j

t

t dt RC d
+∆

−α =∫
Тогда доля времени использования ка-

нала пользователем i за время T:

1
,

10

( ) ,

T
iT H

i i i j i
j

t dt d RC s−

=

α = + ∆∑∫
где Hi

T – число полностью загруженных сег-
ментов пользователем i в течение времени 
T; Δsi – доля времени использования кана-
ла пользователем i, затраченная на загрузку 
невоспроизведенного сегмента видео. 

Просуммировав уравнение (5) для всех 
пользователей в системе ( 1, )i N=  и внеся 
сумму под знак интеграла, получим следу-
ющее выражение:

1
,

1 1 10

( ) ,

T
iT HN N

i i i j
i i j

t dt d RC s−

= = =

α = + ∆∑ ∑ ∑∫
где Δs – доля времени использования ка-
нала всеми пользователями, затраченная 
на загрузку невоспроизведенных сегментов 
видео.

Так как в каждый момент времени t 
сумма выделенных долей канала поль-
зователям не может превышать едини-
цы, согласно условию (2), следовательно 

10

( ) :
T N

i
i

t dt T
=

α ≤∑∫

1
,

1 1
.

T
iHN

i i j
i j

d R C s T−

= =

+ ∆ ≤∑∑
Разделим левую и правую части нера-

венства на T и внесем его под первый знак 
суммы. Так как T > 0, знак неравенства не 
изменится:

1
,

1

1

1.

T
iH

i i jN
j

i

d RC s

T

−

=

=

+ ∆

≤
∑

∑
Для каждого пользователя время пребы-

вания в системе состоит из буферизаций, 
просмотров и пауз между просмотрами ви-

део T = bi
T+wi

T+pi
T. Следовательно, послед-

нее неравенство представляется в следую-
щем виде:

1
,

1

1

1.

T
iH

i i jN
j
T T T

i i i i

d RC s

b w p

−

=

=

+ ∆

≤
+ +

∑
∑

Так как длительность просмотра равня-
ется длительности всех загруженных сег-
ментов, wi

T = Hi
T d, 1, :i N=

1
,

1

1

1

1.

T
iH

T
i i i jTN

i j
T T T

i i i i

w RC s
H

b w p

−

=

=

+ ∆

≤
+ +

∑
∑

Разделим числитель и знаменатель ле-
вой части полученного выражения на wi

T и 
устремим время в бесконечность (T→∞). Для 
каждого абонента 1,i N=  воспользуемся 
определением gi, свойствами эргодичности 
процессов Ci, j

–1, а именно существованием 

предела 1 1 1
,1

lim ( ) [ ],− − −
=→∞

  =  ∑
T
i

T
i

HT
i i j ijH

H C E C  и 

получим следующее выражение: 

1

1

1
[ ] 1.

(1 )

N
i

i i
i ii

g
R E C

g g
−

=

−
≤

+ γ −∑
Настоящий факт завершает доказатель-

ство.

Нижняя граница для нормированного  
отношения длительностей буферизации  

и просмотра при передаче  
неадаптивного видео

Важным аспектом настоящего иссле-
дования является выбор критерия эффек-
тивности системы. В современных реалиях 
эффективность телекоммуникационных 
сетей связана с удовлетворенностью поль-
зователя, поэтому в данной статье будет 
проведен краткий анализ факторов, влия-
ющих на удовлетворенность пользователя 
при просмотре видео по протоколу HTTP. 

В работах [5, 6] выделено два основных 
фактора, влияющих на качество восприя-
тия видео:

битовая скорость потока, определяю-••
щая разрешение воспроизводимого видео 
[7–9];

длительность буферизации, когда ••

(5)
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пользователь ожидает начала или возоб-
новления просмотра [2, 4, 10–13].

Так как в настоящей статье предпола-
гается, что пользователь выбирает качество 
видеопотока исходя из собственных пред-
почтений, то на его удовлетворенность 
может оказывать влияние только длитель-
ность буферизации при просмотре видео. 
На основе проведенного обзора работ в на-
стоящей предметной области сделан вывод 
о том, что удовлетворенность пользователя 
обратно пропорциональна длительности 
буферизаций.

В рамках этой работы за критерий ка-
чества восприятия для одного пользова-
теля принято нормированное отношение 
длительностей буферизации и просмотра, 
предложенное в работе [2], а в качестве 
критерия эффективности системы в целом 
рассматривается среднее значение выбран-
ного критерия по всему множеству пользо-
вателей.

На данную величину непосредственное 
влияние оказывает алгоритм планирова-
ния A, установленный на базовой стан-
ции, т. к. он определяет скорости переда-
чи информации. Для каждого конкретного 
алгоритма планирования A возможно вы-
числить среднее значение нормированного 
отношения длительностей буферизации и 
просмотра:

1

1
() .)(

N

i
i

g g A
N

A
=

 
=   

 
∑

Так как удовлетворенность пользова-
телей в системе обратно пропорциональ-
на значению ( ),g A  то в настоящей работе 
будет найдена нижняя граница по всевоз-
можным алгоритмам планирования A, удо-
влетворяющим системе допущений, ха-
рактеризующая максимально возможную 
эффективность системы по введенному 
критерию:

inf ( ).
A

G g A
∈

=


Задача нахождения нижней границы по 
всевозможным алгоритмам планирования 
сводится к нахождению решения оптими-
зационной задачи, основанной на утверж-
дении и выражении (6), решение которой 

характеризует максимально возможную эф-
фективность беспроводной централизован-
ной сети при передаче неадаптивного видео 
по протоколу HTTP:

Минимизировать: 
1

N

i
i

G g
=

= ∑
При условии:

1

(1 )
1,

(1 )

[0,1], 1,

N
i i

i ii

i

K g
g g

g i N

=

 −
≤

+ γ −


∈ =

∑

где Ki = RiE[Ci
–1]. 

Оптимизационная задача  является зада-
чей нелинейного выпуклого программиро-
вания и может быть сведена к обобщенной 
задаче о непрерывном рюкзаке [14], в кото-
рой в качестве целевой функции выступает 
сумма монотонно возрастающих выпуклых 
функций:

Максимизировать: 
1

( )
N

i
i

f x
=
∑

При условии:

1

(0, )

[0,1], 1,

(0, ), 1,

N

i i
i

i

i

w x W

W

x i N

w i N

=


≤


 ∈ ∞
 ∈ =
 ∈ ∞ =

∑

где f(xi) – непрерывная, дважды дифферен-
цируемая, строго монотонно возрастающая, 
выпуклая вниз функция, ограниченная 
сверху и снизу в области определения xi.

Решение задачи (8) может быть полу-
чено с помощью алгоритма 1, обладаю-
щего низкой вычислительной сложностью  
(O (N log2 N), N→∞) по сравнению со стан-
дартными методами решения [15]. Данный 
факт является следствием того, что задача 
(8) обладает свойством жадного выбора, 
аналогично задаче о непрерывном рюкзаке 
[14].

Ал горитм  1: Решение задачи (8)
1. Сортировка предметов по возраста-

нию значений wi и их нумерация в соответ-
ствии с сортировкой.

2. Нахождение предмета с индексом 

(6)

(7)

(8)
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если , 1.j j N∈∅ = +

3. Нахождение оптимальных значений: 

1

1

1,

1
, .

0,

j

i i
j i

i j

x W w i j
w

i j

−

=
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
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∑

В рамках настоящей работы задача (7) 
будет сведена к задаче (8) и предложен ал-
горитм нахождения нижней границы для 
критерия G.

Т еорема . Решение задачи нелинейно-
го программирования (7), характеризующее 
нижнюю границу нормированного отно-
шения длительностей буферизации и про-
смотра при передаче неадаптивных видео-
потоков, может быть получено с помощью 
алгоритма 2.

Ал горитм  2: Решение задачи (7)
1. Сортировка пользователей по возрас-

танию отношений ,iK 
 γ 

 и их нумерация в 

соответствии с сортировкой.
2. Нахождение пользователя с индексом 
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если , 1.j j N∈∅ = +

3. Нахождение оптимальных значений gi:
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(1 )

1,

i

i j

g i j

i j

 <
 γ − ξ= =
ξ + γ − ξ

 >

 

где 
1

1

1 .
j

i

j i

K
K

−

=

 γ
ξ = −  γ 

∑
Доказ а т ельс тво . Произведем не-

сколько преобразований системы (7). Из-
начально вынесем из знаменателя нели-
нейного ограничения γ:

1 1

(1 ) (1 )
.

(1 ) (1 )

N N
i i i i

ii ii i
i

K g K g
gg g g= =

 − −
=  + γ − γ  + −

γ

∑ ∑

Далее произведем преобразование за-
дачи (7) из задачи минимизации в задачу 
максимизации:

Максимизировать: 
1

(1 )
N

i
i

g
=

−∑
При условии:

1

(1 )
1

(1 )

[0,1], 1,

N
i i

ii
i

i

K g
g

g

g i N

=

   −
≤  γ   + − γ

 ∈ =

∑

Введем обозначение (1 ) / (1 ) .i
i i i

g
x g g

 
= − + − γ 

(1 ) / (1 ) .i
i i i

g
x g g

 
= − + − γ 

 Значение xi монотонно за-

висит от величины gi и может принимать 
значения в отрезке [0, 1]. Выразим значе-
ния gi и (1 – gi) из xi:

(1 )
;

(1 )
i

i
i i

x
g

x x
γ −

=
+ γ −

 1 .
(1 )
i

i
i i

x
g

x x
− =

+ γ −

Основываясь на введенных обозначени-
ях, оптимизационная задача (7) принимает 
следующий вид:

Максимизировать: 
1 (1 )

N
i

i ii

x
x x= + γ −∑

При условии:

1

1

[0,1], 1,

N
i

i
i

i

K
x

x i N

=

  
≤  γ 


∈ =

∑

Легко показать, что целевая функция 
задачи (9) соответствует требованиям к це-
левой функции задачи (8). Основываясь на 
настоящем факте, решение задачи (9) может 
быть получено при использовании алгорит-

ма 1, где , 1,i
i

K
w i N

 
= = γ 

 и W = 1. Таким 

образом, задача (7) сведена к задаче (8), а 
алгоритм 2 является адаптацией алгоритма 
1 в обозначениях оптимизационной задачи 
(7) и взаимосвязи между значениями gi и xi. 
Данный факт завершает доказательство.

(9)
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Обобщая сказанное ранее, в результате 
была найдена величина G, характеризую-
щая максимально возможную эффектив-
ность алгоритмов распределения ресурсов 
радиоканала в централизованных беспро-
водных телекоммуникационных сетях при 
передачи неадаптивных видеопотоков.

Эвристический алгоритм планирования  
для минимизации нормированного  

отношения длительностей буферизации  
и просмотра

В настоящей статье предлагается кон-
цепция построения алгоритмов планирова-
ния распределения ресурсов беспроводного 
канала с учетом требований к качеству вос-
приятия абонента: совместное планирова-
ние. В классических планировщиках: Round 
Robin, обеспечивающий равный доступ к 
ресурсам канала связи, и Proportional Fair, 
обеспечивающий равные скорости пере-
дачи информации пользователям, приори-
тет на частотно-временные ресурсы для 
каждого пользователя вычисляется незави-

симо, и далее пользователь с максималь-
ным приоритетом получает данный ресурс.  
В рамках этого исследования предлагается 
разработать эвристический планировщик, 
который при вычислении приоритета будет 
учитывать характеристики беспроводного 
канала и загружаемого видеоряда всего мно-
жества абонентов в соте. Данная концепция 
позволяет увеличить эффективность алго-
ритмов планирования для передачи неадап-
тивных видеопотоков по протоколу HTTP.

В предлагаемом планировщике будет 
использован алгоритм 2, позволяющий 
произвести вычисление оценки нижней 
границы для критерия G на основе оценок 
параметров сети передачи информации и 
просматриваемых пользователями видео-
данных. В результате работы алгоритма 2 
будут доступны значения  , 1, ,ig i N=  опре-
деляющие оценку минимально возможного 
значения критерия G. Используя данные 
значения, возможно вычислить рекоменду-
емые скорости передачи информации для 
каждого пользователя:

 

  



min

( ), ( ) 0

( ) ( )(1 ( )), ( ) (0,1), 1, ,

, ( ) 1

i i

rec
ii i i

i

R t g t

S t R t g t g t i N

S g t

 =
= − ∈ =


=

где Smin – минимальная скорость передачи 
информации, обеспечиваемая алгоритмом 
планирования, обусловленная требования-
ми стандартов связи;  ( )iR t  – оценка би-
товой скорости просматриваемого видео-
потока пользователем i в момент времени 
t, доступной от системы анализа трафика, 
встроенной в опорную сеть оператора.

Таким образом, появляется задача обе-
спечения рекомендуемых скоростей по-
лучения информации на базовой станции. 
Для решения настоящей задачи предлага-
ется в каждом слоте оценивать две харак-
теристики для каждого пользователя: мак-
симально достижимую скорость канала и 
скорость передачи информации в каждый 
момент времени – Ci

avg(t) и Si
avg(t) соответ-

ственно по следующим методикам:

1
( ) 1 ( 1)

( )

1
( )

( )

avg avg
i i

C

i
C

C t C t
w t

C t
w t

 
= − − + 
 
 

+  
 

1
( ) 1 ( 1)

( )

1
( )

( )

avg avg
i i

C

i
C

C t C t
w t

C t
w t

 
= − − + 
 
 

+  
 

1
( ) 1 ( 1)

( )

( )1
,

( )

avg avg
i i

S

i

S

S t S t
w t

P t
w t t

 
= − − + 
 
 

+  
∆ 

где ( ) min( 1, ),l
C i Cw t t t w= − + ( ) min( 1, ),l

S i Sw t t t w= − +
( ) min( 1, ),l

S i Sw t t t w= − + ; ti
l – последний момент време-

ни, когда для пользователя i была инфор-
мация для передачи; Cw  и Sw  – длитель-
ности интервалов усреднения для оценок 
Ci

avg и Si
avg соответственно; Pi(t) – количе-

ство бит, которое пользователь i передал в 
момент времени t; Δt – длительность слота;  
Si

avg(0) = Ci
avg(0) = 0.

Данные методики основаны на оценке 
среднего значения методом экспоненци-
ального забывания с изменяемой длитель-

.
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ностью усреднения. Так как пользователь 
делает паузы между просмотрами, то будем 
считать пользователя активным в момент 
времени t, если у него есть данные для 
передачи на базовой станции, иначе будем 
считать пользователя неактивным.

Для обеспечения рекомендуемой скоро-
сти передачи информации модифицируем 
метод вычисления приоритета планиров-
щика Proportional Fair:

,
( )

( ) 1{ ( ) ( )} ,
( )

 
avg

avg rec i
r i i i avg

i

C t
p t S t S t

S t
= ≤

где pr,i(t) – приоритет пользователя i на 
частотно-временной ресурс r в момент вре-
мени t, 1{} – индикаторная функция. 

Подобная модификация не позволяет 
алгоритму планирования выделять ресурсы 
пользователю, чья оценка скорости пере-
дачи превышает рекомендуемую скорость 
получения информации. Такой подход по-
зволяет обеспечить скорость получения ин-
формации пользователем, равную рекомен-
дуемой.

На основе описанного выше предлага-
ется алгоритм 3, который минимизирует 
значение критерия G.

Ал горитм  3. Совместное планирова-
ние распределения ресурсов радиоканала для 
минимизации критерия G в каждом слоте.

1. Определить список активных поль-
зователей, у которых имеются данные для 
передачи на базовой станции.

2. Вычислить оценки нижней границы 
 , 1,ig i N=  при Ki =  ( )iR t / Ci

avg(t) и γ = 1 
(алгоритм 2).

3. Для каждого активного пользователя 
вычислить рекомендуемые скорости пере-
дачи информации, используя вычислен-
ные значения оценки нижней границы на  
Шаге 2.

4. Для каждого частотно-временного ре-
сурса найти активного пользователя с мак-
симальным приоритетом в соответствии с 
выражением (10).

5. Выделить пользователям с макси-
мальным приоритетом частотно-временные 
ресурсы.

6. Обновить значения Ci
avg и Si

avg для 
1, .i N=

Численный пример. Для демонстрации 
эффективности предложенного планиров-
щика в сравнении с существующими эв-
ристиками и нижней границей было про-
ведено моделирование в низкоуровневой 
системе моделирования NS-3, полностью 
соответствующей стандарту LTE. В данной 
системе моделирования был имплементи-
рован комплекс оконечных устройств, реа-
лизующий передачу видеоданных по про-
токолу DASH [3, 16].

Пользователи расставлены на линии 
по удалению от базовой станции с равным 
расстоянием между соседними устрой-
ствами с максимальным удалением от ба-
зовой станции равным 700 м. Затухание 
при распространении сигнала описывается 
моделью городской застройки Окамура-
Хата. Плоские замирания канала обуслов-
лены движением окружения со скоростью 
3 км/ч. Все пользователи смотрят ролики 
длительностью 300 с с битовой скоростью 
1 Мбит/с. Паузы между роликами распре-
делены по усеченному экспоненциальному 
закону с математическим ожиданием 30 с 
в отрезке [15,45] c. Алгоритм планирова-
ния гарантирует каждому пользователю 
скорость получения информации не менее  
100 Кбит/с.

В представленном сценарии увеличива-
лось число пользователей и анализировалась 
эффективность алгоритмов планирования 
(рис. 3). Из результатов, представленных на 
рисунке, следует, что предложенный алго-
ритм планирования обеспечивает меньшие 
значения критерия G по сравнению с суще-
ствующими аналогами и значения, близкие 
к найденной нижней границе. Также при 
зафиксированном значении критерия каче-
ства предложенный планировщик обеспе-
чивает на 7–14 % больше удовлетворенных 
пользователей относительно известных эв-
ристик и, как следствие, обладает большей 
эффективностью.

Заключение

В статье рассмотрена модель передачи 
неадаптивного видео по протоколу HTTP в 
беспроводных централизованных системах, 
в которой условия беспроводного канала 
связи изменяются во времени. Для дан-

(10)
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ной модели предложена взаимосвязь между 
характеристиками системы передачи ин-
формации и воспроизведением видеоряда. 
Основываясь на найденной взаимосвязи, 
найдена нижняя граница по всевозможным 
алгоритмам планирования распределения 
ресурсов беспроводного канала, удовлетво-
ряющим введенной модели, для нормиро-
ванного отношения длительностей буфери-
зации и просмотра.

Предложен эвристический алгоритм 
планирования, обладающий эффективно-
стью на 7–14 % больше, чем известные 
эвристики. Эффективность предложенного 

планировщика близка к найденной нижней 
границе. 

Полученный результат позволяет уве-
личить эффективность беспроводных си-
стем для передачи видеоданных по прото-
колу HTTP и сформировать требования к 
алгоритмам планирования, учитывающие 
качество восприятия контента, для теку-
щего и последующих поколений беспро-
водных сетей.

Работа выполнена в рамках инициативного 
научного проекта № 8.8540.2017/БЧ «Разработ-
ка алгоритмов передачи данных в системах IoT 
с учетом ограничений на сложность устройств».

Рис. 3. Сравнение эффективности алгоритмов планирования с найденной нижней границей
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Экспериментальные аспекты оценки пропускной  
способности памяти крупномасштабных систем  

с архитектурой ccnuma

П.Д. Дробинцев, В.П. Котляров, А.В. Левченко 

Санкт-Петербургский политехнический университет Петра Великого, 

Санкт-Петербург, Российская Федерация

Рассмотрен подход к прогнозированию производительности широкого 
спектра научных приложений на современных перспективных архитектурах с 
глобально адресуемой памятью. Исследованы вопросы моделирования и про-
гнозирования пропускной способности памяти для приложений с гибридным 
параллелизмом  MPI/OpenMP. Тест производительности HPCG использован 
для создания рабочей нагрузки, репрезентативной широкому спектру вычис-
лительных и коммуникационных задач актуальных научных приложений. Про-
ведены эксперименты по проверке модели на реальном кластере с общей па-
мятью, имеющем архитектуру ccNUMA с 12 TБ RAM и загруженном в режиме 
единого образа операционной системы, с целью определения границы размера 
задачи и демонстрации улучшенных показателей для целевой архитектуры по 
сравнению с базовой моделью. Модель позволит надежно оценить произво-
дительность современных и будущих систем ccNUMA, имеющих более 24 TБ 
оперативной памяти на одном узле, и сравнить их экспериментальные резуль-
таты с другими проблемно-ориентированными архитектурами во всем мире.

Ключевые слова: оценка производительности; ��������������������������������ccNUMA��������������������������; ������������������������HPCG��������������������; пропускная способ-
ность памяти; архитектура NUMA.
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Experimental aspects of memory bandwidth for HPC systems 
with ccnuma architecture

P.D. Drobintsev, V.P. Kotlyarov, A.V. Levchenko

Peter the Great St. Petersburg Polytechnic University, St. Petersburg, Russian Federation

We have considered an approach to estimating the performance for a wide range 
of science applications calculated on modern HPC systems with globally addressed 
memory. Modeling and estimation of memory bandwidth have been examined for 
a set of applications with parallel structure based on MPI/OpenMP technology. 
The HPCG benchmark was used to create a workload representing a wide range of 
calculation and communication tasks in science applications. A set of experiments for 
checking the model on a real HPC system with globally addressed memory (ccNUMA 
architecture with 12 Tb of memory with single image of operating system installed) 
was conducted for estimating the size of the task and highlighting the benefits of 
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optimized model usage. The optimized model will allow to estimate the performance 
of modern and future systems developed based on the ccNUMA architecture which 
contains 24 Tb of memory in one node. The model will also allow to compare the 
results of NUMA systems with other modern HPC architectures.

Keywords: benchmarking; ccNUMA; HPCG; memory bandwidth; NUMA architecture.
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Введение

В современных условиях промышлен-
ного подхода к решению сложных задач  
моделирования для организации широкого 
спектра процессов цифрового управления 
производством, наукой, сервисом требу-
ются огромные вычислительные мощности 
суперкомпьютеров. Для их эффективного 
использования и прогнозирования произ-
водительности реализации приложений на 
современных перспективных архитектурах 
суперкомпьютеров с глобально адресуемой 
памятью важны исследования пропускной 
способности памяти для приложений с ги-
бридным параллелизмом MPI/OpenMP. 

Особенности архитектуры ccNUMA

Современные системы с архитектурой 
Cache-Coherent Uniform Memory Access 
(ccNUMA) могут предоставить большее 
количество оперативной памяти на один 
многомашинный узел (макроузел) с одним 
образом операционной системы, чем это 
доступно в стандартном вычислительном 
кластере. Однако асимметричная природа 
архитектуры ccNUMA порождает ряд нега-
тивных эффектов неоднородности, таких, 
например, как образование «горячих точек» 
памяти (memory hot-spotting), варьирующа-
яся сложная многоуровневая структура за-
держки удаленного доступа и несовпадение 
моделей доступа к данным и фактического 
распределения данных в памяти [1–3]. Эти 
и другие факторы оказывают разнонаправ-
ленное воздействие на пропускную способ-
ность памяти макроузла ccNUMA, что по-
рождает серьезные проблемы для научных 
приложений с интенсивным нерегулярным 
доступом к памяти. При этом определение 
величины пропускной способности памя-
ти, исходя из теоретического максимума 

для конкретной вычислительной системы, 
является сложной задачей [4]. Таким обра-
зом, существующий гипотетический про-
гноз пропускной способности памяти си-
стем ccNUMA нередко неубедителен.

Главная цель настоящего исследова- 
ния – надежная оценка производительности 
современных и будущих систем ccNUMA. В 
данной статье представлены только предва-
рительные экспериментальные результаты 
оценки, моделирования и прогнозирования 
пропускной способности памяти ccNUMA. 
Тест производительности HPCG (High 
Performance Conjugate Gradients) использо-
ван для создания рабочей нагрузки с низ-
ким отношением вычислений к доступу к 
данным, что характерно для основных ком-
муникационных и вычислительных моделей 
современных научных приложений [5]. 

В работе посредством расширения су-
ществующей модели производительности 
HPCG спрогнозирована эффективная про-
пускная способность памяти реальной си-
стемы с глобально адресуемой памятью, 
оснащенной 12 TБ логически неделимой 
оперативной памяти и загружаемой в режи-
ме единого образа операционной системы. 
Эксперимент дал возможность сопоставить 
полученные результаты с результатами дру-
гих проблемно-ориентированных высоко-
производительных архитектур и спрогно-
зировать пропускную способность памяти 
будущих систем ccNUMA. Также в работе 
продемонстрированы важные технические 
аспекты, связанные с запуском HPCG на 
системах с большим объемом памяти одно-
го многомашинного узла. 

Предпосылки исследования  
и существующие работы

Ключевые вопросы существующих пу-
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бликаций, связанных с NUMA и HPCG, 
позволяют учесть широкий спектр про-
блем, порожденных архитектурой ccNUMA 
(сюда относятся (1) публикации, касаю-
щиеся моделирования производительности 
гибридного параллелизма MPI/OpenMP,  
(2) исследования эффектов NUMA, оказы-
вающих влияние на производительность, и 
(3) публикации, непосредственно связан-
ные с HPCG, в т. ч. описание референсной 
модели производительности HPCG). 

Для гибридного параллелизма в [6] 
предложена модель, которая используется 
и как модель оценки пропускной способ-
ности памяти, и как модель оптимального 
распределение ядер. В работе [7] дана цен-
ная информация о моделировании межпро-
цессорной пропускной способности памяти 
для анализа производительности различных 
потоков и локаций размещения данных. 

Гибридный подход для разработки высо-
коуровневых моделей производительности 
крупномасштабных вычислительных систем, 
сочетающий математическое моделирова-
ние и дискретное случайное моделирование, 
представлен в работе [8]. В исследовании [9] 
показаны преимущества гибридного про-
граммирования MPI/OpenMP для крупно-
масштабных кластеров NUMA. Исследова-
ния по моделированию производительности 
коммуникационных задач и вычислений в 
гибридных приложениях MPI/OpenMP вы-
полнены в работе [9]. 

Работы по HPCG известны с 2013 г.,  
с момента первой реализации теста. В работе 
Dongarra et �������������������������������a������������������������������l. [5] дано описание разрешен-
ных и запрещенных оптимизаций HPCG. 
Несколько исследований [10–16] описы-
вают ранний опыт оптимизации HPCG 
на Tianhe-2, «Ангара» и Sunway TaihuLight 
System. В дополнение к практическому опы-
ту эксплуатации теста существует базовая 
аналитическая модель производительности 
[4] HPCG, которая является основопола-
гающей для настоящей работы. Модель по-
зволяет оценить время выполнения главных 
вычислительных и коммуникационных за-
дач для реализации метода симметричного 
Гаусса-Зейделя (SymGS), вычисления про-
изведения разреженной матрицы на вектор 
(SpMV), вычисления скалярного произве-

дения векторов (DDOT), вычисления сум-
мы векторов (WAXPBY). Вместе с моделью 
процедур межузловых коммуникаций пол-
ная модель позволит надежно прогнозиро-
вать производительность HPCG.

Как следует из сказанного выше, основ-
ная ценность исследования состоит в том, 
что HPCG может внести ясность в во-
прос сопоставления производительно-
сти ccNUMA с результатами множества 
проблемно-ориентированных архитектур, 
отличных от ccNUMA. Эволюционные 
аспекты и экспериментальное применение 
упомянутых работ являются вкладом на-
стоящего исследования.

Особенности расширенной модели

Основное достижение настоящей рабо-
ты – это экспериментальное предсказание 
пропускной способности памяти системы с 
архитектурой ccNUMA с использованием 
эталонной модели [4]. Известными пробле-
мами производительности параллельных 
приложений на архитектуре ccNUMA яв-
ляются: (1) локальность доступа к данным; 
(2) объем обмена данными между потока-
ми; (3) эффективная пропускная способ-
ность памяти [17].

Большое значение имеет эффективная 
пропускная способность памяти, которая 
является параметром в модели всех вычис-
лительных процедур �������������������HPCG���������������. Вклад настоя-
щей работы – в использовании гибридной 
версии HPCG, а не только версии с чистым 
MPI, как в модели [4]. Следует учитывать, 
что HPCG хорошо сбалансирован на уров-
не MPI, отсюда производительность реали-
зации MPI выше, чем производительность 
гибридной версии MPI/OpenMP. Кроме 
того, OpenMP не обеспечивает поддержку 
ccNUMA. Несмотря на это, идея исследо-
вания заключается в том, что гибридная 
версия является дополнительным серьез-
ным вызовом для многомашинных узлов с 
архитектурой ccNUMA, провоцируя появ-
ление ряда эффектов, критичных для про-
изводительности, таких как «горячие точ-
ки» памяти (memory hot-spotting). 

В табл. 1 показан оценочный диапазон 
вариантов модели, которые были рассмо-
трены или имеют такую перспективу. В этой 
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статье предложены пока только экспери-
ментальные аспекты эффективной оценки 
пропускной способности памяти (BW). 

Из негибридной модели известно пол-
ное время выполнения [4]:

(sec) ( 0)

 3( ).
timeIter MG SpMV depth

DDOT WAXPB

= + = +

+ +

Гибридная версия HPCG (MPI/OpenMP) 
более чувствительна к пропускной способ-
ности памяти, чем версия MPI, и может 
иметь большую производительность [18], 
особенно для случая системы с глобально 
адресуемой памятью. Для OpenMP модель 
времени выполнения предложена ранее в 
работе Wu et al. [19]:
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Здесь использована формула OMP для 
моделирования времени выполнения при-
ложения OpenMP на n ядрах, основанная 
на модели производительности для 1 и 2 
ядер (Tc) и пропускной способности па-
мяти (BWn) [19]. Пропускную способность 
памяти можно получить из базовой моде-
ли [4] для каждого вычислительного ядра 

HPCG следующим образом:
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где SYMGS является наиболее затратным 
[20].

Несмотря на то, что все вычислительные 
процедуры были смоделированы исчерпы-
вающим образом, остаются важные параме-
тры, полученные эмпирически. К их числу, 
помимо пропускной способности памяти, 
относится задержка вычислительной сети. 
Влияние задержки на прогноз производи-
тельности HPCG оценивается авторами ба-
зовой модели [4] как незначительное. В ра-
боте для эмпирической оценки  латентности 
вычислительной сети использован модуль 
KNEM ядра Linux, обеспечивающий высо-
копроизводительную внутриузловую MPI-
связь для больших сообщений [21].

Таблица  1

Сравнение базовой и расширенной версии модели

Возможности модели Базовая Расширенная 
SYMGS (время выполнения) Рассмотрено + BW
SpMV (время выполнения) Рассмотрено + BW
WAXPB (время выполнения) Рассмотрено + BW
DDOT (время выполнения) Рассмотрено + BW
Allreduce, Halo (время выполнения) Рассмотрено + Задержка выч. сети
Гибридный параллелизм  
(MPI/OpenMP)

Не рассмотрено Рассмотрено

Пропускная способность памяти Не рассмотрено Рассмотрено
Задержка вычислительной сети Не рассмотрено Рассмотрено
Факторы NUMA Не рассмотрено Рассмотрено
Техники оптимизации HPCG Не рассмотрено Не рассмотрено
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Экспериментальные результаты

Поскольку системы ccNUMA с объемом 
памяти более 3 TБ являются достаточно 
редкими, и кажется сложным получить на-
бор различных гигантских многомашинных 
узлов, мы используем систему ccNUMA в 
следующих конфигурациях (табл. 2).

Для более глубокого изучения проблем, 
связанных с NUMA, проведены экспери-
менты с гибридной версией HPCG. Дан-
ная версия была запущена на макроузлах с  
188 ГБ RAM (48 ядер) с объединением па-
мяти макроузла до 3 TБ RAM (768 ядер) 
и с последующей интеграцией в один ма-
кроузел с объемом памяти до ≈12 TБ RAM 
(3072 ядра) на заключительном этапе. Ба-
зовый для многомашинного узла сервер 
основан на процессоре AMD Opteron 6380, 
межсоединение имеет топологию 3D Torus. 

Используем ядро Linux 4.11 с набором пат-
чей для поддержки драйвера Block Transfer 
Engine для контроллеров узлов NumaChip.

HPCG был скомпилирован с оптими-
зированной библиотекой libgomp, которая 
поддерживает локальное хранилище пото-
ков (thread-local storage – TLS) для данных 
с числом потоков более 1024. Отдельный 
стек размером до 2 ГБ выделялся под каж-
дый поток HPCG. Генерация инструкций 
для предварительной выборки памяти ис-
пользовалась для повышения производи-
тельности циклов, которые обращаются к 
большим массивам. Нагрузка балансирова-
лась для повышения эффективности прило-
жения OpenMP, распределяя потоки через 
все доступные узлы NUMA, используя FPU 
и уменьшая нагрузку на интерфейс памяти 
и кэш третьего уровня. Генерация инструк-

Таблица  2 

Варианты конфигурации

Особенности
архитектуры

Базовый 
сервер

Макроузлы с единым образом ОС
Минимальный Средний Максимальный

RAM 188 ГБ 752 ГБ 3 TБ 12 TБ
Узлы NUMA 6 24 96 384
Плата/Сокет/Ядра 1/3/48 4/12/192 16/48/768 64/192/3072

Рис. 1. Прогноз производительности HPCG, основанный  
на использовании базовой модели
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ций для предварительной выборки памяти 
использовалась для повышения производи-
тельности циклов обработки больших мас-
сивов. Результаты моделирования с помо-
щью базовой модели приведены на рис. 1.

На рис. 2 сделанные прогнозы сопо-

ставлены с фактическими результатами 
гибридного HPCG на макроузле с 12 TБ 
оперативной памяти. Кроме того, приве-
дены результаты сравнения с эталонной 
моделью. В отличие от результатов работы 
[4], гибридный вариант HPCG нелинейно 

Рис. 2. Прогнозируемые и фактически полученные результаты HPCG  
на целевой крупномасштабной системе с 12 TБ RAM

Рис. 3. Результаты теста STREAM и прогноз
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масштабируется в системе ccNUMA; не-
равномерность системы приводит к разде-
лению поверхности, причины которого ис-
следуются. На рис. 3 приведено сравнение 
смоделированной пропускной способности 
памяти макроузла и результатов STREAM 
Benchmark.

В прогнозах производительности буду-
щих систем ccNUMA с объемом памяти 
более 24 TБ можно предположить, что про-
пускная способность памяти будет оста-
ваться узким местом производительности 
HPCG. При крупномасштабном запуске 
HPCG с максимальным размером задачи 
около 7 TБ памяти оказывается занято, 
причем прогнозируется пропорционально 
высокое потребление памяти, поскольку 
будущие системы ccNUMA будут иметь 
по крайней мере 4 ГБ ����������������  RAM�������������   на ядро. За-
держка вычислительной сети будет расти. 
Основываясь на данных моделирования, 
ожидается производительность не менее  
400 GFlops для макроузла с 24 TБ опера-
тивной памяти. 

В отношении существующих машин 
без ccNUMA, HPCG становится еди-
ной метрикой для сравнения различных 
проблемно-ориентированных архитектур 
и уменьшает разрыв в производительно-
сти, созданный оценками, сделанными на 
основе LINPACK. Например, эксперимен-
тальная система ccNUMA демонстрирует 
удовлетворительную производительность 
HPCG по сравнению с результатами тех-
нического отчета [15] для суперкомпьюте-
ра Sunway TaihuLight [22], предполагая, что 
память ccNUMA медленнее по сравнению 
с нынешним лидерам TOP500.

Заключение

В статье представлен эксперименталь-
ный подход к оценке пропускной спо-
собности памяти современных систем 
cсNUMA. HPCG Benchmark использован 
для создания рабочей нагрузки, сопоста-
вимой с современными научными прило-
жениями. Существующая модель произ-
водительности HPCG расширена за счет 
использования гибридного MPI/OpenMP и 
дополнена факторами, влияющими на про-
пускную способность памяти. В результате 
предсказана пропускная способность памя-
ти реальной системы ccNUMA с 12 TБ опе-
ративной памяти. Используемый подход 
может применяться для сравнения текущих 
и будущих машин ccNUMA.

Показано (рис. 3), что расхождение 
между фактически полученными результа-
тами STREAM Benchmark и выведенными 
из эталонных моделей составляет до 12 %. 
Хотя вся программная среда была оптими-
зирована в широких масштабах (ядро Linux, 
gcc, libgomp, etc.), однако значительные 
оптимизации HPCG возможны. В ближай-
шем будущем планируется сосредоточиться 
на реализации существующих оптимизаций 
HPCG для случая ccNUMA, поскольку по-
вышение производительности HPCG улуч-
шит производительность реальных прило-
жений [5].

В частности будет уточнена модель ло-
кализации кэш-памяти с помощью новой 
техники оптимизации HPCG, предложен-
ной в статье [16]. Среди других улучшений 
предполагается заменить формат хранения 
матрицы CSR на упрощенный SELLPACK 
для ядер SpMV и SYMGS [10, 16]  

Таблица  3 

Оценка результатов

Техники оптимизации Ожидаемые результаты
Раскраска вдоль двух областей XY  
одновременно в SYMGS [16]

Улучшение производительности SYMGS  
в три раза

Смена формата хранения (ELLPACK  
вместо CSR) [16]

Ускорение на 5 % в SYMGS и SPMV

Перераспределение данных [23]
Улучшение производительности  
для больших задач HPCG
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(табл. 3 иллюстрирует ожидаемое уско-
рение). В работе [23] представлена новая 
модель перераспределения данных, по-
зволяющая снизить издержки удаленного 
доступа к памяти для приложений с ин-

тенсивным вычислением с большими раз-
мерами проблемы. Наконец, в ближайшем 
будущем мы планируем предложить мо-
дель задержки вычислительной сети для 
многомашинного узла.
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LINEARIZATION OF THE ANALOG-TO-DIGITAL CONVERTER  
FOR AN FPGA-BASED DIRECT DIGITAL RECEIVER

The goal of this work is to provide linearization of the analog-to-digital converter 
for an FPGA-based Direct Digital Receiver. One of the techniques for implementing 
that is the LUT-based calibration and correction technique inside the FPGA, which 
was used for obtaining better characteristics of SNDR, SFDR and INL of the FPGA-
based parametrized 14-bit model of pipelined ADC. The experimental part consists 
of the implementation of the FPGA-based parametrized 14-bit model pipelined ADC 
using MATLAB/Simulink. Its calibration and LUT-based correction were performed 
using both MATLAB/Simulink and FPGA. The DDS generator was implemented 
inside the FPGA. Code was written in Verilog HDL. The values of the dynamic 
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calibration, and compared. The influence of the DC gain and that of the capacitors of 
the MDAC was taken into account and observed. The influence of changes in the DC 
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for both SNDR and SFDR, as well as for the static characteristic, INL, which was 
also observed.
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для приемника прямого усиления на основе ПЛИС

М. Крнета, И.М. Пятак

Санкт-Петербургский политехнический университет Петра Великого, 

Санкт-Петербург, Российская Федерация

Описана линеаризация конвейерного аналого-цифрового преобразователя 
для цифровых приемников прямого преобразования. Использованы цифровая 
калибровка и коррекция с применением таблицы соответствия, позволившие 
улучшить динамические характеристики АЦП. Разработана модель конвейер-
ного АЦП разрядностью 14 бит в среде MATLAB с использованием результа-
тов компьютерного моделирования. Рассмотрено влияние разброса номиналов 
конденсаторов и величин коэффициента усиления по постоянному току ОУ 
каскада АЦП на динамические характеристики. Для дальнейшего проведения 
эксперимента как система калибровки и коррекции на основе таблицы соот-
ветствия, так и модель АЦП реализованы с использованием ПЛИС. Результаты 
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Introduction

The goal of this study is to provide 
the linearization of an analog-to-digital 
converter (ADC) for an FPGA-based direct 
digital receiver. FPGA stands for Field 
Programmable Gate Array. In [1] there is a 
clear correspondence between the sensitivity 
and signal-to-noise and distortion (SNDR) of 
the ADC, i. e., the more SNDR, the more 
sensitive the receiver is, because noise floor 
is lower. Moreover, spurious-free dynamic 
range (SFDR) is important, because the less 
harmonics at the ADC output, the less the 
probability of blocking the desired low signals 
by these harmonics and less unwanted received 
components. Therefore, the correction 
of the ADC characteristics and especially 
linearization are important for obtaining high 
characteristics of the receiver (in particular, 
sensitivity).

In order to perform the linearization of 
the ADC, at first it is necessary to provide an 
ADC model which will take into account some 
well-known nonlinearities, like non-ideal DC 
gain and mismatch of the multiplying digital-
to-analog converter (MDAC) capacitors 
inside the pipelined ADC stage. In this work 
the ADC model inside the FPGA is realized 
by using a direct digital synthesizer (DDS 
generator). Instead of sine ROM in DDS, 
we are using ROM with samples from the 
MATLAB model with nonidealities. So we 
can introduce nonlinearities in hardware 
by changing the DC gain and capacitor 
mismatch in software in the model of the 
ADC (MATLAB/Simulink), without buying 
expensive instruments. In this work, the 
correction of the dynamic characteristics, 
SNDR and SFDR, of the ADC is performed 
using histogram calibration [2].

Literature overview

In the literature we can find results obtained 
by other calibration and correction techniques 
for the 14-bit pipelined ADC. For example, for 
the LMS-based technique at the sampling rate 
of 200 Msps, SNDR after correction equals  
69.5 dB, SFDR 88.9 dB [3]. For the redundancy-
based technique [4], the sampling frequency 
100 MHz, SNDR is 85.89 dB, SFDR 102.8 dB. 
For the dither-based technique [5], sampling 
frequency 100 MHz, SNDR equals 76.56 dB. 
For the PN-sequence-based technique [6], 
125 Msps, 3.5-bit stage architecture, SNDR 
is 80.86 dB, SFDR 102.27 dB. The combined 
foreground + background technique, described 
in [7], at 100 Msps and capacitor mismatch 
of 0.1 % gave SNDR of 76.8 dB, SFDR of  
75.7 dB and INL ±1.2 LSB. For the background 
technique, described in [8], at 100 Msps and 
input frequency of 21 MHz, SNDR is 73 dB, 
SFDR 91 dB, INL 1.3 LSB. The charge-sharing 
background technique [9] at 100 Msps, input 
frequency 30 MHz, gives SNDR of 73.1 dB,  
SFDR of 91 dB and INL 1.1/–1.0 LSB. 

In this study the look-up table based 
(LUT-based) correction is used because 
it is independent from the architecture of 
the ADC, it is suitable for many different 
ADCs, it is easy to perform as IP-block for 
FPGA, it has low power and improves the 
linearity and accuracy. The disadvantage of 
this technique is the following: it requires 
industrial hardware.

Linearization of the ADC

The first task was to implement the 
parameterized FPGA-based DDS generator. 
The DDS code was written in Verilog hardware 
description language (HDL). Memory was 
initialized inside the FPGA with the external 

эксперимента с высокой точностью совпадают с результатами компьютерного 
моделирования и свидетельствуют об эффективности предложенной калибров-
ки и коррекции.

Ключевые слова: конвейерный АЦП; цифровая калибровка и коррекция; MATLAB; 
динамический диапазон; ПЛИС.

Ссылка при цитировании: Крнета М., Пятак И.М. Разработка цифровой коррекции 
характеристик АЦП для приемника прямого усиления на основе ПЛИС // Научно-
технические ведомости СПбГПУ. Информатика. Телекоммуникации. Управление. 2017. 
Т. 10. № 3. С. 44–52. DOI: 10.18721/JCSTCS.10304
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file with sine coefficients. The possibility to 
initialize memory inside the FPGA with external 
coefficients is a key for building a model ADC 
and LUT-based correction. The example of the 
look-up table method is explained in detail in 
[10].

The Verilog project consists of one module. 
In this module memory is initialized with an 
external file, obtained from the non-ideal ADC 
MATLAB/Simulink model. In this project, 
hexadecimal sine coefficient values were used. 
Master clock frequency (MCLK) of the FPGA 
board has a value of 100 MHz. Sine output was 
14 bits long.

Comparing the values from the MATLAB/
Simulink ADC model and the values from the 
output of the DDS, it can be noticed that they 
are the same, which means that the memory 
can be initialized inside the FPGA with the 
external file, containing sine coefficients, and 
that the DDS generator works, which is exactly 
what had to be proven.

The next task was the implementation of 
the parameterized model of the FPGA-based 
pipelined ADC using MATLAB/Simulink. 
The structure of the pipelined ADC is shown 
in Fig. 1.

Fig. 2 shows the MATLAB/Simulink model 

of the 14-bit pipelined ADC. Its calibration 
and correction in this part of the study were 
also done in MATLAB.

The dynamic characteristics SNDR and 
SFDR of the ADC have been measured. The 
DC gain of the ideal 14-bit pipelined ADC is 
84 dB, the values of the MDAC capacitors Cs 
and Cf  are equal to 1. The sampling frequency 
equals 100 MHz. Input frequency is 3 MHz.

First of all, the characteristics of the non-
calibrated ADC have been obtained. After 
that, the calibration was done. The SNDR and 
SFDR values were recorded for the values of 
the DC gain of 54 and 84 dB. The value of  
54 dB is used because it is enough for obtaining 
good dynamic characteristics using low power 
op-amps; after the LUT-based correction they 
are close to ideal values, which will be proven 
in the next steps. The same procedure was re-
peated for the fixed DC gain of the ideal 14-bit 
ADC (84 dB), but in this case the value of the 
capacitor Cf  was changed. The value dCf was 
added to the value of the Cf  of the ideal 14-bit 
pipelined ADC (equals 1). The step size of the 
dCf is 0.0002, the range of the dCf  values is 
from 0.001 to 0.002 (change of Cf from 0.1 % 
to 0.2 %). Those dCf values are used in order 
to see the changes of SNDR and SFDR close 

Fig. 1. Structure of the pipelined ADC [11]
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to the down limit of 0.1 %. With this value it 
is impossible to make a mismatch because of 
technological operations during manufacturing. 
After that, the samples from MATLAB are used 
for initializing the DDS generator memory in 
the FPGA and after that the sine values ob-
tained at the output of the DDS (Xilinx ISE) 
are loaded back to MATLAB. They are used 
in the calibration engine. Table lists the results 
obtained for the values of DC gain of 84 dB 
and 54 dB and for the capacitor mismatch of  

0 and 0.14 %, before and after correction, us-
ing both MATLAB and FPGA. The value of 
0.14 % is used as an example between 0.1 and 
0.2 %. It can be noticed that the results from 
MATLAB and FPGA are pretty similar.

The graphs represented in the Fig. 3 and  
Fig. 4 show the comparison of both 
characteristics, with MATLAB- and FPGA-
obtained values. From their similarity, we can 
conclude that it is possible to implement the 
parametrized model of FPGA-based pipelined 

Fig. 2. MATLAB/Simulink model of the 14-bit pipelined ADC

MATLAB and FPGA results of SNDR and SFDR for DC gain  
of 54 and 84 dB and dCf  of 0 and 0.14 %

dCf = 0 % dCf = 0.14 %

84 dB 54 dB 84 dB 54 dB

MATLAB
before

SNDR 83.62 57.44 70.84 56.04

SFDR 87.97 58.12 71.64 56.72

FPGA
before

SNDR 83.62 57.44 N/A N/A

SFDR 87.97 58.12 N/A N/A

MATLAB
after

SNDR 82.13 77.24 82.03 76.36

SFDR 90.35 98.76 95.71 97.95

FPGA
after

SNDR 82.12 77.21 N/A N/A

SFDR 90.28 93.45 N/A N/A
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ADC using MATLAB/Simulink.
The results show that the dynamic 

characteristics of the ADC, SNDR and SFDR 
depend on the changes of the DC gain, as well 
as on the changes of the MDAC capacitors. 
After the calibration, the characteristics 
became better, i. e., the values of the SNDR 
and SFDR increased, in comparison with their 
characteristics before the calibration. In view of 
this, it can be concluded that the LUT-based 
calibration improves the dynamic characteristics 
of the ADC and thus its linearization.

The next step is the implementation of 
LUT-correction of the parametrized pipelined 
model ADC, which is done inside the FPGA, 

using MATLAB. The code was written in 
Verilog HDL. 

The module contains DDS generator and 
LUT. For both, the memory is initialized 
with external file, containing sine samples. 
Samples for LUT are obtained from the LUT 
of correction in MATLAB/Simulink. Once 
again, sampling frequency equals 100 MHz. 
Input frequency is 3 MHz. Again, the dynamic 
characteristics, SNDR and SFDR, have been 
observed, as well as the behaviour of the 
static characteristic INL. The calibration and 
correction are done for the DC gain of 54 dB 
and for the capacitor mismatch of 0, 0.1, 0.12, 
0.14, 0.16, 0.18 and 0.2 %.

Fig. 3. SNDR characteristic for MATLAB/FPGA values,  
before and after calibration, DC gain 84 dB

Fig. 4. SFDR characteristic for MATLAB/FPGA values,  
before and after calibration, DC gain 84 dB

%
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The obtained results are compared with the 
results obtained from the LUT-based correction 
in MATLAB. Fig. 5 shows the values of SNDR 
and Fig. 6 shows the values of SFDR.

The spectra of the signal with capacitor 
mismatch after corrections in MATLAB and 
FPGA are shown in Fig. 7.

It can be seen that they are similar, 
which leads to the conclusion that LUT-
based correction done inside the FPGA using 

MATLAB gives the result similar to the one 
obtained by MATLAB correction directly. If 
we consider the values, as an example let us 
take the capacitor mismatch of 0.14 % for 
DC gain of 54 dB. SNDR after MATLAB 
correction is 76.36 dB, after FPGA correction 
76.06 dB. SFDR after MATLAB correction 
is 97.95 dB, after FPGA correction 97.60 dB. 
Therefore, it is proven that the LUT-based 
calibration and correction can be implemented 

Fig. 5. SNDR after corrections in MATLAB and FPGA

Fig. 6. SFDR after corrections in MATLAB and FPGA
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Fig. 7. Spectra after correction in MATLAB and FPGA (dCf = 0.14 %)

Fig. 8. INL before and after correction  
in MATLAB (up) and FPGA (down), 54 dB, 0.1 %
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inside the FPGA with the same efficiency as in 
MATLAB.

The values of INL are obtained before 
and after correction inside the FPGA. The 
values were measured for 54 dB of DC gain  
and 0, 0.1 and 0.2 % of capacitor mismatch. In 
Fig. 8 the INL characteristic before and after 
correction using MATLAB (up) and FPGA 
(down) is represented.

There is a clear improvement of INL 
characteristic after LUT-based corrections, 
performed in both MATLAB and FPGA. INL 
values are around 2.5 times lower than before 
LUT-based correction.

Conclusions

In this study, it is shown that the 
nonlinearity of the ADC characteristics 
can be removed by LUT-based calibration 
and correction technique. It is also shown 
that SNDR, SFDR and INL depend on 
the changes of the DC gain, as well as on 

the changes of the MDAC capacitors,  
i. e., capacitor mismatch inside the stage. Not 
only the simulations have been performed in 
this study, but the experiment as well, and the 
results obtained in the experiment are in good 
agreement with the results from simulation.

Using LUT-based calibration and correction 
inside the FPGA, the best results obtained in 
this study are the improvement of SNDR from 
57.44 dB before correction to 76.98 dB after 
correction. For SFDR the biggest improvement 
obtained was from 58.12 dB to 98.22 dB. 
Therefore, with the LUT-based technique, 
SNDR can be improved for 20 dB and SFDR 
for 40 dB. After LUT-based correction INL 
is lower for around 2.5 times than before 
correction. Comparing the results obtained 
in this work with the results from the known 
techniques, it can be noticed that the LUT-
based technique using FPGA can guarantee a 
similar level of improvement in SFDR, SNDR 
and INL, or even better.
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This paper contains the research results related to the Master thesis about the design 
of Dual band Differential Digital Ring oscillator (DRO) in two stages, describing the 
lower power consumption, smaller area, lower phase noise, linear frequency range 
and better frequency stability with variation of applied voltage, in addition to the 
investigation of the temperature variation effect. We have proposed a circuit using 
the 65-nm CMOS process with Radio Frequency (RF) transistors and the output 
frequency digitally controlled (by 4-bit (coarse), 3-bit (fine) tuning) as control code, 
for the low-band frequency range [1.487–3.021 GHz] and power consumption of 
0.359 mW @ 2.42 GHz, and for the high-band frequency range [3.5–6.98 GHz] and 
the power consumption of 1.86 mW @ 6.023 GHz, the band gap between two bands 
equal to 500 MHz, the phase noise about –84.4 dBc/Hz @ 1MHz, and the jitter value 
of 4.335 ps, with FOM equal to –156.5 dBc/Hz.
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Генератор, управлямый цифровым кодом, с пониженным 
энергопотреблением на основе 65 нм КМОП-технологии 

Д.Б. Ахметов 1, Omar J. Al-Karkhi 2
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Изложены результаты исследований, связанных с магистерской диссерта-
цией о конструкции двухканального дифференциального генератора цифровых 
колец (DRO) в два этапа, что отвечает за большую часть потребления энергии, 
меньшую площадь, более низкий фазовый шум, линейный частотный диапа-
зон и лучшую стабильность частоты с изменением приложенного напряжения 
в дополнение к исследованию эффекта изменения температуры. Предложена 
схема двухдиапазонного генератора, разработанного с использованием параме-
тров КМОП-технологии с разрешением 65 нм. Выходная частота генератора 
управляется в диапазонах 1,49–3,02 ГГц и 3,50–6,90 ГГц 4-разрядным циф-
ровым кодом для грубой настройки и 3-разрядным – для точной настройки. 
Потребляемая мощность составляет 0,36 мВт и 1,86 мВт соответственно в каж-
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дом диапазоне; уровень фазовых шумов – не более минус 84,4 дБс/Гц при от-
стройке 1 МГц; значение джиттера – не более 4,3 пс; комплексный параметр 
качества (FOM) – минус 156,5 дБс/Гц.

Ключевые слова: 65-нм технология; идк; положительная обратная связь; энергопо-
требление; буфер; программное обеспечение cadence.
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and silicon area in a nanoscale CMOS, which 
allows for further power and cost reductions. 
The focus is on analyzing and tracking the 
advances in the DCO base depending on its 
performance level. As we knew that the digi-
tally controlled oscillator has many types and 
topologies and because the Differential Ring 
Digital- Controlled-Oscillator (DRO) is bet-
ter in frequency stability with power supply 
voltage variations and has lower phase noise, 
a DRO using the 65-nm technology in a two 
delay stages is proposed.

In this paper, the differential Digital-Con-
trolled-Oscillator (DCO) with a reconfigurable 
delay cell in each two stages of a digitally con-
trolled ring oscillator is proposed. The DCO 
operates in two bands: 1.40–3.02 GHz and 
3.50–6.98 GHz in comparison with the ar-
chitecture proposed in [3]. Each band has 128 

The wireless systems are closely linked to 
the phenomenal success of the CMOS tech-
nology scaling that makes it possible to devel-
op increasingly complicated systems on a sin-
gle silicon chip while preserving performance 
and functionality at an ever lower cost, lower 
power consumption, smaller product size and 
an increaded unity gain of CMOS transis-
tors [1, 2]. Concerning wireless systems, LC 
circuits in controlled voltage oscillators and 
large-sized capacitors in filters used in fre-
quency synthesizers are less suitable for scal-
ability. In contrast, all-digital phase-locked 
loops (ADPLL) based on digitally controlled 
oscillators (DCO) can be easily integrated into 
the digital system and have much less depen-
dence on temperature, process and voltage 
variations. The ADPLL architecture still en-
tails significant levels of power consumption 

Fig. 1. DCO structure
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Fig. 2. Schematic of the delay element

Fig. 3. Schematic of the «FBC»
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sub-bands controlled by the 7-bit digital word, 
a new SCL-based delay cell is used which has a 
reconfigurable structure. Fig. 1 shows the pro-
posed dual band DCO with a block diagram of 
delay elements. 

Each delay element has the following 
pins: pin «B» defines the current band, pins  
«С0» – «С3» «F0», «F1», «F2» define the up-
per and lower bits of the digital control word. 
The schematic of the delay element is shown 
in Fig. 2 

Contrary to the traditional trigger struc-
ture, a new feedback circuit «FBC» is included 
into the scheme. When the signal on pin «B» 

is low, total propagation delay increases and 
the circuit operates at a lower frequency band. 
When the signal on pin «B» is kept high, the 
propagation delay decreases and frequency of 
oscillation rises. Block «CTT» contains a bank 
of transistors which are used to set the tail cur-
rent of the differential pair. Schematic of the 
«FBC» is shown in Fig. 3.

Introducing a positive feedback into the 
trigger scheme allows using the same control 
signals for frequency control within each band. 
The frequency variations depending on the 
control word for low and high band are shown 
in Fig. 4 and Fig. 5, respectively. 

Fig. 4. Frequency of oscillation vs digital control word (Low band)

Fig. 5. Frequency of oscillation vs digital control word (High band)
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The low band and high band cover ap-
proximately 1.5 and 3.4 GHz frequency range 
respectively. The covered frequency range is 
enough to compensate the influence of the 
technological process and the temperature on 
the DCO tuning range. 

The comparison of the proposed dual band 
DCO with the other study is summarized in 
Table.

Conclusion

The proposed DCO is designed in the  
65-nm UMC CMOS technology. It achieves 
0.35 mW and 1.86 mW power consumption 
at 2.4 and 5 GHz bands respectively. The 
expected jitter for both bands is not more than 
4.33 ps and FOM is equal to 156.5 dBc/Hz. 
The phase noise is less than –84.4 dBc/Hz for 
both bands.

Comparison of this study with the 65-nm technology

Ref.
Tech
(nm)

Vdd 
(V)

Bit 
word

Frequency 
range

Power 
consumption

Phase 
noise 

(dBc/Hz)
Jitter (ps)

FOM
(dBc/Hz)

Topology

This 
work

65 1 7 +1

Low band
1.48–3.02

GHz

0.359 mW
 @ 2.42 GHz –84.4

@
1 MHz

4.335 –156.5
Dual band 

DROHigh band
3.5–6.98 

GHz

1.86 mW
@ 6.023 
GHz

[5] 65 1 5
47.8–538.7 

MHz
0.142–0.205 

mW
-

13.2 
@

64.4 MHz
-

Cascading 
cell base

[6] 65 1.8 14 5 GHz 2.16 mW
–149.1

 @
10 kHz

0.42 - DRO

[7] 65 1.2 -
4.1–6.5
 GHz

18 mW
–145 

@
1 MHz

-
–186.6 QDCO

[8] 65 1.2 4
1.67–2.45 

GHz
7 mW

–78 
@

1 MHz
- -

L based 
DCO

[9] 65 1 14 5.01 GHz 3.7 mW
–150 to 
–107 @
1 MHz

0.45 –247.4 LC DCO

[10] 65 0.45 2 3.2 MHz 90 nW
–95 
@

1 MHz.
6.39 –150.6 DCLO

[11] 65 0.5 -
43.5–152 

MHz
59 μW

–103.4 
@

1 MHz
- –155.7

Relaxation 
DCO

References / СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ

1. Annema A.-J., Nauta B., van Langevelde R., 
Tuinhout H. Analog circuits in ultra-deep-submicron 
CMOS. IEEE J. Solid-state Circuits, 2005, Vol. 40, 
No. 1, Pp. 132–134.

2. Lewyn L., Ytterdal T., Wulff C., Martin K.  
Analog circuit designin nanoscale CMOS 

technologies. Proc. IEEE, Oct. 2009, Vol. 97,  
No. 10, Pp. 1687–1714.

3. Pahlavan S., Ghaznavi Ghoushchi M.B.  
A 3.48 ps Jitter @ 1.45 GHz Fully Differential Dual band 
DCO with a new Reconfigurable Delay Cell. Iranian 
Conference on Electrical Engineering, 2016, 24th.



Научно-технические ведомости СПбГПУ, Том 10, № 3, 2017
Информатика. Телекоммуникации. Управление

58

Сведения об авторАХ / the authorS

Akhmetov Denis B. 
Ахметов Денис Булатович
E-mail: akhmetov@spbstu.ru

Al-Karkhi Omar J.
E-mail: omarjalal81@gmail.com 

 СанктПетербургский политехнический университет Петра Великого, 2017

Received / Статья поступила в редакцию 14.08.2017

4. Souri M., Ghaznavi Ghoushchi M.B.  
A 14.8 ps jitter low-power dual band all digital 
PLL with reconfigurable DCO and time-inter lined 
multiplexers. Analog Integr. Circuits Signal Process, 
2015, Vol. 82, Pp. 381–392.

5. Ching-Che Chung, Chiun-Yao Ko, Sung-
En Shen Built-in Self-Calibration Circuit for 
Monotonic Digitally Controlled Oscillator Design 
in 65-nm CMOS Technology. IEEE Transactions 
on Circuits and Systems – II: Express Briefs, 2011, 
Vol. 58, No. 3.

6. Yuyu Chang, John Leete, Zhimin Zhou, 
Morteza Vadipour, Yin-Ting Chang, Hooman Darabi 
A Differential Digitally Controlled Crystal Oscillator 
With a 14-Bit Tuning Resolution and Sine Wave 
Outputs for Cellular Applications. IEEE Journal of 
Solid-state Circuits, 2012, Vol. 47, No. 2.

7. Shiyuan Zheng, Howard C. Luong A 4.1-to-
6.5 GHz Transformer-Coupled CMOS Quadrature 
Digitally-Controlled Oscillator with Quantization 
Noise Suppression. Hong Kong University of Science 
and Technology, Clear Water Bay, Hong Kong.

8. Ghorbel I., Haddad F., Barthélemy H., 
Rahajandraibe W., Loulou M., Mnif H. Digitally 
controlled oscillator using active inductor based on 
CMOS inverters. Electronics Letters, 2014, Vol. 50, 
No. 22, Pp. 1572–1574.

9. Ahmed Elkholy, Tejasvi Anand, Woo-Seok 
Choi, Amr Elshazly, Pavan Kumar Hanumolu  
A 3.7 mW Low-Noise Wide-Bandwidth 4.5 GHz 
Digital Fractional-N PLL Using Time Amplifier-
Based TDC. IEEE Journal of Solid-state Circuits, 
2015, Vol. 50, No. 4.

10. Dong-Woo Jee, Dennis Sylvester, David 
Blaauw, Jae-Yoon Sim. Digitally Controlled 
Leakage-Based Oscillator and Fast Relocking 
MDLL for Ultra Low Power Sensor Platform. IEEE 
Journal of Solid-state Circuits, 2015, Vol. 50, No. 5.

11. Yudong Zhang, Woogeun Rhee, Taeik Kim, 
Hojin Park, Zhihua Wang. A 0.35–0.5-V 18–152 MHz  
Digitally Controlled Relaxation Oscillator With 
Adaptive Threshold Calibration in 65-nm CMOS. 
IEEE Transactions on Circuits and Systems – II: 
Express Briefs, 2015, Vol. 62, No. 8.



Программное обеспечение вычислительных,  
телекоммуникационных и управляющих систем

59

DOI: 10.18721/JCSTCS.10306

УДК 519.682.1

Полная головная линейная редукция
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Головная линейная редукция (head linear reduction) представляет собой 
стратегию редукции лямбда-термов, производящую минимальное количество 
подстановок для достижения псевдоголовной нормальной формы (quasi-head 
normal���������������������������������������������������������������� ���������������������������������������������������������������form�����������������������������������������������������������). Статья посвящена обобщению понятия головной линейной ре-
дукции до полной головной линейной редукции (complete head linear reduction), 
позволяющей полностью нормализовать лямбда-терм и определить новый под-
ход к вычислениям – трассирующую нормализацию (��������������������������traversal�����������������-����������������based����������� ����������normaliza-
tion). Оба подхода формализованы в виде систем переходов (transition system). 
В статье также показана корректность обеих стратегий редукций: головной ли-
нейной редукции относительно головной редукции – головная линейная ре-
дукция завершается в псевдоголовной нормальной форме терма тогда и только 
тогда, когда завершается головная, и полной головной линейной редукции от-
носительно эффективной редуцирующей стратегии – головная линейная ре-
дукция завершается в нормальной форме терма тогда и только тогда, когда 
последняя существует.
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Complete Head Linear Reduction

D.A. Berezun 

St. Petersburg State University, St. Petersburg, Russian Federation

In lambda calculus, head linear reduction is a reduction strategy which reaches a 
quasi-head normal form of terms in the minimum number of linear substitution steps. 
The paper is dedicated to the generalization of head linear reduction to a complete head 
linear reduction which yields normal forms when they exist. The formal presentation of 
both head linear reduction and complete head linear reduction via transition systems 
is provided. We also proved that both reduction strategies are correct: head linear 
reduction with respect to head reduction, i.e., that head linear reduction terminates in 
quasi-head normal form if and only if head reduction terminates, and we proved that 
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complete head linear reduction is an effective reduction strategy, i.e., it terminates if 
and only if the normal form exists.
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1 Введение

Головная линейная редукция играет осо-
бую роль в различных подходах к вычисле-
ниям, таких как игровая семантика (game 
semantics) [22–25], оптимальные редукции 
(�����������������������������������������    optimal����������������������������������     ���������������������������������   reductions�����������������������   ) [16], геометрия взаи-
модействия (geometry of interaction) [21], 
сети доказательств (proof nets) [20] и др. 
Основанная на расширенном понятии ре-
декса, именуемого простым редексом (prime 
redex), позволяющим явно линеаризовать 
последовательность подстановок, голов-
ная линейная редукция не является ре-
дукцией лямбда-термов в её классическом 
понимании. Неформально говоря, голов-
ная линейная редукция вместо устране-
ния редекса как такового и произведения 
подстановки в терм, запоминает редекс и 
производит линейные подстановки «по на-
добности», когда это необходимо, для до-
стижения псевдоголовной нормальной формы 
(�����������������������������������������      quasi������������������������������������      -�����������������������������������      head�������������������������������       ������������������������������     normal������������������������      �����������������������    form�������������������    ), т. е. такой фор-
мы терма, в которой головной переменной 
не соответствует ни один редекс. Головная 
нормальная форма получается из псевдого-
ловной нормальной формы путём подста-
новки всех простых редексов (см. раздел 3) 
во всех аргументах терма.

В статье приводится обобщение понятия 
головной линейной редукции до полной го-
ловной линейной редукции (complete head 
linear�����������������������������������      ����������������������������������    reduction�������������������������    ), приводящей терм в нор-
мальную форму. Полная головная линей-
ная редукция позволяет определить новый 
подход к вычислениям – трассирующую 
нормализацию (traversal-based normalization) 
[6] – не использующую классические прие-
мы, такие как контексты, замыкания и др.

В статье также показана корректность 
обеих стратегий редукций: приведено фор-
мальное доказательство того, что головная 
и полая головная линейные редукции за-
вершаются в псевдоголовной нормальной 
и нормальной формах входного терма, со-

ответственно, тогда и только тогда, когда 
последние существуют. Иными словами, 
в общепринятой терминологии [5] полная 
головная линейная редукция является эф-
фективной редуцирующей стратегией (������effec-
tive reduction strategy).

2 Лямбда-исчисление

Лямбда-исчисление (lambda-calculus) 
впервые было предложено в 30-х гг. аме-
риканским математиком Алонсо Чёрчем 
(Alonso Church) с целью формализации 
и анализа понятия вычислимости. Фор-
мальная система, предложенная Чёрчем, 
основана всего на трёх примитивах: пере-
менной, абстракции, т. е. анонимной функ-
ции, и применении функции к аргумен-
ту. Лямбда-выражением (лямбда-термом,  
λ -термом или просто термом, Λ-���������term�����) на-
зывается выражение, удовлетворяющее 
грамматике Λ1 ::= V | Λ @2 Λ | λ V. Λ, где  
V�������������������������������������  – множество конечных строк, называе-
мых переменными, над некоторым фикси-
рованным алфавитом Σ\{ , . , @ , λ}, вы-
ражение вида .x eλ  называется абстракцией 
по переменной x (λ-�����������������������abstraction������������), а выраже-
ние вида 1 2@e e 3 – применением (��������applica-
tion) терма 1e  к терму 2.e  Представленное 
в таком виде исчисление также называется 
чистым или нетипизированным, или бести-
повым лямбда-исчислением.

Вхождение переменной в терм бы-
вает двух видов: свободное и связанное. 

1 Мы также будем использовать скобки  
(“(“, “)”) как незначащие символы грамматики 
в тех ситуациях, когда из конкретного синтак-
сиса невозможно  однозначное восстановление 
абстрактного.
2 Символ @ иногда опускается:  Λ@Λ ≡ Λ Λ ≡ ΛΛ.
3 Мы будем считать, что приоритет оператора 
“@” выше чем у “.”', то есть λx.x @ y ≡ λx.(x@y), 
а ассоциативность у оператора “@” – левая, то 
есть x @ y @ z = (x @ y) @ z.
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Связанными называются все вхождения 
переменных, по которым выше в дереве 
разбора были произведены абстракции, 
остальные вхождения переменных называ-
ются свободными. Так, например, в терме 

. @ @( . )y x y x xλ λ  первое вхождение пере-
менной x является свободным, второе – 
связанным, как и единственное вхождение 
переменной y.

Основной формой эквивалентности 
лямбда-термов является так называемая 
α-эквивалентность, утверждающая ра-
венство термов, получающихся друг из 
друга переименованием связанных пере-
менных. Так, например, термы λx.x и λy.y 
α-эквивалентны, поскольку первый полу-
чается из второго переименованием свя-
занной переменной y в x.

Нередко термы в лямбда-исчислении 
рассматриваются с точностью до 
α-эквивалентности. Поэтому вместо тер-
минов связанное и свободное вхождение 
переменной часто используют термины 
связанная и свободная переменная, соответ-

ственно, подразумевая, что одна и та же пе-
ременная не входит в терм свободно и свя-
занно одновременно. Более того, мы будем 
придерживаться соглашения Барендрегта 
(�����������������������������������������Barendregt�������������������������������’������������������������������s����������������������������� ����������������������������convention������������������), подразумевающе-
го, что все переменные имеют различные 
имена. Формально определения множеств 
свободных (�����������������������������FV���������������������������) и связанных (������������BV����������) перемен-
ных приведены на рис. 1. 

Основной аксиомой лямбда-исчисления 
является β-редукция. Интуитивно, 
β-редукция производит применение функ-
ции, т. е. лямбда-абстракции, к её аргумен-
ту путём замены всех вхождений перемен-
ной, связанной этой абстракцией, на тело 
аргумента: 

1 2 1 2( . ) [ / ].x e e e x eβλ =

Такая замена называется подстановкой 
аргумента e1 в терм e2, а само выражение 
вида 1 2( . )x e eλ – редексом. Снабжённое ак-
сиомой β-редукции λ-исчисление обладает 
свойством полноты по Тьюрингу, определяя 
тем самым одну из простейших моделей 

Рис. 1. Чистое лямбда-исчисление
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вычислений. Термы, получаемые друг из 
друга по правилу β-редукции, называются 
β-эквивалентными. Запись s tβ→  означает, 
что терм t получается из терма s за один 
шаг β-редукции, а запись *s tβ→  означает, 
что терм t получается из терма s за ноль или 
более шагов β-редукции. 

Заметим, что подстановка не является 
тривиальной операцией. Так, например, 
рассмотрим терм ( . ) .x x y xλ  Согласно пра-
вилу α -эквивалентности, он эквивалентен 
терму ( . ) ,z z y xλ  который, в свою очередь, 
β -эквивалентен терму . .z z xλ  Если произ-
вести подстановку [ / ]x y непосредственно 
в терме . ,x x yλ  то результатом будет терм 

. ,x x xλ  который уже не эквивалентен тер-
му . .z z xλ  Таким образом, для подстановки 
важно, чтобы переменные, встречающиеся 
свободно в подставляемом терме, не свя-
зывались при подстановке. Такая подста-
новка называется свободной от связывания 
(��������������������������������������������capture�������������������������������������-������������������������������������avoiding���������������������������� ���������������������������substitution���������������), далее – про-
сто подстановка. Формальные правила под-
становки приведены на рис. 1.

В начале 70-х гг. голландским матема-
тиком Николасом де Брауном4 (Nicolaas 
Govert de Bruijn) была предложена нотация, 
получившая название представление де Бра-
уна [2], позволяющая полностью избавиться 
от имён в лямбда-термах. В представлении 
де Брауна терм полностью лишается имён 
переменных: вхождения переменных заме-
няются на натуральные числа, называемые 
индексами де Брауна (de Bruijn indexes), а 
абстракции становятся анонимными. По 
сути, термы в представлении де Брауна 
представляют собой классы эквивалентно-
сти термов, факторизованных по правилу 
α-эквивалентности. Индекс де Брауна суть 
натуральное число, представляющее собой 
вхождение переменной, равное количеству 
абстракций между этим вхождением и аб-
стракцией, связывающей саму перемен-
ную, включительно. Так, например, терм 

. . . ( ),x y z x z y zλ λ λ  также известный как S  

комбинатор, в нотации де Брауна имеет 
следующий вид: 3 1 (2 1).λ λ λ  Заметим, 
что в представлении де Брауна при осу-
ществлении подстановки может потребо-
ваться пересчёт индексов (см. рис. 1).

Ещё одно преобразование иногда счита-
ется стандартным для лямбда-исчисления –  
η-конверсия (эта-конверсия, η-coersion), 
интуитивно, утверждающее, что функция 
и абстракция этой функции, применён-
ной к переменной, по которой осущест-
влена абстракция, суть одно и то же (см. 
рис. 1). Преобразование функции f к виду 

.x fxλ  получило название η-расширения 
(η-����������������������������������������expansion�������������������������������), а преобразование, ему обрат-
ное, – η-редукции (η-reduction).

2.1 Стратегии вычислений
Говорят, что терм находится в нормаль-

ной форме, если он не содержит редексов, 
т.е. к нему неприменима аксиома β -редук-
ции, а два терма называются равными, с точ-
ностью до α -конверсии, если они имеют 
одну и ту же нормальную форму. Вычисле-
ние в лямбда-исчислении есть вычисление 
нормальной формы терма – нормализация. 
Конечно, ввиду Тьюринг-полноты λ -ис-
числения не все термы имеют нормальную 
форму, например, вычисление терма, так-
же известного как терм омега ( ,ω  omega), 

( . ) ( . )x x x x x xω = σσ = λ λ  расходится. Важ-
ным свойством в контексте нормализации 
является свойство Чёрча–Россера (Church–
Rosser������������������������������������), также известное как свойство ром-
ба, утверждающее, что если два терма s  
и t  равны, то существует такой терм m, 
что *s mβ→  и * .t mβ→  Прямым следствием 
свойства ромба является единственность 
нормальной формы терма, если таковая су-
ществует. Тем не менее, в аксиоме β -ре-
дукции ничего не сказано про порядок, в 
котором должна происходить β -редукция 
терма. Далее в этой части мы рассмотрим 
существующие порядки (стратегии, ������reduc-
tion strategies) редукций и их свойства.

Разнообразие стратегий вычислений 
в лямбда-исчислении обусловлено, в том 
числе, тем, что разные языки программи-
рования изобретались для различных целей 
и, соответственно, имеют разные свойства 
и реализации. Несмотря на то, что не все 

4 В русскоязычной литературе также встре-
чаются следующие варианты перевода фа-
милии «de Bruijn»: «де Брюйн», «де Брейн»,  
«де Бройн».
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порядки редукций приводят терм к нор-
мальной форме, они нередко завершают-
ся в некоторой «нормальной»5 для этого 
порядка форме, которая с точки зрения 
конкретного порядка редукций считается 
значением, т. е. термом, который не реду-
цируется дальше, даже если содержит ре-
дексы. Основными свойствами стратегий 
редукций являются следующие два: произ-
ведение редукций под абстракцией и редук-
ция аргументов. В таблице на рис. 2 при-
ведены «нормальные» формы, получаемые 
при всех комбинациях этих свойств, опи-
санные в терминах контекстно-свободных 
грамматик6.

2.1.1 Слабые порядки редукций
Слабые порядки редукций характери-

зуются тем, что они считают абстракцию 
значением и, соответственно, не произво-
дят редукцию под абстракцией. 

Вызов по имени (������������������������call��������������������-�������������������by�����������������-����������������name������������). Интуитив-
но, стратегия вычисления по имени сначала 
вычисляет функцию до значения, лямбда-
абстракции, после чего редуцирует её при-
менение к аргументу путём постановки тела 
аргумента вместо каждого вхождения пере-

менной, по которой эта абстракция произ-
ведена, что может привести к повторным 
вычислениям аргументов, если вхождений 
переменной, по которой производилась аб-
стракция функции, несколько. Формально, 
на каждом шаге раскрывается самый ле-
вый, самый внешний редекс, который не 
находится под лямбда-абстракцией, и, та-
ким образом, вызов по имени завершается 
в слабой головной нормальной форме.

Вызов по значению (��������������������  call����������������  -���������������  by�������������  -������������  value�������  ) в от-
личие от вызова по имени сначала произ-
водит редукцию аргументов и лишь потом 
применения функции к ним. На каждом 
шаге раскрывается самый левый, самый 
внутренний редекс, который не находится 
под лямбда-абстракцией, и, таким образом, 
вызов по значению завершается в слабой 
нормальной форме.

Вызов по необходимости (call-by-need) 
является вызовом по имени, в который до-
бавлена мемоизация, т. е. при вычислении 
аргумента его значение сохраняется и не 
перевычисляется при последующем повтор-
ном использовании аргумента. В чистых 
функциональных языках, где нет побочных 
эффектов, результат вызова по имени и вы-
зова по необходимости будет одинаковым, 
а значит, вызов по необходимости заверша-
ется в слабой головной нормальной форме. 
Одним из наиболее популярных языков, 
использующих вызов по необходимости, 
является язык функционального програм-
мирования Haskell.

2.1.2 Сильные порядки редукций
Нормальный порядок (applicative order)  

отличается от стратегии вызова по имени 
тем, что он производит сильную редукцию, 
т. е. редукцию под абстракцией, а также 

Рис. 2. Нормальные формы6

5 Данная форма не является нормальной фор-
мой в том смысле, что терм, находящийся 
в ней, может содержать редексы. Для того, 
чтобы такая терминология не вводила в за-
блуждение, нормальную форму часто называ-
ют сильной нормальной формой, а остальные 
«нормальные» формы имеют некоторый до-
полнительный префикс, описывающий «ка-
кая именно это нормальная форма», напри-
мер, головная нормальная форма (см. главу 
2.2.3 и рис. 2).
6 Таблица заимствована из статьи Питера Се-
стофта (Peter Sestoft) [7].
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редукцию аргументов. Первым на каждом 
шаге раскрывается самый левый, самый 
внешний редекс. В отличие от других по-
рядков редукций, нормальный порядок 
редукций является нормализирующим (����nor-
malizing�����������������������������������), т. е. завершается в сильной нор-
мальной форме терма тогда и только тог-
да, когда последняя существует. С другой 
стороны, как и вызов по имени, нормаль-
ный порядок редукций может проделывать 
одну и ту же работу несколько раз. Напри-
мер, ( . )(( . ) ) (( . ) )(( . ) ) (( . ) )x xx y y a y y a y y a a y y a aaλ λ → λ λ → λ → 

( . )(( . ) ) (( . ) )(( . ) ) (( . ) )x xx y y a y y a y y a a y y a aaλ λ → λ λ → λ →  дважды редуцирует ре-
декс ( . ) .y y aλ

Аппликативный порядок (��������������� applicative����  ���or-
der)  В то время как нормальный порядок 
является сильной версией вызова по имени, 
аппликативный порядок является сильной 
версией вызова по значению. Иными сло-
вами, на каждом шаге первым раскрывается 
самый левый, самый глубокий редекс. На-
пример, ( . )(( . ) ) ( . ) .x xx y y a x xx a aaλ λ → λ →  
Если аппликативный порядок завершается, 
то приводит терм в сильную нормальную 
форму. Тем не менее, в отличие от нормаль-
ного порядка редукций, аппликативный 
порядок может не завершаться, даже если 
терм имеет нормальную форму. Нередко 
это происходит тогда, когда какой-нибудь 
аргумент функции не имеет нормальной 
формы и при этом не используется в её теле. 
Например, терм ( . . ) (( . )( . ))x y x a x xx x xxλ λ λ λ
имеет нормальную форму а, в то время как 
его аргумент (( . )( . )),x xx x xxλ λ  уже извест-
ный нам терм ω  нормальной формы не 
имеет, и его вычисление расходится. Более 
того, аппликативный порядок редукций не 
способен редуцировать терм, являющийся 
применением рекурсивной функции к ар-
гументу, даже если комбинатор рекурсии, 
используемый для определения рекурсив-
ной функции, является специальным ком-
бинатором для вызова по значению.

Головная редукция (���������������������  head�����������������   ���������������� reduction������� , �����left-
most head reduction)  производит редукцию 
только головных редексов. Редекс называ-
ется головным, если его предками, в смысле 
абстрактного синтаксического дерева тер-
ма, являются лишь абстракции. Например, 
редекс 1 2( . )y e eλ  является головным в терме 

1 1 2. ( .. . )n mx x y e e eλ …λ λ …  Завершается голов-

ная редукция в головной нормальной фор-
ме. Заметим, что повторное применение 
головной редукции к аргументам получив-
шейся головной нормальной формы нор-
мализует терм. Более того, такая стратегия 
редукций является нормализирующей.

Существуют и другие порядки редукций, 
нередко являющиеся лишь вариациями и 
разнообразными комбинациями описан-
ных выше порядков редукций, такие как 
гибридный (hybrid) аппликативный порядок, 
гибридный нормальный порядок или спи-
нальная головная редукция (�����������������spine������������ �����������head������� ������reduc-
tion) и др. Мы опустим их в данной статье, 
обратив читателя к [5, 7].

2.2 Головная линейная редукция  
и трассирующая нормализация

Как уже отмечалось ранее, лямбда-
исчисление в первую очередь представляет 
собой модель вычислений, и, соответствен-
но, одним из основных вопросов, стоящих 
перед ней, является вопрос о сложности 
(complexity) вычислений. Иными словами, 
положим, дан некоторый терм, и зафик-
сирована стратегия вычислений. Какова 
сложность вычислений – нормализации –  
данного терма. Простейшая мера – коли-
чество шагов β -редукции, необходимых 
для нормализации терма. К сожалению, 
такой подход не соответствует сложности 
вычислений на реальных вычислителях, 
поскольку сложность операции подста-
новки находится в непосредственной не-
линейной зависимости от терма. 

Работы [13–18] представляют раз-
личные подходы к описанию сложно-
сти вычислений в лямбда-исчислении 
и определении оптимальных стратегий 
редукций, основанных на той или иной 
мере сложности вычислений. Одним из 
таких подходов является головная линей-
ная редукция (head linear reduction) [3, 4], 
на каждом шаге вместо обычных подста-
новок производящая так называемые ли-
нейные подстановки (linear substitution) –  
подстановки только одного вхождения пе-
ременной в терм. В этой главе мы рассмо-
трим классические определения головной 
линейной редукции, трассирующей нор-
мализации и связь между ними.
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2.2.1 Головная линейная редукция:  
классическое определение

Для формального определения понятия 
головной линейной редукции нам понадо-
бится ввести некоторое количество допол-
нительных определений. Хребетными или 
спинальными подтермами (spine sub-terms) 
терма T называются сам терм T, а также 
все спинальные подтермы терма U, если 
T UV=  или .T xU= λ соответственно. За-
метим, что любой лямбда-терм имеет ров-
но один спинальный подтерм-переменную. 
Такое вхождение переменной, так же как 
и сам подтерм, называется головным (head 
occurrence, hoc). Ещё два понятия: список 
головных абстракций (head λ -list, ( )h Tλ ) и 
простые редексы (������������������������prime������������������� ������������������redexes�����������) — опреде-
ляются по индукции по структуре терма T. 
Простой редекс представляет собой пару 
( , ),x Nλ  первый и второй элементы кото-
рой называются абстракцией и аргументом 
простого редекса соответственно. Индук-
тивное определение списков простых ре-
дексов и головных абстракций приведены 

на рис. 3, где ( )pr T  обозначает список про-
стых редексов терма Т.

Редексом головного вхождения переменной 
(hoc redex) терма Т называется простой ре-
декс ( , ),x Vλ  где x является головной пере-
менной, если таковой редекс существует.

Интуитивно, головная линейная редук-
ция линеаризует последовательность под-
становок путём замены на каждом шаге 
лишь одного вхождения переменной (го-
ловного), оставляя сам головной редекс 
нетронутым. Если же он не определён, го-
ловная линейная редукция завершается в 
так называемой псевдоголовной нормальной 
форме (quasi-head-normal form, qhn).

Пусть ( , )r x= λ …  и ( , )s y= λ …  – два 
простых редекса терма T. Говорят, что про-
стой редекс r содержит простой редекс s, 
если yλ  является вершиной поддерева, на-
чинающегося в вершине .xλ  Более того, 
простые редексы r и s называются последо-
вательными, если r содержит s, и не суще-
ствует такого простого редекса t, который 
содержится в r, но не содержится в s.

Рис. 3. Определение списков головных абстракций и простых редексов

Теорема  1. Пусть N – произвольный 
терм, тогда если терм M является результа-
том применения головной линейной редук-
ции к терму N, то:

1. ;M Nβ≡
2. Головная линейная редукция завер-

шается тогда и только тогда, когда завер-
шается головная редукция.

Первое утверждение может быть пока-
зано индукцией по числу шагов головной 
линейной редукции. Что же касается вто-

рого утверждения, то его необходимость 
устанавливается в силу того, что головная 
редукция терма N завершится за число ша-
гов, равное количеству простых редексов 
терма M. Действительно, никакая β -редук-
ция терма M не способна произвести под-
становку головного вхождения перемен-
ной, а значит, и не способна создать новый 
простой редекс. Таким образом, терм имеет 
головную нормальную норму, что в свою 
очередь гарантирует завершаемость [5] го-

Пример . Пусть .( .( .( . @ )@ )@ )@( . ),T s x y w w s y x z z= λ λ λ λ λ  тогда

( ) [ ]

( ) [( ,( . )),( , ),( , )] [ , , ]
h T s

pr T x z z y x z y r s t

λ = λ
 = λ λ λ λ 

Пары (r, s) и (s, t) образуют последовательные простые редексы.
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ловной редукции. Тем не менее доказать 
достаточность утверждения 2 не так просто. 
Для этого мы введём формальное опреде-
ление головной линейной редукции в виде 
системы переходов, с помощью которой 
формально и докажем утверждение теоре-
мы (см. главу 3).

2.2.2 Простое типизированное  
лямбда-исчисление

Простое типизированное лямбда-
исчисление (simply-typed lambda-сalculus, 
STLC��������������������������������     ) имеет схожий с бестиповым син-
таксис, тем не менее, не все термы бести-
пового исчисления являются допустимыми 
(������������������������������������   valid�������������������������������   ) термами простого типизирован-
ного. Типы в простом типизированном 
лямбда-исчислении описываются сле-
дующей грамматикой: :: | ,τ = ι τ → τ  где 
ι  представляет собой некоторый базовый 
тип (ground type), а 1 2τ → τ  – функцио-
нальный тип (стрелочный тип, arrow type), 
ассоциативность у оператора стрелка →  
правая. Принято выделять два похода, два 
стиля типизации: стиль Карри (типизация 
по Карри, \'a la Curry) и стиль Чёрча (ти-
пизация по Чёрчу, \'a la Church). Эти два 
подхода являются принципиально раз-
ными: при типизации по Карри сначала 
задаётся грамматика термов – синтак-
сис, затем определяется их поведение –  
семантика, и наконец вводится система 
типов – типизация, отвергающая термы, 
обладающие нежелательным поведением, 
в то время как в стиле Чёрча типизация 
предшествует семантике7. Иными слова-
ми, при типизации по Чёрчу семантикой –  
смыслом – наделены исключительно пра-

вильно типизированные (well-formed, well-
typed) термы, а типизация по Карри даёт 
возможность рассуждать о поведении 
лямбда-термов вне зависимости от того, 
являются ли они правильно типизирован-
ными или нет. Синтаксис и типизации 
по Чёрчу и по Карри простого типизи-
рованного лямбда-исчисления в виде пра-
вил вывода (inference rules) приведены на 
рис. 4. Суждение вида :Γ Λ τ  называ-
ется терм в контексте (term-in-context), 
где контекст типизации Γ (typing context) 
является множеством текущих предполо-
жений о типах термов.

Одним из основных отличий двух систем 
типизации является свойство единствен-
ности типа: при типизации по Чёрчу терм 
имеет не более одного типа, в то время как 
при типизации по Карри терм может иметь 
один или несколько типов, или быть не ти-
пизируемым вовсе. Например, терм : .x xλ τ  
(при типизации по Чёрчу) имеет един-

Рис. 4. Простое типизированное лямбда-исчисление

7 Иногда под типизацией по Чёрчу понимают 
явно  типизированные системы (типы пере-
менных явно указываются в синтаксисе языка), 
а под типизацией по Карри — неявно типизи-
рованные (типы  присваиваются в процессе 
компиляции или интерпретации программы).  
Путаница возникла ввиду того, что сам Чёрч 
описывал своё исчисление в явном  стиле, в то 
время как Карри использовал неявный стиль. 
Несмотря на то, что такой взгляд на стили ти-
пизации является исторически сложившимся: 
явно типизированные системы часто описыва-
лись и описываются в стиле Чёрча, а неявно 
типизированные — в стиле Карри, — он всё же 
является ошибочным.
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ственный тип ,τ → τ  где τ  – некоторый 
конкретный тип, указанный в синтаксисе, 
например, ι  или ( )ι → ι → ι → ι → ι → ι  
и т. д., а аналогичному ему терму .x xλ  в 
представлении Карри соответствует всё 
множество типов вида .α → α

Как уже упоминалось, не все термы 
бестипового исчисления являются термами 
простого типизированного. Более того, в от-
личие от бестипового лямбда-исчисления, 
простое типизированное является строго 
нормализуемым (strongly normalized), т. е. 
каждый допустимый терм имеет нормаль-
ную форму, а процедура его нормализации 
всегда завершается. Так, например, терм 
бестипового лямбда-исчисления ω  не име-
ет нормальной формы и не является до-
пустимым термом простого типизирован-
ного. Исчерпывающее описание простого 
типизированного лямбда-исчисления и его 
свойств, а также более богатых систем ти-
пов читатель может найти в [5, 10, 11].

2.2.3 Головная нормальная форма  
и дерево Бёма

Произвольный лямбда-терм M  можно 
записать в следующей форме8: 

1. ,nM v UV V= λ …


 где 
( . )

y
U

y P Q


=  λ

В первом случае говорят, что терм М на-
ходится в головной нормальной форме (head 
normal form), во втором случае ( . )y P Qλ  об-
разует головной редекс. Заметим, что по 
определению терм находится в головной 
нормальной форме тогда и только тогда, 
когда он не содержит головных редексов. 

Важным следствием этого определе-
ния является то, что головная нормальная 
форма не обладает свойством единственно-
сти: один и тот же терм может иметь бо-
лее одной головной нормальной формы. 
Например, головной нормальной формой 
терма (( . ) )y x x zλ  является как терм сам по 
себе, так и его нормальная форма .yz  Сре-
ди множества головных нормальных форм 
терма выделяют основную головную нор-
мальную форму (principal head normal form, 
phnf), получаемую посредством головной 
редукции терма, записанного в виде (1), 
если редукция завершается.

Деревом Бёма (Böhm tree) ( )BT M  терма 
М называется дерево, построенное по сле-
дующим правилам: 

Рис. 5. Пример: деревья Бёма для термов, не имеющих нормальной формы

a) б)

8 Утверждение может быть легко доказано ин-
дукцией по структуре терма М.

Как уже отмечалось ранее, повторное 
применение головной редукции к аргумен-

там головной нормальной формы нормали-
зует терм. Таким образом, если терм имеет 
нормальную форму, то дерево Бёма, пред-
ставляющее этот терм, вычислимо и конеч-
но, и наоборот [5, 27, 28]. Также отметим, 

(1)
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т. к. в нём η-расширение ограничено хотя 
бы размером типа терма, в то время как в 
бестиповом случае η-расширять терм мож-
но до бесконечности.

β -нормальной η-длинной является фор-
ма терма, не содержащая β -редексов, 
но являющаяся η-длинной. Например,  
β -нормальной η-длинной формой терма 
( . )x x yι→ιλ  является терм . ( . ),a y aιλ λ  ко-
торой произведением полной η-редукции, 
которая, разумеется, всегда завершается, 
η-эквивалентен терму ,y ι→ι  являющемуся, 
в свою очередь, нормальной формой ис-
ходного терма.

Заметим, что абстрактный синтаксис, 
используемый в определении η-длинной 
формы терма отличается от стандартного 
абстрактного синтаксиса λ -исчисления, 
введённого в начале главы 2, а именно, он 
описывается следующей грамматикой:

что если терм нормальной формы не имеет, 
то дерево Бёма, ему соответствующее, либо 
конечно, а процедура построения его сле-
дующего уровня расходится (см. рис. 5 a), 
либо является бесконечным (см. рис. 5 б).

2.2.4 η-длинная форма терма
η-длинной форма (η-��������������������long���������������� ���������������form�����������) терма по-

лучается путём его полного η-расширения и 
заменой бинарного оператора применения 
на оператор длинного применения @l  (long 
application�������������������������������). Заметим, что каждая перемен-
ная, непосредственным предком которой 
не является абстракция, также подлежит 
η-расширению, путём введения анонимной 
(dummy) абстракции ( . ).x xλ  Например, 
η-длинной формой терма .x xι→ι→ιλ  явля-
ется терм . ( . )( . ).x a b x b aι→ι→ι ι ιλ λ λ  Заметим, 
что понятие η-длинной форм имеет смысл 
только в типизированном исчислении,  

Иными словами, нечётные уровни в 
абстрактном синтаксическом дереве пред-
ставляют собой абстракции по произволь-
ному числу аргументов, а чётные – при-
менением переменной к нулю или более 
аргументам, либо же применение другого 
η-длинного терма к одному или более ар-
гументам, получившее название оператора 
длинного применения @ .l

2.2.5 Трассирующая нормализация
В 70-х гг. ХХ в. Гордон Плоткин [8] 

сформулировал проблему построения полно-
стью абстрактной модели вычислений (fully 
abstract model of computations) для языка 
программирования вычислимых функций 
PCF (Programming Computable Functions), 
заключающуюся в построении абстрактной 
модели языка, являющейся одновремен-
но полной (complete) – каждый терм языка 
представим в его модели – и согласован-
ной (sound) – каждый элемент абстрактной 
модели имеет прообраз в языке. Впервые 
предложенная Плоткиным проблема была 
решена в начале 90-х гг. независимо дву-
мя группами исследователей (Мартином 
Хуландом и Люком Онгом [23], и Самсо-
ном Абрамски и Гаем МакКаскером [22]) 

посредством игровой семантики (�������� game����  ���se-
mantics) программ, являющейся одним из 
способов задания формальной семантики 
языков программирования. Игровая семан-
тика рассматривает вычисления, как игру 
(game) между пропонентом(-ами) (proponent, 
player) и оппонентом(-ами) (opponent) –  
программой и её окружением, а семантика –  
смысл – программы – стратегия (strategy), 
которой игрок должен придерживаться. 
Подробнее с игровой семантикой читатель 
может ознакомиться в работах [22–26]. 

В 2015 г. Люком Онгом было замече-
но [1], что из игровой семантики программ 
для простого типизированного лямбда-
исчисления естественным образом вытекает 
нестандартная процедура его нормализации. 
Отличительной особенностью данной про-
цедуры является то, что вместо изменения 
терма посредствам β -редукции, используя 
стандартные приёмы, такие как окружения 
или замыкания9, трассирующая нормализа-
ция (�����������������������������������������traversal��������������������������������-�������������������������������based�������������������������� �������������������������normalization������������, ����������normaliza-
tion by traversals) оставляет входной терм 
нетронутым, производя его нормализацию 
путём обхода абстрактного синтаксическо-
го дерева терма, запоминая историю этого 
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обхода. Оригинальная процедура нормали-
зации, предложенная Онгом, требует пре-
образования термов в η-длинную форму, 
завершаясь в β -нормальной η-длинной 
форме. 

Интуитивно, процедура трассирующей 
нормализации, предложенная Онгом, про-
изводит обход абстрактного синтаксиче-
ского дерева терма в глубину по самому 
левому пути, запоминая историю обхода, 
называемую трассой (traversal). Достигая 
вхождения связанной переменной, про-
цедура нормализации «перепрыгивает» на 
поддерево, соответствующее динамическо-
му аргументу, с которым связана абстрак-
ция этой переменной. Заметим, что такой 
аргумент всегда найдётся, в силу того, что 
терм находится в η-длинной форме, а зна-
чит, все абстракции применены к некото-
рым аргументам. При достижении вхож-
дения свободной переменной, процедура 
нормализации «разделяется», т. е. продол-
жается независимыми обходами каждого 
из аргументов этой переменной, порождая 
тем самым множество трасс, каждая из ко-
торых впоследствии определит уникальный 
путь от вершины до некоторого листа в аб-
страктном дереве η-длинной β-нормальной 

формы входного терма. Процедура обхода и 
построения трасс является синтаксически-
управляемой и детерминированной. Стоит 
также отметить, что предложенная проце-
дура нормализации в некотором смысле10 
соответствует головной линейной редукции 
термов.

2.3 Системы переходов
Одним из подходов к изучению пове-

дения дискретных систем являются систе-
мы переходов (transition system, [9]) – суть 
четвёрка ( , , , ),S I F →  где S – множество 
состояний системы, I S⊆  – множество 
исходных состояний системы, F S⊆  – 
множество конечных состояний системы, 

S S→⊆ ×  – отношение, означающее дис-
кретный переход системы из одного состоя-
ния в другое, обозначаемое 1 2( , )s s ∈→  или, 
для удобства чтения, 1 2s s→ , где 1 2,s s S∈ .

Система переходов называется детерми-
нированной, если текущее состояние систе-
мы однозначно определяет последующее, в 
противном случае система называется не-
детерминированной.

Например, алгоритм Евклида может 
быть записан следующей системой пере-
ходов:

9 Замыканием (��������������������������������closure�������������������������) называется функция пер-
вого порядка, определяющая значения перемен-
ных определённых вне тела функции, в случае 
лямбда-исчисления – свободных переменных. 
Использование замыканий является одной из 
стандартных способов реализации функцио-
нальных языков программирования.

3 Головная линейная редукция (HLR)

В этой главе мы введём формальное 
определение головной линейной редукции 
в виде системы переходов и докажем её со-
гласованность с головной редукцией.

3.1  HLR как система переходов
Определение . Система переходов для 

головной линейной редукции: 

1. Состоянием является тройка 
[ ]; ; ,A B〈 Γ ∆〉  где

[ ]A B••  – λ-терм, в котором вершина, яв-
ляющаяся корнем поддерева B, выделена11.

10 Внимательный читатель мог заметить, что го-
ловная линейная редукция завершается в псев-
доголовной нормальной форме, в то время как 
трассирующая нормализация в стиле Онга –  
в β-нормальной η-длинной форме. Тем не менее, 
с точностью до вхождения свободной перемен-
ной, имеющей не пустой список аргументов, и 
η-эквивалентности, если входной терм находит-
ся в η-длинной форме, эти формы равны.
11 Выделение является синтаксической помет-
кой вершины абстрактного синтаксического 
дерева терма и обозначается подчёркиванием в 
примерах и правилах.
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1:: ( ( , )) :var tΓ = Γ Γ••  – окружение – 
список связываний переменных, где var – 
переменная, t – λ-терм, а 1Γ  – сохранён-
ное окружение, соответствующее терму t.

:: ( , ) :t∆ = Γ ∆••  – стек висячих аргумен- 
тов – пар вида ( , ),t Γ  где t является λ -тер-
мом, а Γ  – соответствующим ему окруже-
нием.

2. Начальным является состояние 
[ ][ ]; ; ,[ ]A A〈 〉  где [ ]  – пустые окружение 

и стек висячих аргументов, соответственно, 
а [ ]A A  – входной терм с выделенным кор-
нем.

3. Конечным является состояние вида 
[ ]; ; \ ,A x〈 Γ ∆ 〉[ ]; ; \ ,A x〈 Γ ∆ 〉  где [ ]A x  – исходный λ -терм 

с выделенной переменной x, .x ∈ Γ/
4. Правила переходов приведены на  

рис. 6.
В случае применения (правило [App]), ••

выделенным становится его левый аргу-
мент, а в стек висячих аргументов поме-
щается аргумент с текущим окружением.  
В дальнейшем этот аргумент может ис-
пользоваться для формирования простого 
редекса.

Если выделенной вершиной являет-••
ся абстракция, то либо, если стек висячих 
аргументов пуст, и переменная абстрак-
ции не связывается ни с каким аргументом 
(правило [Lam-Non-Elim]), либо, если стек 
висячих аргументов не пуст, формирует 
простой редекс с его вершиной (правило 
[Lam-Elim]). В этом случае абстракция и 
соответствующие применение и его аргу-

мент вычёркиваются12 из текущего дерева, 
а простой редекс сохраняется в текущем 
окружении. Очевидно, что правила напря-
мую согласованы с определением простого 
редекса.

Если же выделенной является пере-••
менная, то, если она является свободной, 
система переходов достигла своего конеч-
ного состояния, ежели переменная являет-
ся связанной, то либо существует простой 
редекс, аргумент которого может быть под-
ставлен вместо вхождения этой головной 
переменной (правило [BVar]), либо такого 
редекса нет, и опять же система переходов 
достигла конечного состояния.

Заметим, что система переходов явля-
ется детерминированной и синтаксически-
управляемой, а выбор правила зависит лишь 
от первого элемента состояния (формаль-
но, выбор между правилами [Lam-*] зави-
сит от текущего состояния стека висячих 
аргументов, но он также напрямую зависит 
от входного терма). Единственным случа-
ем, когда система переходов может достичь 
своего конечного состояния, является слу-
чай выделенной переменной, которая либо 
свободна, либо не связана никаким про-

Рис. 6. Система переходов для головной линейной редукции

12 Вычёркивание является синтаксической по-
меткой вершин в дереве, а не полным удале-
нием подтерма. С этого момента мы будем ис-
пользовать обозначение 

BA [ xλ . ]e  для терма 
A, у которого подтерм B, вершина “ xλ ” и со-
ответствующая вершина оператора применения 
помечены – вычеркнуты.
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стым редексом. Более того, правила гаран-
тируют, что выделенной может быть лишь 
вершина, находящаяся на самом левом 
пути терма. Иными словами, если система 

переходов достигает конечного состояния, 
вычисления завершаются, hoc-переменная 
выделена и не связана никаким простым 
редексом.

Пример . Рассмотрим терм ( . ) @ ( . ).x x y yλ λ

Как и ожидалось, первым элементом 
конечного состояния является псевдого-
ловная нормальная форма входного терма: 
( . . ) @ ( . ).x y y y yλ λ λ  Головной формой 
терма является терм . ,y yλ  в данном слу-
чае получаемый простым «выбрасыванием» 
вычеркнутых вершин из первого элемента 
конечного состояния системы переходов. В 
общем случае нам потребуется определить 
специальную функцию exp, которая стро-
ит соответствующий терм из конечного со-
стояния, и показать её согласованность с 
головной редукцией (см. гл. 3.2).	 

Более показательный пример приведён 
на рис. 9.

3.2 Согласованность с головной редукцией
В данной главе приводится доказатель-

ство согласованности головной линейной и 
головной редукций. Сначала определяется 
дополнительная функция расширения – exp.

Функция расширения. По данному состо-
янию системы переходов функция exp воз-
вращает λ -терм. Интуитивно, функция exp 
производит последовательную редукцию 
всех простых редексов, накопившихся на 
данный момент времени. Поскольку после-
довательность простых редексов совпадает 
с последовательностью головных редексов, 
головная и линейная головная редукции 
согласованы. Формально13

где [ '] ; ; [ ] ,B exp B ′Γ = 〈 Γ 〉  а терм M' получает-
ся из терма M удалением всех вычеркнутых 
вершин. (7) производит подстановку терма 

[ ]B ′Γ  вместо всех вхождений переменной 
x в такое поддерево терма M, которое име-
ет корнем выделенную вершину (т. е. под-
дерево A). Каждый рекурсивный вызов (8) 
производит подстановку всех переменных 
в соответствии с контекстом ′Γ  исключи-
тельно в висячем аргументе B. Заметим, мы 
придерживаемся соглашения Барендрегта 
(Barendregt’s convention): предполагается, 
что все переменные имеют уникальные име-
на. Следование этой концепции в данном 
случае позволяет избежать захвата имён пе-
ременных при подстановке. Далее мы будем 
называть расширением состояния системы 
переходов результат применения функции 
расширения exp к этому состоянию.

Отметим некоторые важные для нас 
свойства системы переходов головной ли-
нейной редукции:

Исходя из определения функции •• exp 
(конкретно уравнений (7), (8)), единствен-
ное правило системы переходов, при при-
менении которого расширение получаемого 
состояния не равно расширению состояния, 
из которого оно получено, – [Lam-Elim], 
все остальные правила оставляют расшире-
ние неизменным.

Количество переходов системы без ••
применения правила [Lam-Elim] конечно. 
Данный факт является прямым следствием 
определения контекста, конечности разме-
ра входного терма и того, что в силу опре-

13 •α β означает конкатенацию контейнеров α и β.
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деления только правило [Lam-Elim] может 
изменить контекст. С этого момента мы 
будем обозначать последовательное при-
менение правил без применения правила 
[Lam-Elim] через 

*
.→

Пример . В данном примере пока-
зан результат применения функции exp 
к каждому состоянию системы пере-
ходов для примера, приведённого в  
разделе 3.1.

Идея доказательства согласованности 
головной и линейной головной редукций 
состоит в следующем: расширение не мо-
жет быть изменено никаким правилом, 
кроме [Lam-Elim]. Следовательно, после 
применения функции расширения к со-
стояниям системы переходов каждое при-
менение правила [Lam-Elim] соответствует 
одному шагу головной редукции. Так, на-
пример, ( . ) @ ( . )x x y yλ λ  соответствует 
первому шагу, .y yλ  соответствует трём 
оставшимся шагам.

Теорема  2. Пусть 〈…〉  – некоторое 
состояние системы переходов, расширение 
которого обозначено … (см. иллюстрацию 
к теореме, рис. 7), такое, что на следую-
щем шаге должно быть применено правило 
[Lam-Elim], и результатом его применения 
является состояние ; ; ,i i iM〈 Γ ∆ 〉  расшире-
нием которого является некоторый терм 

.iM ′  Далее система переходов делает неко-
торое конечное число шагов до следующего 
применения правила [Lam-Elim], состояние 

; ; ,i i iM〈 Γ ∆ 〉  расширением которого также 
является терм ,iM ′  тогда если может быть 
применено правило [Lam-Elim], расши-
ряющее окружение Γ  новым связыванием 
( ( , )),x B ′Γ  и расширением результата 

применения которого является некоторый 
терм 1,iM +′  то терм 1iM +′  получается из тер-
ма iM  за одним шаг головной редукции.

Дока з а т ельс тво . Индукция по коли-
честву применений правила [Lam-Elim].

База индукции. Очевидно, т. к. первый 
элемент, добавляемый в Γ , является голов-
ным редексом по определению.

Индукционный переход. Согласно ин-
дукционному предположению, после i-го 
применения правила [Lam-Elim] текущим 
является состояние вида ; ; ,i i iM〈 Γ ∆ 〉  рас-
ширением которого является некоторый 

терм .iM  Как уже отмечалось ранее, 
*
→  

не изменяет расширения и число шагов 
*
→  

конечно. Таким образом, существует два 
возможных случая:

1. Система переходов достигла конечно-
го состояния, и нечего доказывать.

2. Система не достигла конечного со-
стояния, и может быть применено правило 
[Lam-Elim]. В данном случае, согласно опре-
делению правила [Lam-Elim], мы знаем вид 
исходного состояния: [ . ]; ; ( , ) : ,A x e B ′〈 λ Γ Γ ∆〉  
обозначим его за ( )i , и вид результата 
применения правила [Lam-Elim] к нему: 

BA〈 [ xλ . ]; ( ( , )) : ; ,e x B ′Γ Γ ∆〉
 обозначим 

Рис. 7. Иллюстрация к теореме 2
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его за (ii). Заметим, что нам надо показать, 
что результат применения функции exp к 
состоянию ( )ii  совпадает с результатом 

одного шага головной редукции терма ,iM ′  
т. е. термом 

1
.

i
M ′+

 Применим функцию exp 
к состоянию ( ) :i

 

Легко заметить, что терм, являющий-
ся первым компонентом состояния (12), 

[ ][ . [ ]],BA x e′Γ λ Γ  имеет головным редексом 
( , ),x Bλ  поскольку контекст уже является 
пустым. Таким образом, если применить 
шаг головной редукции к данному терму, ре-
зультатом будет терм 

BA [ xλ . [ ][ / [ ]]],e x B ′Γ Γ  
по определению головной редукции, соот-
ветствующий первой компоненте состояния 
(16). Согласно (7) и (8), если продолжить 
применение функции exp к состояниям (12) 
и (16), соответственно, то в обоих случа-
ях один и тот же стек висячих аргументов 
∆  не произведёт никаких изменений ни в 
аргументе В, ни в выделенном поддереве 
e. Следовательно, редекс ( , )x Bλ  являет-
ся головным и для терма ,iM ′  а значит, и 
расширением состояния ( )ii  является терм 

1
.

i
M ′+

, что и требовалось доказать	 
Теорема 2 сопоставляет каждому шагу 

головной редукции шаг системы перехо-
дов, соответствующий применению пра-
вила [Lam-Elim]. Таким образом, прямым 
следствием теоремы является тот факт, что 
головная линейная редукция завершается 
тогда и только тогда,  когда завершается 
головная редукция. Ввиду того, что функ-
ция расширения не способна изменить 
путь от корня дерева терма до корня его 
выделенного поддерева, первая компонен-
та конечного состояния системы переходов 
для головной линейной редукции содержит 

Теперь применим функцию exp к состоянию ( ) :ii

терм такой, что самый левый путь в дере-
ве, его представляющем, является частью 
головной нормальной формы, а значит, и 
расширение конечного состояния являет-
ся вершиной дерева Бёма. Таким образом, 
повторное применение головной линейной 
редукции ко всем оставшимся аргументам 
(полная головная линейная редукция, см. 
гл. 4) нормализует терм.

4 Полная головная линейная редукция

Полная головная линейная редукция 
(complete head linear reduction – CHLR) 
является расширением головной линей-
ной редукции, рекурсивно применяющим 
последнюю к аргументам при достижении 
конечного состояния. В данной главе при-
водится формальное описание CHLR в 
виде системы переходов, являющейся ис-
тинным расширением системы переходов 
для HLR.

4.1 Система переходов для полной головной 
линейной редукции

Система переходов для ������������ CHLR��������  отлича-
ется от системы переходов для �������� HLR�����  тре-
мя новыми правилами [��������������� FVar����������� -*]. Нефор-
мально говоря, эти правила обрабатывают 
ситуацию, когда система переходов HLR 
достигла своего конечного состояния, т. 
е. первым компонентом состояния систе-
мы переходов является некоторый терм с 

за один шаг
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выделенной свободной или динамически 
несвязанной с аргументом переменной. 
Под динамически несвязанной с аргументом 
переменной понимается связанная пере-
менная, чья абстракция не применена ни к 
какому аргументу. Итак, система переходов 
для ��������������������������������   CHLR����������������������������    обладает следующими измене-
ниями по сравнению с системой переходов  
для HLR.

Стек висячих аргументов •• ∆  расши-
ряется специальным символом $. Символ 
$ играет роль разделителя, запрещающего 
связывать абстракцию с аргументом, если 
путь от этого аргумента до соответствующей 
абстракции не является левым путём. Ины-
ми словами, разделитель $ гарантирует, что 
все редексы в контексте являются просты-
ми для данного подтерма. Например, пусть 
дан некоторый входной терм, и в ходе пол-
ной головной линейной редукции получено 
состояние 0[ ]; ; [$,( , )] ,M y B〈 λ Γ Γ 〉  где терм 

[ ]M yλ  изображён справа. В данном при-
мере разделитель $ запрещает связывание 
вершины yλ  с висячим аргументом B, по-
скольку они не образуют простого редекса. 

Начальным••  является состояние 
1; [ ]; [ ] ,〈λ 〉  где 1λ  является входным тер-

мом с выделенным корнем.
Конечным••  состоянием является 

[ ]; ; [ ] ,M x〈 Γ 〉  где ( ).x dom∈ Γ/  Заметим, что 
в отличие от головной линейной редукции, 
в конечном состоянии стек висячих аргу-
ментов должен быть пустым.

Рис. 8. Система переходов для полной головной линейной редукции
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ствующими правилами для HLR выделены 
с помощью прямоугольников: выделение .

4.2 Функция расширения
Как и в случае HLR, мы определим 

функцию exp расширения состояния систе-
мы переходов до терма. В данном случае, по 
сравнению с системой переходов для HLR, 
добавляется лишь одно правило – (20).

Результатом CHLR является терм в ••
нормальной форме; в терминах системы 
переходов это означает, что он может быть 
получен из первой компоненты конечного 
состояния системы переходов путём удале-
ния из неё всех вычеркнутых вершин.

 На рис. 8 приведены правила для пе-••
реходов для TS для {CHLR}. Для удобства 
чтения изменения по сравнению с соответ-

Теорема  3. Полная головная линей-
ная редукция завершается тогда и только 
тогда, когда терм имеет нормальную фор-
му. Более того, если М – некоторый терм, 

:: ; ;finals M ′ ′ ′〈 Γ= ∆ 〉  – конечное состояние 
системы переходов полной головной линей-
ной редукции для терма М, обозначим за 

expM  расширение состояния ,finals  тогда:
1.

 expM  есть M’ за исключением вычер-
кнутых поддеревьев;

2. expM  не содержит редексов;

3. expM  является нормальной формой 
терма М.

Дока з а т ельс тво . Заметим, что пра-
вила [����������������������������������FVar������������������������������-*] не могут изменить расшире-
ние состояния системы переходов. Следова-
тельно, доказательство корректности CHLR 
является прямым следствием корректности 
HLR (см. следствия к теореме 2), а значит, 
полная головная линейная редукция завер-
шается тогда и только тогда, когда завер-
шается полная головная редукция терма, 

Рис. 9. Синтаксическое дерево терма NPR
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что в свою очередь эквивалентно конечно-
сти дерева Бёма, представляющего входной 
терм, а значит, и эквивалентно существо-
ванию нормальной формы входного терма. 
Иными словами, полная головная линей-
ная редукция завершается тогда и только 

тогда, когда у входного терма существует 
нормальная форма. 

Далее мы рассмотрим пример применения 
системы переходов для головной линейной и 
полной головной линейной редукций соот-
ветственно на примере терма ,N P R〈 〉  где

Для наглядности в нашем примере термы 
будут представляться частью их синтаксиче-

ского дерева. Синтаксическое дерево терма 
N P R〈 〉 может быть найдено на рис. 9.

Система переходов HLR для терма N P R〈 〉
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Рис. 10. Псевдоголовная нормальная форма (qhn) терма NPR
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Замечание . Результатом головной 
линейной редукции является первый 
компонент конечного состояния системы 
переходов (NB: вычеркнутые элементы 

являются частью qhn). Таким образом, 
результатом головной линейной редук-
ции является терм, представленный на  
рис. 10.

Система переходов для CHLR для терма NPR〈 〉
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Заметим, что вплоть до первого приме-
нения одного из правил [FVar-*] система 
переходов для полной головной линейной 
редукции в точности повторяет шаги си-
стемы переходов для головной линейной 
редукции, поэтому мы просто продолжим 
построение нашего примера, начиная с ко-
нечного состояния системы переходов для 
головной линейной редукции.

Напомним, что результатом полной го-
ловной линейной редукции является пер-
вый компонент конечного состояния систе-
мы переходов, в котором все вычеркнутые 
вершины удалены:

Заключение

Головная линейная редукция является 
основой для различных подходов к вычис-
лениям [16, 20–25], в том числе и игровой 
семантики, из которой естественным об-
разом вытекает процедура нормализации 
термов простого типизированного лямбда-
исчисления [1]. Обобщение этого подхода 
до бестипового лямбда-исчисления позво-
ляет определить новый поход к вычисле-
ниям – трассирующую нормализацию [1, 6].

В статье приведена формализация поня-
тия головной линейной редукции для нети-
пизированного лямбда-исчисления в виде 
системы переходов, формально показана 
её корректность относительно головной ре-
дукции, впервые введено понятие полной 
головной линейной редукции, являющейся 
истинным обобщением головной линейной 
редукции, формализованное в виде системы 
переходов, а также показано, что послед-
няя является эффективной редуцирующей 
стратегией, что является первым шагом в 
формальном доказательстве корректности 
трассирующей нормализации.
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Обсуждены вопросы централизованного управления движением отдель-
ного минипоезда, входящего в состав группы роботов и состоящего из 5-6 
грузовых тележек, шарнирно связанных друг с другом. Эти тележки образуют 
своеобразный «неголономный хвост», боковые перемещения которого с трудом 
поддаются контролю и корректировке, тем самым представляя опасность для 
окружающих членов группы. Кроме ухудшения ходовой компактности, эти бо-
ковые колебания хвоста существенно снижают устойчивость движения цепоч-
ки тележек и даже влияют на динамику движения и маневрирования головного 
модуля. Для оценки этих опасностей и выбора предельно допустимой скорости 
движения минипоезда в статье построена и проанализирована математическая 
модель движения неголономной цепочки, позволяющая центральному опера-
тору прогнозировать форму и размеры опасной зоны отдельного минипоезда, 
тем самым предотвращая возникновение нештатных ситуаций.
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A TRANSPORT ROBOT GROUP
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The problems of centralized control of motion of a separate mini-train that is 
part of a robot group are discussed. Each mini-train consists of 5-6 trolleys jointly 
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Введение

Постепенное внедрение разнообразных 
роботов в реальную жизнь современного 
общества поднимает множество проблем их 
рационального использования в различных 
ситуациях, причем эти проблемы не только 
носят экономический характер, но и по-
рождают вопросы выделения сфер их при-
менения, разработки специальных правил 
общения и/или обращения с ними и т. д. 
[1, 2]. Особенно важную роль эти вопросы 
сыграют в тех ситуациях, когда вместо оди-
ночных роботов различных конструкций и 
различного назначения будут создаваться 
для решения тех или иных задач специали-
зированные группы роботов, содержащие 
либо несколько роботов, либо несколько 
десятков роботов [3]. Именно такие груп-
пы смогут стать серьезным стимулом эко-
номического или военного прогресса, и 
именно здесь на первый план выйдут тре-
бования к формированию рациональных 
принципов эксплуатации групп роботов и 
законов управления ими [4, 5]. 

Следует подчеркнуть, чем отличается в 
смысле управляемости группа роботов от 
группы живых организмов. Основные от-
личия в «мышлении» роботов по сравне-
нию с мышлением живых организмов со-
стоят в том, что они лишены чувства страха 
перед уничтожением или внезапным по-
вреждением (разумеется, в пределах задан-
ной программы поведения), хотя в случае 
крайней необходимости могут совершать 
такие действия, как самоподрыв или иной 
экстремальный акт. Кроме того, в случае 

возникновения любых непредвиденных 
обстоятельств робот не может столь же це-
лесообразно найти рациональный выход 
из сложившейся ситуации, как это может 
сделать человек [6]. Особенно заметно это 
различие в поведении проявляется при 
групповом использовании людей или ро-
ботов [7]. В группе людей-исполнителей 
каждый индивидуум выбирает принцип 
локальной оптимизации своих действий, 
тогда как в группе роботов-исполнителей, 
обладающих менее совершенной и менее 
универсальной сенсорикой, их действия 
должны контролироваться и координиро-
ваться неким центральным оператором, об-
ладающим глобальной информацией о те-
кущем расположении и состоянии группы 
и окружающей среды [8]. Эта глобальность 
является важным преимуществом группы 
роботов перед группой людей, однако она 
требует и более четкого управления со сто-
роны центрального оператора. 

Разумеется, конкретный режим группо-
вого управления определяется заданными 
целями и ресурсами проводимой операции, 
однако в ней всегда первостепенную роль 
играет тесное и целенаправленное взаимо-
действие отдельных роботов [9]. Характер 
этого взаимодействия зависит как от кон-
структивных особенностей роботов, так и 
от типа совместно выполняемых операций 
[10]. Именно эти факторы определяют иде-
ологию и технологию процессов управле-
ния групповым поведением. Следует также 
подчеркнуть тесную взаимосвязь алгорит-
мов управления с конструктивными осо-

connected one by one. These trolleys are a kind of a «nonholonomic tail» whose 
lateral movements are difficult to control and adjust, thus being a danger to other 
members of the group. These lateral oscillations worsen the trajectory compactness, 
and they also significantly reduce the stability of the whole chain and affect the 
dynamics and maneuvering of the heading module. To estimate these dangers and 
select the maximum permissible speed of the mini-train, a mathematical model of 
motion of such nonholonomic chain is built and analyzed in the article. It allows the 
central operator to predict the shape and dimensions of the danger zone for a separate 
mini-train, and to therefore prevent the occurrence of abnormal situations.

Keywords: robot group; mini-train; nonholonomic movement; stability of movement; 
centralized control.
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бенностями роботов, образующих группу, 
т. к. именно эти особенности нередко пре-
допределяют как стратегию, так и тактику 
действий центрального оператора [11, 12]. 

Постановка задачи 

Обратимся к рассмотрению весьма 
специфической группы транспортных ро-
ботов, используемых в цехах крупных ав-
томобильных заводов [13, 14]. Основная 
функция этих роботов – развозка деталей 
и устройств по автосборочным линиям и 
конвейерам [15]. В силу большого разно-
образия и большого количества доставляе-
мых деталей, транспортные роботы пред-
ставляют собой подобие автопоездов с 
электротягой, снующих по огромной цехо-
вой территории по самым разнообразным 
трассам и с разными скоростями [16]. Го-
ловной модуль каждого минипоезда снаб-
жен системой управления и аппаратурой 
наблюдения за окружающей обстановкой. 
Прицепленные к нему грузовые тележки не 
имеют собственной системы управления и 
образуют пассивную неголономную цепоч-
ку, состоящую из 5-6 отдельных звеньев. 

Рассматривая этот минипоезд как от-
дельного робота с весьма длинной хвосто-
вой частью, отметим, что он представляет 
собой нестандартно управляемый неполно-
приводный объект, обладающий в процессе 
движения переменной конфигурацией, ко-
торая зависит от режима движения голов-
ного модуля, и испытывающий серьезные 
проблемы с устойчивостью движения по 
некоторым траекториям. Под переменной 
конфигурацией здесь понимается перемен-
ная геометрия ломаной линии, образован-
ной межшарнирными отрезками цепочки 
тележек. 

Эти проблемы приобретают особую 
важность, если учесть, что на существую-
щих крупных автозаводах число подобных 
транспортных минипоездов, перемещаю-
щихся в одном цеху, может достигать 100 
единиц и более. В таких условиях во из-
бежание их столкновений необходимо га-
рантировать четкую динамическую конфи-
гурацию хвостовой части каждого робота, 
поведение которой при неполноприводном 
управлении требует повышенного внима-

ния центрального оператора.  
Цель настоящей статьи – построение и 

анализ математической модели неголоном-
ной цепочки грузовых тележек, следующих 
за тяговым модулем, а также прогнозиро-
вание текущей конфигурации цепочки с 
учетом неголономных связей.

Построение и анализ  
математической модели

Чтобы выяснить возникающие здесь 
неблагоприятные ситуации и оценить диа-
пазон поперечных колебаний хвостовой 
части робота, рассмотрим упрощенную 
кинематическую картину этих колебаний, 
обусловленную неголономным характером 
движений каждой грузовой тележки (т. е. 
каждого звена цепочки) [17, 18]. Обозначая 
индексом s номер s-го модуля этой цепоч-
ки, положим, что головной (т. е. тяговый) 
модуль имеет s = 0, так что декартовы ко-
ординаты его центра (под которым будем 
понимать точку пересечения его продоль-
ной оси с осью качения его тяговой колёс-
ной пары) будут x0, y0, а угол φ0 будет углом 
между его продольной осью и осью Ox. 
Аналогичные обозначения примем и для 
прочих модулей цепочки (см. рисунок). 

Положим теперь, что первый модуль по 
указанию центрального оператора совер-
шает заданное движение по плоскости Oxy, 
а остальные модули, шарнирно связанные 
с ним и между собой, образуют протяжен-
ную кинематическую цепочку, звенья ко-
торой связаны между собой как голоном-
ными, так и неголономными связями [19]. 
Примем, что все звенья совершенно оди-
наковы, имеют длину между шарнирами 
а+b и положение s-гo модуля на плоскости 
ху определяется обобщенными координа-
тами xs, ys, φs, где xs, ys – декартовы коорди-
наты его центра (точки пересечения про-
дольной оси звена с осью колесной пары), 
а φs – угол между продольной осью звена и 
осью х. Ясно, что между обобщенными ко-
ординатами соседних модулей существуют 
следующие соотношения связи:

1 1

1 1

cos cos ;

sin sin .
s s s s

s s s s

x x b a

y y b a
+ +

+ +

= − ϕ − ϕ

= − ϕ − ϕ
Кроме этих голономных связей суще-

(1)
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ствуют также и неголономные связи, вы-
ражающие требование коллинеарности 
вектора скорости центра s-гo модуля с его 
продольной осью [20, 21]:

sin cos 0.s s s sx yϕ − ϕ = 

Далее будем считать, что головной мо-
дуль, отвечающий s = 0, является тягачом 
и совершает некоторое предписанное дви-
жение по плоскости ху, тогда как осталь-
ные n звеньев образуют ее «неголономный 
хвост», характер движения которого мы и 
хотим изучить. 

Подставляя теперь в соотношение (2) 
выражения для xs, ys, согласно (1) придем к 
следующей системе уравнений:

0 0 0 0

0 1 0 1

(0 0 1 1

0 0

( (0 0 1 0 1

(2 2

(1 1 1

sin cos 0

sin cos

 cos ) 0

sin cos

 cos ) ( ) cos )

 ( ) cos ) ...

... ( ) cos ) 0.

n n

n

n

n n n

x y

x y

b a

x y

b a b

a b

a b a− −

ϕ − ϕ =

ϕ − ϕ +

+ ϕ ϕ − ϕ + ϕ =

ϕ − ϕ +

+ ϕ ϕ − ϕ + + ϕ ϕ − ϕ +

+ + ϕ ϕ − ϕ +

+ + ϕ ϕ − ϕ + ϕ =

 

 

 



 

 



 

Если считать, что в этой системе урав-
нений координаты тягового модуля заданы 
как функции времени x0(t), y0(t), то угол φ0 
найдется из первого уравнения, тогда как 
остальные n уравнений будут вполне до-
статочны для нахождения n переменных  
φ1, φ2, …, φn. Поэтому систему (3) можно 

с полным правом назвать системой урав-
нений движения рассматриваемой него-
лономной цепочки. При этом, как видно, 
отпадает необходимость использования 
динамических свойств цепочки, а, следо-
вательно, и динамических уравнений. 

Таким образом, весь процесс движения 
цепочки предопределен движением ее го-
ловного звена и условиями неголономных 
связей. Интересно отметить, что согласно 
стандартному определению числа степе-
ней свободы механической системы (чис-
ло обобщенных координат минус число 
уравнений связей) у данной цепочки оно 
оказывается равным нулю, что противоре-
чит здравому смыслу [22]. Уместно поэто-
му считать, что рассматриваемая цепочка 
имеет только кинематические степени сво-
боды, не подпадающие под приведенное 
определение, которое следует относить к 
механическим системам с явно выражен-
ными динамическими свойствами. 

Построенная система (3) представля-
ет собой нелинейную систему дифферен-
циальных уравнений, имеющую цепную 
структуру и допускающую возможность 
последовательного интегрирования урав-
нений первого порядка. Второй особенно-
стью этой системы является тот факт, что 
движение (s+1)-го модуля цепочки полно-
стью предопределено движением ее s-гo 
модуля (это следует из исходных соотно-
шений (1), (2)). Поэтому если какому-либо 
заданному режиму движения головного 
модуля отвечает аналогичный режим дви-
жения следующего за ним первого модуля, 
то и движения всех последующих модулей 
будут также происходить в подобном ре-
жиме, хотя  возможно, с несколько изме-
ненными параметрами.

Чтобы выявить основные свойства из-
учаемой системы, рассмотрим некоторые 
простейшие режимы ее движения.

Пусть, например, головной модуль со-
вершает равномерное движение по окруж-
ности радиуса R. Нетрудно понять, что по-
сле некоторого переходного процесса и все 
прочие модули цепочки выйдут на круговые 
траектории, образовав равномерно враща-
ющуюся спираль. Геометрия этой спирали 
определится, очевидно, последовательно-

Цепочка грузовых тележек

(2)

(3)
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стью межзвенных углов 1 ,s s s−ψ = ϕ − ϕ  а 
также последовательностью радиусов тра-

екторных окружностей 2 2 .s s sx yρ = +  Для 
нахождения этих последовательностей по-
ложим, что

0 0

0 0

( ) sin ( ) cos

( ) cos ( ) sin .

x t R t y t R t

x t R t y t R t

= Ω = − Ω

= Ω Ω = Ω Ω 

Подставляя эти значения в (3), найдем 
1 .tϕ = Ω  Для угла 1ψ  получим уравнение

1 1cos sin ,b R aψ − ψ = −

решение которого есть

1

2 2 2
tg .

2
a b

R R b a

ψ +
=

+ + −
Отсюда следует необходимость выпол-

нения ограничения на параметры спирали:
2 2 .a R b≤ +

Соответствующий радиус окружности 
1ρ  согласно (1) представится выражением:

2 2 2 2
1 1 1

2 2 2

2 cos 2 sin

,

R a b ab bR

R b a

ρ = + + + ψ − ψ =

= + −

из которого становится понятным смысл 
ограничения (7). Видно также, что если 
«хвостовая» часть модуля превышает его 
«головную» часть, т. е. b > a, то ρ1 > R  и, 
следовательно, ρs+1 > ρs, так что спираль бу-
дет раскручиваться с ростом номера s. Если 
же b < a, то спираль будет скручиваться. На-
конец, при b = a все модули будут двигаться 
по начальной окружности радиуса R. 

Чтобы выявить геометрические свой-
ства полученной спирали, положим b/a = β  
и запишем соотношения (6) и (8) в виде

2 2 2 2 1 1
1 ( 1), tg

2 ( 1)
s s

s s a
a

−
−

ψ ρ − ρ
ρ − ρ = β − =

β −
.

Видно, что при а << ρs второе из напи-
санных выражений может быть представ-
лено в виде

1
( 1) ,

2
a∆ρ = β − ∆ϕ

показывающем, что приращение радиу-
са спирали оказывается пропорциональ-
ным приращению полярного угла. Этим 
свойством, как известно, обладает спираль 

Архимеда, к которой и будет стремиться 
рассматриваемая цепочка по мере роста ра-
диуса ρs.

Исследуем теперь устойчивость пря-
молинейного движения цепочки. С 
этой целью, примем в системе (3), что 

0 0, 0,x V y= =   и линеаризуя ее вблизи не-
возмущенного движения φs = 0, предста-
вим ее в виде (ν = V/a):

1 1

1 2 2

1 2 3 3

1 2

0

(1 ) 0

(1 ) (1 ) 0

(1 ) (1 ) 0.n n

ϕ + νϕ =

+ β ϕ + ϕ + νϕ =

+ β ϕ + + β ϕ + ϕ + νϕ =

+ β ϕ + + β ϕ +…+ ϕ + νϕ =



 

  



  

Видно, что характеристический опреде-
литель этой системы имеет треугольную 
структуру, так что отвечающее ему харак-
теристическое уравнение

( ) ( ) 0np p∆ = + ν =

имеет n-кратный, вещественный отрица-
тельный корень, гарантирующий асимпто-
тическую устойчивость прямолинейной 
траектории. Тем не менее, высокая крат-
ность этого корня (при достаточно боль-
шом n) говорит о том, что частные решения 
системы (11) будут иметь следующий вид:

2 1
1 2 3[ ( ) ( ) ... ( ) ],t s

s se c c t c t c t−ν −ϕ = + ν + ν + + ν
2 1

1 2 3[ ( ) ( ) ... ( ) ],t s
s se c c t c t c t−ν −ϕ = + ν + ν + + ν

где с1, …, сs – константы. Ясно, что эти ре-
шения будут при t → ∞  обращаться в ноль, 
однако в силу своей немонотонности мо-
гут проходить через весьма значительные 
максимальные значения. Это означает, что 
с ростом s уровень возмущений нарастает, 
ввиду чего хвостовые модули испытывают 
более значительные отклонения от невоз-
мущенной траектории, чем модули, близ-
кие к тягачу. Этот эффект хорошо известен 
на практике и, как видно, в его возникно-
вении существенную роль играют неголо-
номные свойства цепочки. 

В заключение рассмотрим наиболее ин-
тересный синусоидальный режим движе-
ния головного модуля, когда

0 0

0

const, sin ,

( ) cos ,

x V y a t

y t a t

= = = δ Ω

= Ωδ Ω





(4)

(5)

(6)

(7)

(8)

(9)

(10)

(11)

(12)

(13)

(14)
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где δ – безразмерная амплитуда попереч-
ных смещений головного модуля. 

Полагая, что при δ << 1 углы φs также 
остаются достаточно малыми, линеаризуем 
систему (3), приведя ее к виду:

0

1 1 0

2 2 0 1

cos

cos

cos ( )

V a t

a V a t b

a V a t b a b

ϕ = Ωδ Ω

ϕ + ϕ = Ωδ Ω − ϕ

ϕ + ϕ = Ωδ Ω − ϕ − + ϕ

 

  



Эта система решается путем последо-
вательной интеграции цепочки линейных 
уравнений, в результате чего находим:

0

1 2 2

2 2

cos

[ (1 ) sin
( )

 ( ) cos ].

t

t

t

Ωδ
ϕ = Ω

ν
Ωδ

ϕ = Ων + β Ω +
ν Ω + ν

+ ν − βΩ Ω

Записывая решение уравнения для угла 
φ1 в виде

1 2 2

2 2 2 2 2 2
1

1 2 2

( )

 ( ) (1 ) cos( ),

(1 )
tg ,

t

Ωδ
ϕ = ×

ν Ω + ν

× ν − βΩ + Ω ν + β Ω − γ

Ων + β
γ =

ν − βΩ

замечаем, что оно по своему характеру по-
вторяет колебательное движение головного 
модуля, хотя и с измененной амплитудой и 
с некоторым запаздыванием по фазе. Этот 
сдвиг фазы характеризуется углом γ1, кото-
рый может принимать различные значения 
в зависимости от соотношения параметров 
ν, β, Ω. В частности, при β = ν2/Ω2 этот  
сдвиг оказывается равным π/2. 

Более важным является отношение ам-
плитуды угловых колебаний первого модуля 
к амплитуде колебаний головного. Для оцен-
ки этого отношения введем коэффициент

2 2 2 2
1

01 2 2
0

am
,

am
K

 ϕ ν + β Ω
= = 

ϕ Ω + ν 
величина которого, очевидно, существенно 
зависит от β. Так, если β = 1, то K01 = 1, 
и амплитуда колебаний модуля оказывает-
ся равной амплитуде тягача. При β > 1 или  
β < 1 происходит ее увеличение или умень-
шение соответственно. Нетрудно показать, 

что аналогичный характер носят и поступа-
тельные движения этого модуля. Так, лине-
аризуя второе из соотношений (1), найдем 
из него:

1 0 0 1 2 2

2 2 2 2 2 2
1 ( ) (1 ) sin( ).

a
y y b a

t

δ
= − ϕ − ϕ ×

Ω + ν

× ν − βΩ + Ω ν + β Ω − γ

=

Легко видеть, что и для y1 имеют место 
те же соотношения связи с y0, как и для φ0 
с φ1. Отсюда следует, что нет необходимо-
сти строить решения для последующих мо-
дулей, т. к. их движения будут качественно 
повторять движения головного модуля. 

Таким образом, можно сделать вывод о 
том, что синусоидальное движение голов-
ного модуля приводит к аналогичному дви-
жению всех последующих модулей неголо-
номной цепочки, причем амплитуды этих 
синусоид будут либо нарастать с ростом 
s (при β > 1), либо убывать (при β < 1),  
либо оставаться неизменными по всей дли-
не цепочки (при β = 1).

Заключение

Рассмотренный пример показывает, 
что неголономные механические системы 
могут обнаруживать весьма нетривиальное 
поведение, совершенно не зависящее от 
их динамических и статических характе-
ристик, но явно связанное с их геометри-
ческими параметрами. В представленной 
неголономной цепочке таким ключевым 
параметром служит степень геометри-
ческой асимметрии модуля – параметр  
β = b/a, который и определяет степень 
опасности боковых колебаний хвостового 
модуля в группе транспортных роботов. 
Эта опасность связана не только с кине-
матическими эффектами неголономного 
движения транспортного робота, но и с со-
провождающими их динамическими пере-
грузками, которые могут вызывать, напри-
мер, опрокидывание хвостовых модулей, 
что нередко наблюдается на практике. 

Построенная математическая модель 
позволяет центральному оператору пред-
видеть и предупреждать возникновение 
подобных ситуаций. Для этого оператору 
следует группировать движущиеся мини-

(15)

(16)

(17)

(18)

(19),
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поезда в некоторые «струи», чтобы избе-
жать их близости со встречными потоками, 
а также снизить кривизну их траекторий. 
Естественно, что важнейшими параметра-
ми этих «струй» окажутся средняя ско-
рость движения минипоездов, допустимая 
плотность их распределения в струе, длина 
тормозного пути в случае необходимости 

остановки, а также показатель их путевой 
маневренности (например, минимальный 
радиус разворота). Совместный учет пере-
численных факторов приводит к проблеме 
поиска их оптимальных значений, обеспе-
чивающих минимизацию числа минипо-
ездов при заданных требованиях к объему 
перевозок. 

Статья поступила в редакцию 02.02.2017
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Новая методика расчета Оптического Усилителя EDFA  
с многоканальными источниками сигналов и накачек

П.А. Чаймарданов, М.С. Былина

Санкт-Петербургский государственный университет телекоммуникаций  

имени профессора М.А. Бонч-Бруевича, Санкт-Петербург, Российская Федерация

В волоконно-оптических системах передачи (ВОСП) с плотным спектраль-
ным уплотнением (DWDM) широко используются оптические усилители (ОУ) 
на основе активных волокон, легированных ионами эрбия (EDFA). Проектиро-
ванию таких ВОСП обычно предшествует их моделирование, предполагающее 
наличие адекватных математических моделей всех компонентов. Моделью ОУ 
EDFA является система обыкновенных дифференциальных уравнений (ОДУ), 
решив которую, можно получить распределение мощностей сигналов, накачек 
и шумов усиленного спонтанного излучения вдоль активного оптического во-
локна (АОВ). Решение данной системы является сложной задачей, что обу-
словлено ее жесткостью, а также особенностями задания начальных условий, 
которые для различных уравнений задаются в разных точках АОВ. В статье 
предложена новая методика численного решения системы ОДУ, моделирую-
щая работу ОУ EDFA, обладающая большей скоростью расчета по сравнению 
с известными методиками и учитывающая особенности данной системы.

Ключевые слова: оптический усилитель; EDFA; DWDM; восп; моделирование.
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A NOVEL CALCULATION METHOD FOR Optical amplifier EDFA  
WITH MULTICHANNEL SIGNAL AND PUMP SOURCES

P.A. Chaymardanov, M.S. Bylina

Bonch-Bruevich Saint-Petersburg State University of Telecommunications, 

St. Petersburg, Russian Federation

Optical amplifier (OA) based on erbium-doped fiber (EDFA, Erbium-Doped Fiber 
Amplifier) are widely used in optical fiber transmission systems with dense wavelength 
division multiplexing (DWDM). The design of the optical fiber transmission systems 
is usually preceded by a simulation, assuming that there are adequate mathematical 
models of all components. The model of the OA EDFA is a system of ordinary 
differential equations (ODE) whose solution allows to obtain the power distribution 
of signals, pumping and noise of amplified spontaneous emission along the erbium 
doped fiber. The solution of this system is a complex problem, which is due to its 
stiffness, as well as the specifics of setting the initial conditions, which for different 
equations are set at different points of the erbium-doped fiber. This paper presents a 
novel method for the numerical solution of the ODE system, simulating the operation 
of the OA EDFA, which has a higher calculation speed in comparison with the known 
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methods and takes into account the features of this system.
Keywords: optical amplifier; EDFA; DWDM; optical fiber transmission systems; 

simulation.
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ется численно. При численном решении 
этой системы необходимо учитывать две ее 
особенности. Во-первых, она может про-
являть свойство жесткости [4], что может 
привести к неустойчивому решению при 
неправильном выборе метода или шага ин-
тегрирования. Во-вторых, начальные усло-
вия для моделирования задаются в разных 
точках АОВ, при этом для численных мето-
дов решения систем ОДУ необходимо зада-
ние всех начальных условий только в одной 
точке. Для решения данных проблем необ-
ходимо использовать вспомогательные ме-
тодики, позволяющие задавать начальные 
условия в разных точках АОВ и контроли-
ровать шаг интегрирования, что значитель-
но увеличивает время расчета, поэтому раз-
работка методик, увеличивающих скорость 
расчета ОУ �������������������������EDFA��������������������� в ВОСП �������������DWDM���������, являет-
ся актуальной задачей.

В настоящей статье приведен краткий 
обзор способов решения подобных систем 
ОДУ, предложена новая методика расчета 
ОУ EDFA, учитывающая все особенности 
данной системы ОДУ и существенно выи-
грывающая в скорости расчета по сравне-
нию с известными методиками.

Структурная схема EDFA представлена 
на рис. 1. Она включает источник многока-

В волоконно-оптических системах пе-
редачи (ВОСП) с плотным спектральным 
уплотнением (Dense Wavelength Division 
Multiplexing – DWDM�����������������  ) широко применя-
ются оптические усилители (ОУ) на основе 
активных оптических волокон (АОВ), ле-
гированных ионами эрбия (Erbium Doped 
Fiber������������������������������������ �����������������������������������Amplifier – EDFA�������������������), способные усили-
вать многоканальный оптический сигнал, 
расположенный в диапазоне 1525–1575 нм. 
Важнейшим этапом проектирования ВОСП 
является имитационное моделирование, 
позволяющее проанализировать различные 
варианты построения ВОСП с целью опти-
мизации ее технико-экономических харак-
теристик. Построение модели ВОСП пред-
полагает предварительное моделирование 
всех ее компонентов. 

ОУ EDFA представляет собой один из 
наиболее сложных для моделирования ком-
понентов ВОСП. Моделью ОУ ����������EDFA������ явля-
ется система, составленная из обыкновен-
ных дифференциальных уравнений (ОДУ), 
описывающих распределение мощностей 
сигналов, накачек и шумов усиленного 
спонтанного излучения (����������������� Amplified��������  �������Sponta-
neous Emission – ASE) вдоль АОВ [1–3]. 
Данная система в общем случае не может 
быть решена аналитически, поэтому реша-

Рис. 1. Схема усилителя EDFA с многоканальными источниками сигналов и накачек
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нального сигнала (ИМС), источники мно-
гоканальной попутной (ИМПН) и встреч-
ной (ИМВН) накачки, АОВ длиной L, 
мультиплексоры спектрального уплотнения 
(Wavelength Division Multiplexing – WDM), 
оптические изоляторы (ОИ) и оптический 
фильтр (ОФ).

Многоканальный сигнал с выхода ис-
точника поступает на вход усилителя. 
ИМПН и ИМВН создают многоканальную 
оптическую накачку в диапазоне длин волн 
вблизи 980 нм и/или 1480 нм, которая рас-
пространяется в попутном и/или встреч-
ном направлении по отношению к сигналу. 
Объединение на входе АОВ и разделение на 
его выходе сигнала и накачек осуществля-
ется мультиплексорами WDM. Усиление 
сигнала происходит в АОВ. ОИ на входе 
ОУ EDFA предотвращает попадание шумов 
из усилителя в предыдущие каскады в схе-
ме ВОСП. ОИ на выходе ОУ ������������EDFA�������� предот-
вращает попадание в усилитель шумов из 
последующих усилительных каскадов в схе-
ме ВОСП. ОФ необходим для сглаживания 
неравномерности коэффициента усиления 
в полосе усиления.

Процесс усиления в АОВ описывается 
при помощи трехуровневой квантовой си-
стемы [1–3], в соответствии с которой ион 
эрбия в АОВ в каждый момент времени мо-
жет находиться на одном из трех энергети-
ческих уровней. Уровень 1 с наименьшей 
энергией является основным, а уровень 2 –  
метастабильным, т. е. среднее время жиз-
ни τ иона на уровне 2 существенно больше, 
чем τ3 на уровне 3. Усиление сигнала, по-
глощение сигнала и накачки и генерация 
шума ����������������������������������ASE������������������������������� в АОВ происходят за счет пере-
ходов ионов эрбия между этими уровнями 
с поглощением или испусканием квантов 
света.

Рассматриваемая в данной статье модель 
ОУ ������������������������������������EDFA�������������������������������� полагается стационарной (не за-
висящей от времени), а также полагается, 
что все ионы эрбия, переходящие на уро-
вень 3, сразу же оказываются на уровне 2,  
так как τ3 << τ. 

Модель ОУ EDFA, полученная путем 
обобщения моделей, представленных в 
[1–3], имеет вид [5]:
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где суммирование производится по коли-
честву имеющихся каналов для сигналов, 
накачек и шумов ASE. Отметим, что спектр 
шумов ASE непрерывен и существует во 
всей полосе усиления АОВ, поэтому в мо-
дели предусмотрена дискретизация спектра 
шумов ASE на несколько шумовых каналов 
с небольшой (по сравнению с шириной по-
лосы усиления АОВ) полосой Δν. 

В (1) использованы следующие обозна-
чения: Rij и Wij – вероятности вынужден-
ных переходов ионов эрбия с уровня i на 

(1)
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уровень j, вызванные поглощением фото-
нов накачки, сигналов и шумов ASE; N –  
концентрация ионов эрбия; N2.отн – отно-
сительная концентрация ионов эрбия на 
уровне 2 (по отношению к общей концен-
трации ионов эрбия); νs, νASE, νp1480, νp980 –  
центральные частоты каналов сигнала, ASE, 
накачек вблизи длин волн 1480 и 980 нм;  
α12, g21 – коэффициенты поглощения и уси-
ления в полосе сигнала и накачки 1480 нм, 
зависящие от температуры АОВ и частоты 
канала; α13 – коэффициент поглощения в 
полосе накачки 980 нм, зависящий от тем-
пературы АОВ и частоты канала; αs, αASE, 
αp1480, αp980 – коэффициенты, учитывающие 
дополнительные потери сигнала, ASE, на-
качек вблизи длин волн 1480 и 980 нм в 
АОВ, не вызванные поглощением ионами 
эрбия; beff – эффективный радиус распреде-
ления ионов эрбия; ε – параметр насыще-
ния; Ps – мощность сигнала в определен-
ном канале; 1480,pP ±  980,pP ±  ASEP ±  – мощности 
накачек на длинах волн 1480 и 980 нм и 
шумов ASE в попутном (+) и встречном (–) 
направлениях в определенных каналах; h – 
постоянная Планка; z – координата вдоль 
АОВ. 

Поскольку параметры АОВ зависят от 
температуры T [6], при моделировании не-
обходимо учесть данную зависимость при 
помощи формул [7]:

12
12 12

( )
( , ) ( , ) exp ,T

KT
β λ 

α λ = α λ ∞  
 

13
13 13

( )
( , ) ( , ) exp ,T

KT
β λ 

α λ = α λ ∞  
 

21
12 21

( )
( , ) ( , ) exp ,g T g

KT
β λ 

λ = λ ∞  
 

где K – постоянная Больцмана; λ – длина 
волны; α12(λ, ∞) и β12(λ), α 13(λ, ∞) и β13(λ), 
g21(λ, ∞) и β21(λ) – коэффициенты, которые 
можно определить по известным зависимо-
стям соответствующих коэффициентов по-
глощения и усиления от длины волны при 
двух разных температурах.

Система уравнений (1) с учетом (2) 
для рассматриваемого случая, представ-
ляет собой наиболее распространенную в 
литературе модель ОУ �����������������EDFA������������� в стационар-

ном режиме. В общем случае она не имеет 
аналитического решения, поэтому долж-
на решаться численно. Однако получение 
численного решения может оказаться за-
труднительным, что обусловлено двумя от-
меченными выше особенностями данной 
системы.

Рассмотрим подробнее первую особен-
ность системы (1). Уравнения распределе-
ния мощностей сигнала, накачек и шумов 
ASE по длине АОВ (1) представляют собой 
задачу Коши для системы ОДУ первого по-
рядка с заданным начальным условием в 
точке z0 или zL:

' ( , ),P f z P=

0 0

0

( ) ,

( ) ,

,
L L

L

P z P

P z P

z z z

=

=

≤ ≤

где P – n-мерный вектор переменных со-
стояния (мощностей); P0, PL – n-мерные 
векторы начальных и конечных данных 
задачи Коши (значений мощностей в на-
чале и в конце АОВ); f – n-мерный вектор-
функция правых частей уравнений (1); z – 
независимая переменная (расстояние вдоль 
АОВ); n – количество уравнений (1). 

Как было сказано ранее, система (1) мо-
жет проявлять свойства жесткости. Обще-
принятого определения жесткости систе-
мы не существует, но в ряде источников 
[4, 8] приводится описание жесткой зада-
чи. В [4, 8] систему ОДУ называют жест-
кой, если хотя бы одно значение в матри-
це Якоби, составленной из /ij i jJ f P= ∂ ∂   
(i и j – номера уравнений в системе ОДУ), 
для уравнений системы (3), на некотором 
интервале 0 ,Lz z z≤ ≤  отрицательно, или 

max(| Re( ) |) / min(| Re( ) |) 1,ij ijs J J= >>  где s 
называют коэффициентом жесткости дан-
ной системы. Системы с s > 10, согласно 
[8], можно считать жесткими. 

Исследование системы (1) для ОУ с 
различными конфигурациями накачек по-
казало, что она может проявлять свойство 
жесткости, при этом увеличение коэффи-
циента жесткости обусловлено большой 
разницей собственных значений матрицы 
Якоби, возникающей вследствие различных 
скоростей изменения мощностей накачек и 

(2)

(3)
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сигналов вдоль АОВ.
Жесткость системы (1) может привести 

к некорректным результатам моделирова-
ния при использовании явных численных 
методов решения систем ОДУ, таких как 
методы Эйлера, Рунге-Кутты 3, 4 порядков 
и др. При использовании явных методов 
необходимо неоправданно уменьшать шаг 
интегрирования [9], чтобы получить устой-
чивое решение.

Для решения жестких систем ОДУ 
обычно используют [4] неявные методы 
численного интегрирования, такие как ме-
тоды Гира различных порядков [8, 10, 11], 
Розенброка [12], неявные методы Рунге-
Кутта [13–15] и др. Данные методы об-
ладают лучшей, по сравнению с явными 
схемами решения, устойчивостью и не на-
кладывают серьезных ограничений на шаг 
интегрирования. Однако для обеспечения 
устойчивости этих методов шаг все равно 
требуется контролировать [8]. 

Принимая во внимание сказанное 
выше, для учета первой особенности систе-
мы (1) необходимо при выборе метода ин-
тегрирования опираться на неявные схемы 
решения ОДУ, а также контролировать шаг 
интегрирования для обеспечения устойчи-
вости метода.

Вторая особенность системы (1) связа-
на с заданием начальных условий в разных 
точках АОВ. Для численных методов инте-
грирования необходимо задание начальных 
условий в одной начальной точке для всех 
уравнений. Для решения данной задачи ис-
пользуются методы стрельбы, релаксацион-
ные методы [16], генетические алгоритмы 
[17].

Метод стрельбы подразумевает подбор 
таких значений 1480(0),pP −

980(0)pP −

 
и (0),ASEP −  

при которых после решения системы (1) 
полученные значения 1480( ),pP L−

980( )pP L−

 
и 

( )ASEP L−  совпали бы с известными в преде-
лах заданной погрешности. Основным не-
достатком этого метода является большое 
время расчета. Улучшенным вариантом 
метода стрельбы для нескольких функций 
является метод Ньютона–Рафсона [18], по-
зволяющий производить пристрелку одно-
временно для нескольких уравнений в си-
стеме ОДУ, однако данный метод также 

требует большого времени расчета. 
Релаксационный метод также подразу-

мевает подбор значений 1480(0),pP −
980(0)pP −  и 

(0)ASEP −  с использованием следующего ал-
горитма:

1.  Задание в качестве начальных усло-
вий 1480(0) 0,pP − =

 980(0) 0,pP − =
 

(0) 0.ASEP − =
2.  Решение системы (1) при измене-

нии z от 0 до L. Завершение расчета, если 
полученные значения 1480( ),pP L−

 980( )pP L−

 
и 

( )ASEP L−  совпали с известными в пределах 
заданной погрешности.

3.�����������������������������������      ����������������������������������     Задание в качестве начальных усло-
вий для этапа 4 значений 1480( ),pP L−

 980( )pP L−

 и ( ),ASEP L−  полученных на этапе 2.
4. Решение системы (1) при изменении 

z от L до 0.
5.�����������������������������������      ����������������������������������     Задание в качестве начальных усло-

вий для этапа 2 значений 1480(0),pP −
980(0)pP −  

и (0),ASEP −  полученных на этапе 4. Возвра-
щение к этапу 2.

Недостатками данного метода являют-
ся неустойчивость решения при некоторых 
конфигурациях усилителя, а также большое 
время расчета.

Методика на основе генетического ал-
горитма (ГА) также является улучшенной 
версией метода стрельбы. В рамках данной 
методики при помощи ГА производится 
подбор недостающих условий в точке z = 0  
и решается система уравнений (1). Пол-
ный текст методики представлен в [17]. По 
сравнению с методом стрельбы и релакса-
ционным методом данная методика имеет 
меньшее, но все же существенное время 
расчета.

Учитывая потенциальную неустойчи-
вость решения системы (1) численными 
методами и трудности с выбором началь-
ных условий, была разработана новая улуч-
шенная методика расчета ОУ EDFA.

Суть предлагаемой методики заключает-
ся в следующем. Предположим, что система 
(1) решена при заданных начальных усло-
виях. Тогда АОВ характеризуется функцией 
N2.отн(����������������������������������   z���������������������������������   ), однозначно соответствующей мо-
делируемому случаю. Целью разработанной 
методики является нахождение N2.отн(z) в 
каждой точке АОВ. Методика подразуме-
вает получение этой функции итеративным 
методом, путем независимого решения в 
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пределах i-й итерации уравнений только 
для попутных каналов и только встречных 
каналов.

Заменим уравнения в системе (1) с уче-
том обозначенного предположения на две 
группы уравнений для каналов в попутном 
(4) и встречном (5) направлениях (зависи-
мости коэффициентов поглощения, усиле-
ния и дополнительных потерь от централь-
ных частот каналов предполагаются, но в 
представленных формулах будут опущены).

Для попутных каналов:

OTH

12 21

2. 12

0

( ) (0) exp(( )

( ) ),

s s

z

s

P z P g

N d z z
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Для встречных каналов:
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Разобьем всю длину АОВ на l равноот-
стоящих точек с шагом ∆z. Выразим значе-
ния функций (4) и (5) в точках k+1 и k–1 
через их значения в точке k при помощи 
метода прямоугольников. 

Для попутных каналов:

OTH2. , ,
, , 1 , , ,i kN

s i k s i kP P A B+ ≈

OTH2. , ,
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,N i k
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Для встречных каналов:
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где A, B, C, D, E – константы (вычисляемые 
для каждого канала (6) и (7)), для которых 
справедливо:

12 21exp ( )( ),A g z= α + ∆

12exp( (B = − α − α доп ) ),z∆

13exp( ),C z= α ∆

13exp( (D = − α − α доп ) ),z∆

2 .E hv v z= ∆ ∆

Опишем методику расчета с учетом  
(6)–(8). 

(4)

(5)

(5)

(7)

(6)

(8)
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1.  Для первой итерации (i = 0) полага-
ем, что N2.отн,i–1,k = 0 при всех k, а мощности 
в каждой точке волокна для всех сигналов, 
накачек и шумов ASE равными Pi–1,k = 0. 

2. Задаем значения Ps,i,0, 1480, ,0p iP + , 980, ,0p iP +  
и , ,0.ASE iP +

3.  Задаем значения 1480, ,p i lP − , 980, ,p i lP −  и 
, , .ASE i lP −

4. Задаем ε и imax, где ε – относительная 
локальная погрешность расчета в каждой 

точке АОВ, а imax – максимальное количе-
ство итераций.

5. Рассчитываем константы A, B, C, D, E 
для каждого канала по выражениям (8).

6.  Производим расчет в попутном на-
правлении. Для каждого k≠0 находим Ps,i,k, 

1480, ,p i kP + , 980, ,p i kP +  и , ,ASE i kP +  из уравнений 
(6), полагая N2.отн,i,k = 0,5(N2.отн,k + N2.отн,i–1,k), 
где N2.отн.k рассчитывается по (1) с учетом 

1480, 1, ,p i kP −
−  980, 1,p i kP −

−  и , 1, .ASE i kP −
−

Рис. 2. Блок-схема предлагаемого алгоритма расчета
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7.  Производим расчет во встречном 
направлении. Для каждого k ≠ l находим  

1480, ,p i kP − , 980, ,p i kP −  и , ,ASE i kP −  из уравнения (7), 
полагая N2.отн,i,k = 0,5(N2.отн,k + N2.отн,i–1,k), где 
N2.отн.k рассчитывается по (1) с учетом Ps,i,k, 

1480, ,p i kP + , 980, ,p i kP +  и , , .ASE i kP +

8. Если i > 1 и для всех P выполняются 
неравенства 

|2(Pi–1,k – Pi,k)/(Pi–1,k + Pi,k)| ≤ ε, то рас-
чет заканчивается. Решением (1) считают-
ся N2.отн,i,k, Ps,i,k, 

1480, , ,p i kP +

 
980, , ,p i kP +

 
, , ,ASE i kP +

 
1480, , ,p i kP −

 
980, ,p i kP −  и , , .ASE i kP −

9. Сохраняем N2.отн,i–1,k = N2.отн,i,k.
10. Увеличиваем i на 1. Если i ≤ imax, воз-

вращаемся к п. 6. Если i > imax, алгоритм 
расчета завершается с ошибкой: решение 
не найдено за заданное количество итера-
ций.

Описанный алгоритм представлен в 
виде блок-схемы на рис. 2.

Полученные при решении (1) значения 
мощностей сигнала Ps,i,k позволяют рассчи-
тать коэффициенты усиления G для каждо-
го сигнала в каждом канале: 

10 10 , , , ,010 log ( / ) 10 log ( / )out in s i l s iG P P P P= = −

10 10 , , , ,010 log ( / ) 10 log ( / )out in s i l s iG P P P P= = −

–2aОИ – aWDM – aОФ,

где Pin, Pout – мощности сигнала в канале на 
входе и выходе ОУ EDFA, aОИ, aWDM, aОФ – 
потери, вносимые ОИ, мультиплексорами 
WDM и ОФ соответственно.

Отметим, что соотношения (6)–(8) были 
записаны для постоянного шага интегриро-
вания ∆z, хотя предлагаемая методика легко 
обобщается на случай переменного шага. 
Выбор фиксированного ∆z позволяет со-
кратить объем расчетов за счет ввода кон-
стант (8), которые уменьшают количество 
необходимых вычислений.

Для проверки правильности предложен-
ной методики проведено моделирование 
ОУ EDFA с многоканальным (40 каналов) 
входным сигналом с равномерным располо-
жением каналов в диапазоне 1500–1600 нм  
и мощностью 1 мкВт/канал. Потери, вноси-
мые входным и выходным ОИ, мультиплек-
сорами WDM, ОФ, принимались равными 
нулю. Расчет проведен при параметрах ОУ 
EDFA, приведенных в таблице. 

Аналогичные расчеты были проведены 

Рис. 3. Результаты сопоставления рассчитанных коэффициентов усиления

Параметры моделируемого ОУ EDFA

Параметр Значение
Марка активного волокна M-5

Параметр насыщения  
активного волокна, 1/(м·с)

3.047·1015

Температура, °С 25
Длина активного волокна, м 15
Вид накачки Встречная
Число каналов накачки 1
Длина волны накачки, нм 980
Мощность накачки, мВт 100

(9)
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с помощью свободно распространяемой 
программы �������������� ��������������� Fibercore����� ���������������  ������������������� GainMaster��������� , модели-
рующей работу ОУ EDFA. Автор данной 
программы – производитель эрбиевых во-
локон для ОУ EDFA и волоконных лазеров. 
Данная программа предназначена исклю-
чительно для моделирования ОУ на основе 
волокон производства ������������������ Fibercore��������� . Сравни-
вался коэффициент усиления ОУ EDFA, 
полученный в обоих случаях. Из рис. 3 вид-
но, что результаты моделирования хорошо 
совпадают, что подтверждает справедли-
вость предложенной методики. 

Предлагаемая методика сравнивалась по 
времени вычисления с методикой на базе 
ГА, которая является самой быстрой по 
сравнению с другими описанными ранее 
методиками. Обе методики были примене-
ны к решению (1) для 40 канальной систе-
мы в С-диапазоне. На компьютере с такто-
вой частой процессора 2,4 ГГц методика на 
базе ГА позволила найти решение за 1325 с, 
а предлагаемая методика – всего за 3 с.

В заключение сформулируем краткие 
выводы по результатам исследования и 
возможностям их практического использо-
вания.

В рамках данной статьи рассмотрены из-
вестные методы и методики решения, при-
меняемые для моделей ОУ EDFA, выделены 
их основные недостатки, предложена новая 
методика расчета ОУ EDFA, произведено 
сопоставление скорости расчета по пред-
ложенной методике и ранее рассмотренных 
методов, доказавшее ее эффективность.

На основе модели (1) и предложенной 
методики расчета разработана программа, 
позволяющая рассчитывать мощности сиг-
налов в отдельных каналах DWDM, накачек 
и шумов ������������������������������ASE��������������������������� в любом сечении АОВ, опре-
делять коэффициент усиления ОУ EDFA и 
отношение сигнала к шуму в каждом ка-
нале. Программа может использоваться 
разработчиками ОУ EDFA для проверки 
справедливости принимаемых проектных 
решений.
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СРАВНИТЕЛЬНЫЙ АНАЛИЗ МОДЕЛЕЙ ЭПИДЕМИИ И КЛЕТОЧНОГО 
АВТОМАТА ПРИ МОДЕЛИРОВАНИИ РАСПРОСТРАНЕНИЯ  

ИНФОРМАЦИИ В СОЦИАЛЬНЫХ СЕТЯХ

Д.К. Горковенко

Байкальский государственный университет, 

г. Иркутск, Российская Федерация

Обоснована актуальность исследования социальных сетей. Получены дан-
ные о записях в социальных сетях и количестве просмотров в течение времени. 
Построен процесс оценки параметров моделей SIR и клеточного автомата. Для 
оценки параметров применен эволюционный генетический алгоритм. Рассмо-
трено несколько видов моделей эпидемии и клеточного автомата для описания 
процесса распространения информации. В отличие от существующих исследо-
ваний впервые проведены обзор и сравнение обоих типов моделей. Проведено 
имитационное моделирование процесса распространения информации в соци-
альных сетях. В ходе исследования созданы графики, в которых отражены ре-
зультаты моделирования. Представлен сравнительный анализ моделей, получен-
ных в процессе подбора параметров. В результате выбрана модель МАПП, как 
наиболее подходящая при описании процесса распространения информации.
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The article substantiates the importance of social network research. We have 
obtained data about the records in social networks and the number of record 
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a cellular automaton for describing the process of information dissemination. We have 
carried out simulation modeling of the process of information dissemination in social 
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Введение 

Изучение социальных сетей является 
перспективным научным направлением. В 
экономическом аспекте это интересно мар-
кетологам и бизнес-аналитикам. Анализ 
социальных сетей позволяет создать более 
тесный процесс взаимодействия компании 
с клиентами. Инструменты анализа позво-
ляют оценить индивидуальные и групповые 
предпочтения клиентов, выявить тренды 
интересов и в дальнейшем решать важные 
стратегические задачи фирмы. 

Одной из основных задач сетей является 
распространение информации [1]. Статьи, 
обзоры, аудио, видео, короткие сообщения 
(«твиты») и другие виды информации явля-
ются основой социальных сетей. Разнообра-
зие информации, возможность создания и 
продвижения контента, вот что привлекает 
большие аудитории. И такие аудитории соз-
дают клиентскую базу для распространения 
информации с различными целями: реклама 
нового продукта, привлечение новых клиен-
тов, удержание старых клиентов и др.

Рассмотрим два основных способа по-
лучения информации. Информация может 
поступить через связи в социальных сетях, 
либо через средства массовой информации 
(СМИ). Оценка эффекта от распростране-
ния информации через СМИ была сложной 
задачей. Однако с появлением веб-блогов и 
других сетевых медиа (новостные порталы, 
форумы и пр.) анализировать распростране-
ние информации стало проще. Вся инфор-
мация хранится в сети в открытом доступе, 
пользователи открыто делятся своими мне-
ниями по поводу информации как в тексто-
вом виде, так и через рейтинговые системы 
(например, отметки «мне нравится», «по-
делиться»). Это все позволяет более точно 
изучать процессы диффузии информации, 
оценивать эффект от распространения. Но 
моделирование диффузии в социальных 
сетях остается сложной задачей в связи со 
сбором большого количества разнообразной 
информации из разных источников. Кроме 
того, для исследования необходимо обраба-

тывать и отслеживать элементы социальных 
сетей, такие как рекомендации, ссылки, 
теги, сообщения, фразы и «мемы» [2].

Постановка задачи. Цель работы заклю-
чается в выборе оптимальной модели, отра-
жающей реальный рост числа «зараженных» 
пользователей (просмотревших запись) во 
временном интервале. Такая модель позво-
лит получить информацию об охвате поль-
зователей, скорости распространения ин-
формации и каналах распространения.

С помощью данной модели планирует-
ся исследовать факторы, влияющие на охват 
аудитории социальной сети. Например, вре-
мя публикации, применение виртуального 
маркетинга на разные сообщества и др.

Исходные данные для исследования. Для 
сбора данных была выбрана популярная в 
России социальная сеть «ВКонтакте». Вы-
брано сообщество с количеством участ-
ников 25 775. Открытые данные о связях 
участников использованы для построения 
социального графа данного сообщества. 
Был запущен процесс, который в течение 
двух суток собирал информацию о новых 
записях и изменении количества просмотра 
записей на «стене» сообщества. Основными 
сущностями для сбора данных выступали: 
«агент сети», «запись на стене сообщества», 
«просмотры записи».

Сущность «агент сети» характеризуется 
данными агента, связями с другими аген-
тами социальной сети и связями с другими 
сообществами сети.

Сущность «запись на стене сообщества» 
описана следующими данными: дата созда-
ния и текстовая информация.

Сущность «просмотры записи» вклю-
чает дату обновления и общее количество 
просмотров.

Полученные данные легли в основу бу-
дущего моделирования процессов распро-
странения информации и оценки параме-
тров моделей. Сравнение исходных данных 
и полученных путем имитационного моде-
лирования показали интересные, с точки 
зрения исследования, результаты.

modeling of diffusion of information in socal. St. Petersburg State Polytechnical University 
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Выбор моделей для исследования. В ходе 
исследования выбраны два типа моделей 
для моделирования процесса распростра-
нения информации: модели эпидемии и 
модели клеточного автомата.

Модели эпидемии были сформулирова-
ны в работе [7] в 1921 г. А в 1965 г. была 
сформулирована модель Далея-Кендалла 
для описания распространения слухов. Дан-
ный класс моделей до сих пор применяется 
при моделировании процесса распростра-
нения информации (пример – прикладной 
пакет ISM, система CLAVIRE).

Это объясняется тем, что процесс рас-
пространения информации можно сравнить 
с эпидемией [3, 4]. Особенно в социальных 
сетях. В связи с отсутствием расстояния 
между агентами, скорости распространения 
информации очень высоки (при условии, 
что информация новая и вызывает интерес), 
распространение начинается с малых групп 
и переходит на все большие группы, пока 
не достигнет пика и не пойдет на спад.

Но модели эпидемии обладают недо-
статком: они отражают количественное рас-
пространение информации и не позволяют 
получить представление о каналах распро-
странения. Чтобы более точно отразить ре-
альный процесс, была рассмотрена модель 
клеточного автомата. Клеточный автомат – 
это дискретная динамическая система, 
включающая однородные клетки, соеди-
ненные друг с другом. Представляет собой 
сетку произвольной размерности, каждая 
клетка которой в каждый момент време-
ни может принимать одно из конечного 
множества состояний, при этом определе-
но правило перехода клеток из одного со-
стояния в другое. Состояние каждой клет-
ки определяется клетками, находящимися 
в окрестности данной клетки [5]. Такое 
определение не противоречит определению 
социальной сети. Исходя из этого можно 
считать, что модель пригодна для построе-
ния социального графа и моделирования 
социальных процессов.

Оценка параметров моделей. При оценке 
параметров использован генетический ал-
горитм. Генетические алгоритмы (ГА) – это 
область исследований, которая появилась в 
результате работ Д. Холланда и его коллег. 

ГА представляет собой адаптивный поис-
ковый метод, основанный на селекции луч-
ших элементов в популяции. Основой для 
возникновения и дальнейшего применения 
таких алгоритмов является модель биоло-
гической эволюции и методы случайного 
поиска [6].

С точки зрения моделирования ГА мож-
но интерпретировать следующим образом: 
имея начальное множество наборов пара-
метров, путем последовательных преобразо-
ваний следует получить решение, удовлет-
воряющее условиям исследования. Само 
преобразование можно назвать алгоритмом 
поиска, или генетическим алгоритмом.

ГА обычно состоит из следующих эта-
пов:

задать целевую функцию (приспосо-••
бления);

создание начальной популяции;••
скрещивание;••
мутация;••
вычисление значения целевой функ-••

ции для всех особей;
формирование нового поколения;••
если не выполняется условие останов-••

ки, то возвращение к третьему этапу.
Функция приспособления – сумма ква-

дратов отклонений между значениями бази-
са, полученными в результате сбора инфор-
мации из социальной сети, и значениями, 
полученными в результате моделирования.

Начальная популяция была задана в 
виде пяти векторов (x1, x1, …, xn) для поиска 
решения в нескольких направлениях:

1. Значения параметров установлены в 
крайние значения слева.

2. Значения параметров установлены в 
крайние значения справа.

3. Значения параметров установлены 
исследователем.

4. Среднее между вариантом 1 и 3.
5. Среднее между вариантом 2 и 3.
На этапе скрещивания получаем новую 

популяцию следующим образом: выбираем 
попарно родителей и вычисляем среднее 
значение.

На этапе мутации к новой популяции 
добавляется случайное отклонение.

Программные средства. Для проведения 
расчетов был выбран язык программиро-
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вания Python 3.5. Выбор языка обусловлен 
его ясным и понятным синтаксисом. Это 
позволяет сосредоточиться на решении 
конкретной задачи, а не отвлекаться на 
особенности языка. Для работы с массива-
ми данных и математическими вычислени-
ями хорошо подходит библиотека NumPy. 
Для визуализации данных используется би-
блиотека matplotlib, обладающая похожим 
на Matlab набором функций. Полученные 
программные средства сформированы в 
виде набора консольных команд. На вход 
подается файл с данными социальной сети, 
тип исследуемой модели. На выходе полу-
чаем параметры модели, массив смодели-
рованных данных и визуализацию в виде 
графика.

Модели эпидемии

Модель SIR. Детерминированная мо-
дель эпидемии SIR (susceptible – infected- 
removed) описывает способ передачи эпиде-
мии от одного индивида (агента) к другому. 
Процесс имеет параметр затухания [7]. Со-
стояние агента можно описать тремя типа-
ми: уязвимое, зараженное, невосприимчи-
вое.

Количество агентов в сети можно выра-
зить как ( ) ( ) ( ),N S t I t R t= + +  где S(t) – ко-
личество уязвимых агентов, I(t) – количе-
ство зараженных агентов, R(t) – количество 
невосприимчивых агентов. Невосприимчи-

вое состояние можно интерпретировать как 
потерю интереса к новости и дальнейшее 
нежелание распространять её. В модели 
используются следующие параметры: β – 
средняя частота заражения; γ – постоянная 
средняя скорость «выздоровления» в еди-
ницу времени.

Модель можно представить в виде си-
стемы уравнений:

,

,

.

dS SI
dt N

dI SI
I

dt N
dR

I
dt

β = −


β = − γ



= γ


 

Используя эти систему уравнений и ис-
ходные данные, построим процесс подбора 
параметров. График полученной имитаци-
онной модели отражен на рис. 1. Кривая 
«зараженных» пользователей очень сильно 
расходится с данными, полученными из со-
циальной сети. Из этого следует, что дан-
ная модель не отражает реальные данные. 
Поэтому с помощью данной модели невоз-
можно оценить реальный охват пользова-
телей.

Расширенная модель SIR. Социальная 
сеть обладает изменчивостью во времени. 
Это означает, что агенты могут присоеди-
ниться к сети или покинуть сеть. Обозна-

Рис. 1. Модель SIR
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чим параметром μ среднюю частоту присо-
единения к сети в ед. времени. Параметром 
δ будем считать среднюю частоту выхода 
агента из сети в ед. времени. Система урав-
нений примет следующий вид:

( ),

,

.

dS SI
N S

dt N
dI SI

I I
dt N

dR
I R

dt

β = − + µ −


β = − γ − δ



= γ − δ


 

Введем параметр α – вероятность пере-
хода из невосприимчивого состояния в уяз-
вимое. Добавим данное условие в систему 
уравнений модели:

( ) ,

,

.

dS SI
N S R

dt N
dI SI

I I
dt N
dR

I R R
dt

β = − + µ − + α


β = − γ − δ



= γ − δ − α


 

Из графика на рис. 2 видно, что с помо-
щью данной модели можно оценить охват 
аудитории, но рост числа пользователей 
во времени она отразить не в состоянии. 
Большее количество параметров модели 
дало возможность более гибко построить 

кривую роста числа «зараженных» агентов 
сети.

Модель Далея-Кендалла. Известен ме-
тод Далея-Кендалла, описанный в 1965 г. 
[8], – математическая модель имитации 
процесса распространения информации 
(слухов), также называемая DK моделью. 
Данная модель делит население на три раз-
ные группы:

группа, которая начинает распростра-••
нение слуха (U);

группа, которая после получения слу-••
ха продолжает распространять его (V);

группа, которая после получения слу-••
ха принимает решение не распространять 
его (W).

Модель представлена на рис. 3. N – чис-
ло участников процесса распространения. 
Слух распространяется с вероятностью β/N. 
Степень принятия слуха определена пара-
метром μ. Когда распространитель слухов 
сталкивается с аудиторией W, то распро-
странение прекращается, и вероятность 

того, что это произойдет, равна 
( )

.
V V W

N
γ +

 

Слух теряет свою ценность с течением 
времени. Такая вероятность определяется 
фактором γ. Это объясняется тем, что слух 
перестает быть новинкой, или не остается 
частей, которые можно передать. Модель 
можно представить в виде уравнений:

Рис. 2. Расширенная модель SIR
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,

( )
,

( )
.

dU UV
N U

dt N
dV UV V V W

N
dt N N

dW V V W
W

dt N

β = µ − − µ


β γ + = − − µ


γ +
= − µ

  
Решение системы можно представить  

в виде [9]:

2

2

2 2

2

,
( )

,

.
( )( )

N
U

V N

N V
V

V V N

NV
W

V N V V N

 µ =
β + µ

 βµ =
β γ + µβ + µ

 γβ =
 β + µ β γ + µβ + µ

Определим 1C V N= β + µ  и 1 ,D V= β γ  
запишем решение системы в виде:

2

1

1 1

2 2

1 1 1

,

,

.
( )

N
U

C

N
V V

D C

N
W V

C D C

 µ
=


  µ = β  + µ 
  γ = β  + µ 

Данные моделирования представлены 
на рис. 4. Хорошо видно, что результаты 
моделирования схожи с предыдущей моде-
лью. Но в данном случае модель показыва-
ет более резкий рост числа «зараженных» в 
первые сутки. За счет этого отклонение от 
исходных данных получается выше, чем в 

Рис. 3. DK модель распространения слухов

Рис. 4. Модель Далея-Кендалла
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расширенной модели SIR.

Модели клеточного автомата

Простейшая модель клеточного автома-
та. Клеточный автомат – это дискретная 
динамическая система, включающая одно-
родные клетки, соединенные друг с другом. 
Все клетки образуют клеточный автомат 
[5]. Состояние каждой клетки определя-
ется клетками, находящимися в окрест-
ности данной клетки. Набор «ближайших 
соседей» называется окрестностью конечно-
го автомата с номером j. Состояние кле-
точного автомата j в момент времени t + 1 
определяется следующим образом:

( 1) ( ( ), ( ), ),j jy t F y t O j T+ =

где F – правило, которое может быть выра-
жено (например, в язык булевой алгебры), 
O(j) – соседи, t – шаг. 

Клеточный автомат определен следую-
щими правилами:

изменение значений каждой клетки ••
происходит одновременно (шагом является 
изменение единицы времени);

сеть клеточного автомата является од-••
нородной, т. е. правила изменения состоя-
ния одинаковы для всех ячеек;

клетка может влиять только на клетки ••
соседей;

число состояний клетки конечно.••
Теория клеточных автоматов исполь-

зуется для анализа диффузии инноваций. 
Этот процесс очень похож на распростра-
нение новостей в Интернете. Простейшая 
функция преобразования модели отвечает 
следующим правилам: индивидуум соответ-
ствует одной клетке, которая может прини-
мать два состояния: 1 – новость принята,  
0 – новость не принята. Предполагается, что 
однажды приняв информацию, состояние 
остается неизмененным. Автомат принимает 
решение о принятии новости, ориентируясь 
на мнение ближайших соседей: если среди 
соседей m поддержали инновацию и p – ве-
роятность принятия новости (генерируется 
в ходе работы модели), тогда если ,pm R>  
где R – фиксированное пороговое значе-
ние, клетка принимает инновацию. Кроме 
того, могут быть наложены дополнительные 
условия на тип новости: клетка располагает 
свежими новостями (черный цвет), у клетки 
находится устаревшая информация (серый 
цвет), клетка не располагает информацией 
или забыла о ней (белый цвет).

Правила распространения новости:
1) сначала каждая клетка закрашена бе-

лым цветом, кроме одной черной клетки 
(которая получила новость);

2) белая клетка может изменить цвет на 

Рис. 5. Модель клеточного автомата
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черный или остаться белой (это означает 
приняла новость или осталась в неведе-
нии);

3) белая клетка меняет свой цвет, если 
условие (1) выполняется в модели распро-
странения диффузий (m – число черных 
клеток, если m < 3, то p увеличивается в 
1,5 раза);

4) если ячейка черная и все ячейки во-
круг только черные или серые, она меняет 
свой цвет на серый (новость устаревает);

5) если ячейка серая и ячейки вокруг 
только черные или серые, то она меняет 
свой цвет на белый (информация забыта).

На рис. 5 представлены результаты мо-
делирования. Данная модель характеризует 
резкий рост числа «зараженных» агентов. 
Полученные данные неточно описывают 
исходную информацию, полученную из со-
циальной сети. 

Модель с порогами. Агент может нахо-
дится в активном и неактивном состояни-
ях, причем возможен переход только из не-
активного состояния в активное (обратный 
переход не допускается). Если агент i ис-
пытывает влияние ija  каждого своего j-го 
соседа в сети так, что выполняется условие 

1ij
j

a ≤∑  (j – активный узел), и становит-

ся активным в зависимости от выбранного 

им порога [0;1]iϕ ∈  (значение может быть 
фиксированным для всех агентов [10] или 
может быть выбрано случайным образом в 
соответствии с некоторым вероятностным 
распределением [11]), то условие актива-
ции ij i

j

a ≥ ϕ∑  (j – активный узел) [12].

Модель, предствленная на рис. 6, смог-
ла отразить рост «зараженных» пользова-
телей на начальном этапе. После роста на 
начальном этапе (в первые сутки) данная 
модель приблизилась к пороговому значе-
нию и прекратила рост. Итоговый охват 
оказался далек от первоначальных данных.

Модель независимых каскадов. Данная 
модель принадлежит к моделям систем вза-
имодействующих частиц. Состояние агента 
определяется аналогично узлу в модели с 
порогами. Если агент i становится актив-
ным, то на следующем шаге (строго на сле-
дующем) он может активировать соседей с 
вероятностью ijp  [13].

Рисунок 7 отражает результаты моде-
лирования. Можно сказать, что реальный 
охват был отражен более точно, по сравне-
нию с предыдущей моделью. В моделиро-
вании роста на начальном этапе возникли 
отклонения с базисом.

Модель адаптивно-подражательного по-
ведения (МАПП). МАПП рассмотрена в ра-

Рис. 6. Модель с порогами
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боте [13] и описана в рамках теории игр как 
, ( ), , ,jG J f j J= π ∈ π ∈ ∏  где J – множе-

ство стратегий участников игры, ( )j j J∈π = π  
– распределение игроков по стратегиям, 

| 0, 1j j
j J∈

  ∏ = π π ≥ π = 
  

∑  – стандартный 

симплекс, ( )jf π  – выигрыш игроков, ис-
пользующих стратегию j. На каждом шаге 

агент с индексом i с некоторой интенсив-
ностью переходит в адаптивное состоя-
ние, при котором он пересматривает свое 
мнение (стратегию). В адаптивном состоя-
нии агент i меняет свое мнение на мнение 
агента k в соответствии с вероятностью 

( ( ), ).ik ikq q f= π π  Далее сравниваются аль-
тернативная и текущая стратегии. Если 
выбранная для сравнения стратегия лучше 

Рис. 7. Модель независимых каскадов

Рис. 8. Модель адаптивно-подражательного поведения (МАПП)
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исходной (дает агенту больший выигрыш), 
то с вероятностью ( ( ), )ik ik fγ = γ π π  игрок 
меняет свое мнение.

В ходе моделирования были получены 
данные, очень близкие к реальным, что де-
тально отражено на графике (рис. 8).

Заключение

Исходя из результатов исследования 
можно сделать следующие выводы по каж-
дому из типов моделей.

Модели SIR позволяют получить пред-
ставление об охвате и количественном рас-
пределении информации (сколько всего 
агентов получило информацию), но не по-
зволяют получить представление о каналах 
распространения информации.

Неприспособленность моделей SIR 
можно объяснить параметром «выздоровле-
ния». При сборе данных нет возможности 
исправить потерю актуальности новостью. 
Но такие модели подходят для предвари-
тельного подсчета охвата агентов сети. Это 
позволяет оценить перспективность рас-
пространения информации на первона-
чальном этапе.

Модели клеточного автомата сложны 
в реализации, их недостаток – длительное 
время вычисления значений каждого шага. 
В простейшем приближении не пригод-

ны для моделирования, однако позволяют 
оценить каналы распространения инфор-
мации.

Модели клеточного автомата плани-
руется использовать для отражения роста 
охвата агентов и анализа каналов распро-
странения информации. В результате ис-
следования сделаны выводы о том, что мо-
дель адаптивно-подражательного поведения 
достаточно точно описывает исследуемый 
процесс. МАПП позволяет описать поведе-
ние каждого агента сети, учитывая социаль-
ный граф, а также связи между агентами.  
В данной модели присутствует возможность 
уточнения стратегий для каждого агента 
в отдельности, исходя из предпочтений и 
возможности влияния на агента.

Дальнейшим направлением исследова-
ния являются оценка информационного 
влияния в социальных сетях, изучение ка-
налов распространения информации, воз-
можность влияния на данные каналы, а 
также рост охвата за счет информационно-
го влияния. Апробированные модели будут 
сформированы в виде программного пакета 
для анализа распространения информации 
в социальных сетях и оценки информаци-
онного влияния. Такое программное обе-
спечение является интересным с точки зре-
ния маркетинга и бизнес-аналитики.
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