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Целью представленного исследования является определение расхода жид-
кости и формы депрессионной кривой в условиях фильтрации сквозь прямо-
угольную перемычку. В связи с этим используются апериодические решения 
предельной задачи Буссинеска. Предельная форма депрессионной кривой и 
значение разрыва депрессионной кривой получены из решения предельной 
задачи Буссинеска. Установлено, что образование депрессионной кривой и 
промежутка высачивания (конечный скачок непрерывности, или разрыв де-
прессионной кривой в точке минимума напора) на границе нижнего бьефа и 
пористой среды в перемычке конечной длины происходит за конечное время, 
пропорциональное квадрату длины перемычки. Поэтому в короткой перемыч-
ке точка выклинивания не успевает упасть в нижний бьеф за время, в течение 
которого депрессионная кривая коснется уровня воды в верхнем бьефе. В по-
лубесконечной перемычке всегда за конечное время устанавливается непре-
рывная депрессионная кривая без промежутка высачивания.
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The Dupuis paradox and mathematical simulation  
of unsteady filtration in a homogeneous closing dike 
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The aim of this study is to determine a flow rate and a shape of a depression curve 
in conditions of filtration through a rectangular closing dike using aperiodic solutions 
of the Boussinesq limit problem. We have established that the formation of this curve 
and the seepage area (the final jump of continuity or interruption of the curve at the 
minimum pressure point) on the border of the downstream and porous medium, in 
the closing dike of finite length, occurs for a finite amount of time proportional to 
the square of the closing dike length. Therefore, in the short closing dike, a cut-out 
point does not have time to fall into the downstream during the time, it takes for 
the depression curve to touch the water level in the upstream. The continuous curve 
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Введение

Фильтрационные задачи занимают осо-
бое место в энергетике и в строительстве. 
Область применения этих задач простира-
ется от гидротехники и мелиорации [1 – 6] 
до задач строительной технологии (быстрая 
откачка воды из котлована, дренаж строи-
тельных площадок) [8 – 12]. Теория филь-
трации как раздел механики жидкости рас-
падается на две ветви: гидромеханическую 
и гидравлическую. Эти ветви имеют тесное 
пересечение в стационарных задачах [4, 6, 
7, 13 – 18]. 

Под гидромеханической теорией филь-
трации подразумеваются методы решения 
смешанных предельных задач теории ана-
литических функций в областях со свобод-
ными границами [1]. Важным результатом 
гидромеханической теории является утверж-
дение, выдвинутое Б.Б. Девисоном, о раз-
рыве предельной граничной линии тока в 

точке ее выхода (в точке выклинивания) 
в нижний бьеф (бьеф – это часть водного 
объекта, примыкающего к гидротехниче-
скому сооружению). Величина этого раз-
рыва называется промежутком высачивания 
(величина hδ  на рис. 1). Предельная линия 
тока, отделяющая насыщенную среду от не-
насыщенной, называется кривой депрессии. 
Другими словами, кривая депрессии – это 
линия, характеризующая уровень грунтовых 
вод в плоскости движения воды.

Гидравлическая теория фильтрации ис-
пользует вместо плотностей распределений 
(векторных расслоений) полей скорости 
тривиальные (скалярные) расслоения, по-
лучаемые как осредненные по сечению зна-
чения распределений (расход жидкости и 
ее средняя скорость вместо слоя скорости, 
поток вместо пучка линий тока). Данная 
теория базируется в стационарных задачах 
на формулах Дюпюи для средней скорости 

without seepage area always reaches the steady state in the semi-infinite closing dike 
for a finite amount of time.
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Рис. 1. Схематическое представление постановки задачи:
TW, HW – нижний и верхний бьефы; s, h – координатные оси (h – глубина фильтрационного потока); 

∇  – отметка уровня; H, h0, hе – уровни фильтрационного потока; δh – промежуток  высачивания;  
L – длина однородной перемычки; BC – депрессионная кривая; CD – живое сечение;  

пунктиром показан уровень воды в верхнем бьефе
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фильтрации и расхода [12]. В этой теории 
отсутствуют такие понятия, как разрывная 
депрессионная кривая и промежуток выса-
чивания, так как в данном случае депресси-
онная кривая является гладкой, т. е. диф-
ференцируемой в каждой точке. 

Для вычисления высоты промежутка 
высачивания на границах области фильтра-
ции используются искусственные приемы. 
Поэтому для определения формы депрес-
сионной кривой и расхода жидкости через 
перемычку естественно использовать зада-
чу на установления для решения нестацио-
нарной задачи Буссинеска. 

Депрессионная кривая

 В теории Дюпюи рассматривается 
фильтрационное движение воды с мгно-
венной средней скоростью v, которая, со-
гласно формуле Дюпюи, выражается как

v = kJ,

где k – коэффициент фильтрации (в клас-
сической теории Дюпюи k = const); J – ги-
дравлический уклон.

Последний определяется как 

: – / ,J h s= ∂ ∂

где h = h(t, s) – глубина фильтрационного 
потока (t – время, s – горизонтальная ко-
ордината).

Парадокс Дюпюи состоит в следующем 
противоречии. Пусть имеется однородная 
перемычка длиной L, пропускающая филь-
трационный поток с отметки h = H (спра-
ва) на отметку h = he слева (см. рис. 1). 

Депрессионная кривая (свободная по-
верхность фильтрационного потока), или 
предельная линия тока, должна касать-
ся горизонтальной прямой в сечении  
s = L, поскольку грань s = L (отрезок CD на  
рис. 1) представляет собой поверхность 
постоянного напора (живое сечение). 
Но тогда по формуле Дюпюи, в сечении  
s = L получается, что  скорость v = 0 и 
фильтрационный расход q = 0. В традици-
онной теории этот парадокс игнорирует-
ся и для построения депрессионной кри-
вой используется условие неразрывности, 
трактуемое как дифференциальное урав-
нение относительно h:

( ) 0.
dq d

vh
ds ds

= =

Депрессионная кривая u = f (s) имеет 
следующий вид:

2 2(1 ),

: / (0 : / ,1).

= + −

= ∈ ≤ =

e e

e e

su u u
L

u h H u h H

Величина фильтрационного расхода вы-
ражается как

2 2

,
2

eH h
q k

L
−

=

причем вывод этой формулы не зависит от 
вида депрессионной кривой.    

Логика рассуждений следующая. 
Cкорость фильтрации в среднем по дли-

не перемычки следует выражению

v = k(H – he)/L;

и поэтому величину расхода можно полу-
чить,  умножив среднюю по длине пере-
мычки скорость на среднюю глубину hm, 
вычисляемую как среднее арифметическое 
предельных глубин:

hm = (1/2)(H + he).

Мы приходим сразу же к формуле Дю-
пюи для расхода.

Депрессионная кривая Дюпюи (см. фор-
мулу (1)) пересекает сечение s = 0 на от-
метке h = he (u = ue) и прямую h = H (u = 1)  
в сечении s = L. 

Другими словами, на параболе Дюпюи 
(1) выполняются следующие условия:

a) отсутствие промежутка высачивания;
b) в точке s = L, h = H (точка С на  

рис. 1) депрессионная кривая Дюпюи не 
касается прямой h = H (пунктирная пря-
мая на рис. 1), поэтому эта кривая не мо-
жет быть линией тока, ортогонально пере-
секающей живое сечение s = L.  

Выполнение обоих указанных условий 
необходимо для существования фильтраци-
онного потока. Именно в этом и есть суть 
парадокса Дюпюи.   

Если объяснять возникновение пара-
докса особым характером (сингулярностью) 
точки s = L, h = H, то такое объяснение 

(1)
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следует признать несостоятельным. 
В данной работе предлагается некоторая 

альтернативная схема, которая  объясняет 
мгновенную конфигурацию депрессионной 
кривой переменным характером мгновен-
ного фильтрационного расхода по длине 
пористой среды.  

Суть объяснения состоит в следующем. 
Пусть до начального момента времени  

t = 0 глубина фильтрационного потока 
равна H  (h = H) в полуограниченном мас-
сиве s > 0, заполненном пористой средой.  
В момент времени t = 0 уровень жидкости в 
левом бьефе s < 0 мгновенно опускается от 
отметки h = H до отметки h = he. Начинает-
ся истечение жидкости из пористой среды, 
где s > 0, в нижний бьеф, где s < 0. Депрес-
сионная кривая деформируется (рис. 2). Ее 
начальная длина равна нулю и увеличива-
ется с течением времени. В любой момент 
времени t > 0 левый конец депрессионной 
кривой пересекает вертикальный откос  
s = 0 на ординате h = h0 (величина h0  лежит 
в области he < h0 ≤ H), причем dh0 /dt < 0,  
а правый конец этой кривой касается пря-
мой h = H в сечении s = L > 0, причем  
dL/dt > 0. Левый конец депрессионной кри-
вой падает вниз со скоростью c0 = – dh0/dt,  
а правый конец касается и скользит по пря-

мой h = H со скоростью cλ: = dL/dt. 
Другими словами, депрессионная кри-

вая играет роль гибкого (деформируемого) 
непроницаемого «поршня»,  выдавливаю-
щего жидкость из пористой среды при по-
вороте против часовой стрелки вокруг точ-
ки s = L, h = H. Если в момент времени  
t = tλ правый конец депрессионной кривой 
достигает сечения s = L∞ (L∞ – длина пере-
мычки), то дальнейшее движение правого 
конца прекращается, депрессионная кри-
вая стабилизируется (полубесконечная пе-
ремычка срезается абсциссой s = L∞). На 
левом конце депрессионной кривой в этот 
момент времени возможны два случая: 

1. Величина h0 > he, и образуется  конеч-
ный разрыв на левом конце депрессионной 
кривой (промежуток высачивания); 

2. h0 → he + 0, и промежуток высачива-
ния мал. 

Первый случай реализуется, если за 
время Tt Λ=  точка высачивания не успе-
вает опуститься (упасть) на уровень воды в 
нижнем бьефе. Это возможно, если время 
TΛ  мало, перемычка короткая и начальная 
разность уровней H – he есть конечная ве-
личина. 

Для реализации второго случая доста-
точно, чтобы перемычка была длинной и 

Рис. 2. Рассматриваемая система, на которой показано деформирование во времени 
депрессионной кривой:

ее правый конец скользит по прямой h = H от нижнего бьефа (TW) в верхний (HW),  
а левый скользит вниз (L∞ – длина перемычки); C0, Cλ – скорости движения левого и правого  

концов депрессионной кривой
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ние
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а вместо предельных условий (3) предель-
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Предельную задачу (2а), (3а) можно 
усложнить, если предположить, что коэф-
фициент фильтрации есть функция напора, 
например 

k = k0∙ f(u)/u

с произвольной функцией f(u). 
В этом случае уравнение (2а) принимает 

вид

( ) .
u u

f u
∂ ∂ ∂ =  ∂τ ∂σ ∂σ 

Можно показать, что предельная задача 
(2б), (3а) равносильна следующей типич-
ной предельной задаче Крокко:
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Решения типичной предельной задачи 
Крокко известно в терминах слабых реше-
ний (или слабых аппроксимаций решений). 
Например, пусть u0 = 0. Тогда получается, 
что

1
2

0

1

0

( ) ( ) ln ( )

1
ln ( ) ,

u

u

u
u F v dv F v dv

v

F v dv
v

ϕ = + ⋅ −

−

∫ ∫

∫

начальная разность уровней H – he была 
малой. Достаточные условия существова-
ния промежутка высачивания соответству-
ют результатам гидромеханической теории 
фильтрации. 

Действительно, при неизменных про-
чих условиях высота промежутка высачи-
вания тем больше, чем короче перемычка. 
При неизменной длине перемычки высо-
та промежутка высачивания уменьшается 
вместе с величиной H – he, и для бесконеч-
но тонкой перемычки высота промежутка 
высачивания ∆:= h0 – he получается равной  
H – h0 (∆ = H – h0) , т. е. h0 = H.

Таким образом, предлагается рассма-
тривать фильтрацию сквозь перемычку как 
нестационарное движение в области по-
ристой среды, ограниченной подвижной 
(опускающейся и растягивающейся) де-
прессионной кривой.

Если же движение депрессионной кри-
вой прекращается, наступает стационарная 
фильтрация. 

Целью работы является определение 
расхода и мгновенной формы депресси-
онной кривой в условиях нестационарной 
фильтрации сквозь прямоугольную пере-
мычку.

О решениях предельной задачи Буссинеска

Для вычисления интегральных характе-
ристик фильтрации – расхода, высоты про-
межутка высачивания и формы депресси-
онной кривой необходимо интегрировать 
уравнение нестационарной фильтрации  
Буссинеска. Для плоского одномерного по-
тока выполняется условие неразрывности: 

( ) 0.
h

vh
t s

∂ ∂
+ =

∂ ∂

Предполагается, что в  нестационарном 
движении справедлива формула Дюпюи   

– / ,v k h s= ⋅ ∂ ∂

и в этом случае выполняется равенство

.
h h

k
t s s

∂ ∂ ∂ =  ∂ ∂ ∂ 

Уравнение (2) рассматривается в обла-
сти 0 < s < L ≤ L∞, t > 0, причем предельные 
условия имеют вид

(2)

(3)

(2a)

(3a)

(2б)
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где

0

( ) : ( )
u

F u f v dv= ∫
– первообразная функция для f(u). 

В частности, если f(u) = u (классический 
случай, коэффициент фильтрации есть по-
стоянная величина), то из предыдущей 
формулы следует, что

3( ) 1 / 3 1 ,u uϕ = −

и далее получается такое выражение для 
мгновенной депрессионной кривой:

2

3
: .

2 1

d u
du u

ϕ
ζ = − =

−

Пусть : ( , ) – / 0c c u= τ σ = ∂ ∂τ ≥  есть ско-
рость снижения депрессионной кривой и 

0 0: ( , 0) – / 0c c du d= τ = τ ≥  – скорость сни-
жения (падения) левого конца этой кривой 
(в долях коэффициента фильтрации k). 

Распределение скорости снижения де-
прессионной кривой по ее длине зададим 
в виде бинома:

0( , ; ) ( )(1 / ) .c c ατ σ λ = τ − σ λ

Вместо уравнения (2а), с учетом выра-
жения (4а), получим следующее уравнение:

0(1 / ) ,
d du

u c
d d

α  = − − σ λ σ σ 
 

его решение имеет вид

10( , ) : (1 / ) ,
1

cu
u α+λ∂

θ τ σ = = − σ λ
∂σ α +

где ( , )θ = θ τ σ  – безразмерный расход жид-
кости (в долях kH 2/L).

Второе интегрирование приводит к вы-
ражению

2
2 2 0

0

2

/ 2 / 2
( 1)( 2)

 [1 (1 / ) ].

c
u u

α+

λ
= + ×

α + α +

× − − σ λ

Следовательно, мгновенная депресси-
онная кривая (5а) отличается от параболы 
Дюпюи и совпадает с параболой Дюпюи (1) 
при 1.α = −  

Для расхода θ  получаем, в силу реше-
ния (5), такое выражение:

2
101

( , ) ( 2)(1 / ) .
2

u α+−
θ τ σ = α + − σ λ

λ

В итоге величина расхода изменяется от 
максимального значения 0( )θ τ  в сечении 

0,σ =  которая выражается как
2
0

0
( 2)(1 )

( ) : ( , 0) ,
2

uα + −
θ τ = θ τ =

λ

до нуля в сечении .σ = λ  
Средняя по длине перемычки величина  

расхода ( ),mθ τ  в силу выражения (5б), име-
ет вид

2
01

( )
2m

u−
θ τ =

λ

и совпадает со значением расхода по Дю-
пюи, если u0 = ue  и .λ = Λ  

Таким образом, показано, что среднее 
значение расхода не зависит от величины 
параметра α  и формально совпадает с рас-
ходом по Дюпюи.

Важным для дальнейших выкладок яв-
ляется такой прием. Вводится понятие о 
толщине фильтрационного пограничного 
слоя как о толщине слоя пористой среды, 
примыкающей к сечению 0σ =  ( 0),ζ =  в 
котором локализовано конечное измене-
ние напора, а именно – пусть δ  – толщина 
фильтрационного пограничного слоя:

.
2

λ
δ =

τ

Поэтому, по определению, толщина 
фильтрационного пограничного слоя опре-
деляется следующим образом: 

, ( ) 0 1 1u∀ζ > δ ∃ε ζ > ⇒ − ε < < .

На рис. 3 показана  толщина фильтра-
ционного пограничного слоя для случая  
u0 > 0. 

Итак, согласно определению и с ис-
пользованием уравнения Крокко, имеем:

0

0

1 1

0 0

: (1 ) (1 ) ( )

1 ( )(1 )
(1 )( ''( )) .

2 ( )

u d u

f u u
u u du du

u

∞

δ = − ζ = − λ τ =

−
= − −ϕ =

ϕ

∫

∫ ∫
Можно доказать, что для любой сум-

(5)

(6)(4)

(4а)

(2в)

(5а)

(5б)
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мируемой и ограниченной функции f тол-
щина фильтрационного пограничного слоя 

.δ < ∞  Следовательно, безразмерная длина 
перемычки

2 , (1),a a Oλ = δ τ = τ =

и тогда

.a ΛΛ = Τ

Постоянная a ограничена, т. е. a = O(1), 
поэтому, в силу выражения (6), величина 
расхода принимает вид

2
0

2 2 2
0 0 0

1
( )

2

1 (1 ) 2
.

22

m
u

a

c c c

a Λ

Λ Λ

τ→Τ

−
θ τ = =

τ

− − τ Τ − Τ
= →

Λτ

При 0  1 / T  с Λ=  это выражение дости-
гает максимума в форме

1
( ) ,

2m Λθ Τ =
Λ

которая совпадает с расходом по Дюпюи. 
Следовательно, можно сделать следую-

щие заключения: 
среднее по длине перемычки мгновен-

ное значение расхода ( )mθ τ  не зависит от 
параметра ,α  т. е. от мгновенной формы 
депрессионной кривой;

предельное, при T –  0,Λτ →  выраже-

ние для среднего по длине перемычки рас-
хода совпадает с расходом по Дюпюи;

формула Дюпюи для расхода приме-
нима только в условиях  установившейся 
фильтрации. 

Основные интегральные соотношения

Из уравнения Дюпюи (2а) следует ин-
тегральное тождество, выражающее баланс 
расходов (вся жидкость, выдавливаемая 
опускающейся депрессионной кривой из 
перемычки, вытекает через сечение s = 0):

0
0

0

(1 ) ( ) .
1

cd
u d

d

λ
λ

− σ = θ τ =
τ α +∫

Приближенно положим, несколько пре-
увеличив значение ( ),λ τ  что

.
0

0

1 ( )
(1 ) ( ).

2
u

u d
∞

− τ
− σ = λ τ∫

Тогда  получаем  простое уравнение для 
2 :λ

2

0(1 ), ( ) (1 )(2 ) 0,  

2 1,

d
n u n

d
λ

= + α = − α + α >
τ

− < α <

причем (0) 0.λ =  
Величина параметра ( )n α  изменяется от 

нуля при 1,α =  –2 до максимального зна-
чения n = 9/4 при 1 / 2;α = −  среднее ариф-

(6а)

Рис. 3. Толщина фильтрационного пограничного слоя λ (заштрихованная область 
между пунктирной прямой и депрессионной кривой равна площади прямоугольника 

со сторонами 1 – u0, λ); u0= h0/H, λ = L/H – безразмерная длина перемычки

(8)

(7)
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метическое значение ( )n α  составляет 3/2. 
Тогда решение (8) принимает следую-

щий вид:

2
0

0

( ) ( ) 2 ( )( ) .n c d
τ 

 λ τ = α τ − ω τ − ω ω
 
 

∫  

Пусть ,λ = Λ  тогда величина τ достига-
ет значения T .Λτ =  В силу выражения (9), 
параметры ,TΛΛ  и скорость 0( )c τ  связаны 
следующим условием:

2
0

0

( ) 2 ( )( ) ;n c T d
∆Τ

Λ Λ

 
 Λ = α Τ − τ − τ τ
 
 

∫
если же u0 = ue, то T .∆τ =  

Следовательно,

0

0

1 ( ) 0.eu c d
∆Τ

− − τ τ =∫
Очевидно, что с0 ≤ 1; тогда из формул 

(9а), (9б), соответственно, получим следую-
щее: 

2
2 2

2 2.

2
/ 2 1 / 2 , 2 4 ,

2 1 1 ,
2 2

1 1,e

n
n

n n

u

Λ Λ Λ

Λ

∆

Λ
Λ = Τ − Τ Τ = − −

 Λ Λ Τ = − − =
 
 
Τ = − ≤

и, тогда, в силу выражения (6а), предель-
ная величина среднего по длине перемыч-
ки расхода принимает вид

2
0

2

1 ( )2 4 2
lim .

2 2m
u

n nΛ

Λ

τ→Τ

− ΤΛ
θ = − − ≤ =

Λ ΛΛ

Для финального выражения ординаты 
левого конца депрессионной кривой полу-
чим:

2
0( ) 1 / .u nΛΤ = − Λ

Формулы (10) имеют смысл, если спра-
ведливо неравенство 

2 9 / 2 2,121.nΛ ≤ ≤ =

В противном случае перемычка считает-
ся длинной, т. е. T ,Λ = ∞  и 0 0.eu u→ +

Если же 1,Λ   то 
2

1 .
2 eu
nΛ ∆

Λ
Τ = < Τ = −

Следовательно, в короткой перемычке 
правый конец депрессионной кривой до-
стигает уровня воды в верхнем бьефе бы-
стрее, чем точка выклинивания депресси-
онной кривой упадет на уровень воды в 
нижнем бьефе. 

Пусть 2 / (2 ),nΛτ = Τ = Λ  и тогда спра-
ведливо выражение

Рис. 4.  График зависимости высоты промежутка высачивания ∆ от длины перемычки 
/L H∞Λ =  при фиксированном уровне ue

(9)

(9а)

(9б)

(10)

(6б)
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2
0

2
0

( ) 1 / (2 ),

( ) : ( ) 1 / (2 ).
Λ

Λ Λ

Τ = −Λ

∆ Τ = Τ − = − −Λe e

u n
u u u n

Окончательно  получаем формулу 
2 21 / (2 ) 1 2 / 9 .e eu n u∆ = − − Λ = − − Λ

Пусть 0,Λ → +  тогда ∆ = 1 – ue. Гра-
фик зависимости ( )∆ = ∆ Λ  представлен на  
рис. 4. При значении 1/2(9 / 2)Λ >  полагаем  
∆ = 0.

Отметим, что возможно улучшение оце-
нок. А именно, в силу справедливости ре-
шения (9), имеем:

2 2(2 / 2).nλ = τ − τ

Пусть 2 .Λτ = = Τ  Тогда длина перемыч-
ки λ  достигает максимального значения 

,λ = Λ  при этом 2 2 9 / 2.nΛ = =  Эта оценка 
Λ  совпадает с предыдущей. Если мы фор-
мально положим 2ΛΤ =  в формуле (11), то 
получим, что 2 4 9.nΛ = =  

Итак, перемычка считается длинной, 
если 

29 / 2 9,< Λ <  т. е. 2,12 3, 00,< Λ <

и в среднем значение 2,52.Λ =  Эти оценки 
близки к оценкам, полученным в гидроме-
ханической теории, где при 2, 7, ..., 2,8Λ ≈  
промежуток высачивания исчезает практи-
чески при всех значениях ue [12, 16].

Выводы

На основании определения расхода и 

формы депрессионной кривой в условиях 
фильтрации сквозь прямоугольную пере-
мычку можно сделать следующие заключе-
ния:

высота промежутка высачивания ∆ од-
нозначно определяется длиной перемычки. 
В короткой перемычке, когда ∆ = 1 – ue, 
высота промежутка высачивания опреде-
ляется только уровнем жидкости в нижнем 
бьефе;

установление промежутка высачивания 
происходит за время 2( )OΛΤ = Λ  и поэтому 
в короткой перемычке это время меньше 
времени падения точки выклинивания T∆  
в нижний бьеф, т. е. T T ;Λ ∆<  

в длинной перемычке точка выклини-
вания успевает упасть в нижний бьеф за 
время T ,∆  меньшее, чем время TΛ  касания 
правым концом депрессии верхнего бье-
фа;

высота промежутка высачивания в про-
цессе установления  монотонно уменьша-
ется от значения 1 – ue в момент времени 

0τ =  до значения (T ) 0.Λ∆ ≥  
Предложенная альтернативная схема, 

объясняющая мгновенную конфигурацию 
депрессионной кривой переменным харак-
тером нестационарности фильтрационного 
расхода по длине пористой среды, впол-
не оправдана и позволяет получить новые 
важные результаты, в частности величину 
промежутка высачивания, мгновенный ло-
кальный и средний фильтрационный рас-
ход.  
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