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Рассмотрено рассеяние скалярных волн шероховатой анизотропной по-
верхностью. Для решения задачи использована двухмасштабная модель, в ко-
торой рассеяние на крупных неоднородностях учитывается в приближении 
Кирхгофа, а рассеяние на мелких шероховатостях определяется методом Рэлея. 
Проведено усреднение сечения рассеяния по анизотропному распределению 
наклонов поверхности. Представлены  результаты численных расчетов полно-
го сечения рассеяния, демонстрирующие влияние анизотропии распределения 
шероховатостей на индикатрису рассеяния волны.
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The scalar-wave scattering by a rough anisotropic surface has been considered 
in the paper. In order to solve the problem, a two-scale model taking into account 
the wave scattering by coarse irregularities under the Kirchhoff’s approximation and  
determining that one by fine roughnesses through the Rayleigh method was used. The 
scattering cross section was averaged over the anisotropic distribution of the surface 
slopes. The results of numerical calculations of the total scattering cross section were 
presented. They demonstrate the anisotropy impact of the roughness distribution on 
the wave scattering indicatrix.
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Введение
Реальные шероховатые поверхности ча-

сто имеют сложную случайную структуру, в 

которой присутствуют как большие, так и 
малые (по сравнению с длиной волны) не-
однородности. Подобными характеристика-
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ми обладают разные объекты природного и 
искусственного происхождения, и они про-
являются при отражении как акустических, 
так и электромагнитных волн [1 – 5]. При-
мером такой естественной поверхности, 
представляющей комбинацию неровностей 
разных масштабов, является, в частности, 
волнующаяся поверхность моря [6, 7], ко-
торая в ряде случаев может быть представ-
лена как результат наложения мелкой ряби 
на крупную волну. 

Для описания рассеяния волн на шеро-
ховатой поверхности с разномасштабными 
неровностями развита и используется двух-
масштабная модель (ДММ), предложенная 
впервые в работе Б.Ф. Курьянова [8], в ко-
торой были рассмотрены изотропные шеро-
ховатые поверхности. В этом случае вычис-
ления удается провести до конца и выразить 
ответ через интеграл ошибок. В частности, 
приведены расчеты, относящиеся к рассея-
нию абсолютно мягкой и абсолютно жест-
кой поверхностями. В акустическом случае 
ДММ применима, например, к учету рассе-
яния растительностью на случайно неодно-
родной поверхности Земли,  морского дна 
или воздушных пузырьков на поверхности 
воды. Дальнейшее развитие модели позво-
лило получить ряд количественных уточне-
ний, сохранив как основные предположе-
ния, лежащие в основе подхода ДММ, так 
и главные качественные выводы, касающи-
еся угловой зависимости полного сечения 
рассеяния такой поверхностью [9 – 14]. Все 
известные результаты, полученные ранее в 
рамках ДММ, относятся к изотропным ше-
роховатым поверхностям.

Целью настоящего исследования явля-
ется демонстрация возможностей двухмас-
штабной модели  для описания  рассеяния 
волн на шероховатых поверхностях с ани-
зотропными характеристиками.

Далее мы будем считать распределение 
мелкомасштабных шероховатостей одно-
родным и изотропным, а распределение 
крупномасштабных неоднородностей – од-
нородным анизотропным. Будет применено 
выражение для сечения рассеяния на мел-
комасштабных неоднородностях с учетом 
его зависимости от корреляционной функ-
ции и  вычислены интегралы с анизотроп-

ным распределением Гаусса для наклонов 
поверхностей крупномасштабных шерохо-
ватостей. На основе ДММ будут построены 
диаграммы рассеяния анизотропной шеро-
ховатой поверхностью и проведено сравне-
ние с результатами для изотропной моде-
ли. Проведенные расчеты позволят сделать 
вывод о влиянии анизотропии шероховатей 
поверхности на рассеяние волн.

Описание модели и основные уравнения

Рассмотрим шероховатую поверхность, 
которую можно представить в виде малых 
смещений ζ( )r  на фоне крупномасштабных 
неоднородностей η( )r . Шероховатости ζ( )r  
и η( )r  должны удовлетворять следующим 
условиям: 

ζσ α <<2 sin 1,k  η∇ ζ <<2( ) 1,

ζσ = ζ2 2 ,

α <<2 sin 1,kR

где k – волновое число; R  – характерный  
радиус кривизны крупномасштабной по-
верхности; α  – локальный угол скольже-
ния, отсчитываемый от плоскости, каса-
тельной к крупномасштабной поверхности; 

η∇ ζ  – градиент смещений в касательной 
плоскости. 

Сечение рассеяния может быть пред-
ставлено в виде 

σ = σ + σ1 2,

где σ1  – сечение рассеяния  поверхностью 
η( ),r  рассчитанное методом касательной 
плоскости [5, 6] в приближении Кирхгофа 
[15, 16]; σ2  – сечение рассеяния  мелки-
ми шероховатостягми ζ( ),r  рассчитанное 
методом Рэлея поверх крупномасштабных 
неоднородностей η( ).r  

Для нормального распределения накло-
нов крупномасштабной шероховатости [6], 
которое выражается как

−  ηη
η η = πδ δ − −  δ δ 

22
1

2 2( , ) ( ) exp ,yx
x y x y

x y

p

сечение рассеяния σ1  имеет вид

  
σ = − +    πδ δ δ δ  
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где = + 2 2(1 / 2)(1 / )F Q K ; = − iQ q q  – 
проекция вектора − ik k  на плоскость по-
верхности ( ,ik k  – волновые векторы пада-
ющей и рассеянной волн соответственно); 

= +iz zK k k  – сумма вертикальных проек-
ций волнового вектора падающей и рас-
сеянной волны. Параметры δx  и δy  опре-
деляются дисперсией тангенсов наклона 
поверхности вдоль осей координат:

δ = η δ = η2 2 2 22 , 2 .x x y y

При выводе выражения для σ2  будем 
считать, что роль подстилающей поверх-
ности η( )r  можно учесть с помощью мето-
да касательной плоскости, а рассеяние на 
мелкомасштабных неоднородностях ζ( )r  –  
методом Рэлея. Мы примем, что достаточ-
но большой элемент поверхности η( )r  мо-
жет считаться плоским, с размерами, зна-
чительно меньшими радиуса кривизны, но 
значительно превышающими радиус кор-
реляции мелкомасштабной шероховатости, 
который, в свою очередь, намного мень-
ше длины волны. В пределах этой области 
нормаль к поверхности n  можно считать 
постоянным вектором, и тогда сечение 
рассеяния вследствие мелкомасштабных 
шероховатостей можно рассчитать как для 
плоской поверхности. 

Обозначим это локальное сечение 
ησ ( ),loc Q , где ηQ  – проекция вектора − ik k  

на плоскость, касательную к поверхности 
η( ).r  Чтобы найти σ2,  величину локально-
го сечения рассеяния ησ ( )loc Q  нужно усред-
нить по всем возможным наклонам круп-
номаштабной шероховатости, т. е.

ησ = σ∫2 ( )loc Q p(γ)dγ,

где γ ⊥= η η = ∇ η{ ( ), ( )} ( )x yr r r ; p(γ) – двумер-
ное распределение (3) этих коэффициентов 
наклона. 

Локальное сечение рассеяния мелкомас-
штабными, абсолютно мягкими шерохова-
тостями (в задаче Дирихле) можно записать 
в виде [17]

η ησ = 2 24
( ) ( ) ( ) ( ),loc i

z

c
n

Q kn k n Q

где

η η= −
π ∫
1

( ) ( ) exp( ) .
2

c c i dQ r Q r r

Здесь
 η( )c Q  – характеристическая 

функция; = ζ ζ( ) ( ) (0)c r r  – корреляцион-
ная функция смещений ζ( ).r  

Формула (6) обобщает выражения для 
сечения рассеяния на случай, когда под-
стилающая поверхность не является гори-
зонтальной плоскостью. Далее требуется 
вычислить интеграл в уравнении (5) для 
анизотропного распределения.

Б.Ф. Курьянов [8] использовал при ана-
лизе рассеяния функцию Бесселя для описа-
ния корреляций шероховатостей и получил 
результат для случая << 1,kl  где l – кор-
реляционная длина. В действительности, 
и для гауссовой корреляционной функции 
результат будет тем же, поскольку 

η− 2 2( ) ~ exp( / 2) ~ 1с Q lq

при η << 1,Q l  т. е. влияние корреляционной 
функции сводится к умножению на кон-
станту.  

Таким образом, приближение Курья-
нова вполне оправдано для данной задачи, 
а анизотропия мелких шероховатостей во-
обще несущественна.

Мы ограничимся в дальнейшем наибо-
лее важным для практических приложений 
случаем рассеяния назад. В этих условиях

= = θ2 2 4 4 4( ) ( ) ( ) cosi i kkn k n k n

( θ  – угол падения волны), и уравнение (6) 
принимает вид

η ησ = θ
4

44
( ) cos ( ).loc

z

k
c

n
Q Q

Угловая зависимость сечения рассеяния 
(9) при η << 1Q l  полностью определяется 
множителем θ4cos .  Этим обстоятельством 
мы воспользуемся при выполнении усред-
нения по наклонам крупномасштабной ше-
роховатости.

Расчетные формулы и численные результаты

Для дальнейших вычислений выберем 
направление осей координат ,x z  в пло-
скости падения луча, так что ось z  пер-
пендикулярна гладкой подстилающей пло-
скости. Поскольку эллипсоид гауссового 
анизотропного распределения может быть 
ориентирован произвольно относительно 
оси ,x  его нужно записать в новых коор-

(5)

(6)

(7)

(8)

(9)
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динатах с учетом поворота оси эллипса на 
некоторый угол β,  задаваемый условиями 
падения волны. 

Преобразование координат при таком 
повороте есть 

′ = β + βcos sin ,x x y

′ = β − βcos siny y x

c якобианом преобразования = 1.J  
Распределение наклонов в новых коор-

динатах получим с учетом равенств

′η = η β + η βcos sin ,x x y

′η = η β − η βcos siny y x

в виде
−η η = πδ δ ×

 η β + η β
× − − δ

η β − η β
− δ 

1
2

2

2

2

2

( , ) ( )

( cos sin )
exp

( cos sin )
.

x y x y

x y

x

y x

y

p

Интенсивность рассеянной волны, обу-
словленная наличием мелких неровностей 
на крупной нерегулярной поверхности, от-
личается от интенсивности при рассеянии 
мелкими неровностями на плоскости нали-
чием множителя

 

− θ
= ×

+ +

 β + β
× − − δ

β − β
− δ πδ δ

∫∫
4

2 2 3/2

2

2

2

2

(1 tg )
(1 )

( cos sin )
exp

( cos sin )
,

x

y x y

u
D

u v

u v

v u dudv

где θ =tg / .x zk k  
При δ = δx y  уравнение (11) соответствует 

изотропной шероховатости [8]. Далее необ-
ходимо вычислить получившийся двойной 
интеграл (11), который можно представить 
в виде суммы

= + θ + θ2 4
0 1 26 tg tg ,D A A A

где

= ×
+ +

 β + β
× − − δ

β − β
− δ πδ δ

∫∫
2

2 2 3/2

2

2

2

2

(1 )

( cos sin )
exp

( cos sin )
,

n

n

x

y x y

u
A

u v

u v

v u dudv

= ×
+ +

 β + β
× − − δ

β − β
− δ πδ δ

∫∫
2

2 2 3/2

2

2

2

2

(1 )

( cos sin )
exp

( cos sin )
,

n

n

x

y x y

u
A

u v

u v

v u dudv

0, 1, 2n =
Интегралы по нечетным степеням u рав-

ны нулю в силу нечетности подынтеграль-
ной функции. 

Перейдем к полярным координатам:

= φ = φcos , sin .u r v r

Тогда интегралы (13) преобразуются к 
виду

π

= φ φ φ
πδ δ ∫

2
2

0

1
cos ( ) ( ) ,n

n n
x y

A h g d

∞

= −
+∫

2
2 2

2 3/2
0

( ) exp( ) ,
(1 )

n

n

r
h g r g rdr

r

φ − β φ − β
= +

δ δ

2 2
2

2 2

cos ( ) sin ( )
.

x y

p

При δ = δ = δ,x y  −= δ2 2p  и интеграл по 
угловой переменной в уравнении (14) фак-
торизуется, так что

2
2

2
0

( )
, cos ( ) .nn

n n n

h p
A d

π

= α α = φ φ
πδ ∫

Поскольку  

0

2
2

0

2 , 0,

cos

1 3 5... (2 1)
2 , 0,

2 4 6... 2

n
n

n

d

n
n

n

π

α = π =

α = φ φ =

⋅ ⋅ ⋅ −
= π >

⋅ ⋅ ⋅

∫

получаем, что α = π0 2 ,  α = π1 ,  α = π2 3 / 4.
Коэффициенты nA  для изотропного 

распределения выражаются через функцию 
интеграла ошибок [8, 18], имеющую вид 

∞
−Φ =

π ∫
22

( ) .z

p

p e dz

Формулы для  коэффициентов nA  в дан-
ном случае следующие:

= −0 1 ( ),h K p

= − −1 2

( )
(1 ( )),

2
K p

h K p
p

  
= − − + −  

  
2 2 2

1 1 1
( ) 1 (1 ( )),

2 4
h K p K p

p p

(10)

(11)

(12)

(13)

(14)

(13)

(15)

(16)

(17)

(18)
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где 

= πΦ 2( ) ( ) exp( )K p p p p

при >> 2,p  Φ ≈( ) 0.p
Асимптотическое вычисление интеграла 

(15) при → ∞p  дает выражения

= 2
0 1 / 2 ,h p  = 4

1 1 / 2 ,h p  = 6
2 1 / .h p

Соответственно,

=0 1,A  = 2
1 1 / 2 ,A p  = 4

2 3 / 4A p

в изотропном случае, и фактор D монотон-
но растет с ростом угла падения. 

Результат расчета фактора D для вер-
тикального падения волны на изотропную 
шероховатую поверхность как функции 
параметра дисперсии наклонов δ  приве-
ден на рис. 1. График показывает растущее 
отклонение поправки от единицы по мере 
увеличения шероховатости.

С учетом выражений (19) для функций 
( ),nh p  коэффициенты nA  и искомый фак-

тор D в анизотропном случае можно до-
статочно просто вычислить однократным 
численным интегрированием по угловой 
переменной φ  в уравнении (14). Таким 
образом, для рассеяния назад получаем  
выражение

σ = θ4 4
2( ) 4 cos (0) .k c DQ

Отметим, что сечения рассеяния по-

верхностью являются безразмерными вели-
чинами. Корреляционная функция мелких 
шероховатостей с гауссовым распределени-
ем имеет спектральный вид [17]:

ζσ= −
π

2 2
2 2( ) exp( ),

l
с Q Q l

так что ζ= σ π2 2(0) / .с l  
Итоговое сечение рассеяния запишем 

как

ζσ = σ θ +
π

+ θ θ + θ

2 2 4
2 0

2 2 4
1 2

4
( ) ( cos

sin cos sin ).

k l A

A A

Остается выразить  сечение рассеяния  

1σ  подстилающей анизотропной крупно-
шероховатой поверхностью через угол па-
дения, исходя из выражения (4). В этом 
случае проекция = θ2 cos ,Q k  а = θ2 sinK k  
– модуль проекции изменения волнового 
вектора на плоскость , .x y  Учитывая, что 

= β = βcos , sin ,x yK K K K  запишем конеч-
ное выражение для сечения обратного рас-
сеяния крупными шероховатостями:

σ = ×
πδ δ θ

  β β
× − θ +   δ δ   

2

1 4

2 2
2

2 2

4 cos

cos sin
exp tg .

x y

x y

V

Рис. 1. Фактор D для вертикального падения волны как функция параметра  
дисперсии наклонов δ

(19)

(20)

(21)

(22)

(23)
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Для проведения конкретных численных 
расчетов нам потребуется значение коэф-
фициента отражения и безразмерные пара-
метры распределения наклонов поверхно-
стей. Положим в дальнейших вычислениях 

= −1.V . Сечение рассеяния будем рассчи-
тывать, зафиксировав 

δ = 0,1,x  δ = 0,4;y  ζσ = =2 2( ) 0,05, ( ) 0,1.k kl

На рис. 2 представлены результаты рас-
чета коэффициента D в зависимости от 
угла падения волны, измеренного в радиа-
нах. Они иллюстрируют доминирующее 
влияние распределения шероховатостей в 
плоскости падения на угловые характери-
стики интенсивности рассеяния. Поворот 
плоскости падения от меньшей шерохова-
тости к большей вызывает явный рост  рас-
сеяния. При нормальном падении волны 
отношение сечений

ζσ σ = δ δ σ2 2 2
2 1 0(0) / (0) 16 ( ) .x y k l A

Для выбранных параметров это отноше-
ние составляет −⋅ 3~ 3 10 ,  т. е. сечение σ2  
в области малых углов рассеяния является 
малой поправкой к основному сечению σ1  

рассеяния крупномасштабными шерохова-
тостями. Его учет может быть важен только 
при больших углах, для которых основная 
составляющая резко убывает, за счет чего 
проявляется вклад в рассеяние мелких ше-
роховатостей.

Функциональная зависимость сечения 
рассеяния назад крупными анизотропны-
ми шероховатостями от угла падения четко 
проявляет изменение рассеяния в зависи-
мости от положения плоскости падения. 
Сечения рассеяния назад крупными шеро-
ховатостями от угла падения для плоскости 
падения с ориентацией вдоль малой оси 
эллипса анизотропии  и вдоль большой оси 
анизотропии отличаются множителем 

  
θ −   δ δ   

2
2 2

1 1
exp tg ,

x y

который при δ < δx y  нарастает с увеличе-
нием угла падения. 

Зависимость рассеяния мелкими не-
однородностями на фоне крупных шеро-
ховатостей от угла падения при различной 
ориентации плоскости падения отличается 
плавным характером.

Рис. 2. Зависимости логарифма коэффициента учета анизотропии D от угла падения θ  
для двух случаев: плоскость падения проходит через малую (1) и через большую (2)  

оси эллипса анизотропии

(24)
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На рис. 3 показана зависимость лога-
рифма полного сечения рассеяния двух-
масштабной шероховатой поверхностью 
при двух разных ориентациях плоскости 
падения. Нижняя кривая с меньшим рас-
сеянием относится к ориентации плоско-
сти падения по малой оси эллипса. Верхняя 
кривая относится к ориентации плоскости 
падения вдоль большой оси эллипса, что 
соответствует более крутым шероховато-
стям. Излом на графике связан с быстрым 
переходом от распределения в форме (23) 
при малых углах падения к распределению 
в форме (22) с ростом угла. Такое поведе-
ние характерно и для изотропной рассеи-
вающей поверхности [8], но теперь про-
является новая  зависимость от положения 
плоскости падения. 

Заключение

Анализ рассеяния волн  анизотроп-
ной шероховатой поверхностью в рамках 
двухмасштабной модели показал, что роль 
анизотропии мелких шероховатостей несу-

щественна, в том смысле, что не она про-
является в угловой зависимости обратного 
рассеяния. Что касается анизотропии круп-
ных неоднородностей с размерами больше 
длины волны, то она весьма заметна как в 
той части, которая обусловлена непосред-
ственно этими плавными поверхностными 
структурами, так и  в возникающем на этом 
фоне рассеянии мелкими случайными ше-
роховатостями. Такие мелкие неоднород-
ности, с размерами намного меньше длины 
волны, определяют слабоинтенсивное кры-
ло сечения при больших углах рассеяния. 
Вариация интенсивности рассеянной об-
ратно волны при повороте плоскости па-
дения волны может служить индикатором 
степени анизотропии крупномасштабных 
случайных шероховатостей.    

Представляет интерес дополнительное 
исследование влияния на рассеяние флук-
туаций самих параметров анизотропной ше-
роховатости вдоль поверхности, в том числе 
на масштабах, существенно превышающих 
длину корреляции крупных шероховатостей. 

Рис. 3. Зависимости логарифма полного сечения рассеяния двухмасштабной 
шероховатой поверхностью от угла падения при разных ориентациях плоскости 
падения волны: вдоль меньших неоднородностей (1) и вдоль неоднородностей  

с большим наклоном (2)
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