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Представлено решение нестационарной задачи термоупругости вращающихся тел 
на примере определения оптимальных температурных полей и полей напряжений в 
прокатных валках систем горячего проката, что представляет собой актуальную проблему. 
Используется пространственное описание, позволяющее уменьшить число независимых 
переменных и рассматривать поля температуры и напряжений как квазистатические. 
Для процессов, происходящих в теле валка, характерны большие градиенты температуры 
и связанные с ними напряжения, а также вращающийся характер полей. Для решения 
задачи моделирования указанных процессов предлагается использовать ряды Фурье, 
которые позволяют при довольно большом количестве рассматриваемых членов ряда 
получать решение с достаточной точностью. Особенностью полученного решения 
является локализация максимальных напряжений на незначительной глубине от 
поверхности валка.
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Введение

В настоящее время задачи термоупруго-
сти вращающихся тел, подверженных те-
пловым ударам, часто требуют рациональ-
ного решения в различных практических 
приложениях и не теряют своей актуально-
сти.

Ярким примером одного из таких при-
ложений является моделирование процес-
сов, имеющих место при горячей прокатке 
листового металла, где вращающиеся вал-
ки прокатного стана работают в условиях 
тяжелого механического и температурного 
воздействия. На валки действует совокуп-
ность циклических, механических и тем-
пературных напряжений, в результате на-
блюдается характерное, связанное с обра-
зованием блистерных отколов, разрушение 
поверхностного слоя валков типа «апельси-
новая корка».

Целью данного исследования является 
разработка метода, позволяющего эффек-
тивно решать задачи термоупругости вра-
щающихся тел, подверженных тепловым 
ударам.

Рассмотрение задачи несвязанной тер-
моупругости проводится в несколько эта-
пов. Первый этап требует решения неста-
ционарной граничной задачи теплопрово-
дности, доставляющей поле температур; 
последнее зависит как от времени, так и от 
пространственных координат. Второй шаг 
нацелен на определение напряженно-де-
формированного состояния вращающегося 
тела. Предлагается математический подход, 
позволяющий свести уравнения в частных 
производных с тремя независимыми пере-
менными к обыкновенным дифференци-
альным уравнениям и получить решение в 
виде одинарного ряда.

Универсальность предлагаемого подхо-
да демонстрируется на примере полного 
решения задачи нахождения температур-
ных напряжений во вращающихся валках 
при горячем прокате листового металла. В 
процессе эксплуатации прокатных валков 
замечено, что характер разрушения его по-
верхности имеет чешуйчатую структуру и 
формирование трещин происходит не на 
поверхности, а на относительно небольшой 
глубине (1 – 2 мм) от поверхности валка. 
Исследование характера трещин позволило 
предположить, что одним из определяющих 
факторов их появления выступает возник-
новение нестационарных температурных 
напряжений в результате резких перепадов 

температур. Данные эффекты физики ме-
таллов объясняются значительными гради-
ентами температуры, вызванными тепловы-
ми ударами.

Предлагаемый метод аналитического вы-
числения локализованного температурного 
поля предпочтительнее численных, так как 
не требует итерационного подбора размера 
сеток, неизвестного заранее.

Актуальность вышеописанной пробле-
мы для промышленности подтверждается 
большим числом работ, посвященных ис-
следованию как отдельно поля температур, 
так и температурных полей и механических 
напряжений, возникающих при прокатке.

При исследовании температурных полей 
применяют три основных подхода:

прямое экспериментальное измерение 
полей поверхностной температуры [1];

вычисление температурных полей мето-
дом конечных элементов (МКЭ) или сеточ-
ным методом с учетом вращения валка или 
граничных условий [2 – 10];

вычисление температурных полей мето-
дом Фурье в виде суммы ряда по собствен-
ным функциям [11 – 14].

Особое место занимают работы [15 – 17], 
в которых развивается теория гармониче-
ского конечного элемента. В этом случае 
решается последовательность одномерных 
МКЭ-задач для каждой из амплитуд гар-
моник ряда Фурье отдельно, затем полу-
ченные амплитуды умножаются на соот-
ветствующую гармоническую функцию и 
складываются.

Исследование полей механических 
напряжений производится только мето-
дами конечных элементов [3, 5, 6, 8 – 10, 
16 – 18]. В качестве нагрузки принимается 
поле температур, затем решается плоская 
задача теории упругости. Практически все 
решения, за исключением приведенных 
в работе [17], дают максимальные напря-
жения (по норме Мизеса) на поверхности 
валков, в пятне контакта с прокатываемым 
металлом. Этот результат считается обще-
признанным, поэтому в работе [14] после 
вычисления температуры методом Фурье, с 
помощью температурного потенциала вы-
числяются не напряжения, а модуль кине-
матического упрочнения поверхности.

Вместе с тем характер разрушения вал-
ков показывает, что максимальные механи-
ческие напряжения находятся на неболь-
шой глубине внутри тела валков. Стандарт-
ный МКЭ-подход не позволяет описать 
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указанный характер адекватно. Это каса-
ется и «гармонических» конечных элемен-
тов [15 – 17], авторы которых отмечают, 
что использовать эти элементы для расчета 
напряжений нельзя, так как они дают на-
пряжения в полтора раза выше, чем «стан-
дартный» МКЭ.

В настоящей статье предлагается ис-
пользовать пространственное описание, 
что позволяет свести нестационарную зада-
чу теплопроводности к квазистационарной 
и тем самым разработать математическую 
модель теплопроводности вращающего-
ся упругого тела. Появляется возможность 
найти поле распределения температур, и с 
использованием термоупругого потенци-
ала получить температурные напряжения, 
которые представляют собой частные ре-
шения задачи термоупругости. Граничные 
условия будут удовлетворены с помощью 
функции Эри на примере тривиальных ус-
ловий нагружения.

Определение поля температур в валках

На рис. 1 представлена схема нагре-
вания и охлаждения прокатного валка. В 
процессе работы прокатный валок контак-
тирует с раскаленным слябом в узком сек-
торе контакта, а затем проходит сложный 
цикл охлаждения в различных средах. В 
нашем случае мы рассматриваем поочеред-
ное охлаждение водой и воздухом, но воз-
можны варианты охлаждения пароводяной 
смесью, или только водой (воздухом). Сек-
торами показаны участки различного ох-
лаждения.

В предположении, что поле температу-
ры не зависит от продольной координаты, 
уравнение нестационарной теплопрово-

дности имеет вид

 (1)

где Т – температура; λ, γ – теплопрово-
дность и теплоемкость материала валка, 
соответственно; Δ – двумерный оператор 
Лапласа; точка означает материальную про-
изводную по времени.

Используется пространственное (эйле-
рово) описание, что позволяет уменьшить 
число независимых переменных. При усло-
вии, что прокатный валок вращается с по-
стоянной угловой скоростью ω, выражение 
для материальной производной поля темпе-
ратуры упрощается:

(2)

где r, φ – радиус и угол в полярной системе 
координат.

В силу стационарности задачи,
 

В результате получаем уравнение стаци-
онарной теплопроводности с двумя незави-
симыми переменными:

(3)
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Рис. 1. Схема прокатки (показан только верхний валок), а также охлаждения 
прокатного валка водой (1) и воздухом (2);

 черным сектором показана зона контакта
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Температура поверхности валка в узкой 
зоне непосредственного контакта валка и 
проката, где 0 ≤ φ ≤ φ0 (см. рис. 1), принята 
равной Tc= 600 °C, как средней между тем-
пературой горячего проката и температурой 
валка. В остальной зоне (φ0 < φ ≤ 2π) ставит-
ся граничное условие третьего рода:

где R – радиус валка; T =Tm(φ) – темпера-
тура воздушно-водяной смеси системы ох-
лаждения поверхности валка.

Эти два условия можно записать в виде 
единого граничного условия третьего рода:

 (4)

где

(5)

 

причем параметры λ(φ), β(φ), Tm(φ) есть ку-
сочно-постоянные функции угла φ.

Для решения граничной задачи (3) – (5) 
применим метод интегральных преобразо-
ваний:

и затем будем искать решение в виде дву-
стороннего ряда:

После интегрального преобразования 
уравнение (3) принимает вид

 
(7)

Для n ≠ 0 решение уравнения (7) выра-
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Поскольку Yn(0)=∞, то Bn = 0 в силу 
ограниченности температуры в центре вал-
ка. Тогда

(9)

где a Rwγ
=

λ
 и введен безразмерный 

радиус ξ = r / R, 0 ≤ ξ ≤ 1.
Отдельного рассмотрения требует случай 

n = 0. При этом уравнение (7) имеет вид

Отсюда T0 = C ln r + A0, а из условия 
ограниченности при r = 0 следует, что 
C = 0, т. е. T0= const.

Теперь проведем интегральное преобра-
зование граничного условия (4):
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Подставляя явное выражение для Tn и 
вычисляя производную от функции Бессе-
ля по правилу

получаем следующую форму записи гра-
ничного условия: 

(12)

где 
1 .

2n k
i a n k-

-
χ = -  

В результате получена система 
из n уравнений с n неизвестными 
коэффициентами An. Для ее решения 
будем использовать асимптотику функции 
Бесселя при больших значениях аргумента:

 

так как для реальных параметров горячего 
проката (a = 201,6) аргумент функций Бес-
селя принимает значения

Подставив эти значения аргумента, по-
лучим:

(13)

Таким образом, в результате решения 
системы уравнений для коэффициентов An 
и их подстановки в формулы (9) и (6) для 
T(r,φ), мы получаем распределение темпе-
ратуры в прокатном валке.

Поскольку коэффициенты в уравнении 
(12) содержат экспоненциальные множи-
тели, матрица системы имеет плохую обу-
словленность. Поэтому требуется оценить 
необходимое количество членов ряда для 
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ный алгоритм решения.
Характер уравнений (12) позволяет ис-

пользовать алгоритм с выбором ведущего 
элемента. При несимметричном задании 
матрицы (ηk) (см. выражение (11)), матри-
ца системы становится треугольной, что 
позволяет последовательно рассчитать все 
коэффициенты An. Ниже в качестве при-
мера вычислений представлен график по-
ля температур на поверхности прокатного 
валка в зависимости от угловой координаты 
(рис. 2) для следующих числовых значений 
параметров системы:

1. Tc= 600 °C, φ0= 12,68° = 0,2213 рад (в 
зоне контакта);

2. Te= 25°C, β = 41700 Вт/(°C•м2) (для 
воды);

  T0= 25 °C, β=1500 Вт/(°C•м2) (для воз-
духа);

3. λ = 31 Вт/(°C•м), γ = 0,673 кДж/ (°C•кг) 
(для валков).

Вычисление температурных напряжений
Для вычисления поля температурных 

напряжений используем термоупругий по-
тенциал перемещений Ф, который вводит-
ся равенством u = ∇Φ . В задаче о плоской 
деформации термоупругий потенциал Ф 
удовлетворяет уравнению [19]:

(14)

Дифференцируя обе части этого уравне-
ния по времени и подставляя dT/dt из урав-
нения (1), имеем:

(15)

Поскольку термоупругий потенциал до-
ставляет лишь частное решение уравнения 
термоупругости, в обеих частях уравнения 
(15) можно опустить знак оператора Δ. В 
результате имеем:

(16)

Материальная производная термоупру-
гого потенциала во вращающейся системе 
координат вычисляется по аналогии с вы-
числением по выражению (2): 
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1 .
1

T+ ν
∆Φ = α

- ν

1 .
1

d T
dt

+ ν λ
∆Φ = α ∆

- ν β

1 .
1

d T
dt

+ ν λ
Φ = α

- ν β

1 ,
1

∂Φ ∂ϕ ∂Φ + ν λ
Φ = = w = α

∂ϕ ∂ ∂ϕ - ν β
d T
dt t

( ) ( ) ( )1 0,-
′ = - =n n n

nJ z J z J z
z



161

Механика

Рис. 2. Расчетная температура на поверхности прокатного валка как 
функция угловой координаты (r = R);
параметры расчета приведены в тексте

откуда получается явное выражение для 
термоупругого потенциала:

(18)

Температурные напряжения, соответ-
ствующие полученному термоупругому по-
тенциалу, находятся прямым дифференци-
рованием (см. работу [19]):

(19)

Функция Эри для удовлетворения 
граничным условиям

Представленные температурные напря-
жения есть частные решения, и в общем 
случае они не удовлетворяют граничным 
условиям. Ниже мы покажем, как добиться 
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выполнения тривиальных силовых условий 
на всей поверхности валка. Для коррек-
тировки решения с целью удовлетворения 
тривиальным граничным условиям, введем 
полные напряжения:

и т. д.
Здесь верхний индекс означает напря-

жения, определяемые через функцию Эри 
в плоской задаче U(r φ).

Она удовлетворяет бигармоническому 
уравнению ΔΔU = 0 и позволяет опреде-
лить напряжения:

(20)
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Общий вид функции Эри в виде ряда 
Фурье имеет следующий вид (cм. работы 
[19, 20]):

(20)

причем коэффициенты α, β, λ, γ, χ, Pn, Qn 
можно найти из граничного условия от-
сутствия напряжений на всей поверхности 
валка:

 (22)

На рис. 3 представлено распределение 
напряжений по радиусу валка при значе-
нии угла φ = 0,1 рад.

На рис. 4 представлено семейство рас-
пределений радиальных напряжений по 
угловой координате в теле прокатного 
валка при разных значениях его радиуса.

На рис. 3 хорошо заметен быстрый рост 
напряжений на малой глубине от поверх-
ности и плавное уменьшение к центру 
валка. Максимум напряжений достигается 
на глубине h около 4 мм от поверхности 
(см. рис. 4).

Обсуждение результатов

Полученное нами распределение ради-
альных напряжений в теле валка существен-
но отличается от известных результатов, 
вычисленных с помощью МКЭ. Макси-
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мальные радиальные напряжения 350 МПа 
оказываются близкими к пределу текучести 
и имеют специфический «ныряющий» ха-
рактер. Зона этих напряжений находится в 
теле валка на глубине 2 – 4 мм от поверхно-
сти, что хорошо объясняет блистерное уста-
лостное разрушение, когда от поверхности 
валка при прокатке отваливаются блистеры 
толщиной 1 – 4 мм.

В работе [9] максимум напряжений под 
поверхностью получен за счет моделиро-
вания многослойной системы с разными 
механическими характеристиками вблизи 
поверхности волка.

«Ныряющие» напряжения были получе-
ны в работе [17] в результате  учета кон-
тактных напряжений (помимо температур-
ных) в зоне прокатки. В отличие от нашего 
решения, там глубина залегания максимума 
напряжений по норме Мизеса составляла 
5 % от радиуса, что не позволяло объяснять 
блистерные отколы. В нашем же случае эта 
глубина равна около 3 см.

Таким образом, предложенный и ис-
пользованный нами подход позволяет по-
лучить новые результаты, которые в состоя-
нии объяснить экспериментально наблюда-
емое блистерное разрушение поверхности 
«ныряющими» циклическими радиальными 
напряжениями.

Вероятно, огромные градиенты ради-
альных напряжений, возникающие в под-
поверхностном слое, не дают возможности 
решить задачу методом МКЭ. Этот слой 
составляет около 0,1 % от радиуса валка, 
и осреднение напряжений, которое автома-
тически происходит внутри конечных эле-

Рис. 3. Радиальное распределение напряжений σr в теле прокатного валка 
при значении φ = 0,1 рад
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Рис. 4. Распределение радиальных напряжений σr по угловой координате φ 
на разной глубине от поверхности валка h, мм: 0,5 (1), 4 (2), 100 (3)

ментов, не позволяет адекватно моделиро-
вать эти градиенты.

Необходимо отметить, что функции Бес-
селя в ряде Фурье при асимптотическом 
представлении содержат в качестве множи-
телей экспоненты вида exp(λr/R), где мно-
жители λ имеют характерное значение око-
ло 1000. Поэтому оказалось, что нет смыс-
ла брать более сорока членов ряда Фурье, 
так как даже в случае применения специ-
альной нормировки не удается определить 
коэффициенты ряда Фурье при заданной 
двойной точности. С этим обстоятельством 
связаны «колебания» всех функций, види-
мые на графиках угловых распределений. 
Естественно, что численное МКЭ-реше-
ние сталкивается с аналогичной проблемой 
плохой обусловленности задачи, о чем пи-
шут авторы цитируемых работ.

Заключение

Путем перехода к пространственному 
описанию в задаче термоупругости враща-
ющихся тел удалось уменьшить число не-
зависимых переменных и получить точные 
решения для поля температур и напряжений 
в виде одинарного ряда Фурье. Выведены 
формулы для температурных напряжений 
через термоупругий потенциал; с его помо-
щью вычислены температурные напряже-
ния на поверхности и в теле валка. Про-
демонстрировано, как следует подобрать 
функцию Эри для удовлетворения гранич-
ным условиям на поверхности валка. Рас-
смотрение было ограничено случаем триви-
альных силовых граничных условий на всей 
поверхности валка, хотя данный подход 
позволяет удовлетворять любым, наперед 

заданным граничным условиям.
В качестве примера практического при-

менения было найдено поле температурных 
напряжений в прокатных валках при горя-
чем прокате листового металла.

На основании проведенных исследо-
ваний сделан вывод, что температурные 
напряжения вносят весомый вклад в на-
пряженное состояние прокатных валков, 
а величина температурной составляющей 
напряжений и цикличность их возникно-
вения говорят о возможности разрушения 
поверхности валков исключительно за счет 
температурного «шока», который возника-
ет при прогреве и охлаждении поверхности 
валков.

Впервые удалось получить эффект тем-
пературных напряжений, «ныряющих» 
на малую глубину под поверхность валка. 
Важно, что полученный эффект адекватно 
объясняет блистерный характер разруше-
ния валка. Выбранный для примера объект 
исследования оказался удачной моделью 
для описания процессов, происходящих 
при работе вращающихся систем, подвер-
женных сложному температурному нагру-
жению.

Таким образом, предложенный подход к 
решению задачи может иметь другие важ-
ные практические приложения при анализе 
режимов работы подобных указанных си-
стем, в частности в металлургической и ма-
шиностроительной отраслях.

Исследование выполнено при финансовой 
поддержке грантов РФФИ 17-08-00783 и 18-
08-00201.
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