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В работе показано, что формулу Томсона для трехмерных гармонических функций, 
однородных по Эйлеру, можно обобщить, если вместо чисто алгебраических линейных 
выражений использовать линейную алгебраическую форму с участием частных 
производных первого порядка от исходной функции. Приводится исчерпывающий 
список получающихся выражений первого порядка, преобразующих произвольные 
трехмерные однородные гармонические функции в новые трехмерные гармонические 
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Введение

Данная публикация является продолже-
нием работы [1], посвященной исследо-
ванию обобщений формулы Томсона для 
трехмерных гармонических функций обще-
го вида. Рассматриваются дифференциаль-
но-алгебраические преобразования, явля-
ющиеся аналогом классической формулы 
Томсона для однородных гармонических 
функций. Эти преобразования можно ис-
пользовать для генерирования новых гар-
монических функций, которые представ-
лены в аналитической форме и являются 
однородными по Эйлеру. Электрические и 
магнитные поля, у которых скалярный по-
тенциал (трехмерная гармоническая функ-
ция) будет однородной по Эйлеру функци-
ей, подчиняются принципу подобия тра-
екторий Ю.К. Голикова [2, 3]. Такие поля 
обладают дополнительными полезными 
электронно- и ионно-оптическими свой-
ствами [4 – 10].

Пусть 2 2 2r x y z= + +  — расстояние 
от пробной точки (x,y,z) до начала коорди-
нат. Формулой Томсона (преобразованием 
Кельвина) называется преобразование

(1)

Это преобразование позволяет из гармо-
нической функции U(x,y,z), удовлетворяю-
щей уравнению Лапласа

Uxx + Uyy + Uzz = 0,             (2)

получить новую гармоническую функцию 
V(x,y,z) [11 – 18]. Здесь и далее нижние ин-
дексы x, y, z обозначают частные произво-
дные по соответствующим переменным.

В частности, формула Томсона (1) слу-
жит полезным математическим инстру-
ментом при генерировании аналитических 
выражений для скалярных потенциалов 
электрических и магнитных полей, которые 
могут использоваться при синтезе новых 
электронно- и ионно-оптических систем 
[4 – 10, 19, 20].

Функция U(x,y,z) называется однород-
ной (точнее, положительно однородной) по 
Эйлеру, если она удовлетворяет тождеству

где m — степень однородности функции 
(не обязательно целочисленная). [21, 22].

Для того, чтобы непрерывно дифферен-
цируемая функция U(x,y,z) была положи-
тельно однородной по Эйлеру степени m, 

( ) 2 2 2

1, , , , .x y zV x y z U
r r r r

 =  
 

( ) ( )0 : , , , , ,mU x y z U x y z∀λ > λ λ λ ≡ λ

необходимо и достаточно, чтобы в любой 
точке пространства (за исключением, воз-
можно, начала координат) выполнялось 
дифференциальное соотношение Эйлера 
для однородных функций:

xUx +yUy + zUz –mU = 0.        (3)

Доказательство этого важного утвержде-
ния можно найти в работах [21, 22].

Поиск среди линейных алгебраических 
формул вида

(4)

(S, f, g, h – некоторые фиксированные 
функции) других соотношений, обладаю-
щих свойством для любых гармонических 
функций U(x,y,z) порождать новые гармо-
нические функции V(x,y,z), показал, что 
формула Томсона (1) является, в некотором 
смысле, уникальной [1, 15, 17].

Дело в том, что с точностью до трехмер-
ных вращений вокруг начала координат, 
сдвигов (параллельных переносов) 

x' = x + a, y' = y + b, z' =  z + c,
симметрий

x' = –x, y' = –y, z' = –z
и пропорционального масштабирования

x' = kx, y' = ky, z' = kz
(а также умножения полученных потен-
циалов на множитель-константу) форму-
ла Томсона (1) и тривиальное тождество 
V(x,y,z) = U(x,y,z) будут единственными 
выражениями вида (4), удовлетворяющими 
поставленной задаче.

Исследование линейных выражений с 
участием первых частных производных от 
функции U, которые имеют вид 

(5)

(S, P, Q, R, f, g, h – некоторые фиксиро-
ванные функции), показало возможность 
существования дополнительных формул, 
преобразующих трехмерные гармонические 
функции в новые трехмерные гармониче-

( ) ( )
( ) ( ) ( )( )

, , , ,

, , , , , , , ,

V x y z S x y z

U f x y z g x y z h x y z

= ×

×

( )
( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( )( )

, ,

, , , , , , , , , ,

, , , , , , , , , ,

, , , , , , , , , ,

, , , , , , , , , ,

x

y

z

V x y z

S x y z U f x y z g x y z h x y z

P x y z U f x y z g x y z h x y z

Q x y z U f x y z g x y z h x y z

R x y z U f x y z g x y z h x y z

=

= ⋅ +

+ ⋅ +

+ ⋅ +

+ ⋅
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ские функции [1].
Теперь трансформирующие преобра-

зования являются уже не чисто алгебраи-
ческими, а дифференциально-алгебраи-
ческими. Это позволяет расширить набор 
доступных математических инструментов 
при генерировании новых трехмерных гар-
монических функций, служащих скалярны-
ми потенциалами для электрических и маг-
нитных полей.

Увеличение порядка частных произво-
дных от функции U, которые участвуют в 
выражении вида (5), приводит к дополни-
тельному расширению списка таких фор-
мул, но отчасти делает неудобным процесс 
оперирования с ними. В частности, по при-
чине зависимости друг от друга вторых про-
изводных гармонических функций, такие 
формулы не будут определены однозначно. 
А именно, для каждой трансформирующей 
формулы будет иметься широкий набор та-
ких формул, не эквивалентных друг другу 
алгебраически по внешнему виду, но даю-
щих на выходе ничем не отличающийся по 
сути результат.

Следует отметить, однако, что количе-
ство полученных в работе [1] трансфор-
мирующих преобразований, сохраняющих 
гармоничность трехмерной гармонической 
функции, оказалось меньше ожидаемого. 
Одной из причин отрицательного результа-
та при поиске новых алгебраических и диф-
ференциально-алгебраических выражений 
первого порядка для генерирования трех-
мерных гармонических функций, является, 
по-видимому,  слишком жесткое требова-
ние, что эти выражения должны работать 
для любых исходных гармонических функ-
ций U(x,y,z). Так, хорошо известно, что для 
двумерных гармонических функций U(x,y) 
любое конформное преобразование аргу-
ментов будет порождать новую двумерную 
гармоническую функцию [23 – 27]. Такое 
преобразование гармонических функций 
имеет вид (4), но при этом существенно от-
личается от формулы Томсона (1).

Другим примером служит формула Том-
сона для однородных гармонических функ-
ций (см. работы [28] и [29], приложение Б 
к главе 1), имеющая вид

(6)

При подстановке в формулу (6) однород-
ной гармонической функции U степени m 
функция (6) окажется гармонической, но 
для произвольной гармонической функции 

( ) ( )2 1, , , , .mV x y z r U x y z− −=

U это определенно не так.
Наконец, рассмотрим трансформирую-

щие преобразования вида

(7)

которые можно получить при анализе ус-
ловий гармоничности линейных форм от 
частных производных Ux, Uy, Uz с коэффи-
циентами, представляющими собой квадра-
тичные формы общего вида по переменным 
x, y, z. Из тождества

следует, что, вообще говоря, при требова-
нии для функции U одной лишь гармонич-
ности, выражение (7) будет гармонической 
функцией, только если 

a = b = c = 0.
Если же U является однородной функци-

ей степени m и удовлетворяет как уравне-
нию Лапласа (2), так и дифференциальному 
соотношению Эйлера (3), то будут выпол-
нены условия

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
( )( )

( )
( )( )

( )
( )( )

( ) ( )

2 2 2

2 2 2

2 2 2

, , , ,

, , , , ;

2 1 2 1

1 ;

2 1

1

2 1 ;

1

2 1 2 1 ,

x

y z

V x y z CU x y z

BU x y z AU x y z

A a m xz b m yz

c mx my m z

B a m xy

b mx m y mz

c m yz

C a m x my mz

b m xy c m xz

= +

+ +

= + + + +

+ − − + +

= + +

+ − + + − +

+ +

= + − − +

+ + + +

( )( )( )
( ) ( )

( )
( )( )
( )( )
( )( )

4 2

2 1

2 1

2 1

xx yy zz

xx yy zz

xxx xyy xzz xxy yyy yzz

xxz yyz zzz

xx xy xz x

xy yy yz y

xz yz zz z

V V V

m ax by cz U U U

C U U U B U U U

A U U U

a xU yU zU m U

b xU yU zU m U

c xU yU zU m U

+ + ≡

≡ + + + + + +

+ + + + + + +

+ + + +

+ + + − − +

+ + + − − +

+ + + − −

0,xxx xyy xzzU U U+ + =

0,xxy yyy yzzU U U+ + =

0,xxz yyz zzzU U U+ + =
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которые получаются при дифференцирова-
нии (2) и (3) по x, y, z.

Тогда выражение (7) окажется гармо-
нической однородной функцией степени 
(m+1) при любых a, b, c.

Задача данной работы – поиск альтер-
нативных выражений, которые были бы 
применимы для однородных трехмерных 
гармонических функций и полезны при 
генерировании аналитических выражений 
для трехмерных гармонических функций, 
являющихся однородными по Эйлеру.

Имеются веские основания полагать, что 
при ограничении класса трансформируе-
мых гармонических функций можно значи-
тельно расширить набор трансформирую-
щих математических выражений.

Постановка задачи

Рассмотрим трансформацию трехмер-
ной однородной гармонической функции 
U(x ,y,z) в соответствии с правилом (5), где 
S, P, Q, R, f, g, h – некоторые фиксирован-
ные функции, а U – произвольная одно-
родная гармоническая функция фиксиро-
ванной степени m. Требуется, чтобы для 
заданных функций S, P, Q, R, f, g, h и любых 
однородных гармонических функций U сте-
пени m выражение (5) было гармонической 
функцией, однородной по Эйлеру.

Поскольку функция U должна удовлет-
ворять дифференциальному соотношению 
Эйлера (3), в выражении (5) без ограниче-
ния общности можно считать, что

R(x, y, z) = 0
(частная производная Uz может быть выра-
жена через функции U, Ux, Uy).

Кроме того, ограничимся частным слу-
чаем

f(x,y,z) ≡ x, g(x,y,z) ≡ y,
h(x,y,z) ≡ z,

который есть следствие  рассматриваемого 
в работе [1] симметричного варианта заме-
ны переменных

f(x,y,z) = xφ(x,y,z),
g(x,y,z) = yφ(x,y,z),
h(x,y,z) = zφ(x,y,z)

( )1 ,xx xy xz xxU yU zU m U+ + = −

( )1 ,xy yy yz yxU yU zU m U+ + = −

( )1 ,xz yz zz zxU yU zU m U+ + = −

(здесь общий множитель φ(x,y,z) выносится 
из-под аргументов функций U, Ux, Uy и Uz в 
силу того, что эти функции являются одно-
родными по Эйлеру).

Таким образом, далее будут рассматри-
ваться трансформации вида

(8)

где S0, P0, Q0 – некоторые фиксированные 
функции, обеспечивающие однородность и 
гармоничность функции V при условии од-
нородности и гармоничности функции U, 
имеющей заданную степень однородности 
m.

Для того, чтобы выражение (5) было од-
нородной по Эйлеру функцией при под-
становке в него произвольной однородной 
гармонической функции U, функции S, P, 
Q, R, f, g, h в выражении (5) должны удов-
летворять некоторым дополнительным ус-
ловиям.

В частности, для выражений вида (8) 
можно показать, что условие, согласно ко-
торому функция S0 является однородной по 
Эйлеру степени n – m, а функции P0 и Q0 
являются однородными по Эйлеру степени 
n – m + 1, есть не только достаточное, но и 
необходимое, чтобы выражение (8) оказа-
лось однородной функцией степени n.

При доказательстве необходимости свой-
ства однородности по Эйлеру у функций 
S0, P0 и Q0, для функции U используется ее 
однородность по Эйлеру без привлечения 
свойства гармоничности. При этом потре-
буется проверка, что для гармонических од-
нородных функций не появляется дополни-
тельных вариантов, отсутствующих в случае 
произвольных однородных функций. Одна-
ко ограничительные требования

f(x,y,z) = x, g(x,y,z) = y,
h(x,y,z) = z, R(x,y,z) = 0

гарантируют, что других возможных вари-
антов для функций S0, P0 и Q0 не имеется.

Очевидный метод решения поставлен-
ной задачи состоит в том, чтобы из резуль-
тата подстановки выражения (5) или (8) в 
уравнение Лапласа и в дифференциальное 
соотношение Эйлера удалить все зависи-
мые частные производные функции U. По-
сле этого множители, сгруппированные пе-
ред оставшимися частными производными 
функции U, будут обязаны быть равными 

( ) ( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

0

0

0

, , , , , ,

, , , ,

, , , , ,
x

y

V x y z S x y z U x y z

P x y z U x y z

Q x y z U x y z

= ⋅ +

+ ⋅ +

+ ⋅
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нулю по отдельности и независимо друг от 
друга. «Лишние» производные следует ис-
ключать, пользуясь не только уравнением 
Лапласа

Uxx + Uyy + Uzz = 0,

как это было сделано в работе [1], но и 
дифференциальным соотношением Эйлера

xUx + yUy + zUz = mU
для однородных функций степени m, а так-
же результатами дифференцирования ука-
занных уравнений по переменным x, y, z.

Задача несколько осложняется тем фак-
том, что при независимом дифференциро-
вании уравнения Лапласа и дифференци-
ального соотношения Эйлера возникают 
зависимые друг от друга дифференциаль-
ные соотношения:

Однако существует более эффективный 
способ решения поставленной задачи. По-
скольку U(x,y,z) является однородной по 
Эйлеру функцией степени m, то с помо-
щью замены переменных, использующейся 
для формулы Донкина [7 – 10, 30 – 34], ее 
можно представить в виде

(9)

где 2 2 2r x y z= + + , F – некоторая подхо-
дящая функция двух переменных.

Такая запись является слегка изменен-
ной формой универсального представления 
однородных функций степени k в соответ-
ствии с формулой [21, 22]:

она не приводит к потере допустимых ре-
шений.

Соответственно, трансформированную 
функцию V(x,y,z), которая должна будет 
являться однородной по Эйлеру функцией 
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степени n, можно представить в виде

 (10)

Замена переменных, использованная 
при конструировании подстановок (9) и 
(10), является обратимой:

(11)

Для того, чтобы функция U, заданная с 
помощью равенства (9), была гармониче-
ской, т. е. удовлетворяла трехмерному урав-
нению Лапласа, необходимо и достаточно, 
чтобы функция F удовлетворяла двумерно-
му эллиптическому уравнению

(12)

Тогда любой однородной гармониче-
ской функции U степени m  соответствует 
функция F, удовлетворяющая уравнению 
(12), а из любого решения уравнения (12) 
с помощью подстановки (9) получается од-
нородная гармоническая функция степени 
n, причем указанное соответствие между 
функциями F и U будет взаимно-однознач-
ным. Это утверждение проверяется с помо-
щью прямой подстановки выражения (9) в 
трехмерное уравнение Лапласа с последую-
щей заменой переменных согласно прави-
лу (11). Аналогичный прием используется, 
например, в работах [35 – 39].

Легко понять, что преобразование функ-
ции U, согласно правилу (8), которое долж-
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но приводить к появлению новой однород-
ной гармонической функции V степени n, 
эквивалентно преобразованию функции F, 
согласно правилу

(13)

с некоторыми фиксированными функция-
ми

s(p,q), v(p,q), w(p,q),

после чего функция G обязана будет удов-
летворять уравнению

(14)

В итоге задача свелась к нахождению та-
ких функций s(p,q), v(p,q), w(p,q)

 
и таких 

индексов m, n, которые бы для любого ре-
шения дифференциального уравнения (12) 
после преобразования (13) порождали бы 
решения дифференциального уравнения 
(14). При этом на функции F и G не на-
кладывается никаких дополнительных ус-
ловий, кроме собственно уравнений (12) и 
(14).

Решение задачи

После подстановки выражения (13) в 
уравнение (14) получается линейная ком-
бинация частных производных 

F, Fp, Fq, Fpp, Fpq, 
Fqq, Fppp, Fppq, Fpqq, Fqqq

(нижние индексы обозначают переменные, 
по которым берутся соответствующие част-
ные производные).

Производные Fqq, Fpqq, Fqqq  
являются 

зависимыми, и их можно выразить через 
остальные частные производные с помо-
щью уравнения (12). После этого множи-
тели, сгруппированные перед оставшимися 
частными производными

F, Fp, Fq, Fpp, Fpq, Fppp, Fppq,
должны оказаться равными нулю, если тре-
буется, чтобы функция G удовлетворяла 
уравнению (14) для любого решения урав-
нения (12). Полученная система уравнений 
имеет вид:

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
, , ,

, ,
, ,

G p q s p q F p q

F p q F p q
v p q w p q

p q

= +

∂ ∂
+ +

∂ ∂

( ) ( )

( )
( )

( )

2 2

2 2

22 2

, ,

4 1
, 0.

1

G p q G p q
p q

n n
G p q

p q

∂ ∂
+ +

∂ ∂

+
+ =

+ +
Анализ полученной переопределенной 

системы уравнений в частных производных 
относительно неизвестных функций s(p,q), 
v(p,q), w(p,q) с помощью методов [40 – 46] 
приводит к следующим невырожденным 
решениям, исчерпывающим все возможные 
случаи.

а) n = –2 – m или n = 1 + m:

где ca, cb, cc – произвольные константы;
б) n = –1 + m или n = –m:

где ca, cb, cc – также произвольные констан-
ты;

в) n = m или n = –1 – m:
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где c, ca, cb, cc – произвольные константы.
Кроме того, имеются вырожденные ре-

шения. Первое из них имеет вид

s(p,q) = 0, v(p,q) = 0, w(p,q) = 0
и не представляет особого интереса. 

Второе решение соответствует выбору
m = 0, n = 0,

либо m = 0, n = –1,
либо m = –1, n = 0, 
либо m = –1, n = –1.

В этих случаях уравнения (12) и (14) пре-
вращаются в двумерные уравнения Лапла-
са, а преобразование (13) приобретает вид

(15)

где c – константа, а функции v(p,q), w(p,q)
 удовлетворяют условиям Коши – Римана

vp = wq, vq = –wp,
т. е. являются вещественной и мнимой ча-
стями аналитической функции комплекс-
ного переменного

u(p + iq) = v(p,q) + iw(p,q).
Физический смысл уравнения (15) до-

статочно прост: умножение на константу 
превращает решение двумерного уравнения 
Лапласа в решение двумерного уравнения 
Лапласа, а произведение двух аналитиче-
ских функций комплексного переменного

v(p,q) + iw(p,q), Fp(p,q) – iFq(p,q)
снова дает аналитическую функцию ком-
плексного переменного, вещественная и 
мнимая части которой обязаны удовлет-
ворять двумерному уравнению Лапласа 
[24 – 27, 36].

Однако это любопытное вырожденное 
решение не слишком интересно в качестве 
генератора новых однородных гармониче-
ских функций, поскольку вещественные 
и мнимые части аналитических функций 
комплексного переменного обеспечивают 
вполне достаточный ресурс для решений 
двумерного уравнения Лапласа. При этом 
все трехмерные однородные гармониче-
ские функции со степенями однородно-
сти 0 и –1 можно получить с помощью 
формул Донкина [7 – 10, 30 – 34]:
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где H – решение двумерного уравнения Ла-
пласа.

В конечном итоге получаются следую-
щие трансформирующие выражения вида 
(8):
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(28)

(29)

(30)

 (31)

(32)
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где 2 2 2 .r x y z= + +
Наличие в знаменателе переменной z 

обычно свидетельствует о том, что в фор-
муле неявным образом присутствует про-
изводная Uz с некоторым ненулевым мно-
жителем, которая впоследствии, из-за ис-
пользования соотношения Эйлера (3) для 
исключения зависимой производной Uz, 
превратилась в линейную комбинацию 
функций U, Ux и Uy. В результате некоторые 
выражения можно упростить, избавившись 
от переменной z в знаменателе:
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Заключение
В работе показано, что формулу Томсона 

для трехмерных гармонических функций, 
однородных по Эйлеру, можно обобщить, 
если вместо чисто алгебраических линей-
ных выражений использовать линейную 
алгебраическую форму (5) с участием част-
ных производных первого порядка от ис-
ходной функции. Приводится исчерпываю-
щий список полученных выражений перво-
го порядка, преобразующих произвольные 
трехмерные однородные гармонические 
функции в новые трехмерные гармониче-
ские функции, которые можно получить, 
не прибегая к замене переменных в аргу-
ментах функции U.

Аккуратная проверка, впрочем, показы-
вает, что все полученные выражения фак-
тически представляют собой трансформи-
рующие формулы для трехмерных гармони-
ческих функций общего вида из работы [1], 
которые упрощены с помощью предполо-
жения об однородности функции U и диф-
ференциального соотношения Эйлера (3) 
для однородных функций [21, 22].

Можно получить и другие соотношения, 
если рассматривать линейные комбинации 
с постоянными коэффициентами, состав-
ленные из базовых соотношений (16) – (35), 
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которые соответствуют одной и той же сте-
пени однородности трансформированной 
функции. Кроме того, если прибавить к 
любой из формул (16) – (35) соотношение 
Эйлера (3), умноженное на произвольную 
однородную функцию соответствующей 
степени, то получится новая трансформи-
рующая формула.

Например, такой линейной комбинаци-
ей является трансформирующая формула 
(7), которая с формальной точки зрения 
кардинальным образом отличается от по-
лученных ранее базовых формул (16) – 
(35):
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Однако, хотя подобные формулы визу-
ально могут весьма заметно отличаться (в 
алгебраическом смысле) от полученного 
ранее списка, по своему действию в каче-
стве генераторов новых аналитических вы-
ражений для трехмерных однородных гар-
монических функций эти формулы будут 
полностью эквивалентны базовым форму-
лам (16) – (35). Аналогичные проблемы c 
фактической идентичностью математиче-
ских выражений, не равных друг другу тож-
дественно в алгебраическом смысле, опи-
сываются, например, в работах [47 – 50].

Вычисления, приводимые в данной ра-
боте, выполнены с помощью программы 
Wolfram Mathematica [51].

Данная работа частично выполнена в рам-
ках гос. задания № 075-00780-19-00 Института 
аналитического приборостроения РАН.
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