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ТОЧНОЕ РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ ДЛЯ ТРЕЩИНЫ, ВЫХОДЯЩЕЙ 
ИЗ ВЕРШИНЫ ДВУХ РАЗНОРОДНЫХ КЛИНЬЕВ
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Санкт-Петербург, Российская Федерация

В рамках антиплоской задачи рассмотрено замкнутое соединение двух различных 
изотропных клиньев, из вершины которого выходит трещина конечной длины 
под произвольным углом к оси симметрии структуры. Путем сведения проблемы к 
скалярному уравнению Винера – Хопфа получено ее точное решение. Изучена 
зависимость коэффициента интенсивности напряжений (КИН) в вершине трещины от 
структурных параметров. Проанализированы эффекты увеличения и уменьшения КИН, 
по сравнению со случаем однородной среды. Показано, что асимптотика напряжений 
вблизи вершины соединения может иметь одно или два сингулярных слагаемых, 
определяющих как сильную, так и слабую особенности в этой особой точке.
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A closed connection of two different isotropic wedges has been considered within the scope 
of the antiplane problem.  A finite-length crack emerges from the top of this connection at 
an arbitrary angle to the symmetry axis of the structure. The exact solution of the problem 
was obtained through the problem’s reducing to the Wiener – Hopf scalar equation. The de-
pendence of the stress intensity factor (SIF) at the crack tip on the structural parameters was 
studied. The effects of an increase and a decrease in SIF were compared with those known for 
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vertex could have one or two singular terms determining both strong and weak singularities at 
this singular point.
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Введение

В неоднородных структурах часто име-
ются особые точки, в которых геометриче-
ские параметры и механические свойства 
компонент структуры претерпевают рез-
кие изменения. Такими точками являются, 
например, вершины интерфейсных соеди-
нений нескольких клиновидных областей, 
состоящих из разных материалов. Подоб-
ные структуры могут быть замкнутыми в 
случае, когда все границы связаны между 
собой, или разомкнутыми, когда имеются 
вырезы. Напряжения, определяемые на ос-
нове линейной теории упругости, в угло-
вых точках имеют неограниченный рост и, 
следовательно, такие точки сингулярности 
являются источниками инициализации тре-
щин.

Начиная с работ М.Вильямса и Д.Б.Бод-
жи [1, 2], исследованию упругих полей в 
биматериальных и многоматериальных 
клиньях посвящено большое число публи-
каций, ориентированных, в основном, на 
плоские задачи. Классу антиплоских про-
блем этого направления внимание уделено 
в значительно меньшей степени.

В работах [3 – 6] в рамках антиплоской 
задачи исследовались показатели особен-
ности напряжений для полубесконечной 
трещины, упирающейся в вершину двух 
или трех изотропных клиньев. Установле-
но, что сингулярность напряжений в этой 
особой точке (симметричная задача) имеет 
степенной характер, отличный от класси-
ческого, при котором показатель степени 
равен 0,5 [3, 6]. В несимметричном случае 
асимптотика напряжений вблизи вершины 
может содержать два сингулярных слагае-
мых [5, 6].

Сингулярность напряжений в вершине 
полубесконечной трещины продольного 
сдвига, расположенной в трехкомпонент-
ной среде, имеющей функционально гради-
ентные свойства, анализировалась в работе 
[7], где также отмечалось наличие двух ве-
щественных собственных чисел, определя-
ющих особенности упругих полей.

Трещина конечной длины, исходящая из 
вершины острого выреза, содержащегося в 
составной клиновидной области, рассма-
тривалась в статьях [8 – 11]. При этом в ра-
ботах [8, 9] было показано, что решение для 
анизотропных материалов структуры мож-
но получить на основе решения, построен-
ного для изотропного случая, с помощью 
линейного преобразования координат.

Оценке критической нагрузки для воз-
никновения трещин в вершине острого вы-
реза при его антиплоском нагружении по-
священы работы [12, 13].

Однако вопрос об инициализации тре-
щин в вершине замкнутого соединения 
клиновидных областей в условиях их анти-
плоской деформации до сих пор остается 
открытым.

В качестве первого шага к решению этой 
проблемы в настоящей работе рассматри-
вается задача о трещине конечной длины, 
выходящей из вершины двух связанных 
клиньев, состоящих из разных материалов. 
Ее точное решение построено путем сведе-
ния проблемы к скалярной задаче Римана. 
Получено аналитическое представление для 
коэффициента интенсивности напряжений 
(КИН) в вершине трещины и изучена его 
зависимость от параметров структуры. 

Помимо самостоятельного значения, по-
лученное точное решение проблемы явля-
ется одним из базовых элементов анализа 
хрупкого разрушения структуры на основе 
так называемой финитной механики раз-
рушения [14], где для плоских задач, ввиду 
отсутствия точных решений, использова-
лись приближенные аналитические.

Постановка задачи и ее сведение 
к уравнению Винера – Хопфа

Рассмотрим прямолинейную трещину 
моды III длиной ε, выходящую из верши-
ны соединения двух клиновидных областей 
(рис. 1). Материалы клиньев в областях Ωk 
(k = 1, 2, 3) будем считать изотропными, 
однородными и имеющими модули сдвига 
μ1 и μ2 (μ3 = μ2). Контакт материалов пред-
полагается идеальным. К берегам трещины 
приложена самоуравновешенная нагрузка 
g(r) (r – полярный радиус).

Геометрию рассматриваемой упругой 
композиции удобно определять двумя па-
раметрами: углом раствора α (0 < α < 2π) 
области Ω1 и углом β между направлени-
ем трещины и осью симметрии области Ω1. 
Очевидно, что |β| ≤ π – α/2. Изменение угла 
β при фиксированном значении α приво-
дит к повороту области Ω1 вокруг ее вер-
шины. Таким образом, угол β характеризу-
ет взаимную ориентацию трещины и обла-
сти Ω1. Например, при β = 0 задача будет 
симметричной. Значениям β = ±(π – α/2) 
соответствует интерфейсная трещина, а 
β = ± α/2 – случаи, когда трещина выходит 
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Рис. 1. Трещина, выходящая из вершины 
соединения двух разнородных клиньев:

g(r)– нагрузка на берегах трещины; μ1, μ2 – модули 
сдвига материалов; Ω1, Ω2, Ω3 – клиновидные 
области; ε – расстояние от вершины соединения до 
вершины трещины; α, β – углы раствора клиньев; 

r, θ – полярные координаты

из вершины вдоль границ раздела фаз.
Как известно, перемещения wk в областях 

Ωk в рассматриваемом случае являются гар-
моническими функциями:

 
(1)

а напряжения в полярных координатах r и 
θ определяются формулами

Упругие поля на интерфейсах долж-
ны удовлетворять условиям совершенного 
контакта:

w1 = w2, τθz1 = τθz2 при θ = β + α/2,   (2)

w1 = w3, τθz1 = τθz3 при θ = β – α/2,
а на линии трещины – следующим сме-
шанным условиям:

τθz2(r, π) = τθz3(r, – π) = g(r) (0 ≤ r ≤ ε),  (3)

τθz2(r, π) = τθz3(r,– π) = τ(r),
w2(r, π) = w3(r,– π) (ε < r < ∞).     (4)

Здесь τ(r) – неизвестная функция.
Как и в работе [15], решение задачи 

ищем в виде интегралов Меллина:
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где трансформанты перемещений и 
напряжений определяются следующими 
формулами:

Wk (p,θ) = Ak (p) sin pθ + Bk (p) cos pθ,  (6) 

Tθzk (p,θ) = μk p[Ak(p) cos pθ – Bk (p) sin pθ]
 (μ3 =μ2).

С учетом условий регулярности решения 
при r → 0 и r → ∞, контур интегрирования 
L расположен параллельно мнимой оси в 
полосе 

– δ1 < Re p < δ2 (δ1, δ2 > 0).
Смешанные условия (3) и (4) приводят к 

равенствам
Tθz2(p, π) = Tθz3(p,–π) = [T–(p) + G+(p)]εp+1, (7)

– p[W2(p, π) – W3(p,–π)] = U+(p)εp,
где

 (8)
 

Функция T−(p) регулярна и не имеет 
нулей в левой от контура L полуплоскости 
Ω−, а функции G+(p) и U+(p) –  в правой 
полуплоскости Ω+ [16].

Подставляя выражения (6) в левые части 
равенств (7) и преобразованные по Мелли-
ну условия (2), после исключения величин 
Ak(p) и Bk(p) придем к скалярному уравне-
нию Винера – Хопфа:

(9)

Здесь в качестве контура L может быть 
взята мнимая ось, а функция F(p) имеет вид

F(p) = f(p)/Δ(p),                  (10) 

f (p) = 2[sin2 πp – m2 sin2 (π – α)p], (11) 

Δ(p) = sin2πp + 2m sin αp cos2βp –
– m2 sin 2(π – α)p.            

(12) 

Упругие свойства композиции отражены 
в этих формулах через одну биупругую по-
стоянную 

m = (μ1 – μ2)/(μ1 + μ2) = (μ – 1)/(μ + 1),
где μ = μ1/μ2 представляет собой относи-
тельную жесткость включения (0 ≤ μ < ∞).

При всех сочетаниях модулей сдвига ма-
териалов эта величина удовлетворяет нера-
венству |m| ≤ 1. Если материал включения 
является более жестким по сравнению с 
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материалом матрицы, то 0 < m < 1; в про-
тивном случае   (для мягкого включения) 
этот параметр лежит в интервале –1 < m < 0. 
Значение m = 0 отвечает однородной среде, 
а значения m = ± 1 определяют абсолютно 
твердое включение и клиновидный вырез.

Заметим, что нули функции (11) есть 
собственные числа антиплоской задачи для 
соединения двух клиновидных областей 
при симметричном и антисимметричном 
(относительно луча θ = 0) распределениях 
напряжений. Нули функции (12) определя-
ют показатели особенности напряжений в 
вершине полубесконечной трещины, упи-
рающейся в упругое клиновидное включе-
ние [6].

Решение уравнения Винера – Хопфа
Факторизация коэффициента уравнения 

(9) осуществляется аналогично проделан-
ной в работе [15]:

(13)

где
Ф(p) = [1– m2 sin2 (π – α) p sin–2 πp]×
×[1 + 2m sin αp cos 2βp sin–1 2πp –

– m2 sin 2(π – α)p sin –1 2πp]–1,
а Г(p) – гамма-функция.

Отсюда с помощью формул (13) и при-
менения теоремы Лиувилля [16] из уравне-
ния (9), с учетом поведения слагаемых на 
бесконечности, получаем:

(14)

где 
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Тогда из равенств (14) находим:
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Учитывая, что при p → ∞

(17)

получаем асимптотику

Отсюда, по теореме Абелева типа [16], 
заключаем, что асимптотика напряжений 
при r → ε + 0 имеет вид

(18)

Коэффициент интенсивности напряжений
Определим коэффициент интенсивности 

напряжений (КИН) в вершине трещины 
r = ε формулой

Тогда, используя асимптотику (16), по-
лучаем, что

(19)

Пусть к берегам трещины приложены 
самоуравновешенные сосредоточенные си-
лы T0 на расстоянии r0 от вершины соеди-
нения клиньев, т. е.

g(r) = T0δ(r – r0),
где δ(r) – дельта-функция Дирака, а 
ε < r0 < ∞.

Тогда, вычисляя по формуле (8) функ-
цию G+(t), совмещая в формуле (17) контур 
интегрирования с мнимой  осью и исполь-
зуя теорему о вычетах в области Ω+,соглас-
но равенству (19), будем иметь: 

(20)

Здесь штрих означает производную по 
переменной p, а pk – положительные нули 
функции (12).

В случае геометрически симметричной 
структуры, когда β = 0, при некоторых зна-
чениях биупругой постоянной m ряд (20) 
суммируется и выражения для КИН можно 
представить в простой замкнутой форме. 
Для разных случаев они имеют следующий 
вид:
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(21)

для трещины в однородной среде (m = 0);

для трещины, выходящей из вершины вы-
реза (β = 0, m = –1);

для трещины, выходящей из вершины аб-
солютно твердого включения (β = 0, m = 1).

В этих формулах 

a = 1 – α/(2π), r0/ε < 1.

Используя формулы (20) и (21), вве-
дем в рассмотрение нормализованный ко-
эффициент интенсивности напряжений 
(НКИН), характеризующий изменение 
КИН в неоднородной композиции, по 
сравнению с КИН в вершине такой же тре-
щины, находящейся в однородной среде:

(22)
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Корни характеристического уравнения 

Δ(p) = 0,                         (23)
расположенные в полосе 0 < Re p < 1, де-
тально анализировались в работе [6]. Уста-
новлено, что в зависимости от параметров 
композиции α, β и m, уравнение (23) в этой 
полосе может иметь один корень p1 < 0,5 
или p1 > 0,5, а также два корня:

0 < p1 < 0,5 < p2 < 1,0
или

0,5 < p1 < p2 < 1,0.

В случае симметричной структуры (β = 0) 
характеристическое уравнение принимает 
вид 

Δ*(p) = cos πp + m cos (π – α) p = 0

и имеет в интервале (0, 1) единственный 
корень.

При этом для m > 0 этот корень пре-
вышает значение 0,5, а для m < 0 лежит в 
интервале 0 < p1 < 0,5.

В этом случае НКИН показывает ти-
пичное поведение в зависимости от пара-
метра m при различных значениях угла α и 
является монотонно убывающей функцией 
на всем интервале изменения биупругой 
постоянной (рис. 2). При этом эффект уве-
личения НКИН по сравнению с однород-
ной средой наблюдается при нахождении 
трещины в более жестком материале, когда 
μ2 > μ1 и, следовательно, m < 0. Напротив, 

Рис. 2. Зависимости нормализованного коэффициента интенсивности напряжений 
(НКИН) от параметра m при β = 0 и r0/ε = 0,5 для различных углов α: π/4 (1), 

π/2 (2), 3π/2 (3); 3π/4 (4), 5π/4 (5), 7π/4 (6)
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для трещины, расположенной в относи-
тельно более мягком материале (m > 0) 
имеет место снижение НКИН. Данные эф-
фекты становятся все более выраженными 
по мере возрастанием угла раствора α об-
ласти Ω1. Отсюда вытекает, что «симме-
тричная» трещина, выходящая из вершины 
соединения, всегда будет распространяться 
в относительно более жесткой среде.

В случае структуры несимметричного 
строения (β ≠ 0) поведение НКИН не ока-
зывается столь однозначным. Если безраз-
мерный параметр r0/ε, характеризующий 
близость расположения нагрузки к верши-
не клиньев, не слишком мал, то НКИН 
в вершине трещины имеет в качествен-
ном плане аналогичное поведение, как и 
в симметричном случае. На рис. 3 пока-
зано изменение НКИН для угла α = π/2 и 
r0/ε = 0,5 в зависимости от величины m 
при различных значениях параметра асим-
метрии β. Приведенные данные показы-
вают, что усиливающие и ослабляющие 
НКИН эффекты увеличиваются с возрас-
танием угла β.

Однако при r0/ε → 0 доминирующим 
членом ряда (22) является его первое сла-
гаемое. Асимптотика НКИН в этом случае 
имеет вид

 (24)
1 0,5

0 01 1

1 1̀ 1

( ) ( )~ 1 .
( ) ( )

−
+

+

   − π −   ′ε Φ ∆ ε   

pr rX p f pN
p p p

Отсюда вытекает, если p1 > 0,5 и r0/ε << 1, 
то величина 1 0,5

0( )/  1,pr −ε <  что вызывает 
ослабляющее влияние на НКИН. Если же 
p1 < 0,5, то при малых значениях относи-
тельного расстояния r0/ε в выражении (24) 
множитель 1 0,5

0( )/  1,pr −ε >  что приводит к 
усиливающему влиянию на НКИН.

Пример эффекта увеличения НКИН для 
малых значений r0/ε представлен на рис. 4 
для случая α = β = π/2. При этих значениях 
углов первый корень уравнения (23) будет 
меньше 0,5 как в случае m < 0, так и в слу-
чае m > 0 [6, 15]. Анализ поведения кривых 
показывает, что зависимость N(m) – не мо-
нотонная. Возрастание НКИН становится 
все более значимым по мере уменьшения 
приведенного расстояния r0/ε. Кроме того, 
если трещина находится в более мягкой сре-
де, то значения КИН при достаточно малом 
отношении r0/ε могут превышать таковые 
для аналогичной трещины, расположенной 
в однородной среде, за счет влияния неод-
нородности и геометрии структуры (в про-
тивоположность симметричному случаю).

Сингулярность напряжений 
в вершине соединения клиньев

На основе формул (6) – (8) нетрудно 
получить представления для напряжений в 
областях Ωj (j = 1, 2, 3):

Рис. 3. Зависимости величины НКИН от параметра m при α = π/2 и r0/ε = 0,5
 для различных углов β: 0 (1), π/4 (2), π/2 (3)
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Рис. 4. Зависимости НКИН от параметра m при α = β = π/2 для малых значений 
относительного расстояния r0/ε: 0,1 (1); 0,01 (2); 0,001 (3); 0,0001(4)

(25)

где
τj (p,θ) = aj (p) cos pθ –bj (p) sin pθ;

a1(p) = (1 + m)[sin pπ – m cos 2pβ sin p(π – α)];

b1(p) = (1 + m)m sin 2 pβ sin p(π – α);

an(p) = sinpπ + m sin pα cos[p(π + 

+ (–1)n2β)] – m2 cospα sinp(π – α);

bn = (–1)n m sin pα{sin p(π – α) – 

– sin[p(π + (–1)n2β]} (n = 2, 3).

Подставляя в подынтегральную функ-
цию (25) представления (15), (16) и учиты-
вая, что трансформанта сосредоточенной 
нагрузки на берегах трещины имеет вид 

G+(p) = T0/ε(r0/ε)p,
придем к следующему выражению для 
напряжений:

[

]
1
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где

В результате применения к интегралу 
(26) теоремы о вычетах, вычисляемых в ну-
лях pk функции (12), расположенных в ле-
вой от контура L полуплоскости, при r < r0 
получаем:

(27) 

Заметим, что первая сумма в этой форму-
ле определяет распределение напряжений в 
случае полубесконечной трещины, выхо-
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дящей из вершины замкнутого соединения 
клиньев [6]. Вторая сумма обусловлена ко-
нечностью длины рассматриваемой трещи-
ны.

Из представления (27) вытекает, что 
напряжения в вершине соединения имеют 
степенную особенность. В зависимости 
от параметров структуры асимптотика 
напряжений при r → 0 может иметь один 
или два сингулярных члена, определяемых 
корнями уравнения (23), расположенными 
в интервале (0, 1). При этом показатели 
сингулярности λk = 1 – pk (k = 1, 2) могут 
быть как больше, так и меньше значения 0,5 
и, следовательно, порождать как сильную, 
так и слабую сингулярность в этой особой 
точке.

Заключение
В статье на основе интегрального 

преобразования Меллина и метода Винера 
– Хопфа получено точное решение задачи 
об антиплоской трещине, выходящей из 
вершины замкнутого соединения двух 
клиновидных областей. Проанализировано 

поведение коэффициента интенсивности 
напряжений (КИН) в вершине трещины 
при изменении упругих свойств и геометрии 
структуры, которые могут вызывать эффекты 
увеличения или уменьшения КИН, по 
сравнению с однородной средой. Показано, 
что при отсутствии геометрической 
симметрии структуры, при некоторых 
значениях параметров композиции и 
сосредоточенной нагрузке, приложенной 
на достаточно малом расстоянии от 
вершины соединения, может иметь место 
не характерная для симметричного случая 
зависимость КИН от относительной 
жесткости материалов. В частности, 
КИН для трещины, расположенной в 
относительно более мягком материале, 
может превосходить КИН для такой же 
трещины в однородной среде. Исследована 
сингулярность напряжений в угловой 
точке соединения и показано, что эта 
сингулярность может быть как сильной, так 
и слабой.
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