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Слабые решения предельных задач Крокко
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В работе предлагается прием построения приближенного решения типич-
ной предельной задачи Крокко, который состоит в замене этой исходной за-
дачи интегральным уравнением. Последнее решено прямым вычислением ин-
теграла с использованием  теоремы о среднем. Параметр осреднения исключен 
интегрированием по параметру в промежутке (0, 1). Продемонстрированы рас-
ширения способа решения и найдены слабые решения. Для классического слу-
чая полученное слабое решение незначительно отличается от точного решения 
Блазиуса. Приближенное значение постоянной Блазиуса  оказывается равным 
1/3 и отличается от точного (0,33206) на 0,3 %.
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A procedure for designing an approximate solution of the Crocco boundary 
typical problem has been proposed in the paper. The procedure calls for the change 
of this initial problem by a nonlinear integral equation. The latter was solved by direct 
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Введение

Известно, что предельные задачи Крок-
ко, в основном, связаны с гидродинами-
ческими приложениями, в частности с 
продольным обтеканием пластины вязким 
потоком, с нестационарной фильтрацией в 
однородной и изотропной (скалярной) по-
ристой среде [1 – 3].

Типичная предельная задача Крокко 
ставится следующим образом [1]:
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причем в классическом случае Блазиуса  
u0 = 0. 

В представленном виде задача (1) ши-
роко используется в гидродинамике, где 
переменная u трактуется как продольная 
скорость, а распределение ϕ  – как напря-
жение трения [1]. 

В задачах теории фильтрации задача (1) 
возникает при расчете уединенной волны 
расхода, т. е. при решении предельной за-
дачи для уравнения Буссинеска [2, 3]:

,
u u

ku
t s s

∂ ∂ ∂ =  ∂ ∂ ∂ 

где  u = u(t,s) ≤ 1 – глубина фильтрацион-
ного потока (t > 0, s > 0); k – коэффициент 
фильтрации.

В частном случае 

u(0,s) – 1= u(t,0) = 0.

В общем случае 

k = k(u), ( ) ,
c

u
c k u

s
∂ = −  ∂ 

где с – скорость фильтрации. 
В классическом случае Буссинеска k = 1,  

c = 1. Тогда уравнение Буссинеска имеет 
вид

.
u u

u
t s s

∂ ∂ ∂ =  ∂ ∂ ∂ 

Наконец, уравнение Крокко возника-
ет в задачах о струйных движениях вязкой 

жидкости  (свободная конвекция в обогре-
ваемых каналах, свободные затопленные и 
пристеночные струи и др.) [4, 5]. 

В отличие от «естественной» постанов-
ки прикладных предельных задач, задача (1) 
удобна тем, что позволяет найти инъектив-
ное отображение компакта (u0,1) в компакт

00, , : ,1 0, .( ) ( ) ( )a u aϕ →  

Выражаясь точнее, утверждаем, что каж-
дая ветвь решения предельной задачи (1) – 
это 2-диффеоморфизм 0 .( ) (: ,1 )0,u aϕ →  

Решения предельной задачи (1) приве-
дены в работах [6 – 32]. Эти работы рас-
падаются на два класса: 

в первом используются, в основном, 
аналитические методы и в том числе реше-
ния, полученные в виде степенных и рас-
щепляющих (плоских) рядов;

во втором доминируют численные ре-
шения. 

К аналитическим относятся работы (мы 
их относим к первому классу), использую-
щие методы теории групп преобразований 
Ли и разложения в степенные и обверты-
вающие ряды. 

Например, уравнение Буссинеска (1б) 
допускает линейное преобразование

,z t s= α ± α

и тогда существует решение уравнения 
Буссинеска в виде уединенной волны  
расхода:

1 2 2ln( ).z u c c u c= + − +

В этом решении случай c2 = 0 отвечает 
центрированной волне расхода, распростра-
няющейся со скоростью 1/2±α  либо вверх, 
либо вниз по течению.

Особое место занимают работы  
[26 – 31], содержащие аналитический ап-
парат для построения решений обыкновен-
ных дифференциальных уравнений (ОДУ) 
рассматриваемого типа вблизи сингуляр-
ной особенности. В указанных публикаци-
ях обращается внимание на то, что свой-
ства аналитической функции определяются 
в основном ее  особенностями, которые  
невозможно  изучать, оставаясь  на  веще-
ственном интервале.  «Выход» в комплекс-
ную плоскость автоматически означает  

(1)

(1б)

(1а)
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выход (отображение)  на  риманову поверх-
ность  решения [31]. 

«Точные» решения предельной задачи 
для уравнения Крокко получаются также 
при использовании степенных рядов по 
u. Но для этих решений неизвестны тау-
беровские теоремы, а именно – ряды для 
функции ( )uϕ  оказываются «плохо» сходя-
щимися при 1 – 0.u →  Так, в работе [32] 
продемонстрирована расходимость ряда 
для ( )uϕ  на внешней границе погранично-
го слоя ( 0)1 –u →  и  бифуркация решения 
во внешней, струйной части пограничного 
слоя.   

Из приведенного обзора опущены так 
называемые интегральные методы, в кото-
рых вместо  уравнений на плотности рас-
пределения решаются ОДУ для самих рас-
пределений (интегральных соотношений). 
Эти методы идейно ближе к  совершенно 
иным методам – прямым или вариацион-
ным.

Таким образом, на сегодняшний день 
существует единственная альтернатива чис-
ленным методам решения уравнений типа 
Блазиуса,  Шази, Крокко – плоские ряды 
для аналитических решений.  

Цель настоящего исследования – по-
строить приближенное решение типичной 
предельной задачи Крокко с использовани-
ем процедуры осреднения. 

Построение решения задачи

В данной работе используется прием 
построения приближенного решения пре-
дельной задачи (1), основанный на замене 
этой исходной предельной задачи инте-
гральным уравнением, с последующим вве-
дением фиктивного параметра и осредне-
ния по этому параметру. Другими словами, 
вместо точного решения используется рас-
пределение (функционал) с плотностью,  
совпадающей с приближенным решением. 

Суть этого приема следующая. Пусть 
(1) 0,1 ,( ) ( )f u C∈  f(u) ≥ 0.

Предельная задача Крокко для проме-
жутка (0, 1) имеет вид

2

2
2 ( ) 0, '(0) (1) 0

d
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ϕ + = ϕ = ϕ =

и допускает формальное понижение по-
рядка:

0
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( )
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du v
ϕ
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ϕ∫
Для положительной ветви решения 

: +ϕ = ϕ  функция 1 / ( )uϕ  представляет со-
бой положительное, монотонно убывающее 
распределение, отображающее промежуток 

0( ),  1u u∈  на промежуток ),(0,aϕ ∈  где 
: (0).a = ϕ  
Тогда, согласно теореме Бонне, спра-

ведливо равенство
2

( ) ,
u

u

d
f v dv

du
θ

θ

ϕ
= − ∫

где 0 < θ < 1 – параметр (правильная 
дробь). 

Пусть в этой формуле u = 1. В этом слу-
чае при u → 1–0 

2 / (1).d du Oθϕ =  

Это означает, что  необходимо выпол-
нение равенств

,( ) ( )mOuθϕ = ε  – ,( )/ md du Oθϕ = ε  

m = n,

где m, n – положительные параметры.
 Интегрируя равенство (#) еще раз, по-

лучим:
1

2( ) ( ) .
v

u v

u dv f t dtθ
θ

ϕ = ∫ ∫
Это равенство и есть приближенное  

θ -решение уравнения Крокко (отмечено 
нижним индексом θ ). Данное решение за-
висит непрерывным образом от дроби (па-
раметра) ,θ  причем ясно, что

1
2 2
1 0

0

1
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0 0

( ) 0, ( ) ( )

(1 ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0,

(0,1),
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∫ ∫

и вообще / 0.∂ϕ ∂θ <  
Исключить параметр θ  можно, напри-

мер, осреднением по нему дериватива: 
1 22

0

: ,
dd

d
du du

θϕϕ
= θ∫

(#)
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что приводит к выражению
2

0

1 / ( ) .
ud

u vf v dv
du
ϕ

= − ∫
Окончательно можем записать следую-

щее приближенное решение предельной 
задачи (1):

1
2

0 0

1
( ) ( ) ln ( ) ln .

u u
u vf v dv vf v dv

v v
ϕ = −∫ ∫

Полученный  результат не зависит от 
порядка интегрирования по параметру θ  и 
по аргументу u. Решение (2) назовем сла-
бым θ -решением.

Свойства решений предельной задачи (1)

В данном разделе мы перечислим свой-
ства решений предельной задачи (1) (дока-
зательства этих свойств опускаются).

1. Предельные условия в задаче (1) мож-
но заменить одноточечными условиями 
(Коши):

0

(0) 0,
u u

d
a

du =

ϕ  = ϕ − = 
 

 

причем в начальных условиях (3) параметр 
a подбирается так, чтобы (1) 0.ϕ =  Такое 
наложение условий оправдано в силу не-
прерывной зависимости ϕ  от параметра a.

2. Существуют две ветви решения пре-
дельной задачи (1) и, соответственно, пре-
дельной одноточечной предельной задачи 
(3):

( )u+ϕ  и ( )u−ϕ

(рис. 1). Эти ветви связаны следующим об-
разом: 

( ) ( ) 0,u u+ −ϕ+ =ϕ  0 < u < 1,

причем

2

2

2

2

0 ( ) , 0, 0;

( ) 0, 0, 0.

d d
u a

du du
d d

a u
du du

+ +
+

− −
−

ϕ ϕ
≤ ϕ ≤ < <

ϕ ϕ
≤ ϕ ≤ > >

Предельная задача (1) типична, посколь-
ку к ней сводится, например, однородная 
предельная задача Крокко. Пусть u0 = 0 и 
вместо представления (1) рассматривается 

Рис. 1. Решение типичной предельной задачи Крокко: 
положительная (φ+(u)) и отрицательная (φ– (u)) монотонные ветви; 

вертикальными пунктирами показаны границы интервала

(2)

(3)
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однородная предельная задача Крокко:
2

2
2 0,

(0) (1) 0.

d
u

du
ϕ

ϕ + =

ϕ = ϕ =

Решение однородной предельной зада-
чи (1в) состоит из двух ветвей:  

0 ( )u+≤ ϕ  и 0( )u−ϕ ≤

(положительной и отрицательной), при 
этом таких, что 

( ) ( ) 0u u+ −ϕ + =ϕ

для каждого значения u из промежутка  
0 < u < 1. 

Существует значение u = u* (0 < u* < 1), 
такое, что */ 0d du±ϕ =  (согласно теореме 
Ролля). Поэтому каждая из ветвей реше-
ния, ( ),u±ϕ  однородной задачи (1), распа-
дается на два решения типичной предель-
ной задачи Крокко (1): 

*), ;( ) (0, )(l lu D u± ±ϕ ϕ =

*), .( ) ),1((r ru D u± ±ϕ ϕ =

При этом решения ,( ) ( )l ru u±ϕ = ϕ  по-
ложительных и отрицательных типичных 
предельных задач сопрягаются непрерывно 
и гладко в точке u = u* (рис. 2):
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Ветви решения однородной предельной 
задачи распадаются на решения типичных 
предельных задач:

* *

* *

2 2

2 2

( 0) ( 0) 0,

0, 0.
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u u u u

u u

d d
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3. Решение предельной задачи (1) – (3) 

удовлетворяет тождеству

0

21 2
01
.

4u

ud
du

du
−ϕ  = 

 ∫
4. Решение предельной задачи (1) – (3) 

равносильно задаче на минимум положи-
тельного функционала (распределения):

0

21

( ) (1/2) ln 0.
u

d a
F u du

du

 ϕ ϕ = + >   ϕ  
∫

Другими словами, вдоль экстремалей 
функционала F(φ) выполняется условие 

,dF F≤ δ  где dF – вариация вдоль харак-

Рис. 2 . Зависимости  φ±(u), на которых показано, как ветви решения однородной  
предельной задачи распадаются на решения (##) типичных предельных задач;  

u* соответствует максимумам функции |φ|   

(1в)

(##)

(4)
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теристики (траектории решения), а Fδ  – 
вариация вдоль допустимой (виртуальной) 
траектории. Доказательство свойства 4 
основано на том, что необходимое условие 
минимума ( )F ϕ  совпадает с уравнением 
Крокко, а достаточность условия гаранти-
рована выпуклостью плотности лагранжиа-
на ( ).F ϕ  

5. Свойство решения при u0 = 0. В этом 
случае предельная задача (1) равносильна 
следующему нелинейному интегральному 
уравнению:
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ϕ = =
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∫

∫ ∫

∫ ∫

Для решения данного интегрального 
уравнения можно использовать итерацион-
ный процесс. 

Пусть нижний индекс обозначает номер 
итерации, и тогда процесс решения выра-
жается как

10

1

10

,
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1
( ) .
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u
s

s

v

s
su

d vdv
du v

tdt
u dv

t

−

−

ϕ
= −

ϕ

ϕ =
ϕ

∫

∫ ∫

Если 1 ,(1 / 0 ),1Lϕ ∈  то (1) .( 1)0,Сϕ ∈   До-
пустим, что последовательность итераций 
функции 1 / sϕ  образует последователь-
ность Коши. Тогда sϕ → ϕ  почти всюду на 
промежутке 0 < u < 1, ввиду полноты об-
ласти  L1(0, 1).

 6. Решение позволяет сформулировать 
следствие из теоремы о среднем. Посколь-
ку 1 / ( )uϕ  – монотонно возрастающее рас-
пределение, то, согласно теореме Бонне о 
среднем, справедливы равенства 

2
2

2 3 2

2 ( ) (1 ),
2

1
( ) (1 )(1 ),

6

d u
u

du

u uθ

ϕ
ϕ = − − θ

ϕ = − − θ

где θ  – правильная дробь (0 < θ < 1). 
Окончательное выражение для прибли-

женного решения имеет вид
3 2( ) (1/ 6) (1 )(1 ).u uθϕ = − − θ

Среднее квадратичное значение ( ),uθϕ  
т. е. θ -аппроксимация решения, определя-
ется равенством

1
2 2 3

0

( ) ( ) (1/9)(1 ).u u d uθϕ = ϕ θ = −∫
Отсюда 3( ) (1/3) 1 ,u uϕ = −  и это при-

ближение аппроксимирует точное решение 
Блазиуса, особенно при малых значениях u. 
Например, значение постоянной Блазиуса 
составляет a = 1/3. Ее точное значение, не-
давно анонсированное В.П. Вариным, со-
ставляет [29, 30]:

0,33205733621519

629893718006201058

296654709356141267

981810047564019872

417401806440507049

0731855146368... .

a =

 

Рациональное значение константы от-
личается от приведенного иррационально-
го менее, чем на 0,3 %.

Величина 
1

0

: du= ϕ∫D  в задачах с физиче-

ским содержанием представляет диссипа-
цию на отрезке (0, 1). В данном случае ее 
значение составляет

1 .
3

0

(1/3)
(1/3) 1 0,27.

18 (11/6)
u du

π Γ
= − = ≈

Γ∫D

Видно, что за диссипацию «отвечает» 
распределение ( )uϕ  в окрестности точки  
u = 0.

7. Сформулируем общее определение 
нормы θ -аппроксимации:

1/1
3 2 /2

0

1/
3

1
( ) (1 ) (1 )

6

1 ( / 2 1)
,

2 ( / 2 3 / 2)6

r

r
r

r

u u d

u r
r

 
ϕ = − ⋅ − θ θ = 

 

 − πΓ +
=   Γ + 

∫

где r > 0 – любое положительное веще-
ственное число. 

Далее нижний индекс опускается и нор-
ма должна быть понятна из контекста. На-

(5)
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пример, в предыдущем пункте было при-
нято r = 2, и тогда получаем, что

3

2

3 3

1
( ) : ( )

2 (5/2)6

1 2
(1 ) (1/3)(1 ).

36

u
u u

u u

− π
ϕ = ϕ = =

Γ

= − = −

Далее выполняется равномерно по  
0 < u < 1 неравенство Коши – Гельдера

( ) ( ), 0,r ru u+αϕ ≤ ϕ ∀α >

и последовательность норм не убывает с 
возрастанием индекса r от 0 до ∞, а точ-
нее,

(1/ 6) exp( / 2 0, 02) 1 / 6,
r

c a− − < <

где c – постоянная Маскерони.
8. Первое обобщенное свойство реше-

ния. Пусть предельная задача Крокко (1) 
имеет следующий вид:

2

2
2 0,

'(0) (0) 0.

md
u

du
ϕ

ϕ + =

ϕ = ϕ =

Данное представление уравнения Крок-
ко возникает из уравнения Буссинеска, 
если 

1
0( ) ( / ) .mk k h k h H −= =

Тогда θ-аппроксимация решения пре-
дельной задачи (1а) имеет вид

1 2
2 (1 )(1 )
( ) ,

( 1)( 2)

b mu
u

m m

+ +

θ

− θ −
ϕ =

+ +
и, если применить среднеквадратичное 
осреднение по ,θ  то слабое решение имеет 
вид:

21
( ) ,

2
1

.
2

mu
u

m

a
m

+−
ϕ =

+

=
+

Тождество (4) записывается следующим 
образом:

21

0

1
.

2( 1)
d

du
du m
ϕ  =  + ∫

Условие минимума квадратичного 
функционала практически не меняется и 
выражается как

21

0

( ) (1/2) ln inf 0.md a
F u du

du

 ϕ ϕ = + → ≥   ϕ  
∫

Величина диссипации в данном случае 
следует выражению

1
2

0

2

1
1

2

1 3
1 2 2

( 2) 3 8
2( 2)

1
, 1,

2

mu du
m

m
m m

m

O m
m

+= − =
+

   Γ Γ   +   = =
+  +

Γ  + 
 = >> + 

∫D

и она уменьшается при увеличении m. 
В силу тождества (4а) справедливо вы-

ражение
__

2( )
( ) : 1 ,mu
u u

a
+ϕ

ϕ = = −

из которого видно, что с увеличением пара-
метра m  степень заполнения профиля 

__ ( )
( ) :

u
u

a
ϕ

ϕ =

увеличивается. 
Вкладывая физическое содержание в 

решение, предположим, что ( )uϕ = ϕ  – 
трение в пограничном слое. Тогда трение 
на поверхности пластины, обтекаемой про-
дольным вязким потоком, (0)a = ϕ  моно-
тонно снижается и сохраняется от присте-
ночной к струйной части слоя:

при , 0) 0,( ()m u→ ∞ ϕ → ϕ =  

0 < u < 1.

9. Второе обобщенное свойство реше-
ния. Пусть уравнение Буссинеска и пре-
дельные условия для него имеют вид

,
ca

bu u
u

t s s

 ∂ ∂ ∂ =    ∂ ∂ ∂  

где a, b, c – вещественные параметры;

D(u) = (t > 0, s > 0), 

u(0, s) – 1 = u(t, 0) = 0.

Тогда соответствующее преобразование 
Крокко приводит это уравнение к виду

(5а)

(5б)

(4а)

(6)
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1( ) ,
1

c

b aa d d
u u u

c du du
− ϕ = ϕ −  +   

причем предельные условия ставятся сле-
дующим образом:

(1) '(0) 0.ϕ = ϕ =

В этом случае θ -решение предельной 
задачи (7), (8) имеет вид

1

1
1 1 1

/ 1 / 1 1

( 1)
( )

( ) ( )

 {(1 )(1 )} .

c
c

c c
c c c

c
b c a b c c

c c
u

a b c b ac

u

+

θ

+ + +

+ + + +

+
ϕ = ×

+ +

× − θ −

Примечание 1. Если в частном случае  
a = b = 1, то из формулы (9) следует вы-
ражение, известное как фильтрационная 
модель Христиановича для плоского филь-
трационного потока:

1 2 1 1

1

1 1

( ) .

( 1)

c
c c c
c c

c
c

u

u

c

+ + +

θ

+

    
− θ −         ϕ =

+

Тогда 

1 1

1
,

1

c
c c
c

a
c

+ +

θ

 
− θ =  + 

 

и, далее

( 1) 1

( 1) 1
1 1

,
( 2) 1

( 1)
1

r
c r

c

c c r
c c c

a
c r

c
c

+ +

+ +   Γ ⋅ Γ   + +   =
+ + Γ+  + 

при этом r ≥ 0. 
Очевидно, что 

2 1__ 1( )
( ) : 1 ,

c
c c
cu

u u
a

+ + ϕ
ϕ = = − 

 
и с уменьшением параметра c происходит  
заполнение профиля безразмерного рас-
пределения 

__

( ).uϕ
Например, если c = 1/2, то 

__
4 1/3( ) (1 ) ;u uϕ = −

а если c = 1/3, то

__
5 1/4( ) (1 ) .u uϕ = −

Примечание 2. Пусть a = 1; b, c – сво-
бодные параметры. Тогда, в силу θ -реше-
ния (9), получаем выражения

1
/ 1 / 2 1

2
1

__
/ 2 1

( 1)
( ) {(1 )(1 )} ,

( )

( ) (1 ) ,

c
сc

b c b c с
c

c

с
b c с

c c
u u

b c

u u

+
+ + +

θ

+

+ +

+
ϕ = − θ −

+

ϕ = −

и при увеличении параметра b заполнение 
профиля 

__

( )uϕ  увеличивается. 
Например, если c = 1/2, то

__
2( 1) 1/3( ) (1 ) 0,  0 1.b

b
u u u+

→∞
ϕ = − → < <

Выводы

В результате проведенного исследова-
ния установлено следующее.

Типичная предельная задача Крокко до-
пускает положительную и отрицательную 
ветви решения ( +ϕ  и −ϕ ),  такие  что 

( ) ( ) 0.u u+ −ϕ+ =ϕ

Однородная предельная задача Крокко 
редуцируется на две типичные предельные 
задачи Крокко, сопрягаемые в критической 
точке u = u*, такой что 

0 < u0 < u* < 1,

*

* *( 0) ( 0) 0.
u u

d
u u

du =

ϕ  = ϕ − − ϕ + = 
 

Типичная предельная задача Крокко 
равносильна нелинейному интегральному 
уравнению. Последнее  решается прямым 
вычислением интеграла с использовани-
ем второй теоремы о среднем. Параметр 
осреднения исключается интегрированием 
по параметру в промежутке (0, 1).   

В данной статье демонстрируются рас-
ширения предложенного способа решения. 
Для классического случая a = b = c = 1 
слабое θ -решение незначительно отлича-
ется от точного. Приближенное значение 
постоянной Блазиуса (0)a = ϕ  оказывает-
ся равным 1/3. При этом точное значение 

(0) 0,33206.ϕ =  

(7)

(8)

(9)

(9а)
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