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Рассмотрена линейная задача устойчивости для затопленной струи Ландау 
– Сквайра. Показано, что амплитуда собственных возмущений изменяется в 
пространстве степенным образом как функция сферического радиуса R, отсчи-
тываемого от источника движения. Установлено, что инкремент синусоидаль-
ных возмущений становится выше, чем у осесимметричных возмущений, при 
ReD > 31. Предложен модельный критерий ламинарно-турбулентного перехода 
в дальней области струи, который позволил впервые получить хорошее согла-
сие между результатами линейной теории устойчивости и экспериментальными 
данными при ReD < 2000 для значения координаты ламинарно-турбулентного 
перехода как функции числа Рейнольдса. 
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the far field of a submerged laminar jet:  
Linear hydrodynamic stability 
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A linear stability problem for a submerged Landau – Squire jet has been 
considered. It was shown that in the space, the intrinsic perturbation amplitude varied 
as a power function of the spherical radius R, read from the motion source.  It was 
established that the increment in the sinusoidal disturbance became more than that 
for axisymmetric one for Re _D > 31. The linear stability theory was applied to the 
value of the laminar-turbulent transition coordinate as a function of the Reynolds 
number. A model criterion for a laminar-turbulent transition in the far jet region was 
proposed. For the first time, this made it possible to obtain a good agreement between 
the theoretical results and experimental data for Re_D  < 2000. 
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Введение
В теории гидродинамической устойчи-

вости исследуются условия, при которых 
один режим течения жидкости или газа 
сменяется другим [1 – 3]. Такие ситуации 

часто реализуются в широком спектре при-
родных явлений и технических устройств, 
поэтому новые результаты в этой области 
имеют многочисленные фундаментальные 
и практические приложения. Свободные 
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сдвиговые течения относятся к одному из 
широчайших классов в гидродинамике, в 
котором струйные потоки занимают цен-
тральное место. Классическая задача об 
устойчивости круглой затопленной лами-
нарной струи, вытекающей из локализо-
ванного источника, до сих пор не имеет 
окончательного решения, что побуждает 
ученых к дальнейшим исследованиям.

Экспериментально показано, что кру-
глая струя теряет устойчивость при относи-
тельно небольших скоростях потока. Одним 
из первых, кто проводил соответствующие 
эксперименты, был Г. Шаде; они описаны 
в работе [4]. Его опыты указали на воз-
можность получить устойчивое струйное 
течение при числах Рейнольдса в несколь-
ко сотен. Далее, в 1962 году, А. Виилу [5] 
получил результат, несколько противоре-
чащий данным Шаде, определив критиче-
ское число Рейнольдса в диапазоне всего 
лишь 10,5 – 11,8. В том же году результа-
ты аналогичных экспериментов опублико-
вал А.Дж. Рейнольдс [6], который привел 
достаточно детальное описание сценариев 
потери устойчивости потока. 

В подобных экспериментах входные 
условия часто реализуются при помощи 
длинной трубы, профиль скорости на вы-
ходе из которой должен быть близок к па-
раболическому профилю Пуазейля. Однако 
выходные характеристики сильно зависят 
от длины подводящей трубки.

Относительно недавняя серия экспери-
ментов [7, 8] отличается тщательным ис-
следованием выходного профиля скорости. 
Измерения показали, что длина подводя-
щей трубки, составляющей около 200 диа-
метров канала, оказывается достаточной, 
чтобы сформировать параболический про-
филь скорости вплоть до чисел Рейнольдса 
порядка 6700. Кроме того, было установ-
лено, что при высоких значениях скорости 
потока и достаточно близко к соплу, начи-
нает развиваться неосесимметричная мода, 
визуализированная в поперечном сечении. 

В экспериментах В.В. Леманова и др. 
[9] изучались затопленные струи, вытека-
ющие из подводящей трубки длиной 100D  
(D – диаметр трубки). Кроме того, была 
проведена визуализация течения и показа-

но, что при увеличении числа Рейнольдса 
область устойчивого ламинарного течения 
сокращается. При этом обнаружено (в со-
гласии с результатами предыдущих авто-
ров), что в области, расположенной  перед 
окончательной турбулизацией струи, начи-
нают возрастать синусоидальные возмуще-
ния. Экспериментальные данные этой ра-
боты будут далее нами использоваться для 
качественного и количественного сравне-
ния с представленной ниже теорией.

Аналитическое исследование этой за-
дачи началось с работы Дж.К. Бэтчелора 
и А.Е. Гилла [5], в которой авторы уста-
новили, что в невязком случае неустойчи-
вой модой в дальнем поле является только 
синусоидальное возмущение. Однако они 
указали, что учет расширения струи вниз 
по потоку может несколько изменить вы-
воды, полученные при помощи плоскопа-
раллельного приближения. 

Т. Татсуми и Т. Какутани [10] отмечают, 
что анализ устойчивости непараллельных 
потоков недостаточно развит в теории ги-
дродинамической устойчивости, в рамках 
которой даже такие течения, как струи и 
следы рассматриваются как квазипарал-
лельные. Ч.-Х. Линг и У.К. Рейнольдс [11] 
развили подход, при котором учитывается 
расширение потока в рамках теории воз-
мущения. В.К. Гарг [12] использовал более 
общий подход, который применялся только 
к (двумерной) струе У.Г.  Бикли [13]. В от-
личие от двумерного случая, где характери-
стики возмущений меняются с продольной 
координатой неавтомодельным образом и 
необходимо использовать некоторые при-
ближения [14, 15], в трехмерном случае об-
щий вид возмущений может быть выписан 
при помощи соображений автомодельно-
сти. Впервые такой анализ был выполнен 
О.А. Лихачёвым [16] для струи Шлихтинга. 
Помимо неустойчивых возмущений с m = 1  
(m – азимутальное волновое число), были 
обнаружены неустойчивые осесимметрич-
ные моды с m = 0. И хотя осесимметричные 
возмущения оказались наиболее неустой-
чивыми  только в небольшом диапазоне 
довольно малых чисел Рейнольдса, это по-
зволило качественно объяснить экспери-
ментально наблюдаемые осесимметричные 
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пульсации, описанные У.К. Рейнольдсом. 
Напомним, что при относительно больших 
значениях чисел Re наиболее опасными 
становятся возмущения при m = 1. В дан-
ном анализе использовано решение Шлих-
тинга, которое является аналогом точного 
решения Ландау в приближении погранич-
ного слоя. 

В. Штерн и Ф. Хуссейн [17] прове-
ли аналогичный анализ для струи Ландау. 
В отличие от прежних работ, где зависи-
мости возмущения v от продольной коор-
динаты имели вид v ∝ eik(x)x (x – коорди-
ната вдоль направления распространения 
струи, k(x) – продольное волновое число), 
при котором максимальное значение v 
уменьшается вниз по течению, эти иссле-
дователи  рассмотрели возмущения вида  
v ∝ eik(R)lnR (R – сферический радиус), опи-
раясь на предыдущие работы для двумер-
ного случая [14, 15]. Таким образом, авто-
ры исследовали возмущения со степенной 
зависимостью от R и получили результаты, 
аналогичные представленным в работе [16]. 
Однако они рассмотрели только нейтраль-
ные решения (мнимая часть k = 0).

Помимо нестандартной зависимости от 
пространственной координаты, возмуще-
ния также не будут иметь (чисто) экспонен-
циальную зависимость от времени. Таким 
образом, анализ устойчивости не является 
модальным, что следует из того факта, что 

характерное время в струйной задаче уве-
личивается как (R/|u|) ∝ R2 вниз по тече-
нию, где |u| – значение локальной скорости 
на оси струи. Вместе с основным течени-
ем, эволюционируют и возмущения, длина 
волны и характерное время колебания ко-
торых также растет с величиной R [12]. На 
основе выводов работы [16] мы можем за-
ключить, что если необходимо рассмотреть 
пространственную эволюцию малого воз-
мущения фиксированной частоты 0,ω  то 
нейтральная кривая 0( )Reω  и масштабное 
подобие ω0 ∝ R–2 определят диапазон изме-
нения R, в котором это возмущение будет 
расти, для данного значения числа Re.

Это утверждение подтверждено трех-
мерными расчетами задачи устойчивости 
[18]. Кроме того, в работе [19] имеется важ-
ное замечание, что расчеты задачи устой-
чивости в неограниченных областях сильно 
осложняются численными трудностями из-
за «выходных» граничных условий; послед-
ние могут существенно исказить получае-
мые результаты. 

Из анализа вышеприведенного краткого 
обзора следует,  что использование автомо-
дельного вида возмущений позволяет из-
бежать упомянутых численных трудностей. 
Это утверждение можно рассматривать и 
в качестве дополнительного аргумента в 
пользу автомодельного подхода в данной 
задаче.

b)а)

Рис. 1. Графическое представление решения (3):
а  – идеализированное осесимметричное струйное течение (показаны линии тока),  

вызванное локализованным источником движения (LMS), и системы координат (сферическая  
и цилиндрическая); b – одна из реализаций такого течения – струя жидкости, вытекающая  

из длинной трубы в затопленное пространство; NF, FF – ближнее и дальнее поля, соответственно
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Постановка задачи

Исследуется эволюция возмущений v 
некоторого ламинарного поля скорости U; 
при этом полное поле скорости представ-
ляется как u = U + v. Подставим это пред-
ставление в уравнения Навье – Стокса и 
проведем линеаризацию, считая при этом, 
что амплитуда возмущения скорости мала, 
по сравнению с основным потоком. Полу-
чаем следующее уравнение:

,
1

( ) ( )
t

∂
+ ⋅ ∇ + ⋅ ∇ = − ∇χ + ν∆

∂ ρ
v v v vU U  

где χ  – возмущение поля давления, ν – 
кинематическая вязкость, ρ  – плотность 
жидкости.

Поле скорости основного течения опи-
сывается точным решением уравнений На-
вье – Стокса, которое можно представить в 
сферической системе координат ( , :),R θ ϕ  
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Параметр A связан с «импульсом» струи 

Px следующим образом:

2
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Это решение было получено Н.А. Слез-
киным [20], Л.Д. Ландау [21] и Г.Б. Сквай-
ром [22] и соответствует струйному тече-
нию, вызванному точечным источником 
импульса. 

На рис. 1 приведено графическое пред-
ставление полученного решения. В нашем 
исследовании  оно используется в каче-
стве основного потока, так как его прямое 
сравнение с экспериментальными данными 
показало хорошее соответствие в дальнем 
поле струи [23 – 25]. 

Поскольку в постановке задачи отсут-
ствует характерная размерность длины, из 
соображений размерности будем искать 
возмущения в следующем классе:
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где переменная / .( )R tη = ν  
Стоит отметить, что переменные ψ  и 

η  были также использованы при анализе 
двумерных [14, 15, 26, 27] и трехмерных  
[28 – 30] конических течений. При помощи 
метода разделения переменных можно по-
казать, что в случае y = 0 (A → ∝) решение 
выражается аналитически через полиномы 
Лежандра по переменной ψ  и через гипер-
геометрические функции по переменной η  
[31]. Фактически это означает, что реше-
ние имеет степенную зависимость от ,η  что 
неудивительно, потому что представление 
поля скорости основного потока, моти-
вированное соображениями размерности, 
имеет степенную зависимость R−1. Далее 
преобразуем степенную зависимость с не-
ким показателем n следующим образом:

2 /2
0 0

2
0 0

( / ) ( / )

exp[ ln( / ) ( / 2) ln( / )],

n n nR R t R

n R R n t R

−η = ν =

= − ν

где R0 – некоторая постоянная размерности 
длины (радиус подводящей трубки). 

Видно, что в случае y ≠ 0 целесообразно 
рассмотреть задачу устойчивости к возму-
щениям в виде волн в новых переменных:

0

2
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R ik i im

R R t R

= ν ψ ξ − ω τ + ϕ

ξ = τ = ν

v v
 

где v0 – безразмерный вектор, зависящий 
только от угла ;ψ  k, m – радиальное и ази-
мутальное безразмерные волновые числа; 
ω  – безразмерная частота, τ  – безразмер-
ное время.

Тогда компоненты возмущения поля 
скорости и давления имеют вид:
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2

2
( ) exp( ln ),q ik i im

R
ρν

χ = ψ ξ − ω τ + ϕ

где f, g, h, q – безразмерные функции толь-
ко угловой переменной ψ. 

Подставим представление (7) в уравне-
ния (1), и после некоторых преобразований 
получим систему обыкновенных диффе-
ренциальных уравнений:
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где 2 )/ (R vtΩ = ω  – некоторый постоян-

ный параметр, играющий роль обобщенной 
частоты; он включает в себя зависимость от 
радиуса и времени (пропорционально пере-
менной 2η ). 

Во втором уравнении системы (8) по-
нижен порядок производной функции g 
со второго до первого при помощи урав-
нения неразрывности. Стоит отметить, 
что уравнения (8) оказываются идентичны 
уравнениям, полученным В. Штерном и 
Ф. Хуссейном, где, однако, рассматрива-
лась экспоненциальная зависимость возму-
щения от времени (точнее от 21 / η ). При 
выводе потребовалось использовать при-
ближение дальнего поля ( ,η → ∞  что экви-
валентно 0τ → ) и отбросить ряд слагаемых 
с высокими степенями .τ  В настоящей ра-
боте не делается никаких приближений при 
выводе данных уравнений, кроме того, что 
Ω  считается постоянным параметром.

Для полной постановки задачи систе-
ма уравнений (8) должна быть дополнена 
подходящими граничными условиями. Из 
представления (7) вытекают следующие 
требования, налагаемые на поле скоро-
сти:

( 1) 0, ( 1) 0,g h± = ± =

они соответствуют требованиям ограничен-
ности функций g и h.

(7)

Рис. 2. Схема используемого численного алгоритма: 
В диапазонах ψ ∈ [−1,0; ψc] и [ψp; 1,0] используются асимптотические разложения  

некой пробной функции Ψ в окрестности особых точек ψ = ±1,0; пунктирные кривые 
1, 2 – области  дальнейшего  численного интегрирования; в точке ψm необходимо  

обеспечить непрерывность значений функции ψ и ее производных 

(8)

(9)
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Процедура численного решения

Процедура численного решения полу-
ченной системы уравнений схематически 
изображена на рис. 2. Поскольку точки 

1,0ψ = ±  являются особыми, необходимо 
найти асимптотическое разложение функ-
ций задачи в их окрестности и сместить 
начало численного интегрирования. В диа-
пазонах ]1,0[ ; cψ ∈ − ψ  и ];  0[ 1,pψ  использу-
ются асимптотические разложения некой 
пробной функции Ψ  в окрестности особых 
точек 1,0ψ = ±  (см. разложение (10)). Далее 
строятся два решения уравнений (8) чис-
ленным интегрированием от cψ  до mψ  и 
от pψ  до .mψ  В точке mψ  необходимо обе-
спечить непрерывность значений функции 
Ψ  и ее производных, согласно порядку си-
стемы дифференциальных уравнений (см. 
условия (11)).     

Можно показать [32], что для уравнений 
типа Лежандра функции задачи пропорци-
ональны множителю (1 − x2)m/2 и определен-
ной аналитической (в окрестности 1,0ψ = ± ) 
функции, которую, в свою очередь, можно 
представить в виде ряда Тейлора. 

Таким образом, некоторую пробную 
функцию Ψ (f, g, h или q) в окрестности 
точки 1, 0ψ =  можно представить в следу-
ющем виде:

2 /2
0 1

2 3
2 3

(1 ) ( (1 )

 (1 ) (1 ) ...),

mΨ = − ψ Ψ + Ψ − ψ +

+ Ψ − ψ + Ψ − ψ +

где комплекснозначные коэффициенты 
разложения 0 1 2 3, , ,Ψ Ψ Ψ Ψ  определяются 
при подстановке функции (10) в систему 
уравнений (8). Некоторые параметры оста-
ются неопределенными (свободными); их 
следует находить уже при непосредствен-
ном решении спектральной задачи. 

Разложение, аналогичное выражению 
(10), можно выписать и в окрестности точ-
ки 1, 0.ψ = −  Далее для выбранных значений 
A (в функции y), Ω  и набора свободных 
параметров надо построить два численных 
решения, при этом интегрирование уравне-
ний (8) начинается из точек 1, 0c cψ = − + ε  
и 1, 0 ,p pψ = − ε  где cε  и pε  – малые па-
раметры (в диапазоне 10–5 – 10–3). В неко-
торой точке mψ  ( mψ = 0,9 для найденных 
ниже решений), выбор которой не влияет 

на результат, необходимо удовлетворить 
условиям непрерывности функций задачи 
и их производных, согласно порядку си-
стемы обыкновенных дифференциальных 
уравнений. А именно, необходимо выпол-
нить следующие условия:

( ) ( ), ( ) ( ),

( ) ( ),
m m m m

m m

f f f f

g g
− + − +

− +

′ ′ψ = ψ ψ = ψ

ψ = ψ

( ) ( ), ( ) ( ),

( ) ( ),
m m m m

m m

h h h h

q q
− + − +

− +

′ ′ψ = ψ ψ = ψ

ψ = ψ

где плюс и минус соответствуют решени-
ям, полученным при интегрировании си-
стемы уравнений из точек pψ  и ,cψ  соот-
ветственно. 

Условия (11) достигаются варьирова-
нием свободных параметров и волново-
го числа k = kre + ikim при помощи метода 
Ньютона. Аналогичная схема расчета была 
использована нами в работе [33].

Результаты и их обсуждение

Растущие возмущения (при –kim > 0) 
были обнаружены только для азимуталь-
ных волновых чисел m = 0 и m = 1, как 
и в работе [17], в которой, однако, иссле-
довались только нейтральные возмущения  
(kim = 0). Таким образом, в работе [17] зави-
симость kim(Re) не была проанализирована, 
что как раз позволяет нам провести полно-
ценное сравнение с экспериментальными 
данными, как будет показано ниже. В дан-
ной задаче удобно использовать число Рей-
нольдса, построенное по скорости на оси и 
расстоянию от начала координат:

1

4
Re | (1) ,

1
RU R

y
Aψ= ′= = − = −

ν −

согласно точному решению (2). 
На рис. 3 показаны дисперсионные 

кривые ( )imk− Ω  для различных  чисел Рей-
нольдса Re и m = 0. При увеличении числа 
Рейнольдса выше критического значения 
Recrit

m=0 = 26,20 появляется диапазон значе-
ний ,Ω  для которых существуют решения, 
у которых –kim > 0. Следует отметить, что в 
работе [17] указано, что Recrit

m=0 = 28,1. Не-
большое отличие можно объяснить недо-
статочно аккуратным алгоритмом расчета 
спектральной задачи, используемым в ра-

(10)

(11)

(12)
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боте [17], где не были использованы асим-
птотические разложения функций задачи в 
окрестности точек 1, 0.ψ = ±  

Текущая постановка задачи позволяет 
исследовать эволюцию возмущений во всем 
пространстве, благодаря автомодельности 
основного течения и рассматриваемых воз-
мущений и, таким образом, является глобаль-
ной. Отношение амплитуды скорости возму-
щения на оси к скорости основного потока 
подчиняется следующей зависимости:

(Re)

(Re)1
0

/ [( / ) (1) ]

[( / ) (1)] ( / ) .

im

im

k
R R

k

U R f e

R y R R

− ξ

−−

= ν ×

′× −ν ∞

v

Амплитуда возмущения растет (затухает) 
вниз по потоку относительно основного те-
чения алгебраически в зависимости от рас-
стояния, отсчитываемого от начала коорди-
нат. При этом скорость роста определяется 
мнимой частью волнового числа и зависит 
от числа Рейнольдса. Очень важным оказы-

b)

а)

Рис. 3. Дисперсионные кривые −kim(Ω) в диапазонах  значений параметра Ω, 
равных (0 – 0,35) (а) и (0 – 200) (b), для самого неустойчивого решения  

при m = 0, при разных значениях числа Рейнольдса Re: 
20 (1), 25 (2), 33,33 (3), 40 (4), 50 (5), 100 (6) и 200 (7)

(13)
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вается абсолютное значение –kim(Re). 
На рис. 4 показана зависимость макси-

мального значения ),(imk− Ω  полученного 
для каждой дисперсионной кривой, при 
различных значениях �����������������  Re���������������  . Видно, напри-
мер, что, несмотря на существование  по-
ложительных значений –kim для Re ≤ 40, 
эти значения не превышают 0,01. Это дает 
основание утверждать, что отношение ам-
плитуды возмущения к скорости основного 
потока на оси вырастет всего на 7 % (при-
мерно) на расстоянии R/R0 = 103, по срав-

нению с этим отношением на расстоянии  
R/R0 = 1. При значении Re = 200 пик ве-
личины –kim(Ω) на дисперсионной кри-
вой достигается для –kim = 0,087. Для этих 
параметров возмущение на расстоянии  
R/R0 = 103 вырастет на 82 %. 

Таким образом, можно заключить, что, 
несмотря на присутствие  в рассматривае-
мом течении механизма роста осесимме-
тричных возмущений, скорость такого роста 
оказывается крайне низкой. Это дает осно-
вания характеризовать осесимметричные 

Рис. 4. Зависимости максимального значения мнимой части –kim(а)  
и значения действительной части kreRe  (b) волнового числа k от величины  

числа Рейнольдса для самых неустойчивых решений при m = 0 (1) и m = 1 (2). 
Проведено сравнение (b) данных настоящей работы (символы)  

с таковыми работы [17] (сплошные линии). 
Значения Recrit

m=0  = 26,20 и Recrit
m=1  = 96,29 отмечены вертикальными пунктирами

b)

а)
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возмущения, в первом приближении, как 
нейтрально устойчивые. Вероятно, именно 
благодаря слабовыраженному эффекту воз-
мущения при  m = 0, справедливы только 
устойчивые решения в плоскопараллель-
ном приближении. На рис. 4, b приведено 
сравнение зависимости kreRe�������������� от числа Рей-
нольдса ��������������������������������Re������������������������������, полученное нами в данном ис-
следовании и в работе [17]. Отличительной 
особенностью  является отсутствие нижней 
ветви на кривой, относящейся к работе 
[17], что наглядно продемонстрировано на 
рис. 4, b.

На рис. 4, b также можно видеть, что 
при увеличении числа Рейнольдса Re до 
величины порядка 100, появляется неу-
стойчивое решение для m = 1. Полученное 
значение критического числа Рейнольдса 
составляет Recrit

m=1 = 96,29, что несколько 
меньше, чем соответствующее значение в 
работе [17] (Recrit

m=1 = 101). 
Сравнение функций максимально-

го значения ( )imk− Ω  от числа Рейнольдса  
Re  при m = 0 и при m = 1 указывает на 
то, что скорость роста возмущений при  
m = 1 существенно превышает таковую для  
m = 0 при увеличении числа Рейнольдса 
выше некоторого значения. При этом мак-
симальные значения –kim примерно одина-
ковы при  значениях Re ≈ 120 − 130.

Следующий этап проведенного нами 
исследования заключался в сравнении ре-
зультатов описанного выше линейного ана-
лиза устойчивости с экспериментальными 
данными, представленными в литературе. 
Определим связь числа Рейнольдса, кото-
рая выражается формулой (12), с этим чис-
лом, которое используется в экспериментах 
и численных расчетах. Число, построенное 
по диаметру выходного сопла D = 2R0 и 
среднерасходной скорости Ub , имеет вид

Re / .D bU D= ν

Рассмотрим параболический профиль 
скорости, сформированный в подводя-
щей трубе. В цилиндрических координатах 
( , , )x r ϕ  с центром в середине выходного 
сечения (x = 0) этот профиль имеет сле-
дующий вид:

2 2
0( ) 2 (1 / ),bU R U R R= −

где R0 – радиус трубы (как и прежде). 
Полный поток импульса через выходное 

сечение определяется следующим соотно-
шением:

0

2 2

0

( ) 2 ( ) .
R

xP U R dS U R RdR= ρ = πρ∫ ∫

 

Подставим формулу (15) в соотношение 
(16) и получим, что

2 21
Re .

3x DP = πρν

Таким образом, мы приходим к следую-
щей связи:

2

3
Re .x

D

P
=

πρν
 Следовательно, имеется однозначная 

связь между величинами ReD и Re (или 
между A и Re: Re = –4/(A – 1)). При боль-
ших значениях числа Рейнольдса можно 
выписать следующую асимптотику:

1/2

Re 8Re

2(8 ln 8 3 ln Re)Re ...,Re ,

D

−

= +

+ + − + → ∞

причем первое слагаемое часто использует-
ся в литературе (Re 8Re).D =

В таблице показано сравнение результа-
тов анализа для m = 1, полученных в дан-
ной работе, с результатами других авторов. 
Следует отметить, что критическое число 
Рейнольдса Recrit будет существенно ниже, 
если учитывать расширение струи, однако 
значения числа Рейнольдса ReD,crit при та-
ком учете будут различаться меньше. Не-
много ниже оказываются также значения 
действительной части волнового числа и 
обобщенной частоты. Тем не менее, дан-
ные, полученные В. Штерном и Ф. Хуссей-
ном, а также О.А. Лихачёвым, находятся в 
хорошем согласии с результатами текущих 
расчетов.

Далее производилась оценка расстояния 
L от источника струи, на котором амплиту-
да возмущения принимает некоторое кри-
тическое значение, так как течение дости-
гает турбулизации. В расчетах считается, 
что возмущение растет согласно формуле 
(13), в соответствии с рассмотренным ли-
нейным механизмом. Очевидно, что здесь 

(14)

(15)

(17)

(18)

(19)

(16)
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важно определить критерий ламинарно-
турбулентного перехода. 

В нашем исследовании принималось, 
что турбулизация происходит, когда в не-
которой точке амплитуда возмущения до-
стигает существенного преобладания над 
локальным значением скорости. Путем 
фиксирования этого расстояния, а также 
использования найденных зависимостей 
–kim(�������������������������������������Re�����������������������������������) и формулы (13), была получена за-
висимость L от Re.  

На рис. 5 приведено сравнение экспе-
риментальных данных, полученных А.Дж. 
Рейнольдсом [6], а также В.В. Лемановым 
и др. [9], с теоретической зависимостью, 
найденной в настоящей работе (показана 
сплошной линией). 

Полученное выражение имеет вид 

0,8

/ 2, 0 10 ,

1 1 / 0, 0081Re –  0,11 ;( )D

L D α= ⋅

α = +
 

оно найдено при помощи экстраполяции 

Таблица

Сравнение результатов разных авторов по анализу линейной устойчивости струи Ландау 
при значении азимутального волнового числа m = 1

Автор Recrit ReD,crit kre,crit Ωcrit

В. Штерн, Ф. Хуссейн [17] 101,0 27,77 1,85 84,00

П.Дж. Моррис [34] 177,1 37,64 2,12 86,66

О.А. Лихачёв [16] 94,46 27,49 1,55 59,72

Данная работа 96,29 27,10 1,78 76,93

Обозначения : Re – число Рейнольдса, определенное формулой (12), ReD  – число 
Рейнольдса, построенное по диаметру D выходного сопла; kre, – действительная часть 
волнового числа k; Ω – параметр, играющий роль обобщенной частоты; нижний ин-
декс “crit” указывает на критическое значение.

Примечания . 1. В работе [34] исследована устойчивость профиля скорости  
в плоскопараллельном приближении с использованием решения Шлихтинга. 
2. В статье [17] применялся такой же подход, как и в данной работе. 

Рис. 5. Теоретическая (линия) и экспериментальная (символы) зависимости расстояния,  
на котором происходит турбулизация струи, от построенного для D числа Рейнольдса.

Использованы экспериментальные данные работ [6, 9], теоретическая кривая получена в настоящей 
работе. В работе [6] диаметр подводящей трубки D = 0,32 мм (символы 6). Условия эксперимента  
в работе [9]: D = 0,5 мм (символы 1, 2); 1,0 мм (3, 4); 3,5 мм (5); измерения пульсаций скорости  

проведены термоанемометром (2, 4) и визуально (1, 3, 5)
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функции –kim(Re) на более высокие значе-
ния числа Рейнольдса Re. 

Сравнение теоретических и экспери-
ментальных результатов дает хорошее коли-
чественное согласие, несмотря на гораздо 
более сложные (по сравнению с моделью) 
процессы турбулизации в действительно-
сти,  включающей этап нелинейного ро-
ста возмущения. Важно отметить, что при 
значении ReD > 2000 в вытекающем потоке 
из трубы уже наблюдались турбулентные 
пульсации (согласно информации, полу-
ченной от В.В. Леманова), что ограничи-
вает область сравнения теоретических и 
экспериментальных данных до значений  
ReD < 2000.

Заключение

В данной работе рассмотрена линейная 
задача устойчивости для затопленной струи 
Ландау – Сквайра. Показано, что ампли-
туда собственных возмущений изменяет-
ся в пространстве степенным образом как 
функция сферического радиуса R, отсчиты-
ваемого от источника движения. 

Получена задача на собственные значе-
ния, которая решается численно. Найдены 
неустойчивые возмущения для первых двух 
азимутальных волновых чисел (m = 0 и 1); 
при этом соответствующие критические 

значения числа Рейнольдса, построенного 
по среднерасходной скорости с параболи-
ческим распределением внутри подводя-
щей трубы и ее диаметру, составили

ReD
m = 0 = 13,98;

ReD
m = 1 = 27,10,

соответственно. 
Показано, что инкремент роста синусо-

идальных возмущений становится больше 
при значениях ReD > 31, т. е. больше, чем у 
осесимметричных возмущений. 

Предложен модельный критерий 
ламинарно-турбулентного перехода в даль-
ней области струи, который основан на 
том, что отношение амплитуды скорости 
возмущения к скорости основного пото-
ка меняется в пространстве как степенная 
функция от R; при этом инкремент роста 
известен из решения сформулированной 
спектральной задачи. 

Впервые получено хорошее согла-
сие между результатами линейной теории 
устойчивости и экспериментальными дан-
ными при значениях ReD < 2000 для величи-
ны координаты ламинарно-турбулентного 
перехода как функции числа Рейнольдса.

Работа выполнена при финансовой под-
держке гранта Российского научного фонда  
№ 14-19-01685.
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