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Рассмотрены случаи идеальной фокусировки пучка заряженных частиц в присутствии 
постоянного магнитного поля. Показано, что идеальная пространственно-временная фоку-
сировка по одному из направлений сохраняется в магнитном поле только при однородности 
последнего и совмещении его направления с направлением квадратичного нарастания потен-
циала электрического поля. В качестве примера рассмотрено наложение магнитного поля на 
осесимметричные электростатические поля, практически применяемые в масс-спектроме-
трии. Сделан вывод о необходимости линейности хотя бы одного из уравнений отделяемого 
движения для обеспечения идеальной пространственно-временной фокусировки.
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Введение

Полевые структуры, обеспечивающие 
идеальную пространственно-временную фо-
кусировку (ИПВФ) пучка заряженных ча-
стиц по одному из направлений, являются 
в настоящее время теоретической основой 
синтеза широкого класса высокоразреша-
ющих масс-спектрометрических приборов 
[1, 8 – 11]. В работе [2] впервые указана вся 
совокупность электростатических полей, 
обладающих квадратичной зависимостью 
потенциала от одной из координат. Именно 
такие поля и обеспечивают ИПВФ пучка. 
Электростатические интегрируемые систе-
мы с идеальной пространственно-временной 
фокусировкой по одному из направлений к 
настоящему времени достаточно полно изу-
чены [3 – 7]; среди неинтегрируемых вариан-
тов особое внимание было обращено на так 
называемые ловушки Кассини [8 – 11], даю-
щие в ряде случаев возможность совместить 
функционал собственно ловушки и системы 
подготовки ионного пакета [11].

Возможности синтеза разнообразных, 
идеально фокусирующих систем, реализуе-
мых в электростатике, практически ничем не 
ограничены. Однако для полноты картины 
целесообразно снова рассмотреть проблему 
сохранения ИПВФ в присутствии магнитно-
го поля (более ранее обсуждение вопроса см., 
например, в статье [12]).

Анализ идеально фокусирующих систем

Для начала перейдем к построению без-
размерной модели поставленной задачи. Как 
известно, движение заряженной частицы в 
электрическом поле с потенциалом Φ и маг-
нитном поле с вектором магнитной индук-
ции B описывается уравнением

2

2 grad ,d dm q q
d t d t

= − ⋅ Φ+ ×
R R B (1)

где m, q – масса и заряд иона; R – радиус-век-
тор частицы ; t – время.

Введем безразмерные переменные r, τ, ϕ, 
b, μ через следующие соотношения:

где l – характерный габарит системы; Φ
0
, 

B
0
 – ее характерный потенциал и индукция 

магнитного поля; T – единица времени; m
0
 – 

единица массы;

– соответственно безразмерный радиус-век-
тор и безразмерный вектор магнитного поля, 
всюду единичный для однородного поля и 
единичный в выбранной точке пространства 
для неоднородного поля. 

Подставив новые переменные в уравне-
ние (1), получим:
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Тогда получим уравнение движения в виде

Принимая в качестве константы измере-
ния времени величину T, необходимо вы-
брать один из трех вариантов: сделать еди-
ницей коэффициент при первом слагаемом 
правой части, либо то же при втором слага-
емом, либо потребовать определенной связи 
между величинами этих коэффициентов. 

Остановимся на первом варианте, поло-
жив

22
0

2 2
0

0

0

.

Td q
d m l

T B dq
m d

Φ ∂φ
µ = − ⋅ ⋅ +

τ ∂

+ ⋅ ⋅ ×
τ

r
r

r b

0

0

.
| |

mT l
q

=
Φ

(2)

,µ =−∇φ+β⋅ ×r r b  (3)



Научно-технические ведомости СПбГПУ. Физико-математические науки. 13 (4) 2020

104

решение которого имеет вид

где точка над символом обозначает диффе-
ренцирование по τ, а градиент берется уже 
по компонентам вектора r. Параметр β опре-
деляется выражением

Для случая однородного магнитного 
поля, направленного вдоль оси z, очевидно, 
b = ez. Данная схема введения безразмерных 
переменных отличается от принятой в рабо-
тах [3 – 7], поскольку наличие магнитного 
поля влияет на геометрию траекторий частиц 
различной массы. Безразмерный потенциал 
идеально фокусирующей электростатиче-
ской системы имеет вид [2]:

Благодаря аддитивному члену z2 в потен-
циале (5), движение по направлению z в поле 
с потенциалом (5) при значении параметра  
β = 0 отделено от движения по направлени-
ям x, y и подчиняется уравнению гармониче-
ских колебаний:

не зависит от начальных данных и определя-
ется величиной поля и отношением заряд/
масса. 

Таким образом, в проекции на плоскость, 
ортогональную вектору магнитной индук-
ции, через время, равное периоду T, осущест-

Решение (7) гарантирует идеальную про-
странственно-временную фокусировку пуч-
ка в плоскостях z = ±z

0
 при старте заряжен-

ных частиц из плоскости z
0
 с любыми      либо 

фокусировку пучка в плоскости z = 0 при их 
старте из различных точек z

0
 с нулевой z-ком-

понентой начальной скорости. 
Наложение внешнего магнитного поля 

видоизменяет уравнение движения по z:

0
0 0

1 .ql B
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Φ

(4)
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2 ,z zµ = − (6)

0z

Очевидно, что только при b = ez уравнение 
(8) сохраняет вид (6), характерный для случая 
электростатики, обеспечивая независимость 
колебаний по оси z от движения в плоскости, 
ортогональной z. При условии b

x
 ≠ 0 либо b

y
 ≠  

≠ 0 имеет место «перепутывание» координат 
в системе (3), ввиду чего движение по на-
правлению z не отделяется, нарушается ли-
нейность (если только потенциал не является 
квадратичной формой и система уравнений 
движения не является полностью линейной; 
см., например, работу [13]). Поле должно 
быть однородным, поскольку зависимость 
любой компоненты вектора b от координат 
влечет за собой отличие от нуля и зависи-
мость от координат еще одной (по крайней 
мере) компоненты вектора в силу уравнения 
div b = 0. 

Таким образом, расширение класса полей 
с идеальной пространственно-временной фо-
кусировкой становится возможным, лишь ес-
ли включить в него системы следующего вида: 

электростатическое поле типа (5) +
+ однородное магнитное поле, 

направленное вдоль оси z.

Здесь же напомним, что однородное маг-
нитное поле обеспечивает идеальную про-
странственно-временную фокусировку пуч-
ка и в следующих хорошо известных случаях, 
которые рассмотрим в размерных координа-
тах в предположении B = (0, 0, B).

1. E = 0, B ≠ 0. Период вращения частиц в 
однородном магнитном поле

2 ( ).y xz z xb y bµ = − +β −  (8)

2 mT
q B
π

= (9)

(7)0 0
2 2cos sin .

2
z z z

   µ
= τ + τ      µ µ   


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вляется идеальная фокусировка пучка в точ-
ке, совпадающей с точкой старта. В ней фо-
кусируются частицы всех масс, но в разные 
моменты времени. Движение вдоль вектора 
B – равномерное. При ненулевой z-компо-
ненте начальной скорости частиц источник 
становится пространственно (по координа-
те z) разделенным с детектором. Времяпро-
летный спектрометр, действующий на этом 
принципе, описан в статье [14].

2. E ≠ 0, B ≠ 0, вектор E параллелен век-
тору B. Этот случай аналогичен первому, но 
движение по z – равноускоренное, поэтому 
можно управлять размером изображения на 
детекторе.

3. E ≠ 0, B ≠ 0, вектор E не параллелен 
вектору B. Пусть для определенности вектор 
электрического поля ориентирован следую-
щим образом:

E = (–Ex, 0, Ez).

Это обобщение случая скрещенных полей 
(известен из элементарного курса физики), 
также обеспечивающего идеальную одно-
мерную пространственно-временную фоку-
сировку через время, кратное периоду T (см. 
формулу (9)), в плоскости, проходящей через 
точку старта ортогонально оси x. В отличие 
от случая 2, точка фокусировки смещена 
относительно точки старта на расстояние 
2πmE

x 
/ (qB2) в направлении y. Линии спек-

тра масс разворачиваются в виде отрезков, 
параллельных вектору B. Времяпролетные 
свойства циклоидального масс-спектроме-
тра использованы в патенте [15].

Среди комбинаций электрического поля, 
квадратичного по одной из координат по-
тенциала, и однородного магнитного поля, 
направленного вдоль того же координатного 
направления, интересен случай полей с осе-
вой симметрией. Он обсуждался в работах 
[16, 17], но в другом контексте. 

Дальнейшее рассмотрение проблемы бу-
дет вестись только в безразмерных коорди-
натах (2) – (4). 

Наиболее общий вид потенциала (5) в осе-
симметричном случае следующий:

Данное выражение включает в себя поле 
орбитальной ловушки [1] (α = 1), удержива-
ющее частицы при определенных начальных 
скоростях, а также поле гиперболоида (α = 0)  
и поле квадрологарифмического типа (α =  
= –1), принципиально не удерживающие 
частицы по координате r в отсутствие маг-
нитного поля. Потенциал (10) обеспечивает 
гармонические колебания иона по направ-
лению z (гарантируя ИПВФ) и его радиаль-
но-азимутальное движение в поле эффектив-
ного потенциала, имеющего вид

Возникшая в данном варианте обезразме-
ривания зависимость U

0
 от массы μ исчезнет, 

если учесть, что полная энергия частицы свя-
зана с начальными данными соотношением

(11)
4 2 2

0 0
0 2( ) ln .

2 2
r rU r r

r
γ

= µ − +α


(12)

2 2 2 2
0 0 0 0

2 2 2
.r z

r r z

E E E Eγ

 γ
µ + + = 
 
= = + +

 

Тогда                           и
2 2

0 0

2
r Eγ

γ
µ =



2 2
0

0 2( ) ln .
2

r rU r E r
rγ= − +α (13)

Погружение системы (10) в однородное 
магнитное поле приводит к замене эффек-
тивного потенциала (11) потенциалом

2 4
0

0 2

2 2

( )
2 2

1 ln
4 2

rU r
r

r r

β

  µβ
= γ + + µ 

 β
+ − +α µ 



(14)

(10)

2
2( , ) ln ,

2
{ 1, 0, 1}.

rr z z rφ = − +α ⋅
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запишем выражение (14) в виде

при условии положительности дискрими-
нанта, а именно, при 8ac > –α2.

Тогда

– α2/(8a) < c < 0.

Поскольку a > 0, Uβ(r) → +∞ при r → 0. 
Поведение Uβ(r) при r → +∞ определяется 
знаком параметра c. Для c > 0 Uβ(r) → +∞ при 
r → +∞, а зависимость Uβ(r) имеет минимум, 
образуя потенциальную яму, удерживающую 
ионы. Для c < 0 Uβ(r) → –∞ при r → +∞ и яма 
эффективного потенциала существует лишь 
при наличии как минимума, так и максиму-
ма Uβ(r); удержание же иона в яме возможно 
лишь при выполнении определенных усло-
вий, связывающих начальные данные иона 
с параметрами полей, аналогичных случаю 
электростатики [19]. 

Итак, для случая c < 0 уравнение  
= 0 имеет два вещественных корня:

и, соответственно, вызывает деформацию ис-
ходного радиально-азимутального движения 
при сохранении идеальной пространствен-
но-временной фокусировки пучка по коорди-
нате z. Границы области радиального движе-
ния здесь существенно зависят от массы. 

Нулевому значению параметра α соответ-
ствует хорошо известная ловушка Пеннинга 
(см., например, монографию [18]). Этот слу-
чай достаточно изучен, поэтому сосредото-
чимся на вариантах α = ±1. 

Обозначив

2 4 2
0

0 , 1 ,
2 2 4

ra c
   µβ β

= γ + = −  µ µ   
 (15)

2

2( ) ln .
2

a c rU r r
rβ = + +α (16)

(17)

2
2 8

2
acr

c
−α± α +

=

Условие r2 > 0 приводит к неравенству

Требование отрицательности средней ча-
сти выражения (18) (то есть правая часть 
двойного неравенства (18)) обеспечивается 
выполнением условия β2 < 4μ, всегда верном 
при нулевом магнитном поле. Выполнение 
левой части двойного неравенства (18) реа-
лизуется соответствующим выбором началь-
ных данных.

Равенство c = 0 для α = 1 делает возмож-
ным существование ямы эффективного по-
тенциала (16) при любых начальных данных. 
Если же c > 0, яма гарантирована для ионов 
с произвольными условиями старта при лю-
бом значении α. Таким образом, вариант  
α = 1 соответствует системе, способной удер-
живать ионы с любыми массами μ, но для  
μ ≥ β2/4 – лишь при определенных началь-
ных данных. 

Для системы с α = –1 выполнение условия 
c > 0 создает возможность удерживать ионы, 
отсутствующую в чисто электрическом поле. 
При этом требование μ < β2/4, эквивалентное 
неравенству c > 0, устанавливает предельное 
значение массы ионов, радиально устойчи-
вых в магнитным поле величины β. Устрой-
ство на базе таких полей также применимо в 
масс-спектрометрии. 

В заключение укажем на упомянутый в 
статье [13] случай слабо меняющегося одно-
родного магнитного поля, также расширяю-
щий исследуемый класс полей с ИПВФ.

Заключение

В результате настоящего рассмотрения 
можно сделать вывод о том, что необходи-

которое, при соблюдении соотношения (17), 
всегда выполняется для α = 1 и никогда для  
α = –1. Используя выражения (15), (17) для  
α = 1, получаем неравенства

2 8 0,ac−α± α + <

22
4

0 01 4 1 0.
4 2

r
   β β

− < µ − ⋅ γ + <   µ µ  
 (18)

( ) /U r rβ∂ ∂ =
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мым условием идеальной пространственно- 
временной фокусировки в системе хотя бы 
по одному из направлений является либо 
линейность уравнения с отделяемым движе-
нием по этому направлению, либо, при пе-
ремешанности координат, линейность всей 
системы уравнений движения (в том числе, 
при соблюдении кратности частот колеба-
ний дающая фокусировку по нескольким 
направлениям). Магнитное поле обязано 

быть только однородным, можно исполь-
зовать его воздействие на ионы в качестве 
удерживающего, в том числе в качестве ком-
пенсатора расталкивающих сил электриче-
ского поля.
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