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Изучены возможности гибридного метода крупных частиц с использованием известных и 
новых задач Римана в двумерных областях. Метод обладает вторым порядком аппроксима-
ции по пространству и времени на гладких решениях. Монотонность решений обеспечива-
ется нелинейной коррекцией искусственной вязкости и гибридизацией конвективных пото-
ков. Детально исследованы центрально-симметричные задачи со сложной ударно-волновой 
структурой и развитием неустойчивости на контактной границе. Тестовые расчеты проде-
монстрировали высокую разрешающую способность, малую диссипативность и устойчи-
вость метода.
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Математическое моделирование физических процессов

Введение

Вычислительная гидродинамика интен-
сивно развивается в последние десятилетия, 
что стимулируется разработкой исследова-
тельских и коммерческих пакетов приклад-
ных программ для расчета и обоснования 
параметров технических устройств, приме-
няемых в различных технологических про-
цессах, на разных стадиях производства, 
например в авиастроении, ракетно-косми-
ческой технике и энергетике. 

К настоящему времени сформировался 
ряд подходов построения дискретных моде-
лей, сохраняющих монотонность и имеющих 
повышенный порядок аппроксимации для 
расчетов газодинамических течений. Такие 
расчеты основаны на точном или прибли-
женном решении распада разрыва (схемы 
типа Годунова [1 – 3]); схемах с уменьшени-
ем полной вариации (TVD-реконструкции, 
англ. Total Variation Diminishing [4 – 6]); 
взвешенных, существенно неосциллирую-
щих схемах (WENO-схемы, англ. Weighted 
Essentially Non-Oscillatory schemes) на пе-
ременных шаблонах [7 – 9]; гибридных 
алгоритмах [10 – 12], компактных схемах  
[13 – 15] и др. 

Наряду с тенденцией построения схем 
четвертого, пятого и более высоких поряд-
ков аппроксимаций [8, 9, 15], для широко-
го круга задач сохраняют актуальность дис-
кретные модели второго порядка точности 
[16 – 20]. Например, достаточно подробное 
обсуждение таких схем можно найти в рабо-
те [19], в которой развивается MUSCL-под-
ход (Monotonic Upstream-Centered Scheme) с 
применением различных квазиодномерных 
схем реконструкции.

Гибридный метод крупных частиц был 
предложен для решения задач динамики 
многофазных сред на основе схемы с на-
страиваемыми диссипативными свойства-
ми (англ. CDP2 – Customizable Dissipative 
Properties), которая меняет порядок ап-
проксимации в зависимости от гладкости 
решения [21, 22]. Вместе с тем прикладные 
задачи зачастую содержат области как «чи-
стого» газа, так и зоны течений смеси газа 

с дисперсной фазой. Поэтому развиваемый 
метод должен обладать универсальностью 
и демонстрировать высокую разрешающую 
способность и монотонность в этих двух слу-
чаях. Обязательным требованием к новому 
численному методу является его проверка на 
серии тестовых задач в широком диапазоне 
параметров течения. Ранее метод верифици-
ровался на стандартных одномерных и дву-
мерных тестах [23 – 25]. 

Достоинства метода перед известными схе-
мами, учитывающими характеристические 
свойства законов сохранения, заключаются в 
расширении класса задач с уравнениями как 
гиперболического, так и смешанного типа с 
мнимыми компонентами характеристик. Ал-
горитм гибридного метода крупных частиц 
дает успешные результаты при решении тра-
диционно сложных вычислительных про-
блем, таких как образование искусственного 
пограничного слоя и фиктивной ножки Ма-
ха, возникновение ударных волн разрежения, 
«карбункул»-неустойчивости на гиперзвуко-
вых режимах обтекания, что характерно для 
схем типа Годунова [26]. Метод обладает ал-
горитмической простотой, а также хорошим 
соотношением диссипативных и дисперси-
онных свойств. Например, в тесте с двойным 
маховским отражением (англ. Double Mach 
reflection) гибридный метод крупных частиц 
превосходит по вихреразрешающей способ-
ности популярные схемы HLLC (Harten – Lax 
– van Leer Contact [27]) и WENO5 [11] (см. со-
поставление схем в статье [25]).

В настоящей работе проверяются вычис-
лительные свойства (монотонность, дис-
сипативность, вихреразрешающая способ-
ность) гибридного метода крупных частиц 
второго порядка точности по пространству 
и времени [28] при решении задач Римана в 
двумерных областях. Результаты сопоставля-
ются с базовым методом [29] и решениями по 
современным схемам повышенного порядка 
аппроксимации [15, 30]. Детально рассмо-
трены вопросы численного воспроизведе-
ния сложных ударно-волновых и вихревых 
структур. 

В цитируемых работах тестовые зада-
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чи решаются в формулировке Эйлера. Для 
корректности сравнения наши расчеты так-
же проводятся в невязкой постановке. Это 
объясняется необходимостью обоснования 
разрешения сетки для корректного решения 
уравнений Навье – Стокса при заданном 
числе Рейнольдса, когда схемная вязкость 
становится существенно меньше физиче-
ской [8].

Гибридный метод крупных частиц

Основные уравнения. Рассмотрим законы 
сохранения калорически совершенного газа 
в форме уравнений Эйлера:

где ρ, v, p, E – плотность, вектор скорости с 
компонентами u и v, давление, полная энер-
гия газа единицы массы; q, G, F – консерва-
тивные, потоковые, градиентные и деформа-
ционные величины соответственно; t – время. 

Уравнения (1) записаны в безразмерном 
виде для искомых функций

относительно произвольных размерных кон-
стант Θ

0
, P

0
. 

Координаты отнесены к характерному ли-
нейному размеру области определения задачи

а безразмерное время определяется как

В уравнениях (1) и далее в постановках за-
дач штрихи опущены.

0' / ,ρ = ρ Θ 0' / ,p p P=

0 0' / ,u u P= Θ 0 0' / ,v v P= Θ

' ,x x L= ' ,y y L=

( )0 0' / .t t L P= Θ

Замыкающее уравнение состояния име-
ет вид

где γ – показатель адиабаты.
Реализация метода. Запишем алгоритм 

гибридного метода крупных частиц с на-
страиваемыми диссипативными свойствами 
(CDP2 – Customizable Dissipative Properties) в 
конечно-объемной формулировке на ортого-
нальной равномерной сетке [28].

Схемы формулируются с расщеплением 
на Лагранжев (0), Эйлеров и заключитель-
ный (1) этапы, без ограничения общности в 
одномерном случае:

Для повышения до второго порядка ап-
проксимации по времени используем кор-
ректирующий шаг:

где τ = tk+1 – tk – шаг по времени (tk – времен-
ной слой); h – размер ячейки с ее центром xn 
и гранями

Если величины на гранях ячеек опреде-
лить как среднее арифметическое в центрах 
примыкающих ячеек, то получим бездисси-
пативную, но абсолютно неустойчивую схе-
му второго порядка аппроксимации. В базо-
вом методе крупных частиц потоки рассчи-
тываются с учетом их направлений схемами 
первого порядка [29].

Нелинейная коррекция метода. Для обе-
спечения устойчивости и монотонности 
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метода с сохранением второго порядка точ-
ности на гладких решениях используется не-
линейная коррекция градиентных и дефор-
мационных величин Fn±1/2 и потоков Gn±1/2.

На Лагражевом этапе (2) в схему

вносится нелинейная скалярная искусствен-
ная вязкость

где Qn±1/2 – обычная линейная диссипация, 
например типа Ландшоффа; ψv(rn±1/2) – огра-
ничитель вязкости с параметром отношения 
наклонов rn±1/2.

Параметр rn±1/2 вычисляется по условию

На гладких решениях сохраняется второй 
порядок аппроксимации:

На Эйлеровом и заключительном эта-
пе (3) рассчитываются примитивные пере-
менные φ = {ρ, u, E} с использованием ги-
бридной нелинейной коррекции (взвешена 
ограничителем потоков ψ

f
 аддитивной ком-

бинации противопоточной и центральной 
аппроксимаций) с точностью O(h2) на глад-
ких решениях:
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Затем формируются численные потоки 
массы

импульса                    и энергии                       
и определяются искомые функции:

Для нелинейной коррекции вязкости и 
потоков пригодны функции лимитирования 
TVD-типа. Далее используются следующие 
ограничители:
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которые будем указывать подстрочными 
индексами, например ψv,MM

 – ограничитель 
вязкости Minmod. 

Опыт расчетов показал, что ограничители 
наделяют гибридный метод крупных частиц 
численной диссипацией в порядке возраста-
ния ее уровня: SB, VL, MM.

На корректирующем шаге (4), (5) расчет-
ные формулы численных градиентов, мощ-
ности деформаций и конвективных потоков 
аналогичны приведенным, с заменой верх-
них индексов k обозначением (1), (0) – обо-
значением (2), (1) – обозначением (k + 1). В 
целом гибридный метод крупных частиц об-
ладает суммарной аппроксимацией второго 
порядка по пространству и времени O(h2 + 
+ τ2) на гладких решениях. 

Устойчивость метода. Шаг по времени 
определяется из условия Куранта – Фридрих-
са – Леви (CFL):

где CFL – фиксированное число Куранта,       
– скорость звука.

( )
CFL ,

max
k

k k
n nn

h
u a

∀

τ =
+

k
na

Численные эксперименты позволили обо-
сновать границу устойчивости гибридного 
метода крупных частиц как CFL < 0,7. Число 
Куранта задано в расчетах настоящей работы 
с учетом надежности и точности алгоритма – 
CFL = 0,4.

Результаты расчетов и их обсуждение

Рассматриваемые тестовые задачи служат 
для проверки свойств численных методов по 
воспроизведению скачков уплотнения, волн 
разрежения, контактных разрывов и вихре-
вых структур в двумерных областях.

Тесты 3, 4 и 12. Из большой коллекции 
двумерных задач Римана рассмотрим тесты 
3, 4 и 12 [30]. Далее полагаем, что газ – иде-
альный с показателем адиабаты γ = 1,4. За-
дачи решаются до момента времени T в ква-
драте

который разделен линиями x = 1/2 и y = 1/2 
на четыре квадранта.

В каждом квадранте заданы постоянные 
начальные условия в безразмерном виде (см. 
таблицу).

( ) ( ) ( ), 0,1 0,1 ,x y ∈ ×

Таблица
Постоянные начальные условия при расчетах для трех тестов

Позиция в квадрантах Параметр

Значение параметра в тесте и квадрантах
Тест 3,
T = 0,30

Тест 4,
T = 0,25

Тест 12,
T = 0,25

Сверху Снизу Сверху Снизу Сверху Снизу

Слева

p 0,3000 0,0290 0,3500 1,1000 1,0000 1,0000
ρ 0,5323 0,1380 0,5065 1,1000 1,0000 0,8000
u 1,2060 1,2060 0,8939 0,8939 0,7276 0,0000
v 0,0000 1,2060 0,0000 0,8939 0,0000 0,0000

Справа

p 1,5000 0,3000 1,1000 0,3500 0,4000 1,0000
ρ 1,5000 0,5323 1,1000 0,5065 0,5313 1,0000
u 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000
v 0,0000 1,2060 0,0000 0,8939 0,0000 0,7276

О б о з н а ч е н и я: p, ρ – безразмерные давление и плотность; u, v – безразмерные компоненты 
вектора скорости v; T – безразмерный момент времени, до которого решались задачи. 
 П р и м е ч а н и я. 1. Квадрат 0,1 × 0,1 разделен на 4 квадранта. 2. Номера тестов соответствуют при-
нятым в работе [30].
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Расчеты выполнены гибридным методом 
крупных частиц на равномерной сетке 400 × 
× 400 с ограничителями потоков ψf,VL и вязко-
сти ψv,VL (VL – Ван Леер, тесты 3 и 12), а тест 
4 – ψf,VL, ψv,MM (ММ – Minmod). На внешних 
границах заданы «мягкие» краевые условия 
эстраполяции. 

Точные решения для этих задач неизвест-
ны. Численные решения показаны на рис. 1 
в виде изолиний плотности и векторов ско-
ростей (стрелки). Для корректности сравне-

Рис. 1. Результаты численного решения задач Римана в двумерных областях  
базовым методом крупных частиц (a – c) и гибридным методом (d – h)  

с использованием тестов [30]: 3 (a, d, g), 4 (b, e) и 12 (с, f, h).
Для теста 3 получены 32 изолинии плотности от 0,16 до 1,71; для тестов 4 и 12 соответственно 29 изолиний  

от 0,52 до 1,92 и 30 изолиний от 0,54 до 1,70; g – решение с коррекцией стартовой ошибки;  
h – решение сопоставлено с WENO5 из работы [30]; векторы скоростей показаны стрелками

ния линии уровня плотности соответствуют 
приведенным в работе [30].

В рассматриваемых задачах реализуются 
течения с маховским (рис. 1, e, f) и двойным 
маховским (рис. 1, d) отражениями, а также 
конфигурации с близко расположенными 
контактными разрывами вдоль большей сто-
роны «линзы» (см. рис. 1, e, f). Для тестов 3 
и 12 дополнительно образуются диагонально 
направленные вихревые струи. В работе [30] 
обращено внимание на артефакт в тестовой 
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задаче 12, присущий в большей или меньшей 
степени всем рассматриваемым разностным 
схемам: в месте начального разрыва, в про-
цессе его распада и дальнейшего расчета 
остается энтропийный след.

Указанная вычислительная проблема 
проявляется в ряде других проверочных за-
дач и объясняется тем, что стартовая ошибка 
возникает в течение короткого промежут-
ка времени установления («размазывания») 
счетного профиля ударной волны и сохра-
няется в виде энтропийного следа [31]. Этот 
численный дефект может быть устранен пе-
реустановкой газодинамических параметров 
в спутном потоке за ударной волной через 
несколько шагов по времени до начальных 
значений (см. пример расчета на рис. 1, g). 
Обратим внимание также, что в тесте 12, в 
малой области порядка численного размера 
неподвижного тангенциального контактного 
разрыва, наблюдаются колебания плотности. 

Гибридный метод крупных частиц (рис. 1, 
d – f) демонстрирует значительные улучше-
ния по точности воспроизведения структур 
течений по отношению к базовому методу 
[29] (рис. 1, a – c) и схеме Годунова перво-
го порядка аппроксимации [32]. Алгоритм 
CDP2 в данных тестах превосходит по раз-
решающей способности цитируемые метод 
адаптивной искусственной вязкости второго 
порядка аппроксимации [16] и схему с кусоч-
но-параболической реконструкцией третье-
го порядка [18]. Результаты расчетов хорошо 
согласуются с лучшими схемами, представ-
ленными в статье [30].

Например, на рис. 1, h проведено прямое 
сопоставление со схемой WENO5 пятого 
порядка точности – нижний слой, поверх 
которого наложен верхний слой с резуль-
татами расчета гибридным методом CDP2. 
Заметим, что изолинии плотности практи-
чески совпадают во всем диапазоне их нане-
сения. Расчеты по схеме CDP2 находятся в 
хорошем соответствии с бикомпактной схе-
мой с консервативной монотонизацией [15] 
(результаты данных тестов не опубликованы, 
но любезно предоставлены нам для сопо-
ставления).

Тесты A, B, C и D. Для проверки работоспо-
собности гибридного метода крупных частиц, 
в частности уровня его диссипативных свойств 
и возможности выявления неустойчивости 
на контактной границе, представляют инте-
рес двумерные задачи Римана с центральной 
симметрией, например известный тест с ци-
линдрическим разлетом газа в бесконечную 
невозмущенную среду (Explosion problem) [30] 
– тест A. В дополнение к этому рассмотрим 
еще три модифицированные задачи: тесты B, 
C и D. Тестовая задача B формулирует разлет в 
неограниченный неподвижный газ из области 
повышенного давления квадратного сечения, 
а тесты C и D – это описанные выше пробле-
мы в пространстве, ограниченном твердыми 
стенками.

В силу центральной симметрии, расчеты 
выполняются в правом верхнем квадранте 
на равномерной сетке 400 × 400 с ограничи-
телем потоков ψf,VL и вязкости ψv,SB. Для ис-
ключения (минимизации) влияния внешних 
границ в случаях A и B, расчетная сетка уве-
личена до размера 500 × 500. Бесконечность 
моделировалась расширением сетки на 100 
ячеек с возрастанием шага ячейки вправо и 
вверх по закону

при котором возмущения за время расчета не 
достигали внешних границ.  

Краевые условия для тестов C и D явля-
ются стандартными условиями отражения на 
стенках.

В начальный момент времени в круге 
(случаи A и C) и квадрате (случаи B и D) за-
даны плотность ρi = 1 и давление pi = 1, а вне 
этих областей их значения равны ρ

0
 = 0,125 и 

p
0
 = 0,1. Принято допущение, что газ во всей 

области определения неподвижен. Размер 
расчетной области по координатным осям 
принят единичным

радиус круга и половина длины квадрата рав-
ны 4/15.

1' ' 0,1 ,n nh h h+ = +

( ) ( ) ( ), 0;1,5 0;1,5 ,x y ∈ ×
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Для графического представления резуль-
татов расчетов в виде численных шлирен- 
изображений используем нелинейную функ-
цию градиента плотности:

где i, j – нумерация ячеек по x и y соответ-
ственно;          – градиент плотности; k – на-
строечный коэффициент для качественного 
(контрастного) отображения особенностей 
течения. 

На рис. 2 для последовательных момен-
тов безразмерного времени 0,2, 1,1, 1,3 и 3,2 
представлены численные шлирен-изображе-
ния функции градиента плотности для задач 
разлета газа в безграничное пространство 
(верхний ряд – начальная область повышен-
ного давления в виде круга, нижний ряд – в 
виде квадрата). После распада начального 
разрыва образуются ударная волна s

1
, кон-

,
,

,,

exp ,
max

i j
i j

i ji j

s k
∀

 ∇ρ = −
 ∇ρ
 

Рис. 2. Численные шлирен-изображения функции градиента плотности 
в последовательные моменты времени: 0,2 (a, e), 1,1 (b, f), 1,3 (c, g) и 3,2 (d, h).  

Использованы тесты A (a – d) и B (e – h).
Размер сетки – 400 × 400; c – контактная граница; s

1
, s

3
 – ударные волны;

s
2
 – скачок уплотнения, w, w

1
, w

2
 – волны разрежения

тактный разрыв c, движущиеся от центра, 
волна разрежения w (случай A) или две вол-
ны w

1
 и w

2
 (случай B) – к центру. С течением 

времени формируется вторичный сходящий-
ся к началу координат скачок уплотнения s

2 

в форме окружности (рис. 2, b, c) или почти 
квадратной формы (рис. 2, f, g). На границе 
раздела газов, обозначенной буквой c, на-
чинает развиваться неустойчивость. После 
фокусировки скачка уплотнения s

2
 возника-

ет отраженная от центра симметрии ударная 
волна s

3
, взаимодействующая с контактной 

границей c (рис. 2, d, h). Сопоставление чис-
ленного решения (рис. 2, d) с результатами 
работы [30] подтверждает малую диссипа-
тивность схемы CDP2 в задачах с развитием 
неустойчивости на контактной границе.

Влияние возмущенной (ступенчатой) 
начальной границы круга на развитие неу-
стойчивости обсуждается в работах [3, 30]. 
Как показывают расчеты, даже сглаженный 
контактный разрыв не является стабильным. 
В этом смысле интересен тест B, в котором 

,i j∇ρ
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контактная граница (квадрат) в начальный 
момент времени совпадает с гранями ячеек. 
В этом случае возмущения начинают разви-
ваться с вершин квадратной области, а затем 
распространяются по всей границе раздела 
газов (рис. 2, h). 

Варианты решения задач в ограничен-
ном пространстве (C и D) для указанных 
выше последовательных моментов времени 
обладают более «богатой» конфигурацией 
течений газа и приведены на рис. 3. Нача-
ло разлета при t

1
 = 0,2 не отличается от рас-

смотренных случаев (рис. 2, a, e), поскольку 
фронт ударной волны s

1
 не дошел до стенок. 

В последующие моменты времени t
2
 = 1,1 и  

t
3
 = 1,3 формируются структуры, включаю-

щие ударные волны: отраженная от стенки 
s

4
, прошедшая s

5
 и отраженная от контакт-

ной границы s
6
, вторично отраженная от 

стенки s
7
, сфокусированная s

8
 и образован-

ная после столкновения скачков уплотне-
ния s

9
. В дальнейшем, при t

4
 = 3,2 течение 

Рис. 3. Численные шлирен-изображения функции градиента плотности  
в последовательные моменты времени: 0,2 (a, e), 1,1 (b, f), 1,3 (c, g) и 3,2 (d, h).  

Использованы тесты C (a – d) и D (e – h).
Размер сетки – 400 × 400; c – контактная граница; s

1
 – s

9
 – ударные волны;

 w, w
1
, w

2
 – волны разрежения

газа сопровождается многократными вза-
имодействиями ударных волн со стенка-
ми, между собой и контактной границей и 
развивается турбулентность.

Для пояснения физического механиз-
ма развития неустойчивости и образования 
вихрей на контактной границе рассмотрим 
транспортное уравнение для завихренности 
                 :

где d/dt – производная вдоль траектории за-
вихренности.

В начальный момент времени ω = 0. Из 
приведенного уравнения следует, что причи-
ной генерации вихрей является несовпаде-
ние градиентов давления и плотности

(бароклинный эффект). 

ω = ∇× v

( ) ( )2 ,d p
dt
ω ∇ρ×∇
= + ω⋅∇ −ω ∇⋅

ρ
v v

( ) 2 0p∇ρ×∇ ρ ≠
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Этот эффект ярко выражен при много-
кратном взаимодействии отраженных от сте-
нок ударных волн с контактной границей, c 
формированием вторичных вихрей и разви-
тием турбулентности (см. рис. 3, 4, d и h).

Для проверки сходимости, а также влия-
ния разрешения сетки на формирование вих-
ревых структур выполнен расчет с уменьше-
нием вдвое размеров ячейки. Результаты для 
случаев C и D представлены на рис. 4. Нало-
жение численных полей течений (рисунки не 
приведены), полученных на разных сетках, 
подтверждает практическое совпадение ли-
ний ударных волн и их сопряжения в тройных 
точках. Вихревые элементы имеют большую 
детализацию на подробной сетке, а расчеты 
согласуются между собой вследствие стоха-
стической природы в осредненном смысле.

Заключение

Рассмотрен класс разностных схем с на-
страиваемыми диссипативными свойствами, 
с расщеплением по физическим процессам 
– гибридный метод крупных частиц второ-

Рис. 4. Численные шлирен-изображения функции градиента плотности
 в последовательные моменты времени, аналогичные представленным

 на рис. 3, но полученные при размере сетки 800 × 800

го порядка аппроксимации по пространству 
и времени на гладких решениях. Метод ве-
рифицирован на известных задачах Римана 
в двумерных областях, имеющих надежные 
численные решения. 

Показано значительные улучшение точ-
ности воспроизведения структур течения, по 
сравнению с базовым методом крупных ча-
стиц. Продемонстрирована высокая конку-
рентоспособность предложенного алгоритма 
при сопоставлении с современными схемами 
повышенного порядка аппроксимации.

Проведено детальное исследование ра-
ботоспособности метода на новых тестовых 
задачах с многократными взаимодействиями 
ударных волн с контактной границей, стен-
ками канала и развитием неустойчивости. 

Гибридный метод крупных частиц под-
твердил высокую разрешающую способность 
как в областях ударно-волновых конфигура-
ций, так и в зонах вихревых структур. 

Предложенные тестовые задачи могут 
быть востребованы для проверки других раз-
ностных схем.
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