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Аннотация. В статье предложен расчетный метод задания центробежных нагрузок 

роторов свободной турбины, учитывающий дисбаланс ее валов. Традиционный метод 
этот эффект не учитывает, тогда как при приближении к критическим частотам 
дисбаланс может привести к значительным прогибам ротора. На примере системы из 
трех валов описан метод задания центробежных нагрузок при решении задачи теории 
упругости в балочной аппроксимации с применением метода конечных элементов 
и метода разложения по формам собственных колебаний. Рассмотрены нагрузки от 
разнотолщинности, биения наружной поверхности и биения посадочных поверхностей. 
Проведен эксперимент, который состоял в вибрационных испытаниях газотурбинного 
двигателя. На тестовой задаче показано, что учет дисбаланса валов приводит к 
результатам, более близким к экспериментальным.
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Abstract. In the paper, a calculation method for specifying the centrifugal loads (SCLM) 
of free turbine rotors (turbine shaft unbalance method) has been put forward. The traditional 
method does not take this effect into account whereas the unbalance can lead to significant 
rotor deflections when approaching the critical frequencies. The SCLM in the solution of the 
problem within the elasticity theory in beam approximation using the finite element method 
(FEM) and the eigenfunction expansion method was exemplified by a three shaft system. The 
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loads caused by thickness variation, radial runout of outside surfaces and the one of mounting 
surfaces were considered. An experiment consisting of vibration tests of a gas turbine engine 
was carried out.   The test task showed that taking the shaft unbalance into account gave results 
being closer to the experimental ones.

Keywords: unbalance, shaft deflection, centrifugal load, thickness variation, radial runout, 
tolerance
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Введение

Наиболее распространенной причиной появления рабочего прогиба ротора является 
смещение центров тяжести его сечений из-за неточности изготовления деталей.

Основной метод снижения рабочего прогиба ротора – это его балансировка путем до-
бавления масс, компенсирующих дисбаланс деталей. В работе [1] показано, что баланси-
ровка гибкого ротора как жесткого может привести к увеличению нагрузок на опоры при 
работе на критических скоростях вращения. Другой подход к снижению рабочего прогиба 
гибких роторов заключается в оптимизации их конструкции через математическое моде-
лирование.

Для того чтобы задать исходные нагрузки при расчетном определении рабочего проги-
ба гибких роторов, в настоящее время применяется задание дисбаланса рабочих колес и 
остаточного дисбаланса в плоскостях балансировки ротора [2 – 5]. При этом не учитыва-
ется дисбаланс вала, который при приближении к критическим частотам может привести 
к значительным прогибам ротора. 

Цель настоящей статьи – разработать такой метод задания центробежных нагрузок, 
который бы учитывал дисбаланс валов, и сравнить его возможности с традиционным 
методом.

Методы исследования

Задача теории упругости в балочной аппроксимации с применением метода конечных 
элементов и метода разложения по формам собственных колебаний сводится к системе 
уравнений следующего вида [6]:
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где e – вектор-столбец модальных координат; ( )dC i −матрица демпфирования i-го демп-
фера; nL – число демпферов; ; ; ;T T TM q Mq K q Kq Q q Qq= = = (M – матрица инерции, K – 
матрица жесткости, Q – вектор-столбец обобщенных внешних сил в узлах системы, q – 
матрица собственных форм); t – время.

Если перейти к вращающейся системе координат для вращающихся участков и пре-
небречь уравновешенными центробежными нагрузками, то можно показать, что система 
инерционных сил на этих участках сводится к действию неуравновешенных центробеж-
ных нагрузок и гироскопических моментов [7].

С учетом этого утверждения система (1) принимает вид
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где gC −  суммарная гироскопическая матрица.
В этом случае неуравновешенные нагрузки задаются как составная часть внешней на-

грузки Q.
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Элементы матрицы ( )dC i  определяются, исходя из аналитического решения уравнений 
Рейнольдса в области масляной пленки в зазорах между ротором и статором [8].

На примере системы простых цилиндрических валов можно показать (см. доклад [9]), 
что неуравновешенные центробежные нагрузки валов вызваны воздействием следующих 
факторов:

разнотолщинность,
радиальное биение наружной поверхности,
радиальное биение посадочных поверхностей.

Покажем, что дисбаланс некоторого сечения вала 
определяется по формуле

D m= r,                                 (3)

где r – радиус-вектор центра тяжести сечения, m – 
масса сечения.

Разобьем сечение вала на элементарные участки ΔSi, 
как это показано на рис. 1.

Тогда дисбаланс сечения определяется по формуле
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где h – толщина сечения, ρ – плотность его материала.
Проекция Dy дисбаланса сечения выражается как

1
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Переходя к пределу, получаем точную формулу для определения проекции Dy:
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где S – площадь сечения вала, yc – проекция вектора r на ось OY. 
Аналогично можно показать, что

.x cD mx=                                                     (7)

В итоге доказано, что дисбаланс некоторого сечения вала определяется по формуле (3).
Модуль дисбаланса в случае разнотолщинности, с учетом формулы (3), определяется 

выражением:
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где m – масса вала; d, d0 – внешний и внутренний диаметры сечения вала соответствен-
но; s – значение разнотолщинности, понимаемой как разность между максимальным и 
минимальным значениями толщины сечения вала.

В случае биения наружной поверхности модуль дисбаланса определяется по формуле

D = ma,                                                    (9)

где a – значение биения наружной поверхности вала относительно его опорных поверх-
ностей.

В случае биения посадочной поверхности вала модуль дисбаланса, отнесенного к еди-
нице длины вала, определяется по формуле

( ) I I
II

,l
xdD x b b dx
x

 
= − ρ 
 

                                        (10)

где ρl – плотность вала на единицу длины, bI – значение биения первой посадочной по-
верхности, xII – координата второй посадочной поверхности.

Рис. 1. Сечение вала, на 
котором показан элементарный 

участок разбиения ΔSi
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В случае дисбаланса рабочего колеса drun и остаточного дисбаланса в плоскостях балан-
сировки dres модуль дисбаланса определяется по формулам:

D = drun,                                                  (11)
D = dres.                                                  (12)

В общем случае действия на систему пространственной системы, состоящей из n сил, 
формулы проекций перемещений в произвольно выбранных точках в количестве m при-
мут вид:

0 0 0 1 1 1cos cos ... cos ,x
i i i n in nD D Dδ = δ ϕ + δ ϕ + + δ ϕ                       (13)

0 0 0 1 1 1sin sin ... sin ,y
i i i n in nD D Dδ = δ ϕ + δ ϕ + + δ ϕ                        (14)

где δi
x, δi

y – проекции перемещения в i-й точке (i = 1, 2, …, m); δij – перемещение в i-й 
точке от единичного j-го дисбаланса Dj; φj – угол j-го дисбаланса.

Допустим теперь, что случайные величины s, b, a, φi, drun, dres являются равномерно 
распределенными и независимыми, причем каждая случайная величина φi распределена в 
интервале [0, 2π], а максимальные значения всех шести случайных величин определяются 
значениями допусков.

Если считать каждый фактор независимым, то можно смоделировать случайные ве-
личины δi

x, δi
y генерируя s, b, a, φi, drun, dres и проводя преобразования по формулам (8) 

– (14).
Компенсирующий дисбаланс, вызванный балансировкой, является неслучайным и 

рассчитывается исходя из условия равновесия ротора для каждой реализации случайных 
величин s, b, a, φi, drun, без учета dres.

При наличии экспериментальных значений δi
E нулевая гипотеза формулируется следу-

ющим образом:
моделируемая и экспериментальная выборки δi, δi

E принадлежат одной генеральной сово-
купности.

Постановка задачи

Рассмотрим ротор свободной турбины, состоящий из трех валов. Их поперечные се-
чения показаны на рис. 2, a; область решения уравнений (2) с граничными условиями 
представлена на рис. 2, b. Требуется рассчитать вертикальную скорость в точке замера. 

На рис. 2, b показаны и обозначены следующие граничные условия:

2 – Fi
x,y/ Ui

x,y = K; 3 – Fi
x,y/ Ui

x,y = Kx,y;
4 – Ui

x,y = Uj
x,y,  θi

x,y = θj
x,y;

5 – (Fi
x,y – Fj

x,y)/ (Ui
x,y – Uj

x,y) = Kx,y,

где F, U и θ – узловые сила, перемещение и угол поворота, соответственно; K – коэф-
фициент жесткости.

Расчет проводился в шесть этапов.
1. Определение амплитуды вертикальной скорости δij в точке замера MP от действия 

единичных дисбалансов.
2. Генерация выборки s, b, a, φi, drun.
3. Вычисление для каждой реализации s, b, a, φi, drun компенсирующих дисбалансов, 

действующих в плоскостях балансировки ротора и уравновешивающих систему сил, кото-
рые вызваны этими факторами.

4. Генерация выборки dres, φ, модуля и фазы остаточных дисбалансов в плоскостях 
балансировки.

5. Вычисление выборки вертикальной скорости в точке замера MP по формулам (8) – 
(14).

6. Проверка гипотезы о принадлежности расчетной и экспериментальной выборок од-
ной генеральной совокупности по критерию Вилькоксона.

Сформированы два расчетных случая, различающихся действием нагрузок.
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a)

b)

Рис. 2. Схематические изображения к постановке задачи о роторе свободной турбины, 
состоящем из трех валов (ShI, ShII, ShIII): a – поперечные сечения валов; b – область решения 

уравнений (2) с граничными условиями (2 – 5), 1 – область решения; 
RB – жесткая балка; MP – точка замера. 

Граничные условия не представлены на рис. ввиду громоздкости (см. текст)

Случай 1. Нагрузки обусловлены разнотолщинностью валов ShI, ShII, ShIII (см. рис. 2), 
биениями наружной поверхности этих валов, биениями посадочных поверхностей вала 
ShII, дисбалансом рабочего колеса, а также компенсирующими и остаточными дисбалан-
сами в плоскостях балансировки ротора.

Случай 2. Нагрузки вызваны дисбалансом рабочего колеса, компенсирующими и оста-
точными дисбалансами в плоскостях балансировки ротора.

Расчет проводился для критической частоты вращения ротора, ближайшей к макси-
мальной частоте рабочего диапазона вращения.

Вертикальную скорость от единичных дисбалансов находили с использованием ПО 
Dynamics R4, а выборку вертикальной скорости вычисляли при помощи оригинальной 
авторской программы, написанной на языке Python.

Описание эксперимента
Эксперимент состоял в вибрационных испытаниях свободной турбины в составе газо-

турбинного двигателя (рис. 3).

Рис. 3. Фотоснимок фрагмента свободной турбины: ShI, ShII, ShIII – валы ротора;
MP – точка замера скоростей на жесткой балке RB (см. рис. 2, b)
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В заданной точке MP двигателя (см. рис. 3), в каждый момент времени фиксировались 
значения вертикальной виброскорости при постоянной угловой частоте вращения валов 
ShI – ShIII. Гармоническая составляющая виброскорости с частотой, соответствующей 
угловой частоте вращения трех валов, выделялась с помощью алгоритма прямого преоб-
разования Фурье. Замеры проводились для 13 двигателей, в которых значения параметров 
s, b, a, φi, drun, dres для ротора свободной турбины лежат в пределах допусков. Вариация 
параметров неизбежна вследствие промышленной погрешности при производстве дета-
лей.

Экспериментальное тестирование газотурбинного двигателя позволило сформировать 
выборку из амплитуд вертикальных виброскоростей.

Анализ результатов

На рис. 4 приведено сравнение экспериментальных и расчетных гистограмм распреде-
ления вертикальной виброскорости.

Рис. 4. Сравнение экспериментальной (E) и двух расчетных гистограмм (случаи 1 и 2) 
распределения амплитуд обезразмеренной вертикальной виброскорости (VVVA/1[mm/s]) 

контрольной точки MP (см. рис. 2, b и 3). 
По вертикальной оси отложены безразмерные значения плотности вероятности

Результаты проверки гипотезы о принадлежности расчетных и экспериментальной вы-
борок одной генеральной совокупности приведены в таблице. Анализ полученных резуль-
татов показывает, что при учете дисбаланса валов уровень значимости значительно выше, 
что говорит о более близком соответствии расчетного случая 1 результатам эксперимента.

Таблица

Результаты проверки гипотезы 
с использованием критерия Вилькоксона

Номер расчетного случая
Расчетное значение 

статистики уровня значимости

1 23,0 0,1159

2 0,0 0,0015

Примечание . При нахождении расчетных значений статистики и уровня 
значимости использованы расчетная и экспериментальная выборки.
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Заключение

Предложен метод задания нагрузок при определении рабочего прогиба ротора, учиты-
вающий дисбаланс валов. 

На примере решения тестовой задачи показано, что учет дисбаланса валов дает 
результаты, более близкие к экспериментальным данным. 

Важно отметить, что проведенное исследование предполагало постоянство значений 
параметров s и a по длине вала, что ограничивает область применения разработанного 
метода значением длины вала; метод применим только для непротяженных валов.

В дальнейшем для получения более надежных (с большим значением уровня значимо-
сти) результатов необходимо провести углубленные исследования, учитывающие влияние 
таких факторов, как нелинейность жесткости подшипников, переходные процессы в ро-
торе (например, непостоянство крутящего момента) и т. п., а также тестирование газотур-
бинного двигателя с расширенным объемом экспериментальных выборок. 
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