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Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû

Àêòóàëüíîñòü òåìû. Ñòîõàñòè÷åñêèå ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè, îñíî-

âàííûå íà ñòîõàñòè÷åñêèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèÿõ (èëè óðàâíåíè-

ÿõ Ëàíæåâåíà), âîçíèêàþò âî ìíîãèõ îáëàñòÿõ çíàíèé, òàêèõ êàê ìåõàíèêà

ñåéñìè÷åñêèõ ÿâëåíèé, òåîðèÿ âèáðîçàùèòû, ôèçèêà íàíîñòðóêòóð, òåîðèÿ

óïðàâëåíèÿ, ôèíàíñîâàÿ ìàòåìàòèêà è ìíîãèõ äðóãèõ. Ïðè ýòîì íà ïðàêòèêå

èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò íå òîëüêî èññëåäîâàíèå ïîâåäåíèÿ ñàìèõ ýòèõ ñèñòåì,

íî è èññëåäîâàíèå íåêîòîðûõ èõ ÷èñëîâûõ õàðàêòåðèñòèê, îïðåäåëÿåìûõ â

âèäå èíòåãðàëüíûõ ôóíêöèîíàëîâ. Ëèíåéíàÿ òåîðèÿ, ñîîòâåòñòâóþùàÿ óêà-

çàííîìó òèïó çàäà÷, õîðîøî ðàçðàáîòàíà, îäíàêî, ñèñòåìû, âñòðå÷àþùèåñÿ

íà ïðàêòèêå, ÷àñòî ñîäåðæàò òå èëè èíûå íåëèíåéíîñòè, ïðè÷¼ì êîíêðåòíûé

âèä ýòèõ íåëèíåéíîñòåé îïðåäåëÿåòñÿ êàê ñòðóêòóðîé èñõîäíîé ñòîõàñòè÷å-

ñêîé ñèñòåìû, òàê è ñâîéñòâàìè ðàññìàòðèâàåìûõ ôóíêöèîíàëîâ. Â íàñòîÿ-

ùåå âðåìÿ òî÷íûå ðåøåíèÿ íåëèíåéíûõ çàäà÷ èçâåñòíû ëèøü â äîñòàòî÷íî

ðåäêèõ ñëó÷àÿõ.

Îñîáóþ ñëîæíîñòü â ìàòåìàòè÷åñêîì îòíîøåíèè è, îäíîâðåìåííî,

áîëüøóþ ïðàêòè÷åñêóþ çíà÷èìîñòü ïðåäñòàâëÿþò ñóùåñòâåííî íåëèíåéíûå

ñèñòåìû. Òàêèå ñèñòåìû îïèñûâàþòñÿ ñ ïîìîùüþ íåëèíåéíîñòåé, êîòîðûå

ìîãóò èìåòü ñêà÷êè, ðàçðûâû ïðîèçâîäíûõ, ìíîãîçíà÷íîñòè è, âîîáùå, ïëîõî

ïîääàþòñÿ àïïðîêñèìàöèè ãëàäêèìè ôóíêöèÿìè âî âñåé îáëàñòè èõ îïðåäå-

ëåíèÿ. Ê ñîæàëåíèþ, âåñü êëàññ ñóùåñòâåííî íåëèíåéíûõ ñèñòåì ÿâëÿåòñÿ

ñëèøêîì îáøèðíûì è åãî äåòàëüíîå èçó÷åíèå çàòðóäíèòåëüíî, ïîýòîìó ÷à-

ñòî îãðàíè÷èâàþòñÿ ðàññìîòðåíèåì áîëåå óçêîãî êëàññà ñèñòåì. Îäíèì èç

âàæíåéøèõ òèïîâûõ ïðèìåðîâ ïîñëåäíåãî ÿâëÿåòñÿ êëàññ êóñî÷íî-ëèíåéíûõ

ñèñòåì. Íà ïðàêòèêå îíè âîçíèêàþò ïðè àïïðîêñèìàöèè ñëîæíûõ ðåàëüíûõ

ñèñòåì, è ïîçâîëÿþò óëîâèòü ðÿä òîíêèõ íåëèíåéíûõ ýôôåêòîâ, êîòîðûå íå

óäà¼òñÿ âûÿâèòü â ðàìêàõ ëèíåéíîé òåîðèè. Êóñî÷íî-ëèíåéíûå ñèñòåìû ÿâëÿ-

þòñÿ ïðåäìåòîì ìíîæåñòâà ïðèêëàäíûõ è òåîðåòè÷åñêèõ èññëåäîâàíèé, ÷òî,

îäíàêî, íå óìàëÿåò àêòóàëüíîñòè èõ äàëüíåéøåãî èçó÷åíèÿ.

Öåëüþ äàííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ðàçðàáîòêà íîâûõ ìåòîäîâ èññëåäîâà-

íèÿ ñóùåñòâåííî íåëèíåéíûõ ñòîõàñòè÷åñêèõ ñèñòåì, ïðåæäå âñåãî, êóñî÷íî-

ëèíåéíûõ, ñ ïîìîùüþ ýôôåêòèâíîãî, íî íåäîñòàòî÷íî èçó÷åííîãî â ýòîì

êëàññå çàäà÷ óðàâíåíèÿ Ïóãà÷¼âà�Ñâåøíèêîâà (ÏÑ) äëÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîé

ôóíêöèè.

Äëÿ äîñòèæåíèÿ ïîñòàâëåííîé öåëè ðåøåíû ñëåäóþùèå çàäà÷è:

1. Îñóùåñòâë¼í áèáëèîãðàôè÷åñêèé ïîèñê è èçó÷åíèå èìåþùåéñÿ ïî òåìå

ðàáîòû ëèòåðàòóðû, ðåçóëüòàòîì ÷åãî ñòàë îáçîð ðàáîò, ïîñâÿù¼ííûõ

àíàëèçó ñóùåñòâåííî íåëèíåéíûõ ñòîõàñòè÷åñêèõ ñèñòåì;
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2. Âûäåëåíû íîâûå êëàññû ñóùåñòâåííî íåëèíåéíûõ ñèñòåì è ôóíêöèîíà-

ëîâ, äëÿ êîòîðûõ óðàâíåíèå ÏÑ äîïóñêàåò òî÷íîå ðåøåíèå;

3. Âûâåäåíî óðàâíåíèÿ ÏÑ äëÿ âñåõ âíîâü ââåä¼ííûõ êëàññîâ ñèñòåì;

4. Èññëåäîâàíû êà÷åñòâåííûå ñâîéñòâà ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ÏÑ;

5. Ðàçðàáîòàí òî÷íûé ìåòîä ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ÏÑ äëÿ âûäåëåííûõ êëàñ-

ñîâ ñóùåñòâåííî íåëèíåéíûõ ñòîõàñòè÷åñêèõ çàäà÷;

6. Ðàçðàáîòàí êîìïëåêñ ïðîãðàìì íà ÿçûêå ñðåäû Wolfram Mathematica R©,

ïîçâîëÿþùèé ïðîâåñòè ÷èñëåííûé ýêñïåðèìåíò ïî èññëåäîâàíèþ ðåøå-

íèé, ïîëó÷åííûõ â ðàáîòå;

7. Ïðîâåäåíî ÷èñëåííîå ñðàâíåíèå òî÷íûõ ðåøåíèé ñ ïðèáëèæ¼ííûìè ðå-

øåíèÿìè, ïîëó÷åííûìè ìåòîäîì ñòàòèñòè÷åñêîé ëèíåàðèçàöèè;

Íàó÷íàÿ íîâèçíà. Àâòîðîì âûäåëåíû òðè íîâûõ êëàññà àíàëèòè÷å-

ñêîé ðàçðåøèìîñòè äëÿ êóñî÷íî-ëèíåéíûõ ñòîõàñòè÷åñêèõ çàäà÷. Äëÿ êàæ-

äîãî èç ýòèõ êëàññîâ êóñî÷íî-ëèíåéíûõ ñèñòåì (êóñî÷íî-ëèíåéíûå ñèñòåìû,

ëèíåéíûå â ÷åòâåðòÿõ ïðîñòðàíñòâà, ëèíåéíûå â ïîëèñëîÿõ è âêëþ÷àþùèå

ëîêàëüíîå âðåìÿ) âïåðâûå ïîëó÷åí îáùèé âèä óðàâíåíèÿ ÏÑ äëÿ õàðàêòåðè-

ñòè÷åñêîé ôóíêöèè, à òàêæå ðàçðàáîòàí îðèãèíàëüíûé ìåòîä åãî ðåøåíèÿ. Â

îáùåì ñëó÷àå äîêàçàíà òåîðåìà îá àíàëèòè÷íîñòè ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ïóãà-

÷¼âà.

Ñ ïîìîùüþ ðàçðàáîòàííîãî ìåòîäà ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ÏÑ âïåðâûå

âû÷èñëåíî èçîáðàæåíèå ïî Ëàïëàñó äëÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèè ïðîé-

äåííîãî ïóòè â êëàññè÷åñêîé çàäà÷å Êðåíäåëëà î ïåðåìåùåíèÿõ íåçàêðåïë¼í-

íîãî òåëà, à òàêæå íàéäåí ðÿä ðàíåå íåèçâåñòíûõ ïðàêòè÷åñêè çíà÷èìûõ âå-

ðîÿòíîñòíûõ õàðàêòåðèñòèê êëàññè÷åñêîãî ïðîöåññà Êîõè�Äèíçà. Ðåøåíà çà-

äà÷à î ôðèêöèîííîì òîðìîæåíèè íåçàêðåïë¼ííîãî òåëà ïðè íàëè÷èè óïðàâ-

ëÿåìîãî äåìïôåðà ñóõîãî òðåíèÿ. Òàêæå âïåðâûå ïîëíîñòüþ ðåøåíà çàäà÷à

Áàêñòåðà äëÿ ñêîøåííîãî áðîóíîâñêîãî äâèæåíèÿ ñ ïîñòîÿííûì ñíîñîì.

Ïðàêòè÷åñêàÿ è òåîðåòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü äèññåðòàöèîííîé

ðàáîòû ñîñòîèò â òîì, ÷òî å¼ ðåçóëüòàòû ïîçâîëÿþò àíàëèòè÷åñêè ðåøèòü

íîâûé êëàññ âàæíûõ ñóùåñòâåííî íåëèíåéíûõ çàäà÷. Ïðåäñòàâëåííûå â ðà-

áîòå ìåòîäû ìîãóò áûòü óñïåøíî èñïîëüçîâàíû äëÿ èññëåäîâàíèÿ øèðîêîãî

êëàññà ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé, îïèñûâàþùèõ ðàçíîîáðàçíûå ôèçè÷åñêèå,

ìåõàíè÷åñêèå, áèîëîãè÷åñêèå, ýêîíîìè÷åñêèå è äðóãèå ïîäîáíûå èì ñèñòåìû,

äîïóñêàþùèå àäåêâàòíóþ êóñî÷íî-ëèíåéíóþ àïïðîêñèìàöèþ.

Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ. Ðåøåíèå ïîñòàâëåííûõ çàäà÷ îñíîâûâàåò-

ñÿ íà èñïîëüçîâàíèè ìåòîäîâ òåîðèè ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ, ìàòåìàòè÷åñêîé
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ôèçèêè, òåîðèè ôóíêöèé êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî, à òàêæå ñïåöèàëüíûõ

ìåòîäîâ òåîðèè ôóíêöèîíàëüíûõ óðàâíåíèé.

Äîñòîâåðíîñòü èçëîæåííûõ â ðàáîòå ðåçóëüòàòîâ îáåñïå÷èâàåòñÿ

ïðèìåíåíèåì ñòðîãèõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìåòîäîâ, ïðîâåðêîé àíàëèòè÷åñêèõ âû-

÷èñëåíèé ñ ïîìîùüþ ñîîòâåòñòâóþùèõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ïàêåòîâ ïðîãðàìì, à

òàêæå ñîïîñòàâëåíèåì ðåçóëüòàòîâ äèññåðòàöèè ñ ðåçóëüòàòàìè, ïîëó÷åííû-

ìè èíûìè ìåòîäàìè è äðóãèìè àâòîðàìè.

Àïðîáàöèÿ ðàáîòû. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ðàáîòû äîêëàäûâàëèñü

íà ñëåäóþùèõ êîíôåðåíöèÿõ è ñåìèíàðàõ: LUH�SPbSPU Workshop on

Computational Methods and Modeling in Engeneering (Ãàííîâåð, Óíèâåðñè-

òåò èì. Â. Ëåéáíèöà, àïðåëü 2013); Ñåìèíàð êàôåäðû òåîðåòè÷åñêîé ýëåê-

òðîòåõíèêè, à òàêæå ñåìèíàð êàôåäðû ñòðîèòåëüíîé ìåõàíèêè óíèâåðñèòåòà

èì. Â. Ëåéáíèöà (Ãàííîâåð, Óíèâåðñèòåò èì. Â. Ëåéáíèöà, îêòÿáðü 2013);

XVII International Workshop on New Approaches to High-Tech: Nano-Design,

Technology, Computer Simulations. NDTCS-2015 (Ãðîäíî, ÃðÃÓ èì. ß. Êó-

ïàëû, ñåíòÿáðü 2015); Íàó÷íûé ñåìèíàð êàôåäðû ¾Òåîðåòè÷åñêàÿ ìåõàíè-

êà¿ (Ñàíêò-Ïåòåðáóðã, ÑÏáÏÓ, íîÿáðü 2015); Ñåìèíàð èññëåäîâàòåëüñêîé

ëàáîðàòîðèè èì. Ï.Ë. ×åáûø¼âà ÑÏáÃÓ ¾Òåîðèÿ âåðîÿòíîñòåé¿ (Ñàíêò-

Ïåòåðáóðã, ÏÎÌÈ ÐÀÍ, íîÿáðü, àïðåëü 2015); Ñåìèíàð êàôåäðû ¾Ïðèêëàä-

íàÿ ìàòåìàòèêà¿ ÑÏáÏÓ (Ñàíêò-Ïåòåðáóðã, ÑÏáÏÓ, ÿíâàðü 2017); Ãîðîä-

ñêîé ñåìèíàð ïî òåîðèè âåðîÿòíîñòåé è ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêå (Ñàíêò-

Ïåòåðáóðã, ÏÎÌÈ ÐÀÍ, ôåâðàëü 2017).

Ïî òåìàòèêå äèññåðòàöèè àâòîð äâàæäû ïðîõîäèë ñòàæèðîâêó íà êà-

ôåäðå òåîðåòè÷åñêîé ýëåêòðîòåõíèêè óíèâåðñèòåòà èì. Â. Ëåéáíèöà (Ãàííî-

âåð, îêòÿáðü 2013, àâãóñò-íîÿáðü 2014) ïîä ðóêîâîäñòâîì ïðîôåññîðà Â. Ìà-

òèñà (Wolfgang Mathis).

Ëè÷íûé âêëàä. Àâòîð ïðèíèìàë ëè÷íîå àêòèâíîå è íåïîñðåäñòâåí-

íîå ó÷àñòèå â ïîñòàíîâêå çàäà÷, âí¼ñ ñóùåñòâåííûé âêëàä â èõ ðåøåíèå è

àíàëèç ðåçóëüòàòîâ. Ñîâìåñòíûå ñòàòüè è äîêëàäû, íà êîòîðûõ îñíîâûâà-

åòñÿ ñîäåðæàíèå äèññåðòàöèè, ïèñàëèñü ïðè ñóùåñòâåííîì ëè÷íîì ó÷àñòèè

àâòîðà. Äîêàçàòåëüñòâà è îáîñíîâàíèå ïðèâåäåííûõ â äèññåðòàöèè ïîëîæå-

íèé, à òàêæå ìàòåìàòè÷åñêèå âûêëàäêè öåëèêîì âûïîëíåíû àâòîðîì. Àâòî-

ðîì ñîáñòâåííîðó÷íî íàïèñàí êîìïëåêñ ïðîãðàìì íà ÿçûêå ñðåäû Wolfram

Mathematica R©, ïîçâîëÿþùèé ïðîâåñòè ÷èñëåííûé ýêñïåðèìåíò ïî èññëåäîâà-

íèþ ðåøåíèé, ïîëó÷åííûõ â ðàáîòå, à òàêæå ïðîâåäåíî ÷èñëåííîå ñðàâíåíèå

òî÷íûõ ðåøåíèé ñ ïðèáëèæ¼ííûìè ðåøåíèÿìè, ïîëó÷åííûìè ìåòîäîì ñòà-

òèñòè÷åñêîé ëèíåàðèçàöèè.

Îñíîâíûå ïîëîæåíèÿ, âûíîñèìûå íà çàùèòó:
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1. Àíàëèòè÷åñêàÿ ðàçðåøèìîñòü óðàâíåíèÿ ÏÑ äëÿ òð¼õ íîâûõ êëàññîâ

êóñî÷íî-ëèíåéíûõ ñèñòåì(êóñî÷íî-ëèíåéíûå ñèñòåìû, ëèíåéíûå â ÷åò-

âåðòÿõ ïðîñòðàíñòâà, ëèíåéíûå â ïîëèñëîÿõ è âêëþ÷àþùèå ëîêàëüíîå

âðåìÿ);

2. Íîâàÿ îáùàÿ òåîðåìà, óñòàíàâëèâàþùàÿ àíàëèòè÷íîñòü ðåøåíèÿ óðàâ-

íåíèÿ Ïóãà÷¼âà îòíîñèòåëüíî âñåé ñîâîêóïíîñòè àðãóìåíòîâ èñêîìîé õà-

ðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèè;

3. Îáùèé ìåòîä òî÷íîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ÏÑ äëÿ òð¼õ ââåä¼ííûõ êëàñ-

ñîâ ñèñòåì;

4. Àíàëèòè÷åñêèå âûðàæåíèÿ äëÿ ðàíåå íåèçâåñòíûõ âåðîÿòíîñòíûõ õàðàê-

òåðèñòèê òèïîâûõ ñóùåñòâåííî íåëèíåéíûõ ñòîõàñòè÷åñêèõ ñèñòåì;

5. ×èñëåííûå ðåçóëüòàòû ñðàâíåíèÿ íàéäåííûõ òî÷íûõ ðåøåíèé ñ ïðèáëè-

æ¼ííûìè, ïîëó÷åííûìè ìåòîäîì ñòàòèñòè÷åñêîé ëèíåàðèçàöèè.

Ïóáëèêàöèè. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ïî òåìå äèññåðòàöèè èçëîæåíû

â 5 ïå÷àòíûõ è ýëåêòðîííûõ èçäàíèÿõ, 2 èç êîòîðûõ [1,2] èçäàíû â æóðíàëàõ,

ðåêîìåíäîâàííûõ ÂÀÊ.

Îáúåì è ñòðóêòóðà ðàáîòû. Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, ïÿ-

òè ãëàâ, çàêëþ÷åíèÿ è òð¼õ ïðèëîæåíèé. Ïîëíûé îáúåì äèññåðòàöèè ñî-

ñòàâëÿåò 206 ñòðàíèö òåêñòà ñ 19 ðèñóíêàìè. Ñïèñîê ëèòåðàòóðû ñîäåð-

æèò 388 íàèìåíîâàíèé ðàáîò îòå÷åñòâåííûõ è çàðóáåæíûõ àâòîðîâ.

Ñîäåðæàíèå ðàáîòû

Âî ââåäåíèè ïðèâîäèòñÿ îáîñíîâàíèå àêòóàëüíîñòè è ïðàêòè÷åñêîé

çíà÷èìîñòè òåìû äèññåðòàöèè. Äà¼òñÿ êðàòêîå îïèñàíèå ïîñòàâëåííûõ öåëåé

è ðåøàåìûõ äëÿ èõ äîñòèæåíèÿ çàäà÷, à òàêæå äà¼òñÿ áèáëèîãðàôè÷åñêîå

îïèñàíèå äèññåðòàöèè.

Â ïåðâîé ãëàâå ðàññìàòðèâàþòñÿ äèôôóçèîííûå ïðîöåññû, çàäàâàå-

ìûå âåêòîðíûì ñòîõàñòè÷åñêèì äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì (ÑÄÓ) â

ôîðìå Ëàíæåâåíà äëÿ ñëó÷àéíîãî âåêòîðíîãî ïðîöåññà X(t), (t > 0),

Ẋ(t) = a(t,X(t)) + H(t,X(t)) ξ(t), X(t) ∈ Rn, (1)

èëè (áîëåå ñòðîãî) ÑÄÓ â ôîðìå Èòî

dX(t) = a(t,X(t))dt+ H(t,X(t))dW (t) (2)

ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåìX(0) = X0. ÇäåñüX0 � íåêîòîðàÿ âåêòîðíàÿ ñëó÷àé-

íàÿ âåëè÷èíà, ÷åðåç W (t) è ξ(t) îáîçíà÷åíû, ñîîòâåòñòâåííî, ñòàíäàðòíûé
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âèíåðîâñêèé ïðîöåññ è ïðîöåññ ãàóññîâñêîãî áåëîãî øóìà â Rn, à âåêòîð ñíî-

ñà a(t,x) è ìàòðèöà èíòåíñèâíîñòè øóìîâ H(t,x) ÿâëÿþòñÿ íåñëó÷àéíûìè.

Ïîä èíòåãðàëüíûì ôóíêöèîíàëîì ïîäðàçóìåâàåòñÿ âûðàæåíèå âèäà

I(t) =

t∫
0

g(s,X(s)) ds, (3)

ãäå ÿäðî g(s,x) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåêîòîðóþ íåñëó÷àéíóþ ôóíêöèþ.

Èçó÷åíèå ôóíêöèîíàëà (3) ñâåäåíî ê èçó÷åíèþ ðàñøèðåííîé ñèñòåìû{
dX(t) = a(t,X(t))dt+ H(t,X(t))dW (t),

dI(t) = g(t,X(t)) dt.
(4)

Äëÿ ïðîñòîòû èçó÷àþòñÿ îäíîðîäíûå äèôôóçèîííûå ïðîöåññû, ñ âåêòîðîì

ñíîñà è ìàòðèöåé èíòåíñèâíîñòè øóìîâ íå çàâèñÿùèìè ÿâíî îò âðåìåíè t.

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ðÿä êëàññîâ êóñî÷íî-ëèíåéíûõ çàäà÷, äîïóñêàþùèõ

àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå:

1. Êëàññ êóñî÷íî-ëèíåéíûõ ñèñòåì, ëèíåéíûõ â ïîëóïðîñòðàíñòâàõ. Ýòîò

êëàññ áûë ââåä¼í è èçó÷åí ðàíåå â ðàáîòàõ Î.È. Çàéöà1. Åìó îòâå÷àþò

ÑÄÓ, âåêòîð ñíîñà è ìàòðèöà èíòåíñèâíîñòè øóìîâ êîòîðûõ, ñîîòâåò-

ñòâåííî, ëèíååí è ïîñòîÿííà â êàæäîé èç îáëàñòåé Ω±={x ∈ Rn|x1 ≷ 0};

2. Íîâûé êëàññ êóñî÷íî-ëèíåéíûõ ñèñòåì, ëèíåéíûõ â ÷åòâåðòÿõ ïðî-

ñòðàíñòâà, ââåä¼ííûé àâòîðîì ñîâìåñòíî ñ Î.È. Çàéöåì [3]. Äàííûé

êëàññ ÑÄÓ â êàæäîé èç îáëàñòåé Ω±± = {x ∈ Rn|x1 ≷≷≷ 0, x2 ≷ 0}
õàðàêòåðèçóåòñÿ ëèíåéíûì âåêòîðîì ñíîñà âèäà (C±± x+d±±) è ïîñòî-

ÿííîé ìàòðèöåé èíòåíñèâíîñòè øóìîâ âèäà
√

2H±±. Âûøå C±± îáîçíà-

÷àþò n×n-ìàòðèöû, à d±± � n-âåêòîðà, âîîáùå ãîâîðÿ, ðàçëè÷íûå äëÿ

êàæäîé èç îáëàñòåé Ω±±;

3. Íîâûé êëàññ êóñî÷íî-ëèíåéíûõ ñèñòåì, ëèíåéíûõ â ïîëèñëîÿõ, êîòîðûé

â êàæäîé èç îáëàñòåé âèäà Ωj = {x ∈ Rn| βj−1 < x1 < βj} õàðàêòåðè-
çóåòñÿ ëèíåéíûì âåêòîðîì ñíîñà (C(j) x + d(j)) è ïîñòîÿííîé ìàòðèöåé

èíòåíñèâíîñòè øóìîâ
√

2H(j), ïðè÷¼ì C(j) � n × n-ìàòðèöû, d(j) � n-

âåêòîðà, j = −l, . . . , l, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âåùåñòâåííûõ ÷èñåë βj ñòðîãî
âîçðàñòàåò, à ïî îïðåäåëåíèþ ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî β−(l+1) = −∞ è βl = +∞;

4. Íîâûé êëàññ êóñî÷íî-ëèíåéíûõ ñèñòåì ñ ëîêàëüíûì âðåìåíåì. Äëÿ íèõ

â óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ (4) äîáàâëÿåòñÿ ëîêàëüíîå âðåìÿ îäíîé èç ôàçî-

âûõ êîîðäèíàò âåêòîðà X(t) íà íåêîòîðîì ôèêñèðîâàííîì óðîâíå.
1Çàÿö Î.È. Ïðèìåíåíèå óðàâíåíèÿ Ïóãà÷åâà�Ñâåøíèêîâà ê èññëåäîâàíèþ êóñî÷íî-ëèíåéíûõ ñòîõà-

ñòè÷åñêèõ ñèñòåì, ëèíåéíûõ â ïîëóïðîñòðàíñòâàõ // Íàó÷íî-òåõíè÷åñêèå âåäîìîñòè ÑÏáÃÏÓ. Ôèçèêî-

ìàòåìàòè÷åñêèå íàóêè. � 2013. � � 4(182)-1. � Ñ. 128�142.
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Âî âòîðîé ãëàâå ïðèâîäèòñÿ îáçîð íàèáîëåå óïîòðåáèòåëüíûõ è ýô-

ôåêòèâíûõ ñîâðåìåííûõ ìåòîäîâ àíàëèçà ñòîõàñòè÷åñêèõ ñèñòåì. Âíà÷àëå

ðàçáèðàåòñÿ ïîäõîä, îñíîâàííûé íà óðàâíåíèÿõ Êîëìîãîðîâà (ïðÿìîì è îá-

ðàòíîì), à çàòåì � îñíîâàííûé íà óðàâíåíèè Ôåéíìàíà�Êàöà. Ïðèâîäèò-

ñÿ îáçîð îñíîâíûõ ïðèáëèæ¼ííûõ ìåòîäîâ àíàëèçà ñòîõàñòè÷åñêèõ ñèñòåì, à

òàêæå íåêîòîðûå èçâåñòíûå íåìíîãî÷èñëåííûå ïðèìåðû òî÷íûõ ðåøåíèé.

Òðåòüÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà îñíîâíîìó äëÿ äèññåðòàöèè ïîäõîäó, îñíî-

âàííîìó íà èñïîëüçîâàíèè óðàâíåíèÿ Ïóãà÷¼âà â åãî êàíîíè÷åñêîé ôîðìå

∂E(z,t)

∂t
= E

[
Φ(z|X(t),t)eiz

TX(t)
]
. (5)

Îíî îïðåäåëÿåò õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ôóíêöèþ E(z,t) = E
[
eiz

TX(t)
]
ïðîöåñ-

ñà X(t), ãäå, êàê îáû÷íî, E îáîçíà÷àåò ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå. Ôóíêöèÿ

Ïóãà÷¼âà Φ(z|y, t) äëÿ ñëó÷àÿ äèôôóçèîííîãî ïðîöåññà (1) òàêîâà:

Φ(z|y, t) = izTa(t,y)− 1

2
zTB(t,y)z, (6)

ãäå ìàòðèöà äèôôóçèè B(t,y) îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé B(t,y) =

H(t,y)HT(t,y).

Îáîáùåíèþ óðàâíåíèÿ (5) íà ñëó÷àé ÑÄÓ ñ ëîêàëüíûì âðåìåíåì ïî-

ñâÿùåíà òåîðåìà 3.1, ñîãëàñíî êîòîðîé, äëÿ ñêàëÿðíîãî óðàâíåíèÿ

dX(t) = a(t,X(t))dt+ αh2dLrX(t) + h dW (t), (7)

ñîäåðæàùåãî ëîêàëüíîå âðåìÿ LrX(t) ïðîöåññà X(t) íà óðîâíå r, óðàâíåíèå

Ïóãà÷¼âà ïðåîáðàçóåòñÿ ê âèäó

∂E(z,t)

∂t
= E

[
Φ(z|X(t),t)eizX(t)

]
+ izαh2eirzΨ(t), (8)

ãäå âñïîìîãàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ Ψ(t) çàäà¼òñÿ ñèíãóëÿðíûì èíòåãðàëîì

Ψ(t) =
1

2π
v.p.

+∞∫
−∞

E(z, t)e−irzdz. (9)

Ïðè ðåøåíèè óðàâíåíèÿ Ïóãà÷¼âà âàæíóþ ðîëü èãðàþò ñâîéñòâà àíà-

ëèòè÷íîñòè õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèè E(z, t). Ýòîìó âàæíîìó âîïðîñó

ïîñâÿùåíà ñïåöèàëüíàÿ îáùàÿ òåîðåìà 3.2, äîêàçàííàÿ àâòîðîì â [1]. Îíà

ãëàñèò, ÷òî ïðè âåñüìà îáùèõ îãðàíè÷åíèÿõ íà âåêòîð ñíîñà è ìàòðèöó èí-

òåíñèâíîñòè øóìîâ, åñëè ïîñëåäíÿÿ íå çàâèñèò îò ôàçîâîãî âåêòîðà, òî õà-

ðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ E(z, t) ÿâëÿåòñÿ öåëîé ôóíêöèåé îòíîñèòåëüíî

âñåé ñîâîêóïíîñòè êîìïîíåíò z.
8



Ïîäðîáíûé îáçîð ñóùåñòâóþùèõ ïðèáëèæ¼ííûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ

óðàâíåíèÿ Ïóãà÷¼âà ïðèâîäèòñÿ â ðàçäåëå 3.2.

Äëÿ ðàññìàòðèâàåìûõ â äèññåðòàöèè êëàññîâ êóñî÷íî-ëèíåéíûõ ñè-

ñòåì, óðàâíåíèå Ïóãà÷¼âà (5) ïðèîáðåòàåò îñîáûé âèä, âïåðâûå íàéäåííûé

À.À. Ñâåøíèêîâûì ïðèìåíèòåëüíî ê ñèñòåìàì ðåëåéíîãî òèïà. Ðàíåå â ëè-

òåðàòóðå óðàâíåíèå Ïóãà÷¼âà�Ñâåøíèêîâà (ÏÑ) ôèãóðèðîâàëî ëèøü äëÿ ñè-

ñòåì, ëèíåéíûõ â ïîëóïðîñòðàíñòâàõ. Â ðàçäåëå 3.4 ïðèâîäèòñÿ âûâîä ýòî-

ãî óðàâíåíèÿ äëÿ åù¼ äâóõ êëàññîâ ñèñòåì. Âíà÷àëå äîêàçàíà òåîðåìà 3.3,

êîòîðàÿ óñòàíàâëèâàåò âèä óðàâíåíèÿ ÏÑ äëÿ ïîëèñëîåâûõ ñèñòåì:

∂E(z,t)

∂t
+

l∑
j=−l

(zTB(j)z − izTd(j) − zTC(j)∇z)Φj(z,t) = 0, (10)

ïðè÷¼ì Φj îáîçíà÷àåò çäåñü ñëåäóþùèé ñèíãóëÿðíûé èíòåãðàë òèïà ñâ¼ðòêè:

Φj(z,t) =
1

2πi
v.p.

+∞∫
−∞

(e−iβj−1(s−z1) − e−iβj(s−z1))E|z1=s

s− z1
ds, j = −l, . . . , l. (11)

Çàòåì äîêàçàíà òåîðåìà 3.4, êîòîðàÿ çàäà¼ò îáùèé âèä óðàâíåíèÿ ÏÑ

äëÿ ñëó÷àÿ êóñî÷íî-ëèíåéíûõ ñèñòåì, ëèíåéíûõ â ÷åòâåðòÿõ ïðîñòðàíñòâà:

∂E(z,t)

∂τ
+A0E(z,t)− iA1Ê1(z,t)− iA2Ê2(z,t)−A12Ê12(z,t) = 0. (12)

Çäåñü äëÿ êðàòêîñòè èñïîëüçîâàíû îïåðàòîðíûå îáîçíà÷åíèÿ Aj = zTBjz −
izTdj−zTCj∇z, j ∈ {0,1,2,12}, à òàêæå îáîçíà÷åíèÿ ñëåäóþùèõ ñèíãóëÿðíûõ
èíòåãðàëîâ òèïà ñâ¼ðòêè:

Ê1(z,t) =
1

π
v.p.

+∞∫
−∞

E|zj=s
s− z1

ds, Ê2(z,t) =
1

π
v.p.

+∞∫
−∞

E|z2=s

s− z2
ds,

Ê12(z,t) =
1

π2
v.p.

+∞∫∫
−∞

E|z1=s1,z2=s2

(s1 − z1)(s2 − z2)
ds1ds2.

(13)

Êîýôôèöèåíòû Bj,Cj è dj âûðàæàþòñÿ ÷åðåç êîýôôèöèåíòû èñõîäíîãî

óðàâíåíèÿ C±±,H±± è d±± ïî ÿâíûì ôîðìóëàì, ïðèâåä¼ííûì â òåêñòå äèñ-

ñåðòàöèè.

Â ÷åòâ¼ðòîé ãëàâå âíà÷àëå èçëàãàþòñÿ îñíîâíûå ñâåäåíèÿ èç òåîðèè

ôóíêöèé êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî, íåîáõîäèìûå ïðè ðåøåíèè êðàåâîé çà-

äà÷è Ðèìàíà. Ðàçáèðàåòñÿ êëàññè÷åñêàÿ çàäà÷à Ðèìàíà äëÿ ïîëóïëîñêîñòåé

è áèïîëóïëîñêîñòåé. Íà ýòîé îñíîâå ðàçâèâàåòñÿ ìåòîä ñâåäåíèÿ óðàâíåíèÿ

ÏÑ äëÿ ðàçëè÷íûõ êëàññîâ êóñî÷íî-ëèíåéíûõ ñèñòåì, ðàññìàòðèâàåìûõ â
9



äèññåðòàöèè, ê ìîäèôèöèðîâàííîé ïàðàìåòðè÷åñêîé êðàåâîé çàäà÷å Ðèìà-

íà, à òàêæå ìåòîä ïåðåõîäà îò ýòîé çàäà÷è ê îñíîâíîìó óðàâíåíèþ äëÿ êðàå-

âûõ çíà÷åíèé èíòåãðàëà òèïà Êîøè, â êîòîðîì â ðîëè ïëîòíîñòè âûñòóïàåò

èñêîìàÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ.

Â ñëó÷àå ïîëèñëîåâûõ ñèñòåì, â ðàçäåëå 4.4 äîêàçàíî, ÷òî ðåøåíèå

óðàâíåíèÿ ÏÑ (10) ìîæåò áûòü ñâåäåíî ê íåêîòîðîé ñïåöèàëüíîé ïàðàìåò-

ðè÷åñêîé êðàåâîé çàäà÷å Ðèìàíà ïîèñêà ôóíêöèé Φl(z,t) è Φ−l(z,t), àíàëè-

òè÷åñêèõ ïî z1, ñîîòâåòñòâåííî, â âåðõíåé è íèæíåé ïîëóïëîñêîñòÿõ è óäî-

âëåòâîðÿþùèõ êðàåâîìó óñëîâèþ

l∑
j=−l

(
∂Φj(z,t)

∂t
+ (zTB(j)z − izTd(j) − zTC(j)∇z)Φj(z,t)

)
= 0, (14)

ïðè÷¼ì â ýòî êðàåâîå óñëîâèå âõîäèò ðÿä äîïîëíèòåëüíûõ ôóíêöèé Φj(z,t),

j = −l + 1, . . . , l − 1, öåëûõ ïî z1, êîòîðûå òàêæå ïîäëåæàò îïðåäåëåíèþ.

Äëÿ ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è íà ôóíêöèè Φj(z,t) íàêëàäûâàþòñÿ ñïåöèàëüíûå

äîïîëíèòåëüíûå îãðàíè÷åíèÿ â áåñêîíå÷íî óäàë¼ííîé òî÷êå z1 =∞.

Óêàçàííàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à ñâåäåíà ê îáðàòíîé çàäà÷å ïîèñêà ôóíê-

öèé G
(j)
0 (z′,t) è G

(j)
1 (z′,t), îáåñïå÷èâàþùèõ àíàëèòè÷íîñòü ôóíêöèé Φj(z,t),

îïðåäåëÿåìûõ ñîâîêóïíîñòüþ ðàâåíñòâ

∂Φj(z,t)

∂t
+ (zTB(j)z − izTd(j) − zTC(j)∇z)Φj(z,t) =

= eiz1βj−1(G
(j−1)
0 (z′,t) +G

(j−1)
1 (z′, t) z1)− eiz1βj(G(j)

0 (z′,t) +G
(j)
1 (z′, t) z1),

(15)

ãäå z′ � îáîçíà÷åíèå äëÿ óðåçàííîãî âåêòîðà (z2, . . . , zn)
T .

Â ñëó÷àå ÷åòâåðòåé ïðîñòðàíñòâà â ðàçäåëå 4.5 óðàâíåíèå ÏÑ ñâåäåíî

ê ïàðàìåòðè÷åñêîé êðàåâîé çàäà÷å Ðèìàíà äëÿ áèïîëóïëîñêîñòåé, êîòîðàÿ

çàêëþ÷àåòñÿ â íàõîæäåíèè ÷åòûð¼õ ôóíêöèé Φ±±(z,t), àíàëèòè÷åñêèõ, ñîîò-

âåòñòâåííî, â áèïîëóïëîñêîñòÿõ Ω±± è óäîâëåòâîðÿþùèõ êðàåâîìó óñëîâèþ

A++Φ++(z,t)−A+−Φ+−(z,t)−A−+Φ−+(z,t) +A−−Φ−−(z,t) = 0, (16)

ãäå äëÿ êðàòêîñòè ââåäåíû îïåðàòîðíûå îáîçíà÷åíèÿ A±± = ∂
∂t + zTB±±z −

izTd±± − zTC±±∇z, ïðè÷¼ì B±± = H±±(H±±)T , à íà ôóíêöèè Φ±±(z,t)

íàêëàäûâàåòñÿ ñîîòâåòñòâóþùåå óñëîâèå óáûâàíèÿ ïðè z1 →∞, z2 →∞.

Ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è (16) ñâåäåíî ê ðåøåíèþ îáðàòíîé çàäà÷è äëÿ

îñíîâíîãî óðàâíåíèÿ

∂Φ±±(z,t)

∂t
+ (zTB±±z − izTd±± − zTC±±∇z)Φ±±(z,t) =

= G±0 (z2, z
′′, t) +G±1 (z2,z

′′, t)z1 +H±
0 (z1,z

′,t) +H±
1 (z1,z

′, t)z2,
(17)
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ãäå ïîëàãàåòñÿ, ÷òî z′′ = (z1,z3, . . . , zn)
T . Ýòà çàäà÷à ñîñòîèò â ïîäáî-

ðå òàêèõ âñïîìîãàòåëüíûõ ôóíêöèé G±0 (z2, z
′′, t), G±1 (z2, z

′′, t), H±
0 (z1, z

′, t)

è H±
1 (z1, z

′, t), êîòîðûå îáåñïå÷èâàþò àíàëèòè÷íîñòü ôóíêöèé Φ±±(z,t), çà-

äàâàåìûõ ðàâåíñòâîì (17), â ñîîòâåòñòâóþùèõ áèïîëóïëîñêîñòÿõ Ω±±.

Ïÿòàÿ ãëàâà ñîäåðæèò ðåøåíèå ðÿäà êîíêðåòíûõ ïðèêëàäíûõ çàäà÷

äëÿ êóñî÷íî-ëèíåéíûõ ñèñòåì, êîòîðûå ðàçáèðàþòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíî äëÿ

âñåõ óêàçàííûõ ðàíåå êëàññîâ àíàëèòè÷åñêîé ðàçðåøèìîñòè. Îñíîâíîå óðàâ-

íåíèå ðåøàåòñÿ ìåòîäîì àíàëèòè÷åñêîãî ïðîäîëæåíèÿ. Ïîäîáíûå ìîäåëè íà-

õîäÿò øèðîêîå ïðèìåíåíèå â ðàçëè÷íûõ ïðèêëàäíûõ îáëàñòÿõ è ÿâëÿþòñÿ

ïðåäìåòîì ìíîãî÷èñëåííûõ ïóáëèêàöèé, íàïðèìåð, â òåîðèè âèáðîèçîëÿöèè,

ïðåæäå âñåãî, ïðèìåíèòåëüíî ê çàäà÷àì ñåéñìîçàùèòû2.

Â ðàçäåëå 5.1 äëÿ ïîÿñíåíèÿ îñíîâíîé èäåè âíà÷àëå ðàññìàòðèâàåò-

ñÿ óæå èçâåñòíûé êëàññ êóñî÷íî-ëèíåéíûõ ñèñòåì, ëèíåéíûõ â ïîëóïðîñòðàí-

ñòâàõ. Äåòàëüíî ðàçáèðàåòñÿ êëàññè÷åñêàÿ çàäà÷à Êðåíäåëëà î ïåðåìåùåíèÿõ

íåçàêðåïë¼ííîãî òåëà íà ïîäâèæíîì îñíîâàíèè, êîòîðàÿ äîïîëíåíà îãðàíè-

÷åíèåì íà äëèòåëüíîñòü ñëó÷àéíîãî âîçäåéñòâèÿ. Â êà÷åñòâå ìîäåëè äëÿ ñè-

ëû ñîïðîòèâëåíèÿ èñïîëüçóåòñÿ êóëîíîâñêîå òðåíèå Fres = −µmg sign(V (t)),

ãäå V (t) ÿâëÿåòñÿ îòíîñèòåëüíîé ñêîðîñòüþ òåëà, g îáîçíà÷àåò óñêîðåíèå ñâî-

áîäíîãî ïàäåíèÿ, à µ � êîýôôèöèåíò ñóõîãî òðåíèÿ ìåæäó òåëîì è îñíîâà-

íèåì. Ðåøåíèå óêàçàííîé çàäà÷è áûëî íà÷àòî â ðàáîòàõ Î.È. Çàéöà è çàâåð-

øåíî â åãî ñîâìåñòíûõ ñòàòüÿõ ñ àâòîðîì [4, 5]. Åñëè ïîäâèæíîå îñíîâàíèå

ñîâåðøàåò ïðîäîëüíûå êîëåáàíèÿ ïî çàêîíó áåëîãî øóìà ξ(t) èíòåíñèâíî-

ñòè h (ñì. ðèñ. 1), òî îòíîñèòåëüíàÿ ñêîðîñòü òåëà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðîöåññ

Êîõè�Äèíçà

V̇ (t) = −µg sign(V (t)) + hξ(t), V (0) = v0. (18)

Ðèñ. 1: Ñêîëüæåíèå òåëà ïî îñíîâàíèþ ñ ó÷¼òîì ñóõîãî òðåíèÿ

2Crandall S.H., Lee S.S., Williams J.H. Accumulated slip of a friction-controlled mass excited by earthquake

motions // Journal of Applied Mechanics. �� 1974. �� Vol. 41, no. 4. �� P. 1094�1098.
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Ïîëó÷åíî ÿâíîå âûðàæåíèå èçîáðàæåíèÿ ïî Ëàïëàñó õàðàêòåðèñòè÷å-

ñêîé ôóíêöèè òàêîãî âàæíîãî ôóíêöèîíàëà, êàê ïóòü, ïðîéäåííûé òåëîì,

S(t) =

t∫
0

|V (s)| ds, (19)

÷åðåç êîòîðûé âûðàæàåòñÿ äðóãàÿ âàæíàÿ ôèçè÷åñêàÿ õàðàêòåðèñòèêà �

óäåëüíàÿ ýíåðãèÿ, ðàññåÿííàÿ íà òðåíèå, R(t) = µgS(t).

Ðàçäåë 5.2 ïîñâÿù¼í ñèñòåìàì, îòíîñÿùèìñÿ ê êëàññó êóñî÷íî-

ëèíåéíûõ ñèñòåì, ëèíåéíûõ â ÷åòâåðòÿõ ïðîñòðàíñòâà. Âíà÷àëå ðåøàåòñÿ çà-

äà÷à î ôðèêöèîííîì òîðìîæåíèè íåçàêðåïë¼ííîãî òåëà ìàññûm, ïîëîæåííî-

ãî íà îñíîâàíèå, ñîâåðøàþùåå ïðîäîëüíûå êîëåáàíèÿ ïî çàêîíó áåëîãî øóìà

èíòåíñèâíîñòè h, ïðè íàëè÷èè óïðàâëÿåìîãî äåìïôåðà ñóõîãî òðåíèÿ. Îòíî-

ñèòåëüíàÿ ñêîðîñòü òåëà ïîä÷èíÿåòñÿ óðàâíåíèþ, ïîäîáíîìó (18), à èìåííî

mV̇ (t) = −P ϕ(V (t)) +mhξ(t), V (0) = v0, (20)

ãäå v0 îáîçíà÷àåò íà÷àëüíóþ ñêîðîñòü òåëà, à ϕ(v) = (1 −
1[−vmax,vmax](v))sign(v) � ðåëåéíàÿ íåëèíåéíîñòü ñ çîíîé íå÷óâñòâèòåëü-

íîñòè. Çäåñü 1[−vmax,vmax] � èíäèêàòîð îòðåçêà [−vmax, vmax], à vmax �

êðèòè÷åñêàÿ ñêîðîñòü, ïðè êîòîðîé âêëþ÷àåòñÿ äåìïôåð ñóõîãî òðåíèÿ,

ñîçäàþùèé òîðìîçÿùåå óñèëèå P .

Âðåìÿ, â òå÷åíèå êîòîðîãî ñèñòåìà íàõîäèëàñü â øòàòíîì ðåæèìå,

äà¼òñÿ èíòåãðàëüíûì ôóíêöèîíàëîì ñëåäóþùåãî âèäà:

I(t) =

t∫
0

1[−vmax,vmax](V (s)) ds. (21)

Ââîäÿ áåçðàçìåðíûå ïåðåìåííûå

a=
P

mh2
vmax, U1 =a+

P

mh2
V, U2 =−a+

P

mh2
V, τ=

P 2

2m2h2
t, Θ=

P 2

2m2h2
I (22)

è íîâûé áåëûé øóì ξ̃(τ), ïðèõîäèì ê ñèñòåìå

U̇1(τ) = − sign(U1(τ))− sign(U2(τ)) +
√

2ξ̃(τ),

U̇2(τ) = − sign(U1(τ))− sign(U2(τ)) +
√

2ξ̃(τ),

Θ̇(τ) =
1

2
( sign(U1(τ))− sign(U2(τ)))

(23)

ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè U1(0) = a, U2(0) = −a è Θ(0) = 0.

Ñîîòâåòñòâóþùåå ýòîé ñèñòåìå óðàâíåíèå ÏÑ èìååò âèä

∂E

∂τ
+ (z1 + z2)

2E +
z1 + z2

π

v.p.

∞∫
−∞

E|z1=s

s− z1
ds+ v.p.

∞∫
−∞

E|z2=s

s− z2
ds

 = 0 (24)
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è ýêâèâàëåíòíî êðàåâîé çàäà÷å Ðèìàíà äëÿ áèïîëóïëîñêîñòåé

∂Φ++

∂τ
+ ((z1 + z2)

2 + 2i(z1 + z2))Φ
++ −

[
∂Φ+−

∂τ
+ (z1 + z2)

2Φ+−
]
−

−
[
∂Φ−+

∂τ
+(z1 + z2)

2Φ−+

]
+
∂Φ−−

∂τ
+((z1 + z2)

2 − 2i(z1 + z2))Φ
−− = 0

(25)

ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè Φ++|τ=0 = Φ−+|τ=0 = Φ−−|τ=0 = 0 è Φ+−|τ=0 =

eia(z1−z2).

Â äàííîì ñëó÷àå îñíîâíûå óðàâíåíèÿ â èçîáðàæåíèÿõ ïî Ëàïëàñó, ïî-

ìå÷àåìûõ âîëíîé ñâåðõó, èìåþò âèä

Φ̃++ =
G̃+

0 (z2,p) + z1G̃
+
1 (z2,p) + H̃+

0 (z1,p) + z2H̃
+
1 (z1,p)

(z1 + z2)2 + 2i(z1 + z2) + p
,

Φ̃+− =
G̃−0 (z2,p) + z1G̃

−
1 (z2,p) + H̃+

0 (z1,p) + z2H̃
+
1 (z1,p)− eia(z1−z2)

(z1 + z2)2 + p
,

Φ̃−+ =
G̃+

0 (z2,p) + z1G̃
+
1 (z2,p) + H̃−0 (z1,p) + z2H̃

−
1 (z1,p)

(z1 + z2)2 + p
,

Φ̃−− =
G̃−0 (z2,p) + z1G̃

−
1 (z2,p) + H̃−0 (z1,p) + z2H̃

−
1 (z1,p)

(z1 + z2)2 − 2i(z1 + z2) + p
.

(26)

Âñïîìîãàòåëüíûå ôóíêöèè G̃±0 (z2, p), G̃
±
1 (z2,p), H̃

±
0 (z1,p), H̃

±
1 (z1,p) íàõîäÿòñÿ

èç óñëîâèÿ àíàëèòè÷íîñòè ïðàâûõ ÷àñòåé ðàâåíñòâ (26), ÷òî ïðèâîäèò ê ñè-

ñòåìå ôóíêöèîíàëüíûõ óðàâíåíèé. Ïîñòðîåíî ðåøåíèå ýòîé ñèñòåìû, èç êî-

òîðîãî íàéäåíî âûðàæåíèå äëÿ èçîáðàæåíèÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèè

Ẽ(U,Θ)(z, z3; p) =
1

z2+p−iz3
− iB(p, z3)

z2+p−iz3

(
2z + z3

z + ν+
eiaz +

2z − z3

z − ν+
e−iaz

)
, (27)

ãäå U = P
mh2V , ν

+ = i(
√

1 + p + 1), à ôóíêöèÿ B(p,z3) ñ èñïîëüçîâàíèåì

îáîçíà÷åíèÿ w+ = i(
√

1 + p− 1) âûðàæàåòñÿ â âèäå

B(p, z3) =
1

(i
√
p− iz3 − w+)e−a

√
p−iz3 − (i

√
p− iz3 + w+)ea

√
p−iz3

. (28)

Íà îñíîâàíèè âûðàæåíèÿ (27) íàéäåíî èçîáðàæåíèå õàðàêòåðèñòè÷å-

ñêîé ôóíêöèè âðåìåíè ïðåáûâàíèÿ Θ(t), à òàêæå àñèìïòîòèêà åãî ìîìåíòíûõ

õàðàêòåðèñòèê (ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ, äèñïåðñèè, êîýôôèöèåíòà âàðè-

àöèè).

Â ðàçäåëå 5.2.3 ðåøåíà çàäà÷à îá óïðàâëÿåìîì ôðèêöèîííîì òîð-

ìîæåíèè ïðè óñëîâèè, ÷òî óïðàâëÿþùåå âîçäåéñòâèå |P | 6 µmg ïîñòîÿííî

ïî ìîäóëþ è íàïðàâëåíî òàê, ÷òîáû óìåíüøèòü ìîäóëü ðàçíîñòè âðåìåíè, â

òå÷åíèå êîòîðîãî òåëî äâèãàëîñü â ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèè è âðåìåíè, â
13



òå÷åíèå êîòîðîãî òåëî äâèãàëîñü â îòðèöàòåëüíîì íàïðàâëåíèè. Ýòà çàäà÷à

îïèñûâàåòñÿ ñèñòåìîé ÑÄÓ{
mV̇ (t) = −µmg sign(V (t))− P sign(I(t)) +mhξ(t),

İ(t) = sign(V (t)) .
(29)

Óðàâíåíèå ÏÑ çäåñü ñâåäåíî ê îäíîìåðíîìó ïîëíîìó ñèíãóëÿðíîìó èíòå-

ãðàëüíîìó óðàâíåíèþ òèïà ñâ¼ðòêè ñ ÿäðîì Êîøè.

Â ðàçäåëå 5.3 ðàññìàòðèâàþòñÿ ñèñòåìû èç êëàññà êóñî÷íî-ëèíåéíûõ

ïîëèñëîåâûõ ñèñòåì. Âíà÷àëå âíîâü ðåøàåòñÿ çàäà÷à î ôðèêöèîííîì òîðìî-

æåíèè, íî àëüòåðíàòèâíûì ìåòîäîì. Òî÷íîå ðåøåíèå ñðàâíèâàåòñÿ ñ ðåøåíè-

åì, ïîëó÷åííûì ìåòîäîì ñòàòèñòè÷åñêîé ëèíåàðèçàöèè.

Äàëåå ðàññìàòðèâàåòñÿ âàæíàÿ çàäà÷à î âðåìåíè ïðåáûâàíèÿ ïðîöåññà

Êîõè�Äèíçà

dX(t) = −2µ sign(X(t)) dt+
√

2 dW (t), X(0) = x > 0, (30)

íà îòðåçêå îáùåãî âèäà [−a,b]. Óêàçàííîå âðåìÿ âûðàæåíî ôóíêöèîíàëîì

I(t) =

t∫
0

1[−a,b](X(s)) ds, a,b > 0. (31)

Óðàâíåíèå ÏÑ ïðèâîäèò ê êðàåâîé çàäà÷å äëÿ ïîëóïëîñêîñòåé, êîòî-

ðàÿ ýêâèâàëåíòíà îñíîâíûì óðàâíåíèÿì â èçîáðàæåíèÿõ ïî Ëàïëàñó

Φ̃+
0 =

eibz1(G̃
(1)
0 + z1G̃

(1)
1 ) + G̃

(0)
0 + z1G̃

(0)
1 − χ−eixz1

z2
1 + 2iµz1 + p− iz2

,

Φ̃+
1 = −e

ibz1(G̃
(1)
0 + z1G̃

(1)
1 )− χ+eixz1

z2
1 + 2iµz1 + p

,

Φ̃−0 =
e−iaz1(G̃

(−1)
0 + z1G

(−1)
1 )− (G̃

(0)
0 + z1G̃

(0)
1 )

z2
1 − 2iµz1 + p− iz2

,

Φ̃−1 = −e
−iaz1(G̃

(−1)
0 + z1G̃

(−1)
1 )

z2
1 − 2iµz1 + p

,

(32)

ãäå ôóíêöèè G̃
(l)
j (z2, p) îïðåäåëÿþòñÿ óñëîâèåì àíàëèòè÷íîñòè, à êîýôôèöè-

åíòû çàäàþòñÿ ÿâíûìè âûðàæåíèÿìè χ± = ( sign(x− b)± 1)/2.

Èç óñëîâèé àíàëèòè÷íîñòè äëÿ ïðàâûõ ÷àñòåé (32) ñëåäóåò ëèíåéíàÿ

ñèñòåìà óðàâíåíèé

e−bκ
±
(G̃

(1)
0 + iκ±G̃(1)

1 ) + G̃
(0)
0 + iκ±G̃(0)

1 − χ−e−xκ
±

= 0,

e−aκ
±
(G̃

(−1)
0 − iκ±G̃(−1)

1 )− (G̃
(0)
0 − iκ±G̃

(0)
1 ) = 0,

e−bν(G̃
(1)
0 + iνG̃

(1)
1 )− χ+e−xν = 0, G̃

(−1)
0 − iνG̃(−1)

1 = 0,

(33)
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ãäå κ± = −µ±
√
µ2 + p− iz2, à ν =

√
µ2 + p− µ.

Õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ äà¼òñÿ âûðàæåíèåì

ẼI(z2, p) =
A(z2, p)− χ−

p− iz2
− A(z2, p)− χ+

p
, (34)

ãäå A(z2, p) = G̃
(1)
0 (z2, p) + G̃

(−1)
0 (z2,p).

Îòñþäà íàéäåí çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ ìàêñèìóìà ïðîöåññà Êîõè�Äèíçà

çà ïðîìåæóòîê âðåìåíè, äëèíà êîòîðîãî îïðåäåëÿåòñÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷è-

íîé τλ, ðàñïðåäåë¼ííîé ïî ïîêàçàòåëüíîìó çàêîíó ñ ïàðàìåòðîì λ:

P

{
sup

s∈[0,τλ]

|X(s)| 6 h

}
= 1− ν+eν

+x − ν−eν−x

ν+eν+h − ν−eν−h
e−2µ(h−x), h > x, (35)

ïðè÷¼ì çäåñü ν± = −µ±
√
µ2 + λ.

Ðàçäåë 5.4 ïîñâÿù¼í ñèñòåìàì, â óðàâíåíèÿõ äâèæåíèÿ êîòîðûõ ñî-

äåðæèòñÿ ëîêàëüíîå âðåìÿ. Ââåäåíèå ëîêàëüíîãî âðåìåíè ïîçâîëÿåò ïåðåéòè

ê òàê íàçûâàåìûì ¾ñêîøåííûì¿ ïðîöåññàì, à êîýôôèöèåíò α ïðè ëîêàëü-

íîì âðåìåíè â óðàâíåíèÿõ òèïà (7) ïðåäñòàâëÿåò äîïîëíèòåëüíûé ïàðàìåòð

ôîðìû, êîòîðûé ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ áîëåå òî÷íîé ïîäãîíêè ìîäåëüíûõ

çàêîíîâ ðàñïðåäåëåíèÿ ïîä äàííûå íàòóðíûõ íàáëþäåíèé. Âíà÷àëå âû÷èñëÿ-

åòñÿ ëîêàëüíîå âðåìÿ ïðîöåññà Êîõè�Äèíçà, èçîáðàæåíèå ïî Ëàïëàñó õàðàê-

òåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèè êîòîðîãî äà¼òñÿ âûðàæåíèåì

ẼLrX
(z, p) = (1 + izΨ̃(z,p))/p, (36)

ãäå âñïîìîãàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ Ψ̃(z,p) îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì

Ψ̃(z, p) =

e−κr−ν|x|
√
µ2 + p+ ν


0, x 6 0,(

1− e−2x
√
µ2+p

)
e−κ|x−r|, 0 < x 6 r,(

1− e−2r
√
µ2+p

)
e−ν|x−r|, x > r

2ν
√
µ2 + p− iz

(
ν + µe−2r

√
µ2+p

) . (37)

Äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà ëîêàëüíîå âðåìÿ áåð¼òñÿ â íóëå (r = 0), íàéäåíî

ÿâíîå âûðàæåíèå åãî ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè:

fL0
X

(y, t) =
2√
πt
e−

(|x|+2y−2µt)2
4t −2µe2µ(|x|+2y) Erfc

(
|x|+ 2y + 2µt

2
√
t

)
, y > 0, (38)

à òàêæå ðÿä äðóãèõ âåðîÿòíîñòíûõ õàðàêòåðèñòèê.

15



Â êà÷åñòâå ñëåäóþùåãî ïðèìåðà ðåøàåòñÿ âàæíàÿ äëÿ ïðèëîæåíèé

(íàïðèìåð, äëÿ îêåàíîëîãèè3) çàäà÷à Áàêñòåðà äëÿ ïðîöåññà ñêîøåííîãî áðî-

óíîâñêîãî äâèæåíèÿ. Ïîñëåäíèé âîçíèêàåò â çàäà÷àõ ìîäåëèðîâàíèÿ ïîëó-

ïðîíèöàåìûõ ÷àñòè÷íî îòðàæàþùèõ ýêðàíîâ. Íàëè÷èå ëîêàëüíîãî âðåìå-

íè LrU(t) â òî÷êå r îòâå÷àåò ïîñòàâëåííîìó â ýòó òî÷êó ýêðàíó, êîòîðûé ïðî-

ïóñêàåò ÷àñòèöû, äâèæóùèåñÿ â ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèè, ñ íåêîòîðîé

âåðîÿòíîñòüþ β, à ñ âåðîÿòíîñòüþ 1−β èõ îòðàæàåò. Äëÿ ÷àñòèö, äâèæóùèõñÿ
â äðóãîì íàïðàâëåíèè, âåðîÿòíîñòè β è 1−β ìåíÿþòñÿ ìåñòàìè. Èññëåäóåòñÿ

ôóíêöèîíàë Áàêñòåðà, à èìåííî âðåìÿ ïðåáûâàíèÿ ÷àñòèöû çà ðàâíîìåðíî

äâèæóùèìñÿ ñî ñêîðîñòüþ b > 0 è ñòàðòóþùèì èç òî÷êè a ýêðàíîì:

I(t) = mes({s ∈ [0, t]| U(s) > a+ bs}) =

t∫
0

1(0,+∞)(U(s)− a− bs) ds. (39)

Ïåðåõîä ê áåçðàçìåðíûì ïåðåìåííûì ïî ôîðìóëàì

V =

√
2

h
(U − a− bt), µ =

(b− c)√
2h

, η = 2β − 1, v0 = −a
√

2

h
6 0 (40)

ïðèâîäèò ê äâóìåðíîìó ïðîöåññó dV (t) = − 2µ dt+ 2η dL0
V (t) +

√
2 dW (t),

dI(t) =
1

2
(1 + sign(V (t))) dt

(41)

ïðè íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ V (0) = v0 è I(0) = 0.

Ñîîòâåòñòâóþùåå óðàâíåíèå ÏC

∂E(z1,z2; t)

∂t
= −

(
z2

1 + 2iµz1 −
iz2

2

)
E(z1, z2; t)+

+
z2

2π
v.p.

+∞∫
−∞

E(s, z2; t)

s− z1
ds+ 2iηz1 Ψ(z2, t)

(42)

ðåøàåòñÿ ïðè íà÷àëüíîì óñëîâèè E(z1, z2; 0) = eiv0z1, ïðè÷¼ì ôóíê-

öèÿ Ψ(z2, t), êàê è ðàíåå, çàäà¼òñÿ ñèíãóëÿðíûì èíòåãðàëîì âèäà (9).

Ïîëó÷åíî âûðàæåíèå äëÿ èçîáðàæåíèÿ ïî Ëàïëàñó ñîâìåñòíîé õàðàê-

òåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèè ñàìîãî ïðîöåññà è âðåìåíè åãî ïðåáûâàíèÿ. Ïðè ïîä-

ñòàíîâêå â íåãî z1 = 0 íàõîäèì èçîáðàæåíèå õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèè

âðåìåíè ïðåáûâàíèÿ

ẼI(z2, p) =
(1− η)κ− − (1 + η)ν+

(1− η)ν− − (1 + η)κ+
· e

iv0ν
−

κ−ν+
+

1− eiv0ν−

p
. (43)

3Appuhamillage T., Sheldon D. First passage time of skew Brownian motion // Journal of Applied

Probability. �� 2012. �� Vol. 49, �� P. 685�696.
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Ñîîòâåòñòâóþùèé îðèãèíàë ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè íàéäåí â êâàäðàòóðàõ

fI(y, t) =
4e−µ

2t+v0µ

π
√
y(t− y)

+∞∫
0

+∞∫
− v0

2
√
t−y

δ(s1, s2; t, y, v0, µ, η) ds1ds2, (44)

ãäå äëÿ êðàòêîñòè ââåäåíî îáîçíà÷åíèå δ = 1−η
1+ηδ

+ + 1+η
1−ηδ

−, ïðè÷¼ì

δ+ = χ+ eµ(2
√
t−ys1+v0)+ 2µ(3η−1)

1+η

√
ys2, δ− = χ− e

µ(3η+1)
1−η (2

√
t−ys1+v0)−2µ

√
ys2,

χ± =
1± sign

(
(1 + η)(2

√
t− ys1 + v0)− 2(1− η)

√
ys2

)
2

s1s2 e
−s21−s22.

(45)

Äàëåå ïðîèçâîäèòñÿ ÷èñëåííûé àíàëèç ðåøåíèé, à òàêæå èõ ñðàâíå-

íèå ñ ïðèáëèæ¼ííûìè, ïîëó÷åííûìè ìåòîäîì ñòàòèñòè÷åñêîé ëèíåàðèçàöèè.

×èñëåííûé ìåòîä ðåàëèçîâàí â ñðåäå Wolfram Mathematica R©. Êðîìå òîãî,

ïîëó÷åí ðÿä äîïîëíèòåëüíûõ õàðàêòåðèñòèê, ñâÿçàííûõ ñ âðåìåíåì ïåðâîãî

âûõîäà íà ýêðàí, à òàêæå c âåðîÿòíîñòüþ íàõîæäåíèÿ ïî îáå åãî ñòîðîíû.

Â çàêëþ÷åíèè ïðèâîäèòñÿ êðàòêèé îáçîð ðåçóëüòàòîâ äèññåðòàöèè.

Â ïðèëîæåíèÿõ äà¼òñÿ èíôîðìàöèÿ, íîñÿùàÿ âñïîìîãàòåëüíûé õà-

ðàêòåð è ïðèçâàííàÿ îáåñïå÷èòü çàìêíóòîå èçëîæåíèå â ïðåäåëàõ äèññåðòà-

öèè. Â ÷àñòíîñòè, ïîäðîáíî ðàçîáðàíû ïðèìåðû çàäà÷, ðåøàåìûå ìåòîäîì

ñòàòèñòè÷åñêîé ëèíåàðèçàöèè.

Çàêëþ÷åíèå

Äèññåðòàöèÿ ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ ñóùåñòâåííî íåëèíåéíûõ äèíà-

ìè÷åñêèõ ñèñòåì, ïîäâåðæåííûõ âîçäåéñòâèþ ñëó÷àéíûõ âîçìóùåíèé. Ìåòîä

èññëåäîâàíèÿ îñíîâàí íà òåîðèè äèôôóçèîííûõ ïðîöåññîâ.

Óðàâíåíèå Ïóãà÷¼âà�Ñâåøíèêîâà (ÏÑ) äëÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíê-

öèè ðåøàåòñÿ ïóò¼ì ñâåäåíèÿ ê íåêîòîðîé ìîäèôèöèðîâàííîé ïàðàìåòðè÷å-

ñêîé êðàåâîé çàäà÷å Ðèìàíà. Ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ òð¼õ âûäåëåííûõ àâòîðîì

êëàññîâ ñóùåñòâåííî íåëèíåéíûõ ñèñòåì, à èìåííî, äëÿ êóñî÷íî-ëèíåéíûõ

ñèñòåì, ëèíåéíûõ â ÷åòâåðòÿõ ïðîñòðàíñòâà, ëèíåéíûõ â ïîëèñëîÿõ, à òàêæå

âêëþ÷àþùèõ ëîêàëüíîå âðåìÿ, âîçíèêàþùàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à Ðèìàíà äîïóñ-

êàåò òî÷íîå ðåøåíèå. Èñêîìîå ðåøåíèå èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ ÏÑ ìîæåò òîãäà

âûðàæàòüñÿ â êâàäðàòóðàõ, â âèäå ðÿäà, à òàêæå â çàìêíóòîì âèäå â ýëåìåí-

òàðíûõ ôóíêöèÿõ. Äîñòàòî÷íî ñëîæíûé âèä ýòîãî ðåøåíèÿ ïðèâ¼ë ê íåîá-

õîäèìîñòè èñïîëüçîâàíèÿ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ, à òàêæå íàïèñàíèÿ êîìïëåêñà

ïðîãðàìì íà ÿçûêå ñðåäû Wolfram Mathematica R©.

Ãëàâíîé öåëüþ ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ðàçðàáîòêà åäèíîîáðàçíîãî óíèâåð-

ñàëüíîãî ìåòîäà ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ÏÑ. Åãî ñóòü ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ íåêî-
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òîðîé îáðàòíîé çàäà÷è ïîäáîðà ïðàâîé ÷àñòè îñíîâíîãî óðàâíåíèÿ äëÿ êðà-

åâûõ çíà÷åíèé èíòåãðàëà òèïà Êîøè, èñõîäÿ èç ñîîòâåòñòâóþùèõ óñëîâèé

àíàëèòè÷íîñòè ýòèõ êðàåâûõ çíà÷åíèé. Ýòà îáùàÿ òåõíîëîãèÿ ïîëó÷åíèÿ ðå-

øåíèÿ ïî-ðàçíîìó ðåàëèçóåòñÿ äëÿ êàæäîãî èç òð¼õ âûäåëåííûõ â ðàáîòå

êëàññîâ ñóùåñòâåííî íåëèíåéíûõ ñèñòåì.

Ïðèìåíåíèå óðàâíåíèé Ïóãà÷¼âà è Ïóãà÷¼âà�Ñâåøíèêîâà íå îãðàíè-

÷èâàåòñÿ ðàññìîòðåííûìè â äèññåðòàöèè ñëó÷àÿìè, îíî ìîæåò áûòü îáîáùåíî

íà ñëó÷àé áîëåå ñëîæíûõ ïðàêòè÷åñêè çíà÷èìûõ ìîäåëåé. Â ÷àñòíîñòè, èí-

òåðåñ ïðåäñòàâëÿåò ðàçðàáîòêà ñîîòâåòñòâóþùåé òåîðèè óðàâíåíèÿ ÏÑ äëÿ

ïðîöåññîâ, çàäàâàåìûõ ñòîõàñòè÷åñêèìè äèôôåðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè,

â êîòîðûõ â êà÷åñòâå ïðîöåññà ñ íåçàâèñèìûìè ïðèðàùåíèÿìè âûñòóïàåò

ïóàññîíîâñêèé ïðîöåññ. Òàêèå ìîäåëè ïðåäñòàâëÿþò èíòåðåñ äëÿ ôèíàíñîâîé

ìàòåìàòèêè, òåîðèè ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ è ðÿäà äðóãèõ îáëàñòåé ïðè-

êëàäíîé ìàòåìàòèêè.
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