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Общая характеристика работы

Актуальность темы. Настоящая диссертация посвящена изучению осо-
бенностей в отражении электромагнитных волн и квантовых флуктуаций элек-
тромагнитного поля от материальных поверхностей, изготовленных из магнит-
ных материалов, а также от покрытых графеном пластин.

Обычно постулируется, что отражение классических электромагнитных
волн и квантовых флуктуаций от материальных поверхностей происходит одина-
ковым образом [1]. Однако в последнее время эти представления были поставле-
ны под сомнение экспериментами по измерению сил Казимира [2;3]. Как извест-
но, фундаментальной теорией, описывающей флуктуационные силы Ван-дер-
Ваальса и Казимира, является теория Лифшица, которая учитывает электромаг-
нитные свойства материалов через коэффициенты отражения Френеля на мни-
мых частотах. Значения исследуемых сил могут быть получены подстановкой
в коэффициенты Френеля табличных данных для диэлектрической проницаемо-
сти. Ввиду того что табличные значения доступны не для всего диапазона частот,
используют аналитические модели диэлектрической проницаемости материалов,
учитывающие различные физические свойства материальных сред. Применение
в теории Лифшица модели диэлектрической проницаемости металлов Друде, ко-
торая учитывает релаксационные процессы на низких частотах, приводит к на-
рушению непрерывности коэффициента отражения Френеля для TE-моды. Ана-
логичным образом использование модели диэлектрической проницаемости ди-
электриков, которая учитывает проводимость на постоянном токе при отличной
от нуля температуре, приводит к нарушению непрерывности коэффициента от-
ражения Френеля для TM-моды. В конечном счете использование данных моде-
лей при описании флуктуационных сил Казимира приводит к противоречиям как
с экспериментальными данными, так и с термодинамикой, причем последнее вы-
ражается в нарушении теоремы Нернста [3]. Интерес к магнитным материалам
обусловлен возможностью получить отталкивающую силу Казимира [4–6], одна-
ко роль магнитных свойств материалов в разрешении проблем теории флуктуа-
ционных сил к настоящему моменту не была установлена.

Другой проблемой является исследование отражения электромагнитных
волн от графена, двумерного листа атомов углерода. Коэффициенты отражения
от графена отличны от стандартных коэффициентовФренеля. До настоящего вре-
мени отражающая способность графена исследовалась в рамках модели Дира-
ка [7] с использованием нелокальных диэлектрических восприимчивостей (поля-
ризуемостей) графена в контексте формализма корреляционных функций плот-
ности в приближении случайных фаз [8;9]. Однако эти вычисления были непол-
ными, поскольку точные значения обеих корреляционных функций плотности
(продольной и перпендикулярной поверхности графена) не были известны. Аль-
тернативный формализм вычисления отражательных свойств графена с исполь-
зованием поляризационного тензора графена в (2+1)-измерениях, определенного
только на чисто мнимых дискретных частотахМацубары, был развит в рамках ис-
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следований сил Ван-дер-Ваальса и Казимира [10;11]. Несколько позже была най-
дена альтернативная форма поляризационного тензора, допускающая правиль-
ное аналитическое продолжение на ось вещественных частот, то есть на случай
электромагнитных волн [12]. В результате были получены точные значения ко-
эффициентов отражения от графена, позволяющие исследовать оптические свой-
ства этого материала.

Целью данной работы является исследование особенностей отражения
квантовых флуктуаций и электромагнитных волн от магнитных материалов и по-
крытых графеном пластин.

Для достижения поставленной цели необходимо было решить следующие
задачи:

1. Проверить на соответствие теореме Нернста результаты теории Лифши-
ца для магнитных металлов, описываемых диэлектрическими проница-
емостями плазменной модели и модели Друде.

2. Проверить на соответствие теореме Нернста результаты теории Лифши-
ца для магнитных диэлектрических материалов, описываемых без учета
и с учетом проводимости на постоянном токе.

3. Исследовать влияние графенового покрытия на отражательную способ-
ность пластин из металлов, диэлектриков и полупроводников с разной
концентрацией свободных носителей заряда.

Научная новизна:
1. Впервые получены аналитические выражения для казимировской сво-

бодной энергии, энтропии и давления при низкой температуре в слу-
чае параллельных пластин, изготовленных из ферромагнитного метал-
ла, описываемого как плазменной, так и Друде-моделями диэлектриче-
ской проницаемости. Аналитические выражения для указанных вели-
чин получены также и в случае ферромагнитного диэлектрика как без
учета, так и с учетом проводимости на постоянном токе.

2. Впервые показано, что свободная энергия и энтропия флуктуационного
поля в системе двух параллельных пластин из ферромагнитного метал-
ла, описываемого в рамках теории Лифшица диэлектрической проница-
емостью Друде-модели, нарушают теорему Нернста, а при использова-
нии плазменной модели теорема Нернста выполняется. Для ферромаг-
нитных диэлектриков показано, что теорема Нернста нарушается при
учете проводимости пластин на постоянном токе и соблюдается без уче-
та этой проводимости.

3. Выполнено оригинальное численное моделирование отражательной
способности покрытых графеном диэлектрических, металлических
и полупроводниковых пластин в широком диапазоне частот при различ-
ных температурах и установлена роль графенового покрытия.

Теоретическая и практическая значимость. Решение рассматриваемых
в данном диссертационном исследовании проблем актуально как для фундамен-
тальной физики, так и для дальнейшего развития нанотехнологий [13]. Общеиз-
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вестно, что главной тенденцией нанотехнологий является уменьшение размеров
используемых устройств. Последнее повышает роль различных квантовых эф-
фектов, таких как силы Ван-дер-Ваальса и Казимира. Использование этих сил от-
крывает новые возможности для улучшения функционирования наноустройств.
Фундаментальная физическая теория различных квантовых эффектов в наномас-
штабах основана на знании отражательных свойств составляющих наноустрой-
ство элементов по отношению к электромагнитным волнам и квантовым флукту-
ациям. Математический формализм подобных процессов использует коэффици-
енты отражения, определенные на плоскости комплексной частоты.

Кроме того, коэффициенты отражения от новых материалов, подобных гра-
фену, отличаются от стандартных коэффициентов Френеля, и их нахождение
представляет собой сложную теоретическую проблему. Без решения этой про-
блемы дальнейший прогресс в области применения графена в нанотехнологиях
был бы невозможен.

Таким образом, рассматриваемые проблемы имеют первостепенное значе-
ние для многочисленных приложений — например, в солнечных ячейках, био-
медицинских сенсорах, нанокомпозитных материалах и, в более общем плане,
в микро-опто-электро-механических системах следующих поколений [14–17],
включающих графеновые элементы [18–20].

Mетодология и методы исследования. Методология диссертационного
исследования базируется на результатах трудов по изучению казимировского
взаимодействия [3]. В основе используемых методов лежат работы по учету ди-
электрических свойств реальных материальных сред при ненулевой температу-
ре, а также материалов с дираковской моделью проводимости (графен) в теории
флуктуационных сил Лифшица. Вывод низкотемпературных асимптотических
формул выполняется в рамках теории возмущений. Численное моделирование
отражательных свойств графена выполняется с помощью формализма поляриза-
ционного тензора [12].

Основные положения, выносимые на защиту:
1. Получены аналитические выражения для казимировских свободной

энергии и энтропии при низкой температуре в случае параллельных пла-
стин, изготовленных из ферромагнитного металла, описываемого как
плазменной, так и Друде-моделями диэлектрической проницаемости.

2. Показано, что при использовании плазменной модели казимировская эн-
тропия удовлетворяет требованиям теоремы Нернста, а при использо-
вании Друде-модели находится в противоречии с этими требованиями,
принимая либо отрицательное, либо положительное значение, завися-
щее от параметров системы.

3. Получены аналитические выражения для казимировской свободной
энергии, энтропии и давления при низкой температуре в случае парал-
лельных пластин, изготовленных из ферромагнитного диэлектрика, как
без учета, так и с учетом проводимости на постоянном токе.
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4. Показано, что без учета проводимости на постоянном токе казимиров-
ская энтропия ферромагнитного диэлектрика удовлетворяет теореме
Нернста, тогда как при учете этой проводимости вступает в противо-
речие с требованиями теоремы Нернста, принимая положительное зна-
чение при нулевой температуре, зависящее от параметров системы.

5. Получены общие формулы для коэффициентов отражения и отража-
тельной способности материальных пластин с графеновым покрытием,
а также их асимптотические представления при высоких и низких ча-
стотах при произвольной температуре.

6. Полученные формулы применены в случае диэлектрических (кварцевое
стекло), металлических (золото и никель) и полупроводниковых (крем-
ний с различной концентрацией носителей заряда) пластин, покрытых
графеном. Во всех этих случаях рассчитаны отражательные способно-
сти покрытых графеном пластин в широком диапазоне частот при раз-
личных температурах и установлена роль графенового покрытия.

Достоверность результатов обеспечивается тем, что результаты получены
аналитически в рамках строгой и хорошо апробированной физической теории.

Апробация работы. Основные результаты работы докладывались на сле-
дующих конференциях:

1. The Ninth Alexander Friedmann International Seminar on Gravitation and
Cosmology and Third Satellite Symposium on the Casimir Effect, 2015,
Saint Petersburg, Russia.

2. 15th International Conference, NEW2AN 2015, and 8th Conference,
ruSMART 2015, Saint Petersburg, Russia.

3. Научный форум с международным участием «Неделя науки СПбПУ»,
2014, Санкт-Петербург, Россия.

Личный вклад. Автор принимал активное участие в выводе асимптоти-
ческих формул для энтропии, свободной энергии и давления Казимира для фер-
ромагнитных металлов, описываемых плазменной моделью и моделью Друде,
а также ферродиэлектриков с учетом и без учета проводимости на постоянном то-
ке. Автор выполнял численное моделирование коэффициентов отражения графе-
на, нанесенного на металлические, диэлектрические и полупроводниковые пла-
стины.

Публикации. Основные результаты по теме диссертации изложены в 6 пе-
чатных работах, 4 из которых изданы в журналах, рекомендованных ВАК, 2 ––
в трудах конференций.

Объем и структура диссертации. Диссертация состоит из введения, че-
тырех глав, заключения и одного приложения. Полный объем диссертации со-
ставляет 101 страницу, включая 22 рисунка. Список литературы содержит 120 на-
именований.
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Содержание работы

Во введении обосновывается актуальность исследований, проведенных
в рамках данной диссертационной работы, формулируется цель, ставятся задачи
работы, характеризуется научная новизна, практическая и теоретическая значи-
мость представляемой работы. Также во введении сформулированы основные
защищаемые положения, представлен краткий перечень конференций, на кото-
рых были сделаны доклады по материалам исследования.

Первая глава посвящена описанию современного состояния проблем
и обоснованию формулируемых в диссертации задач. Также в данной части
работы приводятся необходимые для их решения соотношения, полученные
ранее в литературе.

Вначале вводится определение амплитудных коэффициентов отражения
Френеля и приводятся модели диэлектрической ε(ω) и магнитной µ(ω) прони-
цаемостей, входящие в коэффициентыФренеля как параметры среды. Для метал-
лов на частотах ниже полос поглощения рассмотрена модель Друде

εD(ω) = 1−
ω2

p

ω (ω+ iγ)
, (1)

которая в области достаточно высоких частот переходит в плазменную модель

εp(ω) = 1−
ω2

p

ω2
. (2)

Здесь ωp — плазменная частота металла пластины, а γ — релаксационный па-
раметр. Для диэлектриков приведены модель осцилляторов Лоренца εc(ω) и мо-
дель, учитывающая свободные носители заряда при ненулевой температуре в ре-
альных диэлектриках [3]:

ε(ω, T ) = εc(ω) + i
4πσ0(T )

ω
, (3)

где σ0(T )— проводимость диэлектрика на постоянном токе.
Далее вводятся амплитудные коэффициенты отражения для квантовых

флуктуаций. Данные выражения входят в формулу Лифшица, которая описыва-
ет флуктуационные силы Казимира и Ван-дер-Ваальса [3; 21], и представляют
собой формулы Френеля на мнимых частотах. Также в главе представлена обоб-
щенная на случай магнитных материалов формула Лифшица для свободной энер-
гии, которая с помощью формулы Пуассона может быть представлена в виде [3]

F(a,T ) =
ℏc

16π2a3

∞∑
l=0

′
∫ ∞

0

y dy

∫ y

0

dζ cos (ltζ)F (ζ,y), (4)

где введена величина t = ℏc/(2akBT ) = Teff/T , a — расстояние меж-
ду пластинами, а функция в подынтегральном выражении F (ζ,y) =
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=
∑

α ln
[
1− r

(1)
α (iζ, y)r

(2)
α (iζ, y)e−y

]
. Здесь r

(1,2)
α (iζ, y) — коэффициенты

отражения для α = TM,TE. Штрих около знака суммы обозначает, что вклад на
нулевой частоте Мацубары (l = 0) имеет множитель 1/2. Соответственно, энтро-
пия Казимира определяется выражением S(a,T ) = −∂F(a,T )/∂T . Кроме того,
приведен обзор работ, связанных с проблемой непрерывности коэффициентов
отражения для квантовых флуктуаций.

В следующей части главы вводятся амплитудные коэффициенты отраже-
ния для электромагнитных волн от материалов с графеновым покрытием в тер-
минах поляризационного тензора. Предварительно описана дираковская модель
проводимости графена и представлен обзор подходов к решению проблемы от-
ражательных свойств графена.

Заключение главы посвящено двум основополагающим подходам в поста-
новке прецизионных экспериментов по измерению сил Казимира: измерения
с помощью микромеханического осциллятора и измерения с помощью атомно-
силового микроскопа. Кроме того, сформулированы задачи настоящего диссер-
тационного исследования.

Вторая глава направлена на решение первой задачи диссертационного ис-
следования, а именно—на изучение влияния магнитных свойств металлов на со-
гласование теории Лифшица с термодинамикой. Для этого в главе рассматрива-
ются низкотемпературные асимптотические формы свободной энергии и энтро-
пии Казимира при взаимодействии магнитных металлических пластин путем ис-
пользования двух моделей диэлектрической проницаемости: недиссипативной
плазменной модели и диссипативной модели Друде.

Изложение начинается с рассмотрения металлических пластин с плазмен-
ной моделью (2) диэлектрической проницаемости ε

(n)
l ≡ εp(iξl) и независимой

от частоты магнитной проницаемостью µ
(n)
l = µ

(n)
0 , где n = 1,2 указывает на

соответствующую пластину, а ξl — частоты Мацубары [3].
В соответствии с известной методикой вычисления поправки к свободной

энергии Казимира для немагнитных металлов с плазменной моделью проводимо-
сти [22], формула Лифшица была представлена в форме (4). Далее, для вывода
свободной энергии Казимира в низкотемпературной (T ≪ Teff) асимптотической
форме выражение было разложено в ряд теории возмущений по малому парамет-

ру Λ ≡ (λ
(1)
p

√
µ
(1)
0 + λ

(2)
p

√
µ
(2)
0 )/(4πa), справедливое на расстояниях a ≫ λ

(n)
p .

Здесь λ(n)p —плазменная длина волны металла. Дифференцированием низкотем-
пературного выражения для свободной энергии по температуре было получено
искомое выражение для энтропии Казимира:

Sp(a,T ) =
kBτ

2

16a2π3

{
3ζR(3)

2
− π2

45
τ

+Λ

[
3ζR(3)−

4π2

15
τ

]
− Λ2 5ζR(5)

4π2
τ2
}
,

(5)

8



где введена безразмерная температура τ = 2π/t, а ζR — дзета-функция Римана.
Следующий рассмотренный случай — металлические пластины с неза-

висимой от частоты магнитной проницаемостью µ
(n)
l = µ

(n)
0 и выраженной

моделью Друде (1) диэлектрической проницаемостью ε
(n)
l ≡ εD(iζl). Выра-

жение для свободной энергии Казимира удобно искать как поправку за счет
релаксаций к свободной энергии, полученной для плазменной модели, в ви-
де FD(a,T ) = Fp(a,T ) + FD(a,T ) − Fp(a,T ). В данном представлении из-за
r
D(n)
TM (0,y) = r

p(n)
TM (0,y) = 1 выражение на нулевой частоте имеет вклад только

TE-моды. Разложив свободную энергиюКазимира в данном виде по степеням ма-
лого параметра γ̃(n)(T )/ζl, где γ̃(T ) = γ(T )/ωc и ζl = ξl/ωc — безразмерные
релаксационный параметр и частоты Мацубары соответственно, а ωc = c/(2a),
и затем продифференцировав по температуре, мы получили выражение для эн-
тропии Казимира, аналогично представленное в форме поправки к энтропии Ка-
зимира для плазменной модели:

SD(a,T ) = Sp(a,T )

− kBζR(3)

16πa2

1− Li3
(
r
(1)
µ r

(2)
µ

)
ζR(3)

− 4Λ + 12Λ2

− ∂Fγ(a,T )

∂T
.

(6)

Здесь Li — полилогарифм, r(n)µ = (µ
(n)
0 − 1)/(µ

(n)
0 + 1), Fγ(a,T )— вклад в сво-

бодную энергию Казимира на всех ненулевых частотах Мацубары, быстро обра-
щающийся в нуль при T → 0.

Таким образом, формулой (5) показано, что теория Лифшица для магнит-
ных металлов, описываемых плазменной моделью, согласуется с теоремой Нерн-
ста, т. е. limT→0 Sp(a,T ) = 0. Показано, что энтропия Казимира в случае Друде-
модели (6) не равна нулю и зависит от параметров системы, таких как объем
и свойства пластин:

SD(a,0) = −kBζR(3)

16πa2

1− Li3
(
r
(1)
µ r

(2)
µ

)
ζR(3)

− 4Λ + 12Λ2

. (7)

Поскольку энтропия Казимира является единственным зависимым от расстояния
вкладом в полную энтропию замкнутой системы, было заключено, что в дан-
ном случае теорема Нернста нарушена. Такой же вывод был получен ранее
и для немагнитныхматериалов, описываемых диэлектрической проницаемостью
Друде-модели [3;23].

Развивая полученный результат, в главе мы показали, что знак остаточ-
ной энтропии Казимира для модели Друде зависит от параметров системы. Для
двух немагнитных металлов энтропия Казимира является отрицательной вели-
чиной (известный результат). Для случая с одним магнитным, а другим немаг-
нитным металлом выражение SD(a,0) = −kBζR(3)/(16πa

2)
[
1− 4Λ + 12Λ2

]
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всегда отрицательно. При взаимодействии двух магнитных металлов для про-
стоты были рассмотрены пластины с µ0 = µ

(1)
0 = µ

(2)
0 ; тогда при условии

a < 3λpµ
3/2
0 ζR(3)/π

3 энтропия при нулевой температуре является положитель-
ной.

Далее в главе рассмотрено влияние зависимости от частотымагнитной про-
ницаемости µ(n)

l , представленной формулой Дебая [24] µ(iζl) = 1+(µ0−1)/(1+
æmζl), где æm ≡ ωc/ωm —коэффициент, различный для разных ферромагнети-
ков. Показано, что поправка к энтропии Казимира за счет частотной зависимости
дается выражением

∆S(a,T ) = −kBζR(3) (µ0 − 1)æmΛ

24π3a2
√
µ0

τ, (8)

и, как следствие, учет частотной зависимости магнитной проницаемости не ока-
зывает влияние на согласованность или несогласованность рассмотренных плаз-
менной модели и модели Друде с термодинамикой при наличии магнитных
свойств у металлов.

Третья глава посвящена решению второй задачи диссертационного иссле-
дования, которая нацелена на изучение влияния магнитных свойств диэлектри-
ков на согласование теории Лифшица и термодинамики. Для упрощения вычис-
лений рассмотрен случай частотно-независимых магнитной µ0 ≡ µ(0) и диэлек-
трической проницаемостей ε0 ≡ ε(0). Это обусловлено тем, что при достаточно
низких температурах частоты Мацубары, дающие основной вклад в температур-
ную поправку для диэлектриков без свободных носителей заряда, принадлежат
к области, где εl — практически постоянная величина, равная ε0, и качествен-
ное поведение свободной энергии Казимира при низких температурах для ди-
электрических материалов, описываемых постоянным и частотно-зависимым εl,
схожи [25].

Для вывода низкотемпературной энтропии Казимира формула Лифшица
была переписана в форме суммы энергии на единицу площади и температурной
поправки с помощью формулы Абеля—Плана [3; 26]. Далее, раскладывая по
степеням малого параметра ζ = uτ ≪ 1 и явно интегрируя, получили темпера-
турную поправку к энергии Казимира. Здесь u — переменная интегрирования.
Для получения членов разложения более высокого порядка с помощью анало-
гичных процедур получена поправка к давлению Казимира. С помощью комби-
нирования результатов было выведено выражение для энтропии Казимира для
магнитных диэлектриков:

S(a,T ) =
k3BT

2

(ℏc)2

{
3ζR(3)

2π

(ε0µ0 − 1)2

(ε0 + 1)(µ0 + 1)

−2π2kBa

45ℏc
[(ε0 + µ0)(ε0µ0 − 2)

√
ε0µ0 + 2]T

}
.

(9)

Далее в главе рассмотрено влияние зависимости от частотымагнитной про-
ницаемости µ(n)

l , представленной, как и в случае металлов, формулой Дебая [24].
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Аналогично, раскладывая по степеням малого параметра ζ и следуя описан-
ной выше процедуре, получили выражение для энтропии Казимира с частотно-
зависимой магнитной проницаемостью:

S(a,T ) =
k2BLi2

(
r2µ

)
6ℏωm (µ0 + 1) a2

T. (10)

Таким образом показано, что теорема Нернста выполняется для диэлектриков
с магнитными свойствами. При этом учет частотной зависимости магнитной про-
ницаемости приводит к изменению порядка зависимости от температуры в фор-
муле для энтропии — первый порядок, а не второй.

Следующий рассмотренный случай— влияние свободных носителей заря-
да, присутствующих при ненулевой температуре в любом диэлектрике. Для этого
была использована диэлектрическая проницаемость (3). Поскольку при l ⩾ 1 вы-
полняется условие εc(iζl) ≫ ℏσ0/(kBT l) [3], то влияние проводимости магнито-
диэлектриков на постоянном токе на свободную энергиюКазимира определяется
членом формулы Лифшица с нулевой частотой. Далее в главе для удобства рас-
сматривается свободная энергия с учетом проводимости на постоянном токе как
поправка к полученному выражению без учета данного влияния. С учетом, что
F̃l⩾1(a,T )−Fl⩾1(a,T ) ≡ Q(a,T ) ∼ e−b/T , где b— некоторая константа, разная
для разных материалов [27], было получено значение энтропии Казимира:

S̃(a,T ) = S(a,T ) +
kB

16πa2
[
ζR(3)− Li3

(
r2ε
)]

− ∂Q(a,T )

∂T
, (11)

где rε = (ε0 − 1)/(ε0 + 1). Далее показано, что

S̃(a,0) = lim
T→0

S̃(a,T ) =
kB

16πa2
[
ζR(3)− Li3

(
r2ε
)]

> 0. (12)

Таким образом, в завершающей части главы установлено, что учет статической
проводимости диэлектрика приводит к нарушению теоремы Нернста.

В четвертой главе представлено решение третьей задачи диссертационно-
го исследования в виде вывода удобных для численного анализа общих формул
для отражательных свойств реальных пластин, покрытых графеном, в рамках
формализма поляризационного тензора, и численных расчетов отражательных
свойств.

Изложение начинается с вывода формул для достаточно толстых пластин,
выполненных из металлов, полупроводников или диэлектриков с нанесенным
на них графеновым покрытием. Предполагая, что графен описывается моделью
Дирака с нулевым параметром щели [10], а отражающие свойства подложек с ди-
электрической проницаемостью ε(ω) и без магнитных свойств, µ(ω) = 1, опи-
сываются коэффициентами Френеля на действительных частотах, получили вы-
ражение в терминах угла падения θi на действительных частотах для амплитуд-
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ных коэффициентов отражения пластин с графеновым покрытием:

R
(g,p)
TM (ω,θi) =

ε(ω) cos θi −
√
ε(ω)− sin2 θi [1−Π∗

00(ω,θi)]

ε(ω) cos θi +
√
ε(ω)− sin2 θi [1 + Π∗

00(ω,θi)]
,

R
(g,p)
TE (ω,θi) =

cos θi −
√

ε(ω)− sin2 θi −Π∗(ω,θi)

cos θi +
√
ε(ω)− sin2 θi +Π∗(ω,θi)

,

(13)

гдеΠ∗
00 иΠ∗ —нормированные значения 00-компоненты поляризационного тен-

зора и комбинации 00-компоненты и следа тензора соответственно.
Далее получены асимптотические выражения для отражательной способ-

ности пластин с графеном. Для высокочастотного (ω ≫ ωT ) случая при нор-
мальном падении, гдеωT = kBT/ℏ— температурная частота:

R(g,p)(ω,0) =
∣∣∣R(g,p)

TM,TE(ω,0)
∣∣∣2 ≈ [n′(ω)− 1 + πα]2 + n′′2(ω)

[n′(ω) + 1 + πα]2 + n′′2(ω)
. (14)

Здесь α — постоянная тонкой структуры, а n′ и n′′ — вещественная и мнимая
составляющие комплексного показателя преломления материала пластины. При
комнатной температуре T = 300 К данное выражение справедливо на частотах
ω > 0,26 эВ. Для низкочастотного (ω ≪ ωT ) случая при нормальном падении:

R(g,p)(ω,0) ≈
[n′(ω)− 1]2 +

[
n′′(ω) + 8αωT

ω
ln 2

]2
[n′(ω) + 1]2 +

[
n′′(ω) + 8αωT

ω
ln 2

]2 . (15)

В следующей части главы представлен анализ отражательной способности
пластин, выполненный с помощью полученных формул. Выбор представленных
материалов обусловлен экспериментальными нуждами. Вначале рассмотрена ди-
электрическая пластина, выполненная из диоксида кремния (SiO2) и покрытая
графеном. Значения показателя преломления для численных расчетов использо-
вались из [28]. Вначале были получены кривые (рис. 1а) для случая высоких
частот (оптический и ультрафиолетовый диапазоны) при нормальном падении.
Затем — для случая низких частот (рис. 1б). Расчетами показано, что на низких
частотах графеновое покрытие приводит к значительному увеличению (до по-
рядка величины) отражательных свойств SiO2. В отличие от высокочастотного
случая, где температурная зависимость отражательной способности отсутствует,
на низких частотах имеется существенная зависимость отражательных свойств
от температуры.

В качестве следующего шага была рассмотрена зависимость отражатель-
ной способности от угла падения на частоте ω = 2 эВ = 3 × 1015 рад/с (види-
мый свет). Полученные результаты изображены на рис. 2 как функции θi. Пока-
зано, что графеновое покрытие приводит к увеличению угла Брюстера: вместо
θB = 55,5◦ он становится θB = 56,2◦.
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There are several technical errors in this paper that have no impact on the obtained results. On the right-hand side of Eq. (10),7

the multiple i in front of the second line should be replaced with −i. As a result, Eqs. (19) and (20) take the form8

!00(ω,θi) ≈ −8α ln 2
kBT

c
sin2 θi ,

!(ω,θi) ≈ 8α ln 2
kBT ω2

c3
sin2 θi (19)

and9

!∗
00(ω,θi) ≈ 8iα ln 2

ωT

ω
cos θi ,

!∗(ω,θi) ≈ 8iα ln 2
ωT

ω
. (20)

Note that in the asymptotic region (18), the pure imaginary polarization tensor at T = 0 and the imaginary part of the thermal10

correction to it cancel each other out, resulting in real expressions (19). In Eqs. (21) and (22), the terms 2πα should be deleted11

in both numerators and denominators. The multiple v2
F in the last term of Eq. (8) should be ṽ2

F .12

Furthermore, due to typos in the optical data for the imaginary parts of the complex index of refraction of SiO2 in the frequency13

region ω ∼ 100 meV, the structure of absorption peaks in Fig. 3 is shown incorrectly. The corrected Fig. 3 is shown here.14

The authors are greatly indebted to M. Antezza for attracting their attention to an incorrect structure of peaks in Fig. 3.15
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FIG. 3. The reflectivities of the graphene-coated and uncoated silica plates (lines 2, 3, and 1, respectively) at the normal incidence are
shown as functions of frequency at low frequencies. Lines 2 and 3 are plotted for the graphene-coated silica at T = 75 and 300 K, respectively.
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б) На низких частотах
Рис. 1. Отражательная способность диоксида кремния (SiO2) с графеновым покрытием
и без графенового покрытия (соответственно линии 2 и 1 слева; линии 2, 3 и 1 справа)
при нормальном падении показана как функция частоты. Линии 2 и 3 на рисунке справа
изображены для пластины из диоксида кремния, покрытой графеном, при температурах
T = 75 K и T = 300 K соответственно.

Далее в главе представлены численные результаты для металлических пла-
стин, выполненных из золота и никеля. Из-за предположительно менее выра-
женного влияния графенового слоя на металлические поверхности по сравне-
нию с диэлектрическими, в вычислениях использовалась относительная величи-
на изменения коэффициентов отражения δR = (R(g,p) −R(p))/R(p), где R(g,p)

иR(p) — функции частоты при нормальном угле падения.
Для расчетов золотой пластины использовались табличные данные для

комплексного показателя преломления, доступные в частотном диапазоне
0,125 эВ < ω < 9919 эВ [28]. При этом на высоких частотах ω > 0,26 эВ
для удобства использовались асимптотические формулы, а в области, где таб-
личные данные для золота отсутствуют, ω < 0,125 эВ, значения комплексного
показателя преломления были экстраполированы с помощью модели Друде.
Результаты представлены на рис. 3.

После рассмотрена отражательная способность покрытой графеном нике-
левой пластины в области частот, где магнитная проницаемость никеля равня-
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Рис. 2. Отражательные способности для TM- и TE-поляризаций в случае покрытой графе-
ном пластины из диоксида кремния при ω = 3 × 1015 рад/с показаны как функции угла
падения нижней и верхней сплошными линиями соответственно. Пунктирные линии по-
казывают аналогичные результаты для не покрытых графеном пластин. Слева представ-
лена полная зависимость, справа — вблизи угла Брюстера.
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Рис. 3. Отражательная способность золотой пластины при нормальном падении как функ-
ция частоты.
ется единице. Оптические данные для комплексного показателя преломления Ni
в частотном диапазоне от 0,1 эВ< ω < 9919 эВ содержатся в [28], а для области,
где табличные данные для никеля отсутствуют, ω < 0,1 эВ, значения комплекс-
ного показателя преломления были аналогично экстраполированы с помощью
модели Друде. Результаты представлены на рис. 4.
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Рис. 4. Относительное изменение отражательной способности никелевой пластины при
нормальном падении как функция частоты.

В работе показано, что, в отличие от случая пластины из диоксида кремния,
для золота и никеля графеновое покрытие приводит к уменьшению отражатель-
ной способности. Кроме того, на низких и средних частотах, т. е.ω < 0,26 эВ, с
высокой точностью наблюдается отсутствие влияния графенового покрытия. Бы-
ло установлено, что влияние графена на зависимости от угла падения незначи-
тельно, а также что отражательная способность покрытых графеном никелевой
и золотой пластин очень слабо зависит от температуры.

В заключительной части четвертой главы представлены вычисления для
полупроводниковой пластины на примере кремния с различной концентраци-
ей свободных носителей заряда. Первым был рассмотрен случай высокоомной
кремниевой пластины, результаты вычислений для которой показаны на рис. 5
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в области высоких частот, где для случая с графеном была использована от-
носительная зависимость отражательной способности. Вычисления в области

1 3 5 7 9 11 13
0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

ω (eV)

R
(p
)

S
i
(θ

i
=
0)

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13
!6

!4

!2

0

ω (eV)

δR
S
i(
θ i
=
0)
(%

)

0.1 1 10 100
0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

ω (meV)

R
(θ

i
=
0)

1

2

(b)

(a)

(c)

а) Без графенового покрытия

1 3 5 7 9 11 13
0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

ω (eV)

R
(p
)

S
i
(θ

i
=
0)

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13
!6

!4

!2

0

ω (eV)

δR
S
i(
θ i
=
0)
(%

)

0.1 1 10 100
0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

ω (meV)

R
(θ

i
=
0)

1

2

(b)

(a)

(c)

б) С графеновым покрытием
(относительное изменение)

Рис. 5. Отражательная способность кремниевой пластины с высоким сопротивлением при
нормальном падении как функция частоты.

средних и низких частот ω < 0,26 эВ показаны на рис. 6а, где в диапазоне
ω ⩽ 2,6 мэВ были использованы низкочастотные асимптотики (15).

В работе установлено, что на низких частотах имеется значительное влия-
ние графена на отражательные свойства, определяемое в основном температур-
ным эффектом и монотонно убывающее с ростом частоты.
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Рис. 6. Отражательная способность кремниевой пластины, покрытой графеном, (a) при
T = 300 K и T = 0 K (линии 2 и 1 соответственно) при нормальном падении как функ-
ция частоты; (б) при T = 300 K показана сплошными линиями 1, 2 и 3 для концентраций
свободных носителей заряда, равных 5×1014, 5×1016 и 5×1017 см−3 соответственно. Ве-
личины для пластин без графенового покрытия показаны пунктирными линиями 1, 2 и 3.

Далее для вычислений отражательных свойств низкоомной кремниевой
пластины в выражение была внесена Друде-добавка, учитывающая влияние леги-
рованной примеси. Результаты в области низких частот представлены на рис. 6б
для различных концентраций свободных носителей заряда. Показано, что в низ-
кочастотной области вклад графенового покрытия снижается с ростом концен-
трации свободных носителей заряда, в то время как в области высоких частот
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добавка свободных носителей зарядов приводит к незначительному изменению
комплексного показателя преломления по сравнению со случаем высокоомного
кремния и совпадает с кривой на рис. 5б.

В заключении главы приведены вычисления для зависимости отражатель-
ной способности низкоомной кремниевой пластины от угла падения, где видно
незначительное влияние графена на зависимость. В случае низкой концентра-
ции примесей графеновое покрытие приводит к тому, что полная поляризация
отраженного излучения не достигается ни при каких углах падения. Результаты
показаны на рис. 7.
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Рис. 7. Отражательная способность покрытой графеном низкоомной кремниевой пласти-
ны на частоте ω = 1,5× 1012 рад/с при температуре T = 300 K как функция от угла па-
дения показана на рисунке сплошными линиями снизу вверх для TM- и TE-поляризаций
электромагнитного поля соответственно при концентрациях примесей. Пунктирные ли-
нии показывают те же результаты для кремниевой пластины без графенового покрытия.

В заключении приведены основные результаты работы:
1. В рамках теории Лифшица с помощью теории возмущений исследована

проблема, связанная с отражением квантовых флуктуаций от ферромаг-
нитных металлов и диэлектриков. Получены аналитические выражения
для казимировских свободной энергии и энтропии при низкой темпера-
туре в случае параллельных пластин, изготовленных из ферромагнитно-
го металла, и в случае пластин из ферромагнитного диэлектрика.

2. Аналитически показано, что нарушение непрерывности коэффициентов
отражения Френеля при нулевой частоте для TE-моды в случае приме-
нения модели Друде для описания диэлектрических свойств металлов
и для TM-моды при учете проводимости диэлектриков на постоянном
токе имеет место и при наличии магнитных свойств у материалов.

3. Аналитически показано, что для ферромагнитных металлов, описыва-
емых плазменной моделью, и для ферромагнитных диэлектриков, в ко-
торых не учитывается проводимость на постоянном токе, имеет место
непрерывность коэффициентов отражения на нулевой частоте.

4. Выявлено, что энтропия Казимира для ферромагнитных металлов, опи-
сываемых моделью Друде, при нулевой температуре может быть как
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положительной, так и отрицательной величиной, знак которой зависит
от параметров системы. Таким образом показано, что в этом случае на-
рушается теорема Нернста. Показано также, что эта теорема выполня-
ется при описании диэлектрических свойств ферромагнитных металлов
плазменной моделью.

5. Выявлено, что энтропия Казимира ферромагнитных диэлектриков, вы-
численная с учетом проводимости на постоянном токе, при нулевой тем-
пературе равняется положительной величине, зависящей от параметров
системы. Таким образом показано, что в этом случае нарушается теоре-
ма Нернста. Показано также, что эта теорема выполняется при описа-
нии диэлектрических свойств ферромагнитных диэлектриков без учета
проводимости на постоянном токе.

6. Получены общие формулы для коэффициентов отражения и отража-
тельной способности материальных пластин с графеновым покрытием,
а также их асимптотические представления при высоких и низких ча-
стотах при произвольной температуре.

7. Численно исследовано влияние графенового покрытия на отражатель-
ные свойства пластины из кварцевого стекла. Выявлено, что в области
оптических и ультрафиолетовых частот графеновое покрытие немного
(от 6 до 9 %) повышает отражательную способность, в то время как на
низких частотах наблюдается значительное увеличение (до порядка ве-
личины) отражательных свойств SiO2. Кроме того, в отличие от высо-
кочастотного случая, на низких частотах имеется существенная зависи-
мость отражательных свойств от температуры.

8. Численно исследовано влияние графенового покрытия на отражатель-
ные свойства пластины из золота. Выявлено, что отражательная способ-
ность золотой пластины становится меньше из-за наличия графенового
покрытия. Также показано, что отражательные свойства покрытой гра-
феном золотой пластины практически не зависят от температуры.

9. Численно исследовано влияние графенового покрытия на отражатель-
ные свойства пластины из никеля. Показано, что влияние графенового
покрытия на никелевуюпластину схоже с влиянием на золотую.Отража-
тельная способность при нормальном падении становится меньше из-за
наличия графена и практически не зависит от температуры.

10. Численно исследовано влияние графенового покрытия на отражатель-
ные свойства пластины из кремния с различной концентрацией носите-
лей заряда. Влияние графена на отражательные свойства высокоомной
кремниевой пластины монотонно убывает с частотой. Графеновое по-
крытие не влияет на отражательные свойства низкоомной кремниевой
пластины.

Полученные результаты открывают новые возможности для исследова-
ния отражения электромагнитных волн от двумерных наноструктур и в реше-
нии проблемы согласования теории флуктуационных сил Казимира и Ван-дер-
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Ваальса с экспериментальными данными. В дальнейшем предполагается приме-
нить эти результаты при разработке оптоэлектронных микроустройств нового по-
коления, функционирующих на основе использования электромагнитных флук-
туаций и графена.
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