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Курс предназначен для студентов 4го курса, обучающихся в
бакалавриате . Основной задачей курса является, с одной стороны,
создание у студентов общих представлений о характере процессов
рассеяния, с другой стороны, задачей курса является ознакомление
студентов с основными методами решения задач рассеяния,
возникающими в различных областях современной физической
науки: физике твердого тела, атомной физике, физике атомных ядер
и элементарных частиц. Поэтому значительное внимание в курсе
лекций уделяется рассмотрению наиболее общих, универсальных,
свойств процессов рассеяния, таких как аналитические свойства
матрицы рассеяния, характеристика резонансных процессов и т.п.

Важной составляющей курса является решение задач. В конце
каждого раздела курса находиться список задач по соответствующей
тематике.

Данный курс опирается на следующие дисциплины:
математический анализ, линейная алгебра, теория функций
комплексной переменной и квантовая механика, нерелятивистская
теория. Все необходимые сведения по «квантовой теории многих
тел», необходимые для понимания теории многочастичного
рассеяния, включены в программу данного курса.



1.   Потенциальное (упругое) рассеяние
Общая постановка задачи, основные понятия и определения

Уравнение Шредингера для частица массы m в поле рассеивающего 
потенциала U(r):
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Определение сечения рассеяния
j – плотность потока частиц, v – их скорость, N – число актов рассеяния в единицу 
времени
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Дифферен-
циальное
сечение 
рассеяния

Полное
сечение 
рассеяния



Задача

1. Оценить полное сечение рассеяния частицы массы m в
потенциале, убывающем на больших расстояниях как α/rn.



2.  Теория возмущений 
2.1 Приближение Борна

Условие приближения: потенциал рассеивателя является малым 
возмущением 11/,1/ 22  kavUamUa 

Вероятность рассеяния
Вычисляется по правилу
Ферми:

Дифференциальное сечение рассеяния:
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Получено дифференциальное сечение рассеяния в Борновском приближении



Задачи

1. Найти в борновском приближении дифференциальное сечение
рассеяния быстрой частицы массы m на прямоугольной
сферической потенциальной яме глубины U и радиуса R. Указать
пределы применимости борновского приближения.

2. Найти в борновском приближении дифференциальное сечение
рассеяния частицы массы m на потенциальной яме U(r)=-(r-
R).

3. Найти в борновском приближении дифференциальное сечение
рассеяния заряженной частицы на Кулоновском потенциале.
Указать пределы применимости борновского приближения.

4. Найти в борновском приближении дифференциальное сечение
рассеяния частицы с массой m на нелокальном сепарабельном
потенциале U, <r'|U|r> = v(r’)v(r), где v(r) некоторая
вещественная функция, достаточно быстро спадающая с ростом
r.



2.2 Метод функций Грина 
(метод последовательных приближений) 
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Последовательные
приближения решения
уравнения Шредингера: 
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H0 – невозмущенный гамильтониан, U(r) – малое возмущение,
Ряд последовательных приближений для волновой функции: 

Уравнение для поправки первого порядка к волновой функции: 



Функция Грина (резольвента дифференциального уравнения):

.')'()'()',,(ˆ)()()(ˆ)(

.1̂)(ˆ)ˆ(,)ˆ()(ˆ
)0()0()1(

0
1

0



 

rrrrrrrr dUGUG

GHHG





Нахождение функция Грина свободной частицы
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Определение 
константы
A из аналогии с 
уравнением 
Пуассона
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Явное выражение для поправки первого порядка к волновой функции: 

Асимптотическое поведение волновой функции: 
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Формула Борна kkqqkk  '),(
2

),'( 2
)1( Umf





Последующие  приближения
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Суммирование ряда теории возмущений:
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Оператор перехода ( Т – матрица)

...)(ˆ)(ˆ)(ˆˆ  UGUGUUGUUT 



,"')",'(ˆ
2

)(,/''

"')",'(ˆ
2

)(

,"')",'(ˆ
'2

"')"()",'(ˆ)',,(ˆˆ)(ˆ)(

"
'

2

"'
2

"
'

2

)0()0(

rrrrrrrrr

rrrrr

rrrr
rr

rrrrrrrr

kr
rr

kr

krrrkr

kr
rr

kr

ddeTe
r

meerr

ddeTe
r

mer

ddeTem

ddTGTGe

ir
ikikr

i

iiki

i
ik

i








































Амплитуда рассеяния, разложение в ряд теории возмущений 
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Выражение амплитуда рассеяния через Т - матрицу 
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Амплитуда рассеяния в импульсном представлении



Функция Грина в импульсном представлении
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Уравнение Липмана-Швингера
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для волновой функции

для оператора перехода
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Выражение для амплитуда рассеяния через матричный 
элемент потенциала рассеивателя:
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Задачи

1. Получить выражение для амплитуды рассеяния частицы с массой m на
нелокальном сепарабельном потенциале U, <r'|U|r> = v(r’)v(r), где v(r)
некоторая вещественная функция, достаточно быстро спадающая с ростом
r.



1.
2. Найти сечение рассеяния медленной частицы с массой m на 

точечном сепарабельном потенциале U, <r'|U|r> = v(r’)v(r), 
радиус действия которого много меньше длины волны частицы. 
Исследовать поведение сечения рассеяния при наличии у 
потенциала мелкого реального или виртуального уровня.

3. Получить выражение для амплитуды упругого рассеяния 
медленной частицы с массой m на паре одинаковых, 
нелокальных сепарабельных потенциалов U, каждый из которых 
описывается матричным элементом <r'|U|r> = v(r’)v(r), где v(r) 
некоторая вещественная функция, радиус действия которой 
много меньше длины волны частицы. Расстояние между 
центрами потенциалов равно R.

4. Исследовать резонансное рассеяние рассеяния медленной 
частицы с массой m на паре одинаковых, нелокальных 
сепарабельных потенциалов U, каждый из которых описывается 
матричным элементом <r'|U|r> = v(r’)v(r), где v(r) некоторая 
вещественная функция, радиус действия которой много меньше 
длины волны частицы. Найти зависимость положения 
резонансного уровня и его ширины от расстояние между 
центрами потенциалов R.



3. Фазовая теория рассеяния
Рассеяние на изотропном потенциале

3.1  Разложение волновой функции по парциальным волнам
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Асимптотическое  поведение

Rl(-) - сходящаяся,
Rl(+) расходящаяся,
волна, l - фаза 
рассеяния.).(
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Разложение плоской волны
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Сферические функции
Бесселя jl, j0(x)=sin(x)/x
jl(x) = ( /2x)1/2Jl+1/2(x) ,/)2/sin()(
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Амплитуда рассеяния

S матрица li
l eS 2 Парциальная амплитуда ik

Sf l
l 2

1


Разложение амплитуды рассеяния
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3.2  Сечение рассеяния
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  ll rR )(Последовательность вычислений в 
фазовой теории рассеяния



Задачи

1. Определить фазы рассеяния l(k) по известной угловой
зависимости амплитуды рассеяния .

2. Найти парциальные фазы l(k) и сечения l рассеяния на
потенциале

3. Найти парциальные фазы l(k) и сечения l рассеяния частицы
массы m на прямоугольной сферической потенциальной яме
глубины U и радиуса R.

4. Найти парциальные фазы l(k) и сечения l рассеяния частицы
массы m на потенциале вида U(r)=(r-R).

5. Найти парциальные фазы l(k) и сечения l рассеяния частицы
массы m на непроницаемом сферическом потенциальном
барьере радиуса R.



3.3  Условие унитарности S – матрицы 
Оптическая теорема
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Сохранение числа частиц )()(,   llll jjAB



Оптическая теорема
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Представление парциальных волн

Амплитуда рассеяния вперед, парциальное разложение 

Оптическая теорема



Закон сохранения числа частиц и оптическая теорема
(альтернативное доказательство)  
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Уравнение непрерывности:
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Волновая функция 
задачи рассеяния



Условие унитарности S матрицы в представлении плоских волн
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3.4  Квазиклассическое приближение 

Квазиклассический предел  
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Классические 
траектории
движения

Классическое 
сечение
рассеяния



Приближение WKB,
Приближение эйконала
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Квазиклассическая волновая функция

Квазиклассическая 
фаза рассеяния
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Квазиклассическая фаза рассеяния



Квазиклассическая амплитуда рассеяния
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Сечение рассеяния

 222 ))((sin4)}(1Re{2)}0(Im{4 ddSf
k  

Задачи
1. Найти в приближении эйконала полное сечение рассеяния быстрой

частицы массы m на прямоугольной сферической потенциальной яме
глубины U и радиуса R. Указать пределы применимости приближения
эйконала.

2. Найти в квазиклассическом приближении полное сечение рассеяния
быстрой частицы массы m на непроницаемом сферическом
потенциальном барьере радиуса R.



3.5  Рассеяние медленных частиц
(ka << 1)
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Волновая функция вне действия потенциала r >> a
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Spherical Hankel functions: hn
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α - длина рассеяния



Задачи

1. Найти длину рассеяния медленной частицы на прямоугольной
сферической потенциальной яме глубины U и радиуса R.

2. Найти длину рассеяния медленной частицы на потенциальном
сферическом барьере вида U(r)=(r-R).

3. Найти сечение рассеяния медленной частицы на непроницаемом
сферическом потенциальном барьере радиуса R.



3.6  Резонансное рассеяние медленных частиц
резонанс в s - волне,  l = 0
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r0 – эффективный радиус взаимодействия



резонанс с  l  0
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Задачи

1. Описать резонансное рассеяние медленной частицы на
потенциале прямоугольной сферической ямы имеющей мелкий
реальный или виртуальный уровень с нулевым орбитальным
моментом.

2. Описать резонансное рассеяние медленной частицы на
потенциальной яме , имеющей мелкий реальный или
виртуальный уровень с нулевым орбитальным моментом.



4. Аналитические свойства S-матрицы
4.1 Симметрия волновой функции задачи рассеяния и S-матрицы 
относительно инверсии пространства и обращения времени 
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4.2 Особенности S-матрицы

Полюса S-матрицы, связанные состояния E=E0<0
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Пример:
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ka << 1 ,
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Положение полюсов k0=k’+ik”:
k” >0, k’=0;     k” <0, k’1=- k’2
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Условие непрерывности
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Полюса на нефизическом листе k”<0, резонансы k”<<k’
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Свойства вычетов
Полюс на физическом листе k0=i
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Условие непрерывности
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4.3 Теорема Левинсона
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5. Квазистационарные состояния
5.1  Определение и свойства квазистационарного состояния
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Условие непрерывности
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Определение явного вида координатной зависимость 
асимптотики волновой функции



5.2  Квазистационарное состояние в задаче рассеяния

Полюса на нефизическом листе k”< 0, резонансы k”<< k’
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Сечение резонансного рассеяния, контур Фано

Задача

1. Найти парциальное сечение резонансного рассеяния в s волне в
поле U(r)=(r-R), считая, что mR>>1. Определить положение
и ширины нижних квазидискретных уровней.



5.3  Зависимость волновой функции рассеяния от 
энергии налетающий частицы в области резонанса
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Время соударения
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Координатная и энергетическая зависимость волновой 
функции задачи рассеяния в области резонанса
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Резонанс в неупругом рассеянии
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Задача

1. Найти время рассеяния медленной частицы на потенциале
прямоугольной сферической ямы радиуса R имеющей мелкий
реальный или виртуальный уровень с нулевым орбитальным
моментом. Сравнить его со временем движения свободной
частицы с нулевым моментом внутри сферы радиуса R.



6. Многоканальное рассеяние
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6.1 Волновая функция и S-матрица многоканальной задачи 

     S

Если E > i - i канал рассеяния открыт, Im{ki}=0. 
Если E < i - i канал рассеяния закрыт, Re{ki}=0, i=0.

Размерность S - матрицы mm, 
m - число открытых каналов.



6.2 Сечения рассеяния, разложение по парциальным волнам
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Волновая функция на бесконечности
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Дифференциальные сечение рассеяния
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Полные сечение рассеяния
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Сечение упругого 
рассеяния

Сечение неупругого 
рассеяния

Полное сечение 
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Задачи

1. Найти в борновском приближении сечение упругого рассеяния
быстрого электрона на атоме водорода в основном состоянии.

2. Найти в борновском приближении сечение неупругого рассеяния
быстрого электрона на атоме водорода в основном состоянии.

3. В борновском приближении найти сечение возбуждения
быстрой заряженной частицей вращательных уровней
двухатомной молекулой находящейся в основном состоянии.
Дипольный момент молекулы d, момент инерции I, заряд
частицы q и импульс k. Использовать дипольное приближение.

4. В борновском приближении найти сечение возбуждения
быстрой заряженной частицей колебательных уровней
двухатомной молекулой находящейся в основном состоянии.
Дипольный момент молекулы d, приведенная масса , частота
колебаний  , заряд частицы q и импульс k. Использовать
дипольное приближение.



6.3 Условие унитарности и оптическая теорема
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Задача

1. Найти сечение полное сечения упругого, e , и неупругого
рассеяния, r, быстрой частицы, kR>>1, поглощающей сферой
радиуса R.



Оптическая теорема
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6.4 Обратимость времени, теорема взаимности
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Принцип детального равновесия



Задача

1. Найти соотношение между сечениями фотоэффекта с основного
состояния атома водорода и радиационной рекомбинацией
электрона с протоном в основное состояние атома водорода.
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6.6 Резонансное рассеяние, формула Брейта и Вигнера
Многоканальное резонансное рассеяние на квазидискретном 

уровне  E=E0-i/2 ,  << E0. 

Волновая функция  задачи рассеяния в области резонанса
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переходит в волновую функцию
квазидискретного уровня Ψ 0 с точностью 
до нормировочного множителя
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Резонансы формы
Пример: Неупругое резонансное рассеяние с возбуждением мишени
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Резонансы Фешбаха
Пример: Резонансное рассеяние с образованием автоионизационного             
состояния.

E Ea

m

n

V

E Ea

m

n

V

E E Ea

m

n

V+

Автоионизационная 
ширина ,)(2

2

0 dEEEEV nmanmaEae   

Неупругая ширина ,)(2
2

dfEEEV nmafnmafar   

Сечение резонансного рассеяния
 

.

4

)12(
2

2
0

2

2 


EEk

l a

i
e



Сечение захвата
 

.,

4

)12(
2

2
0

2 ra
ra

att

EEk
l 



 



).1(,1

),Re21(

2

2

2

2

2

ii
i

opt
et

opt
aii

i

opt
e

ii
i

t

S
k

S
k

S
k









Оптическая модель рассеяния
Большое число плотно расположенных резонансов

Усредненные сечения, l=0 

Усреднение S матрицы,   << D.
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Принцип детального равновесия:
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6.7 Пороговые явления

E  i, Ti= E - i  0

Пример: i=1,2;  E  ,  T2  0,   k2R << 1
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Волновая функция задачи рассеяния частицы 1

Условие сшивания при r=R
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Волновая функция ψ(+) в классически недоступной области r < ρ = l/k
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Закон 1/v и теория возмущений



Пороговое поведение сечения рождения заряженных частиц.
1. Притяжение, qxqy < 0, отсутствие потенциального барьера
l2 < |qxqy|mR

Волновая функция ψ(+) в классически недоступной области qxqy/r > (E - 2)
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2. Отталкивание, qxqy > 0, малость центробежного барьера
l2 < |qxqy|mR
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Поведение упругого сечения вблизи порога E  2
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Дифференциальное сечение рассеяния
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cos(20-) E  2.

Полное сечение рассеяния

 EAE ee 222)()(  {sin2(0) E  2,
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6.8 Взаимодействие в конечном состоянии при реакциях
Резонанс при рождении медленных частиц
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Задача
1. Результатом столкновения элементарных частиц является

рождение пары медленных нуклонов: протона и нейтрона.
Используя борновское приближение, найти зависимость сечения
этого процесса от энергии пары нуклонов E, если известно, что
протон и нуклон образуют слабо связанное состояние, дейтрон, с
энергией связи ε.
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