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 ()6) %��'����� � . #$ �	�� �������� �� �����������
 �����
��� ���	�� �� ������ � ������������)

�  . . 7) ���� �������� �������	� �8
������� � �����������$
������ � ��������, ���� ������������) � ������ ��� 
����� ���� ����
���
���� ������������� � ���������	� �����������	� �������������������� �����
��,9� ��������
 �	�
����	��� � ����������)

*����� ��'��� 8��� ����� ���9����� :��
������ � .;;$ �� ���� ����

�������  ���� 
��	) <������� �����
�� ����
��������� ��������� :���

������� �	�� ���������� � ��9�������� ���2����� � ������	
 ��������

���	
 ������������
)
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�� ��� ���� �	
�� ��	��� ������ ������������

��� �������� �	
���� ����������

����	
�� ������ �
� �������� ����� ��	������	� �������� � ���
����
��� ��	�
 ����� ���� � �����������������

��
���� �
	������ ��
��!��
"
!���
�� �����
��������
"
!���
�� ��������� �������� ���� ��������
�� ����
�� ���	� ����

�
� ����
 ����� � ���	
���� �
���� � �
������� #����
��� �	���	 ������ ����������� ������ ���������� �

��	������ ������ ����� � ��������

$ ������������� �� ��������� ������������ �� ����
 ������ ����
�� �����
�� �
#���
���� � ������ ����
 ������� ��������� ������ �

�%� ������ �������� �� ��������������� �����������

���
	
�� ����� �!
������!� �� ������������� � �
���
���������
���������

&������������ ���������� �
���
������� 

�
� � �
'��� ��
���(����� ������ ���� ����
 ���� ��#���
���



���� �����	 
� ������ ����������	 �

�� ���������	
���
 ���

�
��
 �
���������

����������� 	
�
 U � ������� �	
����� ���� ∅ ∈ U � ��� ����� A,B ∈ U

A ∩B ∈ U,

A ∪B ∈ U,

A \B ∈ U.

� ������	 �
��� ��
����
���� �������� ����� �������� �����
��
 �

���
���
 �����

A1, . . . , An ∈ U,
n⋂

k=1

Ak ∈ U,
n⋃

k=1

Ak ∈ U,

 ���
 ������ ����� �
 ������

n⋂
k=1

Ak =

n⋃
k=1

Ak,

n⋃
k=1

Ak =

n⋂
k=1

Ak.

����������� 	
�
 A � σ�������� �	
����� ���� A � ������� � ��� �����

A1, A2, . . . ∈ A

∞⋂
k=1

Ak ∈ A,
∞⋃
k=1

Ak ∈ A.

���� ������ �����������
  
��!�������
 ����������� " #�� ����� ��$
�"

��� (Ω, F, P )% ��! �����&' ����
����& ��
��	��
 �����&�

�� Ω " ����
���� #�
�
����&' ��'�����

�� F ( σ"��
�� ���&���% ������
��! � ����
���
 #�
�
����&' ��'�"
��� Ω ∈ F �

	� P : F → [0, 1]% P (Ω) = 1 " )�����! ����
����
�� *�����������

P (

n⋃
k=1

Ak) =

n∑
k=1

P (Ak), 
��� AiAj = ∅ ��� i �= j.

�� +�
��! �����������

P (
∞⋃
k=1

Ak) =
∞∑
k=1

P (Ak), 
��� AiAj = ∅ ��� i �= j.

��,� �������� �����������


��� - �
��!������ �������� ���&��! P (A) = 1− P (A)

�
���������
�

A ∪A = Ω, A ∩A = ∅
.� �����
 �"����������� �����
�

P (A ∪A) = P (A) + P (A) = P (Ω) = 1.

�



�� �� �� �����	
��

��� ����������	
����

P (
∞⋃
k=1

Ak) ≤
∞∑
k=1

P (Ak).

��� ������ ��� ����� �����	���
�� �������

P (
n⋃

k=1

Ak) =
n∑

k=1

P (Ak)−
∑
k<i

P (AkAi) +
∑

k<i<j

P (AkAiAj)− (−1)nP (
n⋂

k=1

Ak).

��� ����������� ������� �� ���������� ������ � ��������

����	� �
�
 ����� ���	
��	�� P (A) �	�	� ��	 �� n ����� �� 	��	

�� �	����� ��	��� ���������

���������� �	 ������� ���� ��� ������
 ��	� ������� �	�	��	� �

�����	�� �����	� ��� ��� 	��	���	 �� ���������� ��	� �	���� �



���� �����	 
� ������ ����������	 ��

��� ������	
�� ��
�	�� ����	��� ��	� �� �����	� ������	 �����
�� �� �������� �	� ����	�� ���� �
���	���	� �� ������
�� ����	�! Ak, k = 1, . . . , n, � ������	� k ��"���� �
�#"� ������
�� ��
���� k ��"���� ����
��� Ck

n ����������

A =
n⋃

k=1

Ak, P (Ak) =
(n− k)!

n!
.

$� ����	�� Ak � ��� ��	�% ��&	��� ��� �
����	� '�
�
��"� ���

P (A) = P (
n⋃

k=1

Ak) = nP (A1)− C2
nP (A2) + . . .− (−1)nP (An) =

1− 1/2 + 1/3!− . . .− (−1)n1/n! → 1− 1/e;

P (A) → 1/e, n → ∞.

�(� )����! � ��"���" ���� ������ � �
��������� n ��������� ���
��	�"�!� $� ��"���" ������ � ��
�	�� ����	�� ���"���" ������
* ��
��	��	�� P (A1) = 1/n�

P (A) = (P (A1))
n = (1− 1/n)n → 1/e, n → ∞.

��� ����������	 P ��
������ �� ������� ���������

������	�
�� �� +��,�� S �����	� ��
�
���% ��"� �"� "���! ������
�-�! {An}n∈N ↓% Aj ⊂ Ai% i < j ����
��	��-�! {Bn}n∈N ↑% Bi ⊂ Bj% i < j�
���"�����	�"���	� �����	� ����� ���	�

lim
n→∞S(An) = S( lim

n→∞An) = S(
∞⋂

n=1

An);

lim
n→∞S(Bn) = S( lim

n→∞Bn) = S(
∞⋃

n=1

Bn)

������� .������ �� ���	�! ����	����	� 
�����"�� ���!�	�� �� ��
��

����	� ��
��	��	��

/�����	�"��	��� ������ �������	����	 ���� ������������ ��� �������	�
��� ��
���������� ��������� �����	 ��
���������	 � ���� ��� ������ �

����� ����������

⇒� ���	��� 
�������	��� � ���!�� 
����������	����	 �� ���� {An}n∈N ↓
�� σ��"� �� F # ���� ���

⋂∞
n=k An = ∅# ��� �� �"� k ∈ N � 
������

�� 
����������	����	 
�
��� ��
�������!���� $������������% �����
Ck = Ak \Ak+1�

A1 =

∞⋃
k=1

Ck

& 
����������	����� ����� ����� 
�������	 ������ ������� ������
����� ��'

1 ≥ P (A1) =
∞∑
k=1

P (Ck)



�� �� �� �����	
��

���
∑∞

k=1 P (Ck) ��������	 
������� ���������� �������� �����������
��� ������ ����� �������	

∑∞
k=n P (Ck) → 0 ��� ������� �����������

����� �������� ��
��������� �����������

P (An) =

∞∑
k=n

P (Ck) → 0 = P (∅) = P (

∞⋂
n=1

An).

⇐� ���������� 
��������� ���! ����� ������� ���"���� #
�
����
��
������� �����$ {Ck}k∈N � 
������� ����� �� 
���������������
���"���� An =

⋃∞
k=n Ck� %������	 ���

⋂∞
n=1 An = ∅�

P (∪∞
k=1Ck) =

n∑
k=1

P (Ck) + P (∪∞
k=nCk) =

n∑
k=1

P (Ck) + P (An);

P (An) → 0, n → ∞; P (∪∞
k=1Ck) =

∞∑
k=1

P (Ck).

�



���� �����	 
� ������ ����������	 ��

�� ����������	� 	
�������� ���	��	���

���� ������ �� 	��

��
	�� �������
�� ��� ������ �	
��������


	��� ��������� � �����	
���� ���������� ��������	������ �����������
��� ������������� ��������� 	� ����
���� 
	��� �������������� 	������� �����
������� ������������ ��� �������	� 
	��� �������	����� 	������ � 
	�� ����
�����!����

Ω =
n⋃

k=1

Ek;

P (Ω) = 1 = P (

n⋃
k=1

Ek) =

n∑
k=1

P (Ek) = nP (E1);

P (E1) =
1

n
;

A =
m⋃

k=1

Eik , P (A) = P (
m⋃

k=1

Eik) =
m∑

k=1

P (Eik) =
m

n
.

��"� ������ 	����������	�� #�������	� ����	
��� ��������	� k 
���	$
�� n �
�����

 ������
����� �� ������
�����

� ��������	��	 nk Ck
n+k−1

��� ��������	 Ak
n = n!Ck

n Ck
n

������	�� 
�� Ck
n = n!

k!(n−k)! � 
	��� k�%��������� ������!���� 	� n�%����������
���!������

&���
 � �� ������
����� ��������		 � ��������	��	 ��!�� ������ ���'
�������� 
���	$� ������	
	��� �� �����������	 ��!�� �� ��������� ��������
������	 �� �����	� ����	$ �
���� (��	� �������� �� �	�� ������������ n− 1
����
�� )�� �����	� ����	$* �	�� k ���	��� )
���	$*� 	 
	��� ������������
����� Ck

n+k−1�
+���� ������ ������ %� ������ ��!�� ����������� ��� , ����
 '

����� ���� ��������� �����	
�� ����� 
������� k 
���������� ��
���
�
 n ������� ���
�� ����� ����� �����	
���

���  ����
��� ��
!
�
" !�� ��
�� ������ ����
" ����
 #�� �
�
!
 � �����$
���!����� 
���%���� � �����������" !���� �����	�� 
��� Ck

n+k−1�
&���� 
��
��� ��
�� $ #�� ����� ����
�� k! �����	
��� '�����
$
������" �����(

k!Ck
n+k−1.

�)� *���� 
�����
�� ��������
������( ����+ ��
� ����� �������� �

n ������" ����+ $ �
 n ������ � �������� ����
�� � ����� $ n+1
�����	��" � �
� �
���" k ��
� ����� 
������� n + k − 1 �����	
���
,�
�" �����(

n(n+ 1) . . . (n+ k − 1) = k!Ck
n+k−1.



�� �� �� �����	
��

������ ���� �������� ��	
���
n∑

k=0

(Ck
n)

2 = Cn
2n.

�����
 � ��
���� ������ � ����� ����� �� �	�
��������� ����� n × k� ���
������� �� ����� ������� ��� ���������  �� ����� ���� !���� �
��� ����� �
�������� �� ������������������ !��� �	�� �
� � �� ����� 	���� ����� �"!�	��
k �	� � n �
� �

Cn
n+k = Ck

n+k.

Cn
2n � 
��� �	��������� ��� ����� ����� �� n×n ����	����� ������ #��"�

����� ���� � ����� �� ����� $ �� % �� n& ��	������� ���������� �"������� ��
��	����� ������ �����  �� ���� �� � ����� ����� �� ��������� (k, n− k) ����
�� �	�
����������� [(o, 0), (k, n−k)]� [(k, n−k), (n, n)]� '���
 �!	���
� ��� ����
�����"������ ���(

n∑
k=0

Ck
n−k+kC

k
n−k+k = Cn

2n.

� ����������	
 ���	��	��� 	����	 ������������� ��� �	����� ����������

�	�������� �	����
����
�� � ������ �����!

�����������	������� �	����
����
�� ������ �����

��� �����"��� ��� �����"��� �� �	��� 	��	


����	�	��	#�� ����	�	��	#�� ������� � ��
��

� ������� ��������� � ������� �����������

p = 1/nk p = 1/Ck
k+n−1 p = 1/Ck

n

�� �����	 �� ������ ������ �� ������

�����#����$ %��	� � �&����� ��� � '	�&����� �'��	�

���	��������� �'��	�



���� �����	 
� ������ ����������	 ��

�� ����������	
�� ���������� ��������	��

���� �����������	

����������� 
	�	 ����� Ω ⊂ Rn, n ∈ N� �� 	
��� 
�������� ��
���
���
�
������� �
��� � 
������ A ⊂ Ω� ��
���������� ��
���
��� 
����������
��� 
��
����� �� ������ ��
������ � 
������ ��
 �
��������

P (A) =
λn(A)

λn(Ω)
.

��� ����	
���� ���������� �����
����	��� �����
��	
� ��		��
��� ��	�����
�� ������

���� ������ ������	 �
�
 �������	 ��� �� �������� � � ����� !"	��	�
����� �����
��	
��!#�$$% ��& '���(�� ) � *��
������

������ 
	�	 !�� ���
�

" 
����
��� �����"��� 
��#
� ���������
	
��� $�"�� ��
���
��� �
�
� ��
 	
�� ����� ������� ��

�� �������
%
�
 �������
�
 ����
������� &��� ����
��� � �
�� ��
 ������ #����� ��
�%
�
#����
' � #������
��� 
� ���
� �����"�
" 	
�� ��	
��� � �#��� �%
#���������

()* &����"��� 	
�� ��������� ������ �� 
��#
�' ���� �
�#�
����"
������ � ����������� ��� 	
�� ��� ��������������� �
�	
�� ��
	
�� ����� ��������� ������ �� 
��#�� [1/4D, 3/4D]�
+��
��� ��
���
��� ����� 
��
������ ����� ,�
�
 
��#�� � �����

��������

P (A) =
|[1/4D, 3/4D]|

D
= 1/2.

(-* .������ �
�#�
����� �
��� �� 
����
��� � ����������� ���
	
�� �# ��� ��	
�� ��� �
�	
�� �� 	
�� ����� ������ ����� ��%
�� 
� π/3 �
 2/3π� +��
��� ��
���
��� ����� 
��
������ ��� ����



�� �� �� �����	
��

π/3 � ���� �������	
��� 	�� π�

P (A) =
1/3π

π
= 1/3.

��� �������� ���������	� 
���	 � ��	�� � ������
������ ����	� �����
�	� �������	 �  
�! 
����� "�����#��� ����� �	�	
 �$�
� ��	
��
���%��
��������� ��	�� ���������� ����	��� &�����# ����#
���
� ���
����
��# ��� �
��'���� ������!  
�� ��	����

P (A) =
π(r/2)2

πr2
= 1/4.

"������� ������� � (���� ����������	
 ����
�	
 �	����� )�$��! �� 
���
������� ���#��
 �� �����	 �����������	��* � ������ �	��� ���������� �� ����
��
�	 ����!��! �������� �� �
���� � �� ���	$���
� ���������!��! ��������

��
�! � � ��	�� �������
��! ��������



���� �����	 
� ������ ����������	 ��

���� ������ �����	�
 ���� ������ 	 �
��� ���� ���
 ������� ��	� �
�

��
	��� 	 ����� 	���������� �� ����������� � ������
���� �� 
 �����

��!���� ����"

������ ���� ����� ���� �	
��� ������������ �� ���
���		 2a� �����
��
	��� ��	�� 2l� ������ ����
���
� 
���� �
� 	��� �������
 ���� 	� �	
���
������
	� �������	� 	���� ��� ��������
�� ����� ������� �� �
�� �!

�	" � �	
	 α ∈ [0, π] 	 ���
���	�� �
 #��
� 	��� �� �	
	 x� $�� 
���
�
��� 	��� �������� �	
� �������	��� �
���

x < l sinα.

%��	� ������� ��������

P (A) =

∫ π

0
l sinαdα

aπ
=

2l

aπ
.

&��������
� '
�� �����	 ������� � ���������
�" '��������
������� ���!

�����	� ���	�	�� �	��� π� (��	 ���
� ���	�������" ������ 	 	��� ��	���



�� �� �� �����	
��

������ ������	�
� ���� �����������
 ��	���
� �� �
��� π ���� ����

����� ���
2

�����
�����	 ������� �����
�
.

����� ����
�
�� �������� 
 �
���� 
��� ��
�� l �� �������� ������

� �
�
��� ����
 1� ����� �
��� π ���� ���� ����� ���

4l

�����
�����	 ������� �����
� �����
.



���� �����	 
� ������ ����������	 ��

�� �������� �	
�������� ��
���� ������ �	
�������� ��
����

���	�� �	����������� �������

���� ����������� 	
����� ��������
���

����������� ���� �������� ��	�
������ ������
 A �	� ������� B �������
� ��	�
������ 	���� �������� ��	�
������ �����	�������� ���������

������
 A � ������
 B � ��	�
������ ������
 B�

P (A|B) =
P (AB)

P (B)
.

�� ���	
	�	�� ���	��	� ������� �	�������� �����	
	��

P (AB) = P (A|B)P (B).

���� ����	�� ����� ��������
���

����������� ���� ������������ ������� {An}n∈N ��� ����� ��� ������ ���
����������� ������� ������ �	����� ������� ���� ��������� �����!���

Ω =

∞⋃
n=1

An;

AiAj = ∅, i �= j.

�������� "���� {An}n∈N � �����
 �	���� �������# $���� ��
 ����� ������

B ∈ F

P (B) =

∞∑
n=1

P (B|An)P (An)

%�������������# ���	��� ���

Ω =

∞⋃
n=1

An; B = BΩ =

∞⋃
n=1

BAn

��������� ��� ��� ������������ ������ {An}n∈N ������� �	����	������ � ��	�


����	����  {BAn}n∈N� �� �� �����	 ��	���� �

������ ������

P (B) =

∞∑
n=1

P (BAn)

 � ������	 �	�������� �����	
	�� ������

P (BAn) = P (B|An)P (An).

!��� ��������

P (B) =
∞∑

n=1

P (B|An)P (An)

�



�� �� �� �����	
��

���� ������� ��	
���


��
��� ����� {An}n=1,...,n � ��	
�� ����� ������� ��������� ���� �����
��
���� ������� Ak ��� ��	���� ����	
�
�� ������� B ∈ F ���
�

P (Ak|B) =
P (B|Ak)P (Ak)∑n
j=1 P (B|Aj)P (Aj)

.

�����	� 
���	� ���	��� ��������� ��� �� ��������	 �������
��	 P (Ak)
��� ����� ��� 
������ B ���������� ����� ���
��������� �������
�� ������ 
��
���� B �����������  
�� ��

	������! 
������ Ak ��� ���"���� �� ���	���
#���
� ����
������ 
���� �����	� � �������
��$ ���"���

��������	������ %� ����������& �
����� �������
�� � �� ���	��� ������
��
�� ����������� 	�'�� ����
��!

P (Ak|B) =
P (BAk)

P (B)
=

P (B|Ak)P (Ak)

P (B)
.

%��	���	 ��� �������
�� P (B) ���	��� ������ �������
��

P (B) =

n∑
j=1

P (B|Aj)P (Aj).

(��������!���

P (Ak|B) =
P (B|Ak)P (Ak)∑n
j=1 P (B|Aj)P (Aj)

�
����
� ���� � �����  ������! " ��	�� � # $��
�%� � ����� �	���� �&� "
����� � ��
����� # ������� '����� ������
����( $�� ��	�)�	� ��	�� �����
��� ��	����( $�� �� ����� �����	� # $��
�%*

P (w|bb) = P (bb|w)P (w)

P (bb|w)P (w) + P (bb|b)P (b)
=

1
2
1
2
1
3

1
2
1
2
1
3 + 3

4
2
3
1
2

=
1

4



���� �����	 
� ������ ����������	 ��

�� ���������	�
� �	�
��

���� �����������	

����������� 
	�	 ������� �	
��	��� ��
	�������� ��� ��������� ����
�
 ����������

P (A|B) = P (A) ⇔
P (A|B) = P (A) ⇔
P (AB) = P (A)P (B).

����� 
	�	 ������� ���	�� �
 ������ �� �	�� ��
	 � �	��� ��������
�	�� ��
	������

P (��
) =
1

13
, P (������	� �	��) =

1

4
, P (�������� ��
) =

1

52
=

1

13
· 1
4
.

���� ����������� ��������� ����� ������������ ��� �������� ���

�����	

����������� 
	�	 ������� {Ak}k=1,...,n �	
��	���

��� ���	��� ��
	�������� ��� Ai, Aj ��
	����� ��� ���� i �= j!
��� ��
	������� � "����� ���

P (
n⋂

i=1

Ai) =
n∏

i=1

P (Ai);

�#� ��
	�������� � ����������� ���

P (AiAj) = P (Ai)P (Aj), i �= j;

. . .

P (
n⋂

i=1

Ai) =
n∏

i=1

P (Ai).

����	
�� �	 3 ⇒ 1� 3 ⇒ 2� 1 � 2 � 3�

����� 
	�	 $����� %�������	� &��� ������ ���	
��	��� '�� �
 ���	����
��
	������� �� ������ ��
	������� � "���� � ��
	�������� � ������(
�����

$��� � �	 ��� ����	)�� �	��	����� �	�* � +�	�� ( ����� � ( ��	�	��
# ( ��
��	�� 	 , ( ���� ����� "���	���

-�+�	 ������� '�� +�	�� ( ��	�	�� ���� ��� ��
��	� (���	��� ��
	������
�� �� ��
	���� � "���� � � �����������

P (Red) = P (Pink) = P (Blue) =
1

2
;

P (Red · Pink) = P (Blue · Pink) = P (Blue ·Red) =
1

4
=

1

2
· 1
2
;

P (Red · Pink ·Blue) =
1

4
�= 1

2
· 1
2
· 1
2
.



�� �� �� �����	
��

������ ���� ������ �� ��	�
���

���� Ω = N� P (A) = lim
n→∞

1
nCard{A ∩ {1, . . . , n}}� A ⊂ N�

�
������� ��������� ������� ����� P = {pi, i ∈ N}� 1 = p1 < p2 < . . . <
pi < . . .�

�� �������� ������� ���������� ��� �����	� m ∈ N ����� m =
∏rm

j=1 p
αrm (m)
j �

��	�� ��
���� {{αri(m) = ki}}i=1,...,rm ���������� � ������������

���� 	�
��� ���� ����� �����	�
������	 � ���� ���	� ���������
�


�����	���  ���	��� �������

����� � 
�� ���� N + 1 ��
� � k ����
�	 �����	  N − k ���
�	�

������ �� ���	 ��
��

!����� ����"�
���� P (Ar+1|Br) 
� r + 1 ��� ����#�� ����
�� ���� ��

����� ����$ ��� r ��� ����"� ��������� ����
�� ���� � ������#�
�	�

%���	���	 ������� Cj �� �� j&��� ��
�$ ����� P (Cj) =
1

N+1 �

'�	��	$ ��� Bj = AjBj−1 = . . . =
∏j

i=1 Ai�

(���� �� ��������
) �����
�� ����"�
��� �����	

P (Ar+1|Br) = P (Ar+1|
r∏

i=1

Ai) =
P (

∏r+1
i=1 Ai)

P (Br)
=

P (Br+1)

P (Br)

�� ���	��� ���
�� ����"�
���

P (Br) =
N∑
i=0

P (Br|Ci)P (Ci) =
1

N + 1

N∑
i=0

P (Br|Ci).



���� �����	 
� ������ ����������	 ��

��������� � �	� 
��� � 
��
	������� �� ������� {Ai}i=1,...,r ���	
������

���	
����� � ������� {Ai|Cj}i=1,...,r� j = 0, . . . , N � ����	 �� ���	
�������� ���

�����

P (Br|Cj) = P (

r∏
i=1

Ai|Cj) =

r∏
i=1

P (Ai|Cj) = (
j

N
)r.

�� �	������ ��������� ���������� �����	����� ����� ������� ���������

��	����� 
���������

P (Ar+1|Br) =

∑N
i=0(

j
N )r+1∑N

i=0(
j
N )r

→
N→∞

∫ 1

0
xr+1dx∫ 1

0
xrdx

=
r + 1

r + 2
.



�� �� �� �����	
��

�� ��������	 
�	�	���  � �����	�	�	�	

�������	
� ��	��������� �	���	������ (Ω, F, P )�

����������� 	
�
 ����� ���	
���	 �
���
����� (X,U) � σ���	�
�� U � X�

�������� ��	�	����� �
�������� ���	��� � X� ����	��� ���	
���	

����
�	��	 ξ : Ω → X�

ξ � ���	
���� 	��� ∀U ∈ U ξ−1(U) ∈ F �

����������� 	
�
 ����� ξ � �������� ��	�	���

���
	 	�	��	� ��������� ��	�	�� ξ ����	��� !��"#�� ����	��� Pξ(U)�

Pξ(U) = P (ω : ξ(ω) ∈ U) = P (ξ−1(U)), U ∈ U.

������
 ���
	 	�	��	� ��������� ��	�	�� ξ 	��� �	
��������� �	
 �

(X,U)� $	
�� � ��
���	% 	��� Q : A �	
��������� �	
� �� ���	����	� ξ �

	��� �������� ��	�	��� �"�� ��� Q 	�� 
��
	 	�	��	�

&�"��	������� ⇒� ������� �������� ��� 	���	������
� ���� ��	�������
�� ��	��
������������� ���������������

Pξ(U) = P (ξ−1(U)) ≥ 0, U ∈ U;

��������������

Pξ(R) = P (ω : ξ(ω) ∈ R) = P (Ω) = 1;

σ��������������

Pξ(

∞⋃
n=1

Un) = P (ω : ξ(ω) ∈
∞⋃

n=1

Un) =

∞∑
n=1

P (ω : ξ(ω) ∈ Un) =

∞∑
n=1

Pξ(Un),

UiUj = ∅, i �= j.

⇐� ����� Q � ��	� �� A � σ������	� �	���	������ X� �������� ��� �����
������ ξ : P (ξ ∈ A) = Q(A)�
�� ����	�
� ��	��������� �	���	�������

Ω := X; F := A; P (A) := Q(A).

�! ����	�
� �����"�#" $������

ξ(x) := x, x = ω ∈ Ω.

��������� ������������� �	���	�%����
� 
%��	
��� �� ξ ����� ����
��"�#� $���������

�& 

Pξ(A) = P (x : ξ(x) ∈ A) = Q(x : x ∈ A) = Q(A), A ∈ A.

�



���� �����	 
� ������ ����������	 ��

�� ������� �	
���� ��	�����

�������	�� 
�	�������� �	��	���
� (Ω, F, P )�

����������� 	
�
 ��������� 	
��� ξ : Ω → R� �����
 ������� ��
������

���������� ���� ��� ��������� �� ���� �������� ���������� ��������� �����

���� ∀B ∈ B ξ−1(B) ∈ F � ���������� ������� B ���������� σ�������������
� σ���!��������� ����"�"# ��� �����
�"# �������� ��$��������� ��� R�

������� �� ��� �	�
�	�� ����	����� �������� �	�
�	�� �� ������
��

��	�������� ��	���
���� σ������	�� � ��� �������� �������� �� ∀x ∈
R ξ−1((−∞, x)) ∈ F �
 ����!��� 
������� ��	����� (R,B,Pξ) � ��
�� 
�	�������� �	��	���

�
��

�����������

Pξ(B) = P (ω : ξ(ω) ∈ B) = P (ξ−1(B)), B ∈ B;

�������������

Pξ(R) = P (ω : ξ(ω) ∈ R) = P (Ω) = 1;

σ�������������

Pξ(
∞⋃

n=1

Bn) = P (ω : ξ(ω) ∈
∞⋃

n=1

Bn) =
∞∑

n=1

P (ω : ξ(ω) ∈ Bn) =
∞∑

n=1

Pξ(Bn),

BiBj = ∅, i �= j.

������ 	
�
 �������� �����"�

Ω = {����, ��%��}

ξ(�) =

{
0, ω = ��%��&

1, ω = �����

P (ω : ξ(ω) = 1) = P (����) = p;

P (ω : ξ(ω) = 0) = P (��%��) = 1− p = q.

Pξ(A) =

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

p, 1 ∈ A; 0 ∈ A;
q, 0 ∈ A; 1 ∈ A;
0, 0, 1 ∈ A;
1, 0, 1 ∈ A.



�� �� �� �����	
��

��� ���������	��
���	� ���������� ����	���� ��������

����� ����������� ��	
������ �����
���� ������	
�� ��	�� 
�����
�� {Ai}∞i=1 �
��	
���	�� Ω�

Ω =
∞⊕
i=1

Ai, P (Ai) = pi,
∞∑
i=1

pi = 1.

������ ����	���� ��������	�����	� ������� �����	���

A = (A1, A2, . . .)

� ��������	�����	�� ����	����

Aj = (Aj1 , Aj2 , . . .).

��������	�����	� ����	���� ���������� ��� ��������	�����	� �� ���
����� ����������
 ����������� ����	���!�� ��"�� ��!��	� ��#����� �������$

ξj(ω) =

⎧⎨
⎩

a1, ω ∈ Aj1 ;
a2, ω ∈ Aj2 ;
. . .

Aji = {ω : ξj(ω) = ai}.

��������� ����	���! %
�#��� � &	� ��������	�����	� ���������� ���
��	���� � ��#�! ��������

Aj = (Aj1 , Aj2), P (Aj1) = p, P (Aj2) = 1− p = q.

 ����������� ����	���!�� %
�#��� ��!"� ���#�'� ��#����� ����
����

ξj(ω) =

{
0, ω = �#����(
1, ω = #����

)
�� 	�*�� ��� �#�	 ��	
����	� ����� #����� �� n ����	����

μn =
n∑

j=1

ξj .

���+� �����
 ���������

�����
� ����������	 ��
�� ���  ����� �� n ���������� ��������� ����

����� ����� ������ ����� ���� k ���������� �� ��������� �������

P (μn = k) = Ck
np

kqn−k

�� ������	���!

P (μn = k) = P (
⋃

i1,...,ik

ξi1 = 1, . . . , ξik = 1, ξik+1
= 0, . . . , ξin = 0)

=
����������	�

∑
i1,...,ik

P (ξi1 = 1) . . . P (ξik = 1)P (ξik+1
= 0) . . . P (ξin = 0) =

= Ck
n

����
 i1,...,ik

pkqn−k

�



���� �����	 
� ������ ����������	 ��

���������� �	�	
���� ���������� �������� ��������

Aj = (Aj1 , . . . , Ajk), P (Aji) = pi,
k∑

i=1

pi = 1.

�������� ����������	 ��
�� ���  ����� �� n = n1 + . . . + nk ����������

���������� ��������� �������� ����� �������� i���
� ������ ����� ����
ni� ���������� �� ��������� �������

P (μ1 = n1, . . . , μk = nk) = Cn1,...,nk
n pn1

1 . . . pnk

k =
n!

n1! . . . nk!
pn1
1 . . . pnk

k .

��	��� 
��
� ������ ��������� ����� �������� � ��������� ������������

��� �����  Rd

R1� p = 1/2 � ���������	 ����� ���� ��� ���!
R2� p = 1/4 � ���������	 ����� ���� ��� ���� ��� ��� ���!
. . .� . . .
Rd� p = 1

2d � ���������	 ����� �� ���� ����	���� ��� ����"����	���

�� ���������� ����� �� ���� #��������!

$�����% ����� ���������	 �����	��  ���� ���� 0 �� 2n &�
�!
'�� ��
�� ����� �����	��  ���������	��� ���� ���� �� ��� �� ����

���	 ����	#� &�
�  ������ ���������� �#��	#� �  �������� � ���������

����� &�
� �� ��� ����������� �������	 2n = 2n1 + . . .+ 2nd!

P (A2n) =
∑

n1+...+nd=n

Cn1,n1,...,nd,nd

2n (
1

2d
)2n =

∑
n1+...+nd=n

(2n)!

(n1!)2 . . . (nd!)2
(
1

2d
)2n =

1

22n
Cn

2n

∑
n1+...+nd=n

(
n!

(n1!) . . . (nd!)

1

dn
)2.

$������� ���∑
n1+...+nd=n

n!

n1! . . . nd!

1

dn
= 1,

∑
n1+...+nd=n

(
n!

n1! . . . nd!

1

dn
)2 = O(

n!

([n/d]!)d
1

dn
).

(����	��� ������� )�����
� n! ≈ √
2πn

(
n
e

)n
� �������

1

22n
Cn

2n = O(1/
√
n);

O(

√
2πn

(
n
e

)n
(2πn/d)d/2

(
n
de

)n 1

dn
) = O(n− d−1

2 )

*�#�� �������� ���
∑∞

n=1 P (A2n) =
∑∞

n=1 O(n− d
2 ) < ∞ �������� ��� d ≥ 3 �

���������� ��� d = 1� d = 2!
�� ����� �������+������� ,-!, ��������� ��� ���������  �����	��� ���

�� ���� ���#������� ����� ��� �� �� ��������� ���	#�  ���������� � ���

������ �����������!

����� �	������ � �������� ������� ���� ����� � !

�������� � ���������� � �������� ������������ ��������� ��� ������

�����"� � ���������	� , ���� ��� ������ ���������  ��� �����	��� ���

�� ����! .������ � ����������� / 0�� �� ����!



�� �� �� �����	
��

����� ���	
��� ����� �
�
��� ��� �
 �������� ���� �����	 	�
� � �	��

����� � �������� 	�
����� ����� ������	� �
���� �
������ 	�������� ����

�� ���� �	 	 ���
	����� �����
��� !�������� "�� #��$� �
���� ����%����

Pk

Pk+1
=

P (μn = k)

P (μn = k + 1)
=

Ck
np

kqn−k

Ck+1
n pk+1qn−k−1

=
q(k + 1)

p(n− k)
.

&����
��� ��� Pk ↑ ��� k < p(n+ 1) � Pk ↓ ��� k > p(n+ 1)�
'��� p(n+1) ∈ Z� �� ��(���	��� ������	���
� ���
 �
�����
 k� = p(n+1)�

���� p(n + 1) � Z� �� �
�����%�� ��
����� 	���������� �����$
���� �	
���

k�1 = p(n+ 1)− 1� k�2 = p(n+ 1)�

���)� ��������� ���
�� ���	
����������

���
��� ����� A1,A2, . . . ���	
����� ����	��� �������� � 
�����������
�����	 p� �����	���

xnk
=

k − np√
npq

.

����	 �	
������� �� 
��� k �	���� ��� |xnk
| = O(n

1
6−δ) ��� ��������� ���

�� �������� δ > 0� ����� �����

P (μn = k) ∼
n→∞

e−
x2
nk
2√

2πnpq
.

���*� �����
������ ���
�� ���	
����������

���
��� ����� A1,A2, . . . ���	
����� ����	��� �������� � 
�����������
�����	 p�
����	 ����� �����

sup
−∞≤a≤b≤∞

|P (a ≤ μn − np√
npq

≤ b)− 1√
2π

∫ b

a

e−
x2

2 dx| →
n→∞ 0.



���� �����	 
� ������ ����������	 ��

���� �����	
��� �	 Φ(x) = 1√
2π

∫ x

−∞ e−
t2

2 dt  ������� ����	������ �	���	�

�� ����� ��	�	��� 
�� ����������� ���������	����� � ��������	����� 
���	

������� �	�������� 	��������������� ����	����� �	������

� �!� ����� ����	
� �
�� �������
�

���������
� ����� ���������	��
���	
 �������� ������ {ξn}∞n=1 �����	��

� �������� ������� ξ0 �� �����	���	�

ξn →
n→∞ ξ0 �� �����	���	�,

���� ��� ������ ε > 0 ���������

P (ω : |ξn − ξ0| > ε) →
n→∞ 0.

�������� ���	
 A1,A2, . . . ����������� ����	���� �������� � �����	���	
�

������ p�
�����

μn

n
→

n→∞ p �� �����	���	�.

������	��
�	���

P (ω : |μn

n
− p| > ε) →

n→∞ 0 ⇔

P (ω : |μn

n
− p| ≤ ε) →

n→∞ 1 ⇔

P (ω : |μn − pn√
npq

| ≤ ε

√
n

pq
) →
n→∞ 1 ⇔

�� ������	����" ������� #�	��	$	��	�	

1√
2π

∫ ε
√

n
pq

−ε
√

n
pq

e−
t2

2 dt →
n→∞ 1.

�

� �%� ������� �������

�������� ���	


A11 � �����	���	
� ������ p1

A21, A22 � �����	���	
� ������ p2

. . . . . . . . .

An1, An2, . . . Ann � �����	���	
� ������ pn

���������	��
���	
 ����� ����������� ����	���� ���������

�����

P (μn = k) ∼
n→∞

λk
n

k!
e−λn , ��� λn = npn.



�� �� �� �����	
��

���������	
���� ��� ������ ��	
��� ����
���������� ���	����	
����

P (μn = k) = Ck
np

k
n(1− pn)

n−k =

n(n− 1) . . . (n− k + 1)

k!
(
λn

n
)k(1− λn

n
)n−k =

(1− 1
n ) . . . (1− k−1

n )

k!
(λn)

k(1− λn

n
)n−k.

��	�����

Δn = |P (μn = k)− λk
n

k!
e−λn |

������ ��	

Δn = | (1−
1
n ) . . . (1− k−1

n )

k!
(λn)

k(1− λn

n
)n−k − λk

n

k!
e−λn | =

λk
n

k!
|(1− 1

n
) . . . (1− k − 1

n
)(1− λn

n
)n−k − e−λn |

��� ���������� �����
�� 
	��	������� ������ �� ����������	�	 ������
�� 

!"# 1− λ ≤ e−λ$
!%# (1− λ

n )
n →

n→∞ e−λ ��� |λ| < A$

!&# ��� �'�	�	 ���������	�	 k  λke−λ →
λ→∞

0

(���� k ������	
��	) *����� ��	��
	���	� ε > 0� �	��� 	+�	 
������ A
����	���	 �	����� ��	 ��� λ > A ���	

λk

k!
e−λ/2 < ε/2.

���������� �	 n
 �� ������� λn > A� ,� ����� 	�-�	���� 	+� 
����
k < n/2� � ������ n− k > n/2)

.	���

Δn ≤ λk
n

k!
(1− 1

n
) . . . (1− k − 1

n
)(1− λn

n
)n/2 +

λk
n

k!
e−λn ≤

λk
n

k!
e−λn/2 +

λk
n

k!
e−λn < ε/2 + ε/2 = ε.

���������� �	 n
 �� ������� λn < A� ������ ��	

(1− 1
n ) . . . (1− k−1

n )

(1− λn

n )k
→ 1, n → ∞.

.	���

Δn =
λk
n

k!
| (1−

1
n ) . . . (1− k−1

n )

(1− λn

n )k
(1− λn

n
)n − e−λn | < ε.

.��� 	����	�
Δn →

n→∞ 0.

�



���� �����	 
� ������ ����������	 ��

��� ������� �	
��������� 
���	���� ��������

����� ����������� 	
����� ������������ ��
����� ���������

����������� ����� ����� ξ � ����	
�	� ������	� �������
 �	�����������

����	
��
 ������� ξ �	���� Fξ

Fξ(x) = P (ω : ξ(ω) < x) = Pξ((−∞, x)).

����� ������� 	
����� ������������ ��
����� ���������

���
Fξ(a)− Fξ(b) = P (ω : b ≤ ξ(ω) < a)

���	�	��������

Fξ(a) = P (ξ < a) = P ({ω : ξ(ω) < b} ∪ {ω : b ≤ ξ(ω) < a}) = Fξ(b) + P (b ≤ ξ < a).

�

��� Fξ ����	���� �
 ����
	�

���	�	�������� ���	� b ≤ a� 	����

Fξ(a)− Fξ(b) = P (ω : b ≤ ξ(ω) < a) ≥ 0.

�

��� ������� �����
�
�
��� �
 ��

	 ������� �	����� �����  �
 �����
����!	�� ���"���� � �# �
 ���

� "
� �"
	��
 "�����

�$� ������� �����
�
�
��� �
��
���� ��
���

���	�	�������� ���	� xn ↑ x� 	���� ����%
�� "	� Fξ(xn) → Fξ(x)�
&�����	��� ���	�� An = {ω : ξ(ω) < xn}� A = {ω : ξ(ω) < x}�

An ⊂ An+1 ' ������	�!(�� ����
����	
�����	� ���%
�	� � A =
⋃∞

n=1 An�
)���� �� �
��
�����	� �
���	���	� ����"��

Fξ(xn) = P (An) →
xn↑x

P (A) = Fξ(x).

�

�*�
∃ lim

x→∞Fξ(x) = 1; ∃ lim
x→−∞Fξ(x) = 0.

���	�	�������� ���	� xn ↑ ∞� yn ↓ −∞�
&�����	��� ���	��

An = {ω : ξ(ω) < xn}, Bn = {ω : ξ(ω) < yn},
An ⊂ An+1 ' ������	�!(�� ����
����	
�����	� ���%
�	��
Bn ⊃ Bn+1 ' ����!(�� ����
����	
�����	� ���%
�	� �

{ω : ξ(ω) ∈ R} = Ω =

∞⋃
n=1

An, ∅ =

∞⋂
n=1

Bn.

)���� �� �
��
�����	� �
���	���	� ����"��

Fξ(xn) = P (An) →
xn↑∞

P (Ω) = Pξ(R) = 1.



�� �� �� �����	
��

Fξ(yn) = P (Bn) →
xn↓−∞

P (∅) = 0.

�
�������� ������� ��	
�������� Fξ � ��	
�������� Pξ 	������� �������

������� �
������� ���� ������

���������	���� ⇒�

Fξ(x) = Pξ((−∞, x)).

⇐� ��������� �	
� �� �
	�	����� σ����	�
	 ��
	�	��	��� �� �������
��

��� ����	������ ���������� ������

Pξ([a, b)) = F (b)− F (a).

�
�������� ������
��	�� �	�� ���������� ��
�������� 	��� ������� 	 �����

�� ���������� ��  �	�������	��

lim
x→∞Fξ(x) = 1; lim

x→−∞Fξ(x) = 0

	��
����� 	 	�����
��	��� �	�� ������� ��	
���������

���������	���� ⇒� ��	��	� �� ������� ���� �� 
���
	�	�	���!

⇐� "�� ������ F ����
��� �	
���������	 �
���
������ (Ω, F, P )� �����
P (ω : ξω < x) = F (x)! ����� Ω = [0, 1]� 
������
�� ��������# �	������

η� ��	#$�# 
�����	
��	 
���
	�	�	��	 �� [0, 1]� �� 	���

Fη(x) =

⎧⎨
⎩

0, x ≤ 0;
x, x ∈ (0, 1];
1, x > 1.

%�
	�	��� ����$	���# ��
����# ���� �#

F �(y) = sup{x : F (x) = y}.
&������
�� ��������# �	������

ξ(ω) = F �(η(ω)).

'����

P (ω : ξ(ω) < x) = P (ω : F �(η(ω)) < x) =

P (ω : η(ω) < F (x)) = Fη(F (x)) = F (x).

�



���� �����	 
� ������ ����������	 ��

��� ��������	 
��� �������� 
	�����

�����	
�� �����
� ���
� ��������� 
� �� ���� ��������	� � ��
���	��	�
����� 
������
� ��
���� ����������
���� � 
������
�� 
� �������� ��
���	��	�

����� �� ������ ����
����� � ���������	��

����� ��������	� �
�����������

���������� ����� ����� ξ � ����	
�	� ������	� ξ ����� ��������	� �
������������

���� ������	��� 
� ����� �� ���
�� �
�����	� �
��
�� A ⊂ R� �������

���
������� � 	�����
����� �

P (ω : ξ(ω) ∈ A) = 1.

����������
�� �������
�� �����
�� 	����
� 
���	�� 
���� ����

pk = P (ω : ξ(ω) = ak), A = {ak}k∈N.

������� ���	���� ���
� ������� ���

ξ(ω) =
∑
k∈N

akIAk
(ω), Ω =

⊕
k∈N

Ak, Ak = {ω : ξ(ω) = ak},

��� IAk
(ω) �  ���������������� !�
�"�� �
�����	�� ��	
� 1 
� �
�����	�

� 0 	
� ���# $��� ����� ��
�
�� �� ����� �����
�� 	����
� 
���	�����

��������#

�������� ��	 
�� ��	�	 B ∈ B ��
�� ���	����	

Pξ(B) = P (ω : ξ(ω) ∈ B) =
∑

k:ak∈B

pk.

������� ������
������ 
�� 
�������	� �������	� �������� ���������� ����

Fξ(x) = P (ω : ξ(ω) < x) =
∑

k:ak<x

pk.

pk = P (ω : ξ(ω) = ak) = Fξ(ak + 0)− Fξ(ak − 0);∑
k

pk = P (ω : ξ(ω) ∈ A) = 1.

������ ����� ����������
�� %��
���� ξ ∈ B(p)#

ξ(ω) =

{
1; ω = ���� &

0. ω = 
�����#

P (ω : ξ(ω) = 1) = p, P (ω : ξ(ω) = 0) = 1− p = q.

'��!�� !�
�"�� ����������
�� ���
� �	����� 
� ����
�� �(#�

������ ����� %�
������
�� ����������
�� μn ∈ Bn(p)#

μn =
n∑

i=1

ξi, ξi ∈ B(p).

��� ����������
�� 	�����
����� � !�
�"�� ����������
�� 	������� ���)

pk = P (ω : μn(ω) = k) = Ck
np

kqn−k; Fμn(x) =
∑

k:k<x

Ck
np

kqn−k.



�� �� �� �����	
��

������ ���	� ����������	
�� ��	��������� ξ ∈ G(p)�
P (ξ(ω) ∈ {1, 2, . . .}) = 1.
ξ = k � ��� ��������� ��� � 	���� �	������� �������� 	 � �� k−1 ��� ����

������� � �� k ������ �����
�� ��	��������� ��������	��� �  ��
!�� ��	��������� ������� ��
"

pk = P (ω : ξ(ω) = k) = qk−1p; Fξ(x) =
∑

k:k<x

qk−1p.

������ ���
� ��	��������� #��		��� μ ∈ Π(λ)�

P (μ(ω) ∈ {0, 1, 2, . . .}) = 1.



���� �����	 
� ������ ����������	 ��

��� ��������	�
�� �����
���� � ��
���� ��������	�
�� ���	���� ����

pk = P (ω : μ(ω) = k) =
λk

k!
e−λ; Fμ(x) =

∑
k:k<x

λk

k!
e−λ.

����� ��������� �	
�	����	 ���
�	�	�	����

�
�	�	�	��	 ����� ����� ξ � �	����
�� ��	���
�� ξ ����� ��������� �	
�	����	

���
�	�	�	��	� ��	� ���������� ��������� ��
���� p� ����� ��

Pξ(A) =

∫
A

p(x)dx, A ∈ B,

 !� �
������ �� p(x) =
dPξ

dλ
, ��� λ � 	�"������� ����#�

p � 
����� �	�
���$ ��������	�
�� �	����
� ��	���
� ξ�

������ ����� ∫
R

p(x)dx = 1

%������	�����

1 = P(R) = P (ω : ξ(ω) ∈ R) =
∫
R

p(x)dx

�

������ �����

p(x) ≥ 0 �	� ���� ���& x.

%������	����� ����� A = {x : p(x) < 0}�
	
��

0 ≤ P (ω : ξ(ω) ∈ A) = Pξ(A) =

∫
A

p(x)dx ≤ 0.

����
������
� λ(A) = 0� �

������ ����� ����� Q(A) =
∫
A
p(x)dx� ���� Q � �����
��
�� ���� 
�

����� Q : B → [0, 1]�

������� ��
���� ���������� ������� ������� ξ� ��� ��


Pξ(A) = Q(A) =

∫
A

p(x)dx, A ∈ B.

	
 ���� �� ���
� ��
���������
� � �����
� !������� ������� 
� �
�
�
� "


���� 
�� ���� �� ���������� ������� �������� ������ ���� "�
��
����

������ ����� ��������	�
�� � �	�
��� �����
 �����	�$� ���� �����
�	� �"�	$�
 
�������
�& ��������	�

�& �	����
�& ��	���
�

%������	����� ⇒�

Pξ(A) =

∫
A

p(x)dx, A ∈ B.



�� �� �� �����	
��

⇐� ����� �����	�
��� P ������������ 	�� �
������� p� q � ����� A =
{x : p(x) > q(x)}� ���	�

Pξ(A) =

∫
A

p(x)dx =

∫
A

q(x)dx.

�
�	�����
����

0 =

∫
A

(p(x)− q(x))dx ⇒ p(x) = q(x) ����� ��	��

�

������ ���	� ����������� ��	
�������� ξ ∈ U([a, b])�

pξ(x) =

{
1

b−a ; x ∈ [a, b];

0. x � [a, b].

����� 
�����	� ����� ������ �� �	���� ����

Fξ(x) =

⎧⎨
⎩

0; x < a;
x−a
b−a ; x ∈ [a, b];

1. x > b.

����� ����� ��	
�������� ����� ������ �� �	���� ����

������ ���
� ���������� ��	
�������� ξ ∈ N(a, σ)�

pξ(x) =
1

σ
√
2π

exp(− (x− a)2

2σ2
), a ∈ R, σ > 0.

����� 
�����	� ����� ������ �� �	���� ����

Fξ(t) =
1

σ
√
2π

∫ t

−∞
exp(− (x− a)2

2σ2
).

����� ����� ��	
�������� ����� ������ �� �	���� ����



���� �����	 
� ������ ����������	 ��



�� �� �� �����	
��

������ ���	� ���������	
����� 
��������	� ξ ∈ E(λ)�

pξ(x) =

{
0, x < 0;
λe−λx, x ≥ 0.

�
�	� ��������	 ����� ��	���� �
 	����� ����

Fξ(t) =

{ ∫ t

0
λe−λxdx = 1− e−λx, x > 0,

0, x < 0.
.

����� 
��������� ��������������

����������� ����� ������� ��	
� �����		 F �
���
���� ����	 x : F (x +
ε)− F (x− ε) > 0 ��� ���� � ε > 0�

����������� ����� !
��������	�" ������ 	���� ��������� �����	� 
�#

�������	�" �� ��������� ����� ���
 �����$ 	���� ������� ��� %��� 
"

�
���
��� 	����������



���� �����	 
� ������ ����������	 ��

������ ���	� �������� 	���
��� 
���
�� ����
�
�� �������� � �
�
���

�
����
�������
�
 �
���
���� ������� {Fn}n∈N

F1 =

⎧⎨
⎩

1/2, x ∈ [1/3, 2/3];
0, x = 0;
1, x = 1.

� 
�������� �
���� �

��������� � �
�
��� ������
� ������
������

F1 =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

1/2, x ∈ [1/3, 2/3];
1/4, x ∈ [1/9, 2/9];
3/4, x ∈ [7/9, 4/9];
0, x = 0;
1, x = 1.

� 
�������� �
���� �

��������� � �
�
��� ������
� ������
������

Fn(x) → F (x), n → ∞, x ∈ [0, 1].



�� �� �� �����	
��

F (x) � ��������� 	
����� � �
��������� �
��
������ ������� ����� ���

��� ������� �������� ����
���� N 	
�
����� �
�� �� �
������
	 ��� ����

������ !	��� ���
���� ����������� ����� "#

1/3 + 2/9 + 4/27 + . . . =
1

3

∞∑
n=0

(
2

3
)n = 1.

$���� �������� λ(N ) = 0� �� � !����� �������� 
�	� μ � �
��� �����!
����

�	������� �
	������� �����
�������
� ���������� ������ �����
!
	
����

�� μ(N ) = 1� % &��� �	���
 �������� ��� �
�� μ �����	���� �������
	 ��

	
�
������� �
�� λ�

����� ���	
�� ������������ ����� ���� ����������� � �������� �����

F (x) = αF1(x) + βF2(x) + γF3(x), α, β, γ ≥ 0, α+ β + γ = 1,

��� F1(x) � ��������	
� F2(x) � 	������� ���������	
 � F3(x) � �����
��	
�



���� �����	 
� ������ ����������	 ��

��� ��������	 
	���� � �� �����	�	�	��� 
 Rn

����� � 	
� ���� �����	���	�� ����
	���� (Ω, F, P )� 
������� ����
�	��

����� � ��������		�� 	
�� ����
�	�� ������	
−→
ξ (ω) = (ξ1(ω), . . . , ξn(ω), n ∈ N).

�	��� ����
���
−→
ξ : Ω → Rn ������
� ��	�������	� ���������� σ�
� ���

Bn !�	�"���

#
�������	�� ����
�	� � �����
 ����� �� ������ �
�

P−→
ξ
(A) = P (ω :

−→
ξ (ω) ∈ A), A ∈ Bn,

!�	�"��� 
�������	�� ����
�	� � �����
 	
�����

F−→
ξ
(x1, . . . , xn) = P−→

ξ
((−∞, x1), . . . , (−∞, x1)) = P−→

ξ
((−∞, x));

x = (x1, . . . , xn), (−∞, x) = (−∞, x1)× . . .× (−∞, xn).

�������� �	
�� ����������
� ��	���
��� �������

�������� ����� F−→
ξ
���������� 	� ���
 ����
���
 xi� i = 1, . . . , n�

�������� ����� F−→
ξ
(∞, . . . ,∞) = 1

�������� ����� F−→
ξ
(x1, . . . , xn) = 0� ���� min

i=1,...,n
xi = −∞�

�������� ����� ����� J = [a, b) = [a1, b1)× . . .× [an, bn)� �����

P (
−→
ξ ∈ J) = P−→

ξ
(J) =

F−→
ξ
(b1, . . . , bn)−

∑
1≤i≤n

F−→
ξ
(b1, . . . , ai, . . . , bn)+

+
∑

1≤i≤j≤n

F−→
ξ
(b1, . . . , ai, . . . , . . . , aj , . . . , . . . , bn)−

− . . .+ (−1)nF−→
ξ
(a1, . . . , an)

��������
� ����� �����
−→
ξ � �������� �������

−→
ξ �
��� ��������	� �
������������

���� ���������� � ����� ��
 ������ 
������� ������ A ⊂ Rn� �������
� 	���
��� � ����������� �

P (ω :
−→
ξ (ω) ∈ A) = 1.

 ��	�������� ���������� ��������� ������� �����
 ���� �����

pk,l = P (ω : ξ(ω)l = ak,l), A = {ak,l}k∈N, l ∈ {1, . . . , n}.
��������
� ����� �����

−→
ξ � �������� �������

−→
ξ �
��� 
�	����	 ���������	�

�
������������ ���� ���������� ��
���
�� !��"�� p� ����� ���

P−→
ξ
(A) =

∫
A

p(x)dx, A ∈ Bn,

#$�� �������� ��� p(x) =
dPξ

dλn
, ��� λn � ����������� 
��� � Rn%�

p � �����
 	�������� ���	�������� ��������� �������
−→
ξ �



�� �� �� �����	
��

�������� ����������	
� ���� ��������
−→
ξ d = (ξi1 , . . . , ξid) ��	���� ����

�������� ������
−→
ξ

����	�
�� ���� �����	� 	� ���	� ������	�� ����� 	� ����������� �����

	
�� ����������	
� ���� �� ���������

�������� ����� ������	�� ����� 
���� ������	 	�������	� �����������

	
� ���� ��� �� �������� ����� 
���� ������	 	�������	� �����������

	
��

!������������ ���������� ���	�
�
�
�
 	���
�����
−→
ξ d = (ξi1 , . . . , ξid)�����

A ∈ Bn� �����

P (ω : (ξi1(ω), . . . , ξid(ω) ∈ A) =

P (ω : (ξi1(ω), . . . , ξid(ω)) ∈ A, (ξid+1
(ω), . . . , ξin(ω)) ∈ Rn−d) =∫

A×Rn−d

p(x)dx =

∫
A

[

∫
Rn−d

. . .]p(x)dx1 . . . dxn =∫
A

pξi1 ,...,ξid (xi1 , . . . , xid)dxi1 . . . dxid

�



���� �����	 
� ������ ����������	 ��

��� ���������	�
� �������� �������

����������� 	
�	� ��������	 
	������ ξ1, . . . , ξn � ����	����� 
 ���	���

��� ���������
�� (X1,A1), . . . , (Xn,An) A1 ∈ A1, . . . , An ∈ An ����
�����

���������	��� 	��� 
����	�

P (ξ1 ∈ A1, . . . , ξn ∈ An) =

n∏
k=1

P (ξk ∈ Ak).

����� 	
	 �	����� ������������ ���	�	�	����

����������� 	
��� ��������� ��������� 
	���
−→
ξ = (ξ1, . . . , ξn) � ����	�

����� 
 ���	���� ���������
	 (X1× . . .×Xn,A1× . . .×An) A1 ∈ A1, . . . , An ∈
An�

• ��������	 
	������ ξ1, . . . , ξn ����
����� ���������	��� 	��� 
����	�

�

P−→
ξ
(A1 × . . .×An) =

n∏
k=1

Pξk(Ak).

• ��������	 
	������ ξ1, . . . , ξn ����
����� ���������	��� 	��� �	�� P−→
ξ

��
�� �	����
� ����
	�	��� �	�

P−→
ξ
=

n⊗
k=1

Pξk .

• ��������	 
	������ ξ1, . . . , ξn ����
����� ���������	��� 	��� 
����	�

�

F−→
ξ
(x1, . . . , xn) =

n∏
k=1

Fξk(x).

������� ���� ��������	 
	������ ���������	 � ��	�� ������� �	��	��
�

�	 �����	�	�	��	� �

��� p−→
ξ
(x1, . . . , xn) =

n∏
k=1

pξk(x).

� ������ 	��� ��������� 
	���
−→
ξ = (ξ1, . . . , ξn) ��		� ������� �	��	��
�

�	 �����	�	�	��	 � 
����	� ��
	���
 �� � ��������	 
	������ ξ1, . . . , ξn
���������	�



�� �� �� �����	
��

��� �������� 	�
���� 	�
������������� ���������������

�������������� ��������� ������� ��������

�����	
��	 � ������� ���� �
� ����� � ���������� ��	������ �	��	���
���

���� ��������	��	���� �	��	�� �� ��
� �����	� 	 �� �� ��! ��� ��
��� �� ���"�� ����#
�#� $���%���

���� &�������	��	���� �� ��
� �������
�� ��� ���� ��	��������#� $����
%��! ����	�� ��� ���� "���� ������ $���%���

����� ���	
�� �	�	
�� �	�	
�������	���

���	�		��	 ���� '()� ����� ξ � ��	�
�������� ������� ��������
�	��
	�� �	����	������	��� �
	���� ��	�
��������� {ξn}n∈N ������

��� �������

ξn(ω) =

ln∑
k=1

xkIAk
(ω)

� 	�
������ ��� ��� ����������	� 	������ ��

Eξn =

ln∑
k=1

xkP (Ak)

� �
���	�	���� ��	 ξn(ω) ↑ ξ(ω)� n → ∞ ��� ���	�	 ω ∈ Ω� �	�� ��������������
	
������� ��	�
�������	� ������	� �������� ��� �������	� ����� ��	�

��� ��������

Eξ = lim
n→∞Eξn.

*�� 	�!  	�# ���������� �#� �����	� ������� �����	�!  	 ����
 ���� ������� �� ��
���	 	 
#��� ��������������� �����
�	�����	��

+���	��!  	 ��� ��	��%�	����� ��� ���� 
��� ��# ����	 ����
����

��������� �����	�
�����

Eξ = sup
s∈S:s<ξ

Es,

��� S = {s} � ��,��	
 ���	#� ��	��%�	����#� ��� ���#� 
��� ���

���	�		��	 ���� '()� ����� ξ � ������� �������� 	�	�����

ξ+ = max(0, ξ), ξ− = −min(0, ξ).

������������	� 	
������ ������	� �������� ξ ��� ������� ����� 	�  ����

��� �	 ��
	���	���	� ��
� ��!�������� ���� �	 �
���� ��
� 	�� �� �������

Eξ+ ��� Eξ− �	����"

min(Eξ+, Eξ−) < ∞
� �	��#�

Eξ = Eξ+ − Eξ−.
$���������	� 	������ �	����	� ����

E|ξ| < ∞.

(L)

∫
Ω

ξ(ω)dP (ω) = Eξ.



���� �����	 
� ������ ����������	 ��

����������� 	
�� ������ ���������� 	
����������
 ���������	�

(Ω, F ) = (R,B(R)).

����� G � �����
���� ������� ����
�
�
��� ��
���	������ �
�
��	��� ��
�
	� ������� �� ����
����� 	 (−∞,∞)� !�"�� 
# ����	
���	�
� �
������� �
��
$
�
"� μ 

��������	 
�������������� ����	���

(L− S)

∫
R

ξ(x)dG(x) =

∫
R

ξ(x)dμ(x)

���	� ������� �����������������

����������� 	
�� �
���� ����� G � �����
���� ������� ����
�
�
��� ��
����
	������ �
�
��	��� ��
	� ������� �� ����
����� 	 (−∞,∞)� ����� g � �"���
���
���� �������� ������������ 	 ���� 	�
 ���
��� [a, b] ���������� ������

��
 ���
���

P = {x0, . . . , xn}, a = x0 < . . . < xn = b

� �����	�� 	
�%��
∑
P
=

n∑
i=1

gi(G(xi)−G(xi−1)), gi = sup
xi−1<y≤xi

g(y)

� ��&��
 �����∑
P
=

n∑
i=1

g
i
(G(xi)−G(xi−1)), g

i
= inf

xi−1<y≤xi

g(y).

'�
�
��� �����
 ������� gP(x) = gi g
P
(x) = g

i
� x ∈ (xi−1, xi]� gP(a) =

g
P
(a) = g(a) 

!�"�� ��&�� ������� 	
�%��
 � ��&��
 ����� �
�
� ���
"���� $
�
"��
(�����
��∑

P
= (L− S)

∫ b

a

gP(x)dG(x),
∑

P
= (L− S)

∫ b

a

g
P
(x)dG(x).

���������� �

�� {Pk}k∈N � 	����������� ���
��	��
������� �����
�
��# Pk ⊂ Pk+1� ���" ������% ���
����� � ���� max

0≤i≤nk

|xk
i − xk

i | → 0� k → ∞ 

!�"��

gP1
≥ gP2

≥ . . . ≥ g ≥ . . . ≥ g
P2

≥ g
P1

� �� �"�����
������ ������� g ������

lim
k→∞

∑
Pk

= (L− S)

∫ b

a

g(x)dG(x),

lim
k→∞

∑
Pk

= (L− S)

∫ b

a

g(x)dG(x),

g(x) = lim
k→∞

gPk
(x); g(x) = lim

k→∞
g
Pk

(x).

)��� �
�
�� limk→∞
∑

Pk
� limk→∞

∑
Pk

���
���� ��	����� � �% ���

 ����
�

��
 �
 ��	���� �� 	����� ���
��	��
������� {Pk} �����
��#� �� "�	�����



�� �� �� �����	
��

��� �����	
 �����������	 
� ���	����������� 	 ��� �����	 ������

��������


(R− S)

∫
R

g(x)dG(x).

�������� ���	 �����	
 g � �������� �� ����� [a, b]� �� ��� �����������	


� ���	����������� 	

(R− S)

∫
R

g(x)dG(x) = (L− S)

∫
R

g(x)dG(x).

����� ��	
��� ������� �����	
��� ����� ������� 	
 ��	��� ���������

��������

���
� ξ� η � ��������� �������� � �	����
��� ������������� F(ξ,η)(x, y)� �
ϕ = ϕ(x, y) � ���	
	�� �!������ ������ � 
	��� �	"�� �����	
��
� ������#

����������� �	�	� �������	� �������� ζ = ϕ(ξ, η)

Fη(z) =

∫
x,y:ϕ(x,y)<z

dF(ξ,η)(x, y).

���
� ϕ(x, y) = x+y� ζ = ξ+η� � ξ � η ��!�������� 
	��� F(ξ,η)(x, y) = Fξ(x)Fη(y)
�� �����  
�	���� $�%���� 	�����

Fζ(z) =

∫
x,y:x+y<z

dF(ξ,η)(x, y) =

∫
R2

Ix+y<z(x, y)dFξ(x)dFη(y) =∫ ∞

−∞
dFξ(x)

∫ ∞

−∞
Ix+y<z(x, y)dFη(y) =

∫ ∞

−∞
Fη(z − x)dFξ(x)

� ����	����	

Fζ(z) =

∫ ∞

−∞
Fξ(z − y)dFη(y).

&���
�� ��� 
	 	%	!����
� 
��

Fξ+η = Fξ ∗ Fη.

�����	
��� 
���� ������ �%�	�#
�	 ���������� ������������ � 	������

�
	 �	
�	�
� ����� %���
 ���
�
�	� �	
�	�
���

Fζ(z) =

∫ ∞

−∞
[

∫ z−x

−∞
fη(y)dy]fξ(x)dx =∫ ∞

−∞
[

∫ z

−∞
fη(u− x)du]fξ(x)dx =

∫ z

−∞
[

∫ ∞

−∞
fη(u− x)fξ(x)dx]du

fζ(z) =

∫ ∞

−∞
fη(z − x)fξ(x)dx, fη(z) =

∫ ∞

−∞
fξ(z − y)fη(y)dy.

'���
��� �
	 �� 
	�	� �
	%� ����� ���� ��������� ������� ����� �%�	�#
�	

��������	� ������������ �	�
�
	��	� �
	%� 	��� �! ��������� ������� �����

�	
�	�
�� (
	 ����	 �! ������
�)

fζ(z) =

∫ ∞

−∞
fη(z − x)dFξ(x), fζ(z) =

∫ ∞

−∞
fξ(z − y)dFη(y).



���� �����	 
� ������ ����������	 ��

����� �������� ���	���
�	���� ��
���
��

��� ��	
� c � �	
������� Eξ 	���	
���
� ����� 	���	
���
 E(cξ) �

E(cξ) = cEξ

��� ��	
� ξ ≤ η � 
����

Eξ ≤ Eη,

� ��	
��	
��

−∞ < Eξ ⇒ −∞ < Eη, Eξ ≤ Eη;

Eη < ∞ ⇒ Eξ < ∞, Eξ ≤ Eη.

��� �	�� Eξ 	���	
���
� 
�

|Eξ| ≤ E|ξ|.

��� �	�� Eξ 	���	
���
� 
� ��� �� ��� A ∈ F !�
�!�
���	"�� �#������
E(ξIA) 
�"#� 	���	
���
� �	�� Eξ "������� 
� E(ξIA) "�������

E(ξIA) ≤ Eξ

��� �	�� 	����$�%� �������% ξ� η� ��� "�
�&%' �&������% Eξ�Eη � �%&��
#���� Eξ + Eη �!��
 	!%	�� �����

E(ξ + η) = Eξ + Eη.

�(� �	�� ξ = 0 ���� 
� Eξ = 0�
�)� �	�� ξ = η ��� � E|ξ| < ∞� 
� E|η| < ∞� Eξ = Eη�
�*� ��	
� ξ ≥ 0 � Eξ = 0� 
���� ξ = 0 ���

�	��	�� �
��&�!� +� ��� � !�#�&�&��!�$ 	'���!�	
��� ���������� �	
�����
��	����� ����� ��� |ξn| ≤ η� Eη < ∞�

ξn → ξ ��� �P (ω : ξn(ω) → ξ(ω)) = 1��
����� E|ξ| < ∞ � Eξn → Eξ� E|ξ − ξn| → 0�

�	��	��� �
��� ξ� η ���������� �	
����� ��	����� ����� ��� E|ξ| < ∞�
E|η| < ∞�

����� E|ξη| < ∞ � Eξη = Eξ · Eη�

��������	������ ��	
� ��� ������ ξ ≥ 0� η ≥ 0� ��	
&��! �	������
�����	
�
ξn� ηn 	�������! � &�,�!

ξn =
∞∑
k=0

k

n
I[ kn , k+1

n )(ξ), ηn =
∞∑
k=0

k

n
I[ kn , k+1

n )(η).

-�!�
�!� �
� |ξ − ξn| ≤ 1
n � |η − ηn| ≤ 1

n � � "&�!� 
���� Eξ < ∞� Eη < ∞� 
���� �

��&�!� +� ��� � !�#�&�&��!�$ 	'���!�	
�

limEξn = Eξ, limEηn = Eη.



�� �� �� �����	
��

��������	 
����������� �������

Eξnηn =
∑
k,l≤0

kl

n2
EI[ kn , k+1

n )(ξ)I[ l
n , l+1

n )(η) =

∑
k,l≤0

kl

n2
EI[ kn , k+1

n )(ξ)EI[ l
n , l+1

n )(η) = EξnEηn.

���
�� ���
����

|Eξη − Eξnηn| ≤ E|ξη − ξnηn| ≤ E[ξ|η − ηn]|+ E[ηn|ξ − ξn|] ≤
1

n
Eξ +

1

n
E(η +

1

n
) → 0.

����������
��

Eξη = limEξnηn = limEξn lim ηn = Eξ · Eη, Eξη < ∞
� ������ ������ ���������� ��������	 ���������
�	

ξ = ξ+ − ξ−, η = η+ − η−, ξη = ξ+η+ − ξ−η+ − ξ+η− + ξ−η−.

�

����� �����������	 ��
������ � ����������� ���������

����������� ���������  ���� ξ ! 
�����������
�	 �����"
�	 �����!

�� ��#�� ��	 ����#� ε > 0

P (ξ ≥ ε) ≤ Eξ

ε

���������	
����

Eξ ≥ EξI{ξ≥ε} ≥ εEI{ξ≥ε} = εP (ξ ≥ ε)

�

����������� ��������  ���� ξ ! 
�����������
�	 �����"
�	 �����
��
g : R+ → R+ ! 
� ��$����	 %�
&��	� ��#�� ��	 ����#� ε > 0

P (ξ ≥ ε) ≤ Eg(ξ)

g(ε)

���������	
����

Eg(ξ) ≥ Eg(ξ)I{g(ξ)≥g(ε)} ≥ g(ε)EI{ξ≥ε} = g(ε)P (ξ ≥ ε)

�

' &������ g(x) ��(
� ����� x2� expx � ���#��� ' ����
����� �������

����
���

P (|ξ − Eξ| ≥ ε) ≤ D(ξ)

ε2
, P (ξ ≥ ε) ≤ E exp(ξ)

exp(ε)

����������� ��������  ���� ξ ! �����"
�	 �����
�� E|ξ| < ∞� g ! $!
��&��	 
�� ��������	 %�
&��	� ��#��

Eg(ξ) ≥ g(Eξ)



���� �����	 
� ������ ����������	 ��

���������	
���� �� ������	
�� ��� 
������� ��	 ��� �
��	�	 x0 
����

����� λ(x0)� ���	� ��	 ��� �
�� x ���	����
� �����
��	

g(x)− g(x0) ≥ λ(x0)(x− x0)

�	�	��� x0 = Eξ� x = ξ� ��

�	���� ������ ����������
�	� 	������

g(ξ)− g(Eξ) ≥ λ(Eξ)(ξ − Eξ)

Eg(ξ)− g(Eξ) ≥ λ(Eξ)E(ξ − Eξ) = 0

�

����������	 
	�������	���	�	� ��
�� Eξ2 < ∞� Eξ2 < ∞� �	���
E|ξη| ≤ (Eξ2Eξ2)1/2

���������	
���� �����	�	���� ��	 Eξ2 > 0� Eη2 > 0� ���� �
�� Eξ2 >
0� �	 ξ = 0 ��� � Eξη = 0 � �����
��	 ����������
� � ��������	�
����
��	� ��
��

ξ̃ =
ξ√
Eξ2

, η̃ =
η√
Eη2

�	
�	������
� �����
��	� a2 + b2 ≤ 2|ab|� �	�	�	� ���	 ��� � !��
����
����� a, b�

ξ̃2 + η̃2 ≤ 2|ξ̃η̃|;

2 = Eξ̃2 + Eη̃2 ≤ 2E|(ξ̃η̃)| = E|ξη|√
Eξ2Eη2

�

����������	 �����	��� "
�� 0 < s < t� �	

(Eξs)1/s ≤ (Eξt)1/t

���������	
���� �	�	��� r = t/s� ��

�	���� ������� ��� #���
$� g(x) = xr� %r > 1&�
������� �����
��	 '�
��

E(ξt) = E((ξs)r) ≥ ((Eξs)1/s)r = (Eξs)t/s

�

����������	 ��������� ��
�� E|ξ|s < ∞� E|ξ|t < ∞� 1/s + 1/t = 1� 1 <
s < ∞� 1 < t < ∞� �	���

E|ξη| ≤ (Eξs)1/s(Eξt)1/t

���������	
���� (��	���	 �	��������
��� �����
��� )	*��+���	�
�	�	�
�	�	�	� ������
� ��
��� 
������ �	��������	�	 �����
���� �����	�
�	���� ��	 E|ξ| > 0� E|η| > 0� ���� �����
��	 ����������
� � ������
���	� ����
��	�
��
��

ξ̃ =
|ξ|

1/s
√
Eξs

, η̃ =
|η|

1/t
√
Eηt



�� �� �� �����	
��

���������	
�� �	��	�����
 xayb ≤ ax + by� �����	 �	�� ��� �����

�������	����� x, y, a, b� a+ b = 1� ��� �	��	����� ���	��	� �� �������

���������� ��	� ������
��	���� ���� ��!

a lnx+ b ln y ≤ ln(ax+ by).

"�����
 x = ξ̃s� y = η̃t� a = 1/s, b = 1/t�
#����

ξ̃η̃ ≤ 1

s
ξ̃s +

1

t
η̃t;

E(ξ̃η̃) ≤ 1

s
Eξ̃s +

1

t
Eη̃t = 1/s+ 1/t = 1.

$�� � ��������	� �	��	
�	 �	��	������ �
����������	 
���	���		� "���� 1 ≤ p < ∞� E|ξ|p < ∞� E|η|p < ∞�

�����

(E|ξ + η|p)1/p ≤ (E|ξ|p)1/p + (E|η|p)1/p



���� �����	 
� ������ ����������	 ��

��� ���������� 	
�������� 	
��������

����� ����������

	���
������ ���

Dξ = E(ξ − Eξ)2 = Eξ2 − (Eξ)2

������ �����	
���� ���� �	���	���� ����������� ��	��	������ ���
����
��� σ(ξ) =

√
Dξ ���	���	�� �	�	� �
��	���� ��
������ ��
����� �
����	����

�������� 
��������

���

Dξ = 0 ⇔ {∃ c ∈ R : P (ξ = c) = 1}, (ξ = c ���� )

���

D(ξ + c) = Dξ, D(cξ) = c2Dξ, c ∈ R

�	� 
�� ξ� η � ��������� ��������� ������� ��

D(ξ + η) = Dξ +Dη

����� ����������� ������������� ��������

	���
������ ����

cov(ξ, η) = E[(ξ − Eξ)(η − Eη)] = Eξη − EξEη.

������ ���	���� ����	
���� ���� �	���	���� ���	��	�����

�	������ �
��	���� ������
−→
ξ = (ξ1, . . . , ξn)�  !� ���	��	������� 	����

��� �	���	���� 	����	

R = (Ri,j)i=1,...,n;j=1,...,n, Ri,j = cov(ξi, ξj).

�������� "
���#$�� �����%����� �	�����
���&

'() R � ���	��	�����	� 	����	 �
��	���!� ������	
−→
ξ = (ξ1, . . . , ξn)

'*) ��$������� 	����	

A = (Ai,j)i=1,...,n;j=1,...,n : R = AAt.

'+) R � ��������	 � �������	��
��� ������
��	�

,��	�	��
������ 1 ⇒ 3� ������������� �������������� ������ R ����
���� � ����������∑

ij

Rijλiλj =
∑
ij

cov(ξi, ξj)λiλj = E(
n∑

i=1

(ξi − Eξi)λi)
2 ≥ 0

3 ⇒ 2 ⇒ 1�  � ������������� ������������� ������ R �������� ��� ���
!������� ����"�������# ������ Q �QQt = E�� ��$�# ���

R = QDQt, D = E(d1, . . . , dn)
t, di ≥ 0, i = 1, . . . , n.

%���&� ������ B : D = B2� B = E(
√
d1, . . . ,

√
dn)

t� ��"�� ������� �
$������� A = QB  ������ R = AAt�



�� �� �� �����	
��

������ ������	
 �������� ������
−→
ξ 	
���	� �����	��	����� 
���

�	�� R� ����� −→η = (η1, . . . , ηn)� ηi ∈ N(0, 1) �������� ������� �������	�

	� �����	�	
�� ���
������ �������� ���		�� � � �������
−→
ξ ����
�


−→
ξ = (ξ1, . . . , ξn),

−→
ξ = A

−→
ηt .

��
��	
� ��

E−→η −→η t = E.

��� ����������

E
−→
ξ
−→
ξ t = A−→η −→η tAt = AEAt = R.

�
!"�#� ����������	


��������� ��	�	 ����������	�
 ��������� �������	��

r(ξ, η) =
cov(ξ, η)√
DξDη

�������� ��	�	 ��� ξ, η � ��������
�� �������� �������� 	�

r(ξ, η) = 0.

������	���	��� $� �����	�	
���	 ξ, η ��� ���� ��

Eξη = EξEη, cov(ξ, η) = Eξη − EξEη = 0, r(ξ, η) = 0.

�
�������� ��	�	 ��
�	�
� �	� ����	��� �� ������ ����� �
 !��
���

������ ��	�	

Ω = [0, 1], P = λ, ξ(ω) = sin(πω), η = cos(πω),

Eη =

∫ 1

0

cos(πω)dω = 0, Eξη =
1

2

∫ 1

0

sin(2πω)dω = 0, r(ξ, η) = 0.

�������	

|r(ξ, η)| = 1 ⇔ ξ, η − ������ ������
��

������	���	��� ⇒� %&����	


ξ̃ =
ξ − Eξ√
D(ξ)

, η̃ =
η − Eη√
D(η)

.

����� r(ξ, η) = 1� '���
���	


D(ξ̃ − η̃) = E((ξ̃ − η̃))2 − (E(ξ̃ − η̃))2 = Dξ̃ +Dη̃ − 2Eξ̃η̃ = 2− 2 = 0

���	
 �&����
� ξ̃ − η̃ = c � ���	� ξ, η ��	����� ���	�	
�� (��	 r(ξ, η) =

−1� �� �����)	��  ��������
 D(ξ̃ + η̃) = 0
⇐� ����� ξ = aη + b� ��) �

r(ξ, η) = r(aη + b, η) =
cov(aη + b, η)

|a|Dη
=

aEη2 + bEη − (aEη + b)Eη

|a|Dη
= sign(a).

�



���� �����	 
� ������ ����������	 ��

��� ��������	 
��� ��������� �������� 
	�����

�� �������	
� ��� ����
� ���������� 	 �����
�	
�� 1�

���������� �����

{ξn →
n→∞ ξ ����} ⇔ {P (ω : ξn(ω) →

n→∞ ξ(ω)) = 1}.
�� �������	
� �� �����
�	
��

���������� �����

{ξn P→ ξ, n → ∞} ⇔ {∀ε > 0 P (ω : |ξn(ω)− ξ(ω)| ≥ ε) →
n→∞ 0}.

�� �������	
� �� ��	����������

���������� �����

{ξn d→ ξ, n → ∞} ⇔
{ ��� ���	
� �
	� x ∈ R−�
	� ���������
��� ���	��� ������������� Fξ

Fξn(x) →
n→∞ Fξ(x)} ⇔

{ ��� ���	
� ���������
� � 
��������
� ���	��� f

Ef(ξn) →
n→∞ Ef(ξ)}.

�� �������	
� � 	����� ������� p ≥ 1 �

���������� �����

{ξn Lp→ ξ, n → ∞} ⇔ {E|ξn(ω)− ξ(ω)|p →
n→∞ 0}.



�� �� �� �����	
��

����� �������� ��	
��	��� �	�� ������	��

��	�����

ξn →
n→∞ ξ ���� ⇔ {∀ε > 0 P (ω : sup

k≥n
|ξk(ω)− ξ(ω)| ≥ ε) →

n→∞ 0}.

������	
��	��� �����	
� ������� �� ����
 ε − δ ������
 ��������� ����

������ �
�����

{ω : ξn(ω) →
n→∞ ξ(ω)} = {ω : ∀ε > 0∃N : ∀n ≥ N ⇒ |ξn(ω)− ξ(ω)| < ε}

���������� �������
 ������


{ω : ξn(ω) �
n→∞ ξ(ω)} = {ω : ∃ε > 0∀n : ∃k ≥ n ⇒ |ξk(ω)− ξ(ω)| ≥ ε} =

=
⋃
ε>0

∞⋂
n=1

⋃
k≥n

{ω : |ξk(ω)− ξ(ω)| ≥ ε}

��������� Aε
k = {ω : |ξk(ω)− ξ(ω)| ≥ ε}� Aε =

⋂∞
n=1

⋃
k≥n A

ε
k = lim supAε

k�

�� � ������
 ���������� ��������� ��!�� �
�
�����" ���#

{ω : ξn(ω) �
n→∞ ξ(ω)} =

⋃
ε>0

Aε.

$���	
� %
����� ��������"��� ���
�!
���

{P (ω : ξn(ω) �
n→∞ ξ(ω)) = 0} ⇔ {P (

⋃
ε>0

Aε) = 0} ⇔

{P (

∞⋃
m=1

A1/m) = 0} ⇔
P (A)≥0,∀A∈F

{P (A1/m) = 0, ∀m ∈ N} ⇔

{P (Aε) = 0, ∀ε > 0} ⇔ {P (
⋃
k≥n

Aε
k) →

n→∞ 0, ∀ε > 0} ⇔

{P (ω : sup
k≥n

|ξk(ω)− ξ(ω)| ≥ ε) →
n→∞ 0, ∀ε > 0}

�
���
����� ��

{
∞∑
k=1

P (|ξk − ξ| ≥ ε) < ∞} ⇒ {ξn →
n→∞ ξ ����}

������	
��	��� &��"�
� ��������"��
 ε > 0�

P (sup
k≥n

|ξk − ξ| ≥ ε) = P (
⋃
k≥n

{|ξk − ξ| ≥ ε}) ≤
∑
k≥n

P (|ξk − ξ| ≥ ε) →
n→∞ 0

'� ����
��( ��������� ����� ���
���
 ������� ��
��
��
� �
'���" ��� {An}n∈N ����
����
�"����" ��������

��������� ����
 ������
 {����An} = lim supAn =
⋂∞

n=1

⋃
k≥n Ak =

⋂∞
n=1 Bn

� ��
� ���������" �
����
���
 ����� ���� )��
���� ��� ����
 ������
 ���

�

�
�� ����
����� ������"�� Bn =
⋃

k≥n Ak ������(� �����(*�( ����
����
�"�

����" ���!
���� � �� ��

� � �
����
���
 �
�
�
�
��
�

����� ����� ����
������	
����



���� �����	 
� ������ ����������	 ��

���
∞∑

n=1

P (An) < ∞ ⇒ P (����An) = 0

��� �	
� 	����� An ������	��� ��

∞∑
n=1

P (An) = ∞ ⇒ P (����An) = 1

��������
�	���� ��� �����	
�� 	� ��� 
� �����	���	�� ����
	���

∞∑
n=1

P (An) < ∞.

P (���An) = P (
∞⋂

n=1

Bn) ≤ P (Bn) = P (
⋃
k≥n

Ak)

�� �����	�� �������
	
����	
 �����	���	
 ����
�

P (
⋃
k≥n

Ak) ≤
∑
k≥n

P (Ak)

∑
k≥n P (Ak) → 0, n → ∞ ��� ��	�	�� ����������� �����

��� �������� 
� 	����!� 	� ��� 
� �����	���	�� ������
	��� � ���"	
� An

�����
�
�"�
#�����	�
� ����	��� ���"	
�

D = {���An} =

∞⋃
n=1

⋂
k≥n

Ak =

∞⋃
n=1

Bn

$� �����
�
���	
 ���
� ���"	
�� � �������	��!�� 
� �����
�
���	
 ��%
��	�"��

P (
⋂
k≥n

Ak) =
∏
k≥n

P (Ak) =
∏
k≥n

(1− P (Ak)

$����!��� �����	�� �����
&�
����� &���'

 ln(1− x) ≤ −x� x ∈ (0, 1]�
����
�

ln
∏
k≥n

(1−P (Ak) =
∑
k≥n

ln(1−P (Ak) ≤ −
∑
k≥n

P (Ak) = −∞; P (
⋂
k≥n

Ak) = 0, ∀n ∈ N.

������!�� ���������	��!���	! ���"	
� {Bn} ����	 ������	�(���� 	� ��
������"����	
 �����	���	��� ���" ������ ����	 ����� ��	���� �����
���"	
�

P (D) = P (
∞⋃

n=1

Bn) = lim
n→∞P (

⋂
k≥n

Ak) = 0 ⇒ P (���An) = 1.

�



�� �� �� �����	
��

����� ��������	
��� ���	� ��	����� ����� ���������� �	�������

��	�����

�������� ��� {ξn →
n→∞ ξ ����} ⇒ {ξn P→ ξ, n → ∞}

��� {ξn Lp→ ξ, n → ∞} ⇒ {ξn P→ ξ, n → ∞}
��� {ξn P→ ξ, n → ∞} ⇒ {ξn d→ ξ, n → ∞}

	
����������
� ��� �� 	
��
�� ���������� ����� ���
�� ���

{ξn →
n→∞ ξ ����} ⇔ {∀ε > 0 P (ω : sup

k≥n
|ξk(ω)− ξ(ω)| ≥ ε) →

n→∞ 0}.

� �
���� ���
���� �� ���� �������� �
�������

0 ←
n→∞ P (ω : sup

k≥n
|ξk(ω)− ξ(ω)| ≥ ε) ≥ P (ω : |ξn(ω)− ξ(ω)| ≥ ε)

 �	�� �!
�"��� ��#���� ���������� �� �
�$�������
��� %#$ ��	�"��#����� ���������� �����#�"������$ �
�������� &�
	���

� '��	(�� g(x) = |x|p�
)�"��� �
��"��#��� ε > 0�

P (|ξn(ω)− ξ(ω)| ≥ ε) ≤ E|ξn − ξ|p
εp

→
n→∞ 0

�*� ����� ���	� x + ���	� ��

������� '��	(�� 
���
�#��$ Fξ�
)�"��� �
��"��#��� ε > 0�
," ��

������� '��	(�� 
���
�#��$ � ���������� �� �
�$���+

��� �#$ #�!��� ε > 0 ��-������ δ > 0� N ∈ N� ��	� ��� |Fξ(x + δ) −
Fξ(x)| < ε� �#$ ��$	�� ����
�#���� n ≥ N P (|ξn − ξ| > δ) < ε�
.������
��

|Fξn(x)− Fξ(x)| = |P (ξn < x)− P (ξ < x)| =
|P (ξn < x, |ξn − ξ| ≤ δ) + P (ξn < x, |ξn − ξ| > δ)− P (ξ < x)| ≤

|P (ξ ≤ δ + x) + P (|ξn − ξ| > δ)− Fξ(x)| =
|Fξ(x+ δ) + P (|ξn − ξ| > δ)− Fξ(x)| < 2ε

�#�����#����

Fξn(x) →
n→∞ Fξ(x)

�

�
���� �
��
�� ��	�"����-�� ��� �
��� #�����	�� ��$"	� ���"���+
���

������ �����

{ξn →
n→∞ ξ ����} � {ξn P,Lp→ ξ, n → ∞}

Ω = [0, 1], F = B[0, 1], P = λ � ���� ������,

Ai
n = [

i− 1

n
,
i

n
], ξin(ω) = IAi

n
(ω)



���� �����	 
� ������ ����������	 ��

ξ11

ξ12 ξ22

. . .

ξ1n ξ2n . . . ξ
n
n

���������	��
���	
 ξnn ����	�� � �������� �� �����	���	 � ����

E|ξnn |p =
1

n
→

n→∞ 0,

�� �� ����	�� � � ����� 	���� ω ∈ [0, 1]�

������ ���	�

{ξn →
n→∞ ξ ����} � {ξn Lp→ ξ, n → ∞}

ξn(ω) =

{
en, 0 ≤ ω ≤ 1/n;
0, ω > 1/n.

P{ξn � 0} = 1/n →
n→∞ 0;

E|ξn|p =
epn

n
→ ∞.

������ ���
�

{ξn →
n→∞ ξ ����} � {ξn Lp→ ξ, n → ∞}

���	
 ξn ���������	��
���	
 ��������� ���	��� ������� 

P (ξn = 1) = pn, P (ξn = 0) = 1− pn.

�����

{ξn P→ ξ, n → ∞} ⇔ pn → 0;

{ξn Lp→ ξ, n → ∞} ⇔ pn → 0;

{ξn →
n→∞ ξ ����} ⇔

∞∑
n=1

pn < ∞.

���� �������� �� pn = 1/n �������	 ���	 �������� �� ����	�



�� �� �� �����	
��

��� ����� ����	
� �
��� �
������ ����� ����	
� �
��

����� ����� ����	
� �
���

���������
� ����� ���������	��
���	
 {ξn}n∈N �������� ������ � �����

��� ��	���	������ ��������� Eξn = an ������	�����	 ������ ���	
��

����� ���� ∑n
i=1(ξi − ai)

n

P→ 0, n → ∞.

������� �����	
��� ���	
 {ξn}n∈N ���������	��
���	
 �������� ������

	����� 	�

D(
∑n

i=1 ξi)

n2
→

n→∞ 0.

����� ���������	��
���	
 �������� ������ ������	�����	 ������ ���	
��

�����

������	��
�	��� ���� ε > 0�
�	 ����
����
 ����	
� � ������� g(x) = x2 �	����

P (

∑n
i=1 |ξi − Eξi|

n
≥ ε) ≤ E(

∑n
i=1(ξi−Eξi)

n )2

ε2
=

D(
∑n

i=1 ξi
n )

ε2
=

D(
∑n

i=1 ξi)

ε2n2
→

n→∞ 0.

�

������� �������
��� ���	
 {ξn}n∈N ���������	��
���	
 ����������� ����

����� ������ 	����� 	� ��������� ���������� ���������

Dξi < c.

����� ���������	��
���	
 �������� ������ ������	�����	 ������ ���	
��

�����

������	��
�	��� �������� ��	��� ����	
� � �	����

D(
∑n

i=1 ξi)

n2
=

�� �
����	���

∑n
i=1 D(ξi)

n2
≤ c

n
→

n→∞ 0.

�

������� �!��������" 	 ����	 �
����# �� ����	���	��� �������# 
�������#� �
���	
 {ξn}n∈N ���������	��
���	
 �������� ������ 	����� 	� 	����� 	�

��������� ���������� ���������

Dξi < c.

������������ 	� �����	���	  ���!�� r(n) →
n→∞ 0� 	���� 	�

cov(ξi, ξj) ≤ r(|i− j|).
����� ���������	��
���	
 �������� ������ ������	�����	 ������ ���	
��

�����



���� �����	 
� ������ ����������	 ��

���������	
���� �������� ������	 
����� � ���	���

D(
∑n

i=1 ξi)

n2
=

1

n2

n∑
i,j=1

cov(ξi, ξj) =
1

n2

n∑
k=−n

n∑
j−i=k

cov(ξi, ξj) ≤

1

n2

n∑
k=−n

n∑
j−i=k

r(|i− j|) = 1

n2

n∑
k=−n

r(|k|)
n∑

j−i=k

1 =

1

n2
(2nr(0) + 2(n− 1)r(1) + . . .+ 2(n− k)r(k) + . . .+ 2r(n− 1)) ≤ 2

n

n−1∑
k=0

r(k).

�������� ���

({r(n) →
n→∞ 0} ⇔ {∀ε > 0 ∃N ∈ N : ∀m ≥ N ⇒ |r(m)| < ε};

{r(n) →
n→∞ 0} ⇒ {∃M > 0 : |r(k)| < M, ∀k ∈ N}).

����� �������� ����� ���������� �����	

2

n

n−1∑
k=0

r(k) ≤ 2

n
(MN + ε(n− 1−N)) →

n→∞ 0.

�
������� ���������� �
�	 {ξn}n∈N ��
���������	��
�	 ������
���� ������

���� ��
����������� 
�������� ������� �

Eξi = a.

����� ��
���������	��
�	 
�������� ������� ������������� ������ ���	
��

�����

������������� ��� ������! �������  ����"��#� � $����������������$
#	����%$&

������� �'��(�� ���� �
�	 {ξn}n∈N ��
���������	��
�	 
�������� �����

���� ����� ��� ����� ����� ��
���������	��
�	 
�������� ������� ����������

���� ������ ���	
�� ���� ���������� � ��
�������� �����

E(
(
∑n

i=1(
ξ−Eξ

n ))2

1 + (
∑n

i=1(
ξ−Eξ

n ))2
) →
n→∞ 0.

�



�� �� �� �����	
��

����� ��������� 	
��� ������ ������

����������� ����� ���������	��
���	
 {ξn}n∈N �������� ������ � �����

��� ��	���	������ ��������� Eξn = an ������	�����	 ���������� 	
����

������ ������ ���� ∑n
i=1(ξi − ai)

n
→
����

0, n → ∞.

������
 ����	
���� ���	
 {ξn}n∈N ���������	��
���	
 ����������� ������

��� ������ �

∃M > 0 : E(ξi − Eξi)
4 ≤ M < ∞.

����� ���������	��
���	
 �������� ������ ������	�����	 ���������� 	
����

������ ������

������	��
�	��� �
 ������ ������	�� ������� Eξi = 0� �����
� ��� �������
�	�

Eξ4i ≤ M ⇒ E(
n∑

i=1

ξi)
4 ≤ cMn2.

E(
n∑

i=1

ξi)
4 =

n∑
i=1

E(ξ4i ) +
∑
i�=j

E(ξ2i ξ
2
j ) +

∑
i�=j �=k

E(ξ2i ξjξk)+

+
∑

i �=j �=k �=m

E(ξiξkξjξm) =
�
���������	�

=
n∑

i=1

E(ξi)
4 +

∑
i �=j

E(ξi)
2E(ξj)

2 +
∑

i �=j �=k

E(ξi)
2EξjEξk+

+
∑

i �=j �=k �=m

EξiEξkEξjEξm =
Eξi=0

n∑
i=1

E(ξi)
4 +

∑
i �=j

E(ξi)
2E(ξj)

2 ≤
�
 � !�������

n∑
i=1

E(ξi)
4 + n

n∑
i=1

(E(ξi)
4)1/2 ≤

≤ Mn2(1 + 1/n)

"��������
��� ��
��	��
� �� � �	
 �� �#������	� ���	� ���
 ��
 � �
 ��
�$
�	��� %� ���� � &���'�
( g(x) = x4�

∞∑
n=1

P (|
n∑

i=1

ξi| ≥ nε) ≤
∞∑

n=1

E(
∑n

i=1 ξi)
4

(εn)4
≤

∞∑
n=1

cMn2

(εn)4
< ∞.

�



���� �����	 
� ������ ����������	 ��

�������� ��� ��� 	�
���� �
�
�
�
�� 
� ������
� ���
�� �
���� ����
��� �
����	���	���

��
������ Sn =
∑n

i=1 ξi�

������� ��
�
�
�
�� �� 
�����
�
 ������������� �������� ������ �
����� {ξn}n∈N ����	
����	������ 	��������� �
������ �����	
	�	�� ����

����� �	���� �

E|ξi| < ∞.

���
� ����	
����	������ �������� �	���� �
���	�����	� ���������� 	
����

������ �����
Sn

n
→
���

m, n → ∞, �
	 m = Eξi.

������� ��
�
�
�
�� �� ��
�����
�
 ������������� �������� ������ �
����� {ξn}n∈N ����	
����	������ 	��������� �������� �	���� � �����

{bn}n∈N ����	
����	������� ����� ��� bn > 0� bn ↗ ∞� ���
� �	�� ��	
���

��	 ����������
∞∑

n=1

Dξn
b2n

< ∞ ⇒ Sn − ESn

bn
→
���

0;

� ���������

∞∑
n=1

Dξn
n2

< ∞ ⇒ Sn − ESn

n
→
���

0

 �� 	��� ����	
����	������ �������� �	���� �
���	�����	� ����������

	
���� ������ ������



�� �� �� �����	
��

��� ������������	����� 
�����

������	
�� ���������������� ��������� �������� ζ = ξ + iη� � �
������
��� ������ Eζ = Eξ + iEη�

����� 
�����	
���	� ������
	��� 
��	
���	�� ��������������� �������
�� ������� � |ζ|2 = ξ2 + η2� E|ζ|2 < ∞ �� ����!
��� 
����������� (ζ1, ζ2) =
Eζ1ζ2�

����������� 	
�	� �����
−→
ξ = (ξ1, . . . , ξn) �����	
�	 �����

−→
ξ : (Ω, F, P ) → (Rn,B(Rn)),

�� ���������������	 ��
���	 ���� 
�������

ϕ−→
ξ
(t) = Eei(t,

−→
ξ ), t ∈ Rn.

� ����
����� ���������������	 ��
���	 �����	
�	 �����
�

ξ : (Ω, F, P ) → (R,B(R))


�����

ϕξ(t) = Eeitξ, t ∈ R.

����� ������ ������������������ ������� ��������� ��������

"�# $��� η = aξ + b� 	� ϕη(t) = Eeit(aξ+b) = eitbϕξ(at)�
"%# $��� ξ1, . . . , ξn � ����������� ��������� ��������� Sn =

∑n
i=1 ξi� 	�

ϕSn(t) =
∏n

i=1 ϕξi(t)�

ϕSn(t) = E exp(it(
n∑

i=1

ξi)) =
n∏

i=1

Eeitξi(t) =
n∏

i=1

ϕξi(t).

�������� ����� �����	
�� �����
� ξ � ��
���	 �������
�� Fξ � ������

���������	 ��
���	 ϕ(t) = Eeitξ�  ���� ��!� ���� ����!"� ���	����

#$% |ϕ(t)| ≤ ϕ(0) = 1, ∀t ∈ R&
#'% ϕ(t) ���
���
� 
�����
� �� t ∈ R&
#(% ϕ(t) = ϕ(−t)
#)% ϕ(t) � �"���

��
��
�� ��
���� ����� � ������ ������ ����� ������

��
� Fξ ��������
� #
∫
B
dFξ =

∫
−B

dFξ, B ∈ B(R), −B = {−x, x ∈
B}%&

#*% +��� ��� 
�������� n ≥ 1 E|ξ|r < ∞� �� ��� ��� r ≤ n ��"����!�
��������
� ϕ(r)(t)

ϕ(r)(t) =

∫
R

(ix)reitxdFξ(x),

Eξr =
ϕ(r)(0)

ir
,

ϕ(t) =

n∑
r=0

(it)r

r!
Eξr +

(it)n

n!
εn(t), |εn(t)| ≤ 3E|ξ|n, εn(t) →

t→0
0;

#,% +��� ��"����� � ��
�
� ϕ(2n)(0)� �� Eξ2n < ∞&



���� �����	 
� ������ ����������	 ��

��� ���� ��	 
��� n ≥ 1 E|ξ|n < ∞ �

lim sup
(E|ξ|n)1/n

n
= 1/T < ∞,

� ��� 
��� |t| < T

ϕ(t) =
∞∑

n=0

(it)n

n!
Eξn.

����� ������� ����	
����
����	�� ��	����

��� ��	
�������� ��������

ξ ∈ B(p), ϕξ(t) = peit + q

��� ������������ ��	
��������

ξ ∈ Bn(p), ξ =
n∑

k=1

ξk, ξk ∈ B(p), ϕξ(t) = (peit + q)n

��� ��	
�������� ���		���

ξ ∈ π(λ), ϕξ(t) =

∞∑
n=1

λne−λ+int

n!
= e−λ(1−eit)

��� ����������� ��	
��������

ξ ∈ U[a,b], ϕξ(t) =

∫ b

a

eitx

b− a
dx =

eitb − eita

it(b− a)

����������� 	����������� ��	
��������

ξ ∈ U[−a,a], ϕξ(t) =

∫ a

−a

eitx

2a
dx =

eita − e−ita

2ita
=

sin(ta)

ta

��� ��	
������������ ��	
��������

ξ ∈ E(λ), ϕξ(t) =

∫ ∞

0

λex(it−λ)dx =
λ

it− λ

� � !��������� ��	
�������� ξ0 ∈ N(0, 1)

ϕξ0(t) =
1√
2π

∫ ∞

−∞
e−x2/2+itxdx =

e−t2/2

√
2π

∫ ∞

−∞
e−

(x−it)2

2 dx = e−t2/2

ξ ∈ N(a, σ2), ξ0 =
ξ − a

σ
, ξ = σξ0 + a, ϕξ(t) = eita−(tσ)2/2.



�� �� �� �����	
��

����� ������� ����	
���

�
��
�� ����	
�� ���������� ����� �����	
�� �����
� ξ � ��
���	 ����
����
�� F � ��������������	 ��
���	 ϕ(t) = Eeitξ� ����� � ������
���� ������ a, b, (a < b)� �� ��
���� �������
�� F 
�����
�� �������

��� F (b)− F (a) = lim
c→∞

1

2π

∫ c

−c

e−ita − e−itb

it
ϕ(t)dt.

���� ∫ ∞

−∞
|ϕ(t)|dt < ∞,

�� �� ������ ����
���� f �������
�� � !��� ���� ����" �������

��� f(x) =
1

2π

∫ ∞

−∞
e−itxϕ(t)dt.

���
����
 ����� #������ ��� ������� $ ��� ���!��%���
� &��� ��

��
����

ϕ(t) =

∫ ∞

−∞
eitxf(x)dx.

����
�� ����� &�!�
�� �������

F (b)− F (a) =

∫ b

a

f(x)dx =
1

2π

∫ b

a

[

∫ ∞

−∞
e−itxϕ(t)dt]dx =

1

2π

∫ ∞

−∞
[

∫ b

a

e−itxdx]ϕ(t)dt =
1

2π

∫ ∞

−∞

e−ita − e−itb

it
ϕ(t)dt.

'���%��������� ����	����	 �
�����

Φc =
1

2π

∫ c

−c

e−ita − e−itb

it
ϕ(t)dt

�
��	 �	���

Φc =
1

2π

∫ c

−c

e−ita − e−itb

it

∫ ∞

−∞
eitxf(x)dxdt =

=
1

2π

∫ ∞

−∞

∫ c

−c

e−ita − e−itb

it
eitxdtdF (x) =

∫ ∞

−∞
ψc(x)dF (x),

ψc =
1

2π

∫ c

−c

e−ita − e−itb

it
eitxdt.

��� ���!�"����� �����	�# �
���$  �������


|e
−ita − e−itb

it
eitx| = |e

−ita − e−itb

it
| = |

∫ b

a

e−itxdx| ≤ b− a∫ ∞

−∞

∫ c

−c

(b− a)dtdF (x) ≤ 2c(b− a) < ∞



���� �����	 
� ������ ����������	 ��

�������� ��	

ψc =
1

2π

∫ c

−c

sin t(x− a)− sin t(x− b)

t
dt =

=
1

2π

∫ c(x−a)

−c(x−a)

sin t

t
dt− 1

2π

∫ c(x−b)

−c(x−b)

sin t

t
dt


�����

g(t, s) =

∫ t

s

sinx

x
dx → π, t ↑ ∞, s ↓ −∞.

�	���

ψc(t) → ψ(t), c → ∞, ψ(t) =

⎧⎨
⎩

0, x < a ∨ x > b;
1/2, x = a ∨ x = b;
1, a < x < b.

����� μ ���� �� (R,B(R))� ���� ��	 μ[a, b) = F (b) − F (a)� ���� 	����	�� ���
c → ∞ �	������

Φc =

∫ ∞

−∞
ψc(x)dF (x) →

c→∞

∫ ∞

−∞
ψ(t)dF (t) = μ(a, b) +

1

2
μ{a}+ 1

2
μ{b} =

= F (b)− F (a+ 0) +
1

2
(F (a+ 0)− F (a) + F (b+ 0)− F (b)) =

=
F (b+ 0)− F (b)

2
− F (a+ 0)− F (a)

2
=

���������	���
F (b)− F (a).

��	 � �	������� �	�����  �
!	�"�� ��	�	�# ����� ��	����� ���	����� ��	���� 	 ��"	�����	$ �%	���	&

��� � ��	���� 
������∫ b

a

f(x)dx =
1

2π

∫ b

a

[

∫ ∞

−∞
e−itxϕ(t)dt]dx =

1

2π

∫ ∞

−∞
[

∫ b

a

e−itxdx]ϕ(t)dt = lim
c→∞

1

2π

∫ c

−c

[

∫ b

a

e−itxdx]ϕ(t)dt =

= lim
c→∞

1

2π

∫ c

−c

e−ita − e−itb

it
ϕ(t)dt = F (b)− F (a).

�
'� ��	���� 	 �	����� 	���(���� ������� ��	���� ����������	����

������� )*���������	���+� ����� ����	

 ����������
� F 
 G 
���� ����

�����������
������ ����	
�

ϕ(t) =

∫ ∞

−∞
eitxdF (x) =

∫ ∞

−∞
eitxdG(x), ∀t ∈ R.

����� F (t) = G(t), ∀t ∈ R.

�������� ��������� ���������� ������� �����
�
�� ⇔ ��������
��
���

���� ����	
� ������� ������������� ��
������
�� ��������
��
����
� �����

	
� ��� ���������

,� 	�	����	���% ����$���� %��������������% �����$ �	�	��� �����#(��
��	�����



�� �� �� �����	
��

������� ��������	
������� ����� ����	
� ϕ(t) ��������� �
 ���� t ∈ R

 ϕ(0) = 1 ����� ϕ(t) � ��������
��
������ ����	
� ⇔ ϕ(t) � �����
	�������
������������ �� ���� ��� ����� ������������ t1, . . . , t1 
 ����� ����������
λ1, . . . , λ1� n ≥ 1 ���� �� ��������

n∑
i,j=1

ϕ(ti − tj)λiλj ≥ 0.

������� �������������� ���
 ��������
��
������ ����	
� 
���� �
� ϕ(t) =
exp{P(t)}� ��� P(t) ���������� �� ������ ���������� �� �� �� ���� ����!�
���� degP(t) ≤ 2"

������� ������ ����� ����	
� ϕ(t) ��������� �
 ���� t ∈ R� ������ �����
�� ��
# ϕ(t) ≥ 0� ϕ(t) → 0� t → ∞ 
 ϕ(0) = 1" ����� ϕ(t) � ��������
��
������
����	
�"



���� �����	 
� ������ ����������	 ��

��� ���������	 
���� � ��������� �������

����������� 	
��� ����� {ξn}n∈N ����	
����	������ 	��������� �������

�� �	����� ��
��� � �	��������� ����������	 (Ω, F, P )� Fn � σ����	����
�����
	�� ��������� �	������� ξn, ξn+1, . . .�
���
� σ����	���

F = ∩∞
n=1Fn

�����	��� ��������� σ����	���� ������	��� {ξn}n∈N ����	
����	������

	��������� �������� �	����� � ����	 ������	 �� ���� σ����	��� � ��������
�� ������	��

������ �����	 
�
��� 

�������������  ���	 ��������	 ������	 ��		�
�	�������� ! ��� "�

� ����	����� �� ����� ����	� �������� ��� ���
∑∞

n=1 ξn �� 	���������� ��� 
��!	�� ������	 ��"� � ������	���#$  �������� ��"� �����������

������ �
� ���� �����
�� #�� ���
������ � �	��������� " ��
�
∑∞

n=1 ξn
�� 	��������� �������� �	���� 
�������� ���
������ 
��� ��
��

∞∑
n=1

Eξn,

∞∑
n=1

Dξn.

$��� 
������	��� ����	������� ����� supn P (|ξn| > c) 
�� 	%������� c > 0�
�� ��� ������� ����� 	����
������

%���# c > 0� ξ  �����!	�� ������	�� �"��	����

ξc =

{
ξ, ���� |ξ| ≤ c :
0, ���� |ξ| > c.

������ �
� ���� �����
�� #�� ���
������ � �	��������� " ��
�
∑∞

n=1 ξn
�� 	��������� �������� �	���� 	���
���� ����� ���
�
���� ��� ��
� 
��

������ c > 0 ∞∑
n=1

Eξcn,
∞∑

n=1

Dξcn,
∞∑

n=1

P (|ξn| ≥ c),

� 
�������� 
�� 	%������� c > 0�



�� �� �� �����	
��

��� ����� ����	���
��
���	
� ��	�
�� ����������� ����������
������� �����

������� �������	
� ����� {ξn}n∈N ����	
����	������ 	��������� �
���

���� �����	
	�	�� �������� �	���� �

Eξi = a.

���
� ����	
����	������ �������� �	���� �
���	�����	� ������ ���	
��

�����

�������	������� �� ��������� ������� ������	 ������� �	�������� �	�	���
���������� ������

ϕξi(t) = ϕ(t) = 1 + ita+ o(t), t → 0.

����� ��! ���	�������� " �������

ϕ 1
n

∑n
i=1 ξi(t) = (ϕ(

t

n
))n = (1 +

ita

n
+ o(

t

n
))n →

n→∞ eita.

#	�����" ��� eita � �	�	����������	! �����! ξ : P (ξ = a) = 1�

Fξ =

{
0, x ≤ a;
1, x > a.

$�����	��� ��" �% ��	�	��" ��� ��� ��	&	! ��������� 1
n

∑n
i=1 ξi

d→ ξ�
'�	��� ����� " ��� ��� � ��������� �� ����!�������
(��� ε > 0" ����	

P (| 1
n

n∑
i=1

ξi − a| < ε) =

= F 1
n

∑n
i=1 ξi(a+ ε)− F 1

n

∑n
i=1 ξi(a− ε) →

n→∞ Fξ(a+ ε)− Fξ(a− ε) = 1

(���� � � ������ �	����������! ξ ����������	! ���	 �	��%�	 a" �� ����
a + ε" a − ε &���� ���	�� ������%������" 	 � ��� &���� ��������� �� �	�����
������)� �

������� �*(+ ��! ����������
� ����� {ξn}n∈N ����	
����	������ 	�������

��� �
������ �����	
	�	�� �������� �	���� �

Eξi = a,Dξi = σ2 < ∞.

���
� �����	
���� �������	��� ������	��� �������∑n
i=1(ξi − a)

σ
√
n

d→ ξ ∈ N(0, 1),


������ ��������

P (

∑n
i=1(ξi − a)

σ
√
n

< x) → 1√
2π

∫ x

−∞
e−t2/2dt = Φ(x).

�������	������� �� ��������� ��������� ������� �	�������� �	�	��������
����� ������

ϕξi−a(t) = ϕ(t) = 1− σ2t2 + o(t2), t → 0.



���� �����	 
� ������ ����������	 ��

��������	 
������������ �������

ϕ 1
σ
√

n

∑n
i=1(ξi−a)(t) = (ϕ(

t

σ
√
n
))n = (1− t2

n
+ o(

t2

n
))n →

n→∞ e−t2/2.

�������� ��� e−t2/2 � �����������������	 ��
���	 
������
��� ����
��

����������
�� �� ��������� ��� ���� �����	 ����������
∑n

i=1(ξi−a)

σ
√
n

d→ ξ ∈
N(0, 1)�

�

�
�������
� ������� !�����"������ ��#
� ������������ ��� ��������
�� ������� $%�

������� &"�
�������'� ����� {ξn}n∈N ����	
����	������ 	��������� ����

����� �	���� �

Eξi = ai, Dξi = σ2
i < ∞, D2

n =

n∑
i=1

σ2
i .

��	
�������� ��� 
�� ������ ε > 0 
���� ��
	�	���

1

D2
n

n∑
i=1

∫
|x−ai|>εDn

(x− ai)
2dFi(x) →

n→∞ 0.

���
� �����	
���� ����������	 
��������	 ������

Sn − ESn√
DSn

d→ ξ ∈ N(0, 1), Sn =
n∑

i=1

ξi,


������ ��������

P (

∑n
i=1(ξi − ai)

Dn
< x) → 1√

2π

∫ x

−∞
e−t2/2dt = Φ(x).

������ �(� ��
� �������� ������	 	�	���	 ��������� ������� "�
��������

�	�
���� � &)������ "	��
��'� ����� {ξn}n∈N ����	
����	������ 	���

������� �������� �	���� �

Eξi = ai, Dξi = σ2
i < ∞, D2

n =
n∑

i=1

σ2
i .

��	
�������� ��� ���	����	� δ > 0� �� �	 ��� 
���� �������

1

D2+δ
n

n∑
i=1

E|ξi − ai|2+δ →
n→∞ 0.

���
� �����	
���� ����������	 
��������	 ������

Sn − ESn√
DSn

d→ ξ ∈ N(0, 1), Sn =

n∑
i=1

ξi.



�� �� �� �����	
��

���������	
���� ����� ε > 0� ���	


E|ξi − ai|2+δ =

∫ ∞

−∞
|x− ai|2+δdFi(x) ≥

≥
∫
|x−ai|>εDn

|x− ai|2+δdFi(x) ≥ εδDδ
n

∫
|x−ai|>εDn

|x− ai|2dFi(x)

��	��
������

1

D2
n

n∑
i=1

∫
|x−ai|>εDn

(x− ai)
2dFi(x) ≤ 1

εδD2+δ
n

n∑
i=1

E|ξi − ai|2+δ →
n→∞ 0.

�



���� �����	 
� ������ ����������	 ��

��� ������� �	
���� ����������� �	
������� �������

������������� �	
�����	� ������	� �������

�����������������

�������	 ��
�� n �������� ��������� ������	 ����	���� ������ � ��
������ � ������������� ����������� (ξ1, . . . , ξn) : (Xn,Fn,Pn

θ ) � ���������
������������ ���������� (X ,F ,Pθ) � �������	 ������������ Fθ� ��� θ ∈ Θ
����������	 ������ �������������

 ��������	 T ����!� �!��	 ����	��! �������� �����! � Xn� T :
Xn → Rk�

"�������� �����#�! ��������� ��� ������� (x1, . . . , xn) $ �������	 ���
���������� F � �������! ���������� 	
����� ������������� ������! �����

���% ��&

Fn(t) =

∑n
i=1 I{xi<t}(t)

n
=
����� xi < t

n

'������ ���

EI{xi<t} = 1 · P (xi < t) + 0 · P (xi ≤ t) = F (t).

(��� �� '�)�*� +����� ����� ����%

Fn(t) −→
P

F (t), ∀ t ∈ R;

� �� ,�'�)�*� -��������� ����� ����%

Fn(t) −→���� F (t), ∀ t ∈ R.

�������� ���������� 	
���� ������������ �� ����������� ��������� ����

��� ������ ������� � 	
��� ������������ ������ ���������� �� ����

t ∈ R

P ( sup
−∞<t<+∞

|Fn(t)− F (t)| −→
n→∞ 0) = 1

��������������� "�������� ��� �������� ��.% ����	 ����������	 �������

�������������

���%��� ��������%��� k ∈ N�
/�������� ��������� ������� (0, 1] =

⋃m=0
k−1 (

m
k ,

m+1
k ] � �������� tm ����

����� ����� ��������� F (tm) = m
k � t0 = −∞� tk = +∞�

∀t ∈ R ∃m ∈ 0, . . . , k : t ∈ (tm, tm+1).

"�������� ������% ���������	 � ���%��	 ������� ������������� ������

�� �0 ����������



�� �� �� �����	
��

Fn(t)− F (t) ≤ Fn(tm+1)− F (tm) = Fn(tm+1)− F (tm+1) + F (tm+1)− F (tm) ≤
Fn(tm+1)− F (tm+1) +

1

k
;

Fn(t)− F (t) ≥ Fn(tm)− F (tm+1) = Fn(tm)− F (tm) + F (tm)− F (tm+1) ≤
Fn(tm)− F (tm+1)− 1

k
;

sup
t∈R

|Fn(t)− F (t)| ≤ max
m=0,k−1

|Fn(tm+1)− F (tm+1)|+ 1

k
.

��������	 
����� Al = {Fn(tl)− F (tl) −→
n→∞ 0}� ����� �� �����	� ���	�������

�������� P (Al) = 1, ∀l ∈ 0, . . . , k� 
������������� P (
⋂k

l=0 Al) = 1�
��� ������� ���

∀ω ∈ Al, ∀l ∈ 0, . . . , k ∃n(ω) : ∀n > n(ω) ⇒ |Fn(tl)− F (tl| ≤ 1

k
.

����	 ������	�

P ( sup
−∞<t<+∞

|Fn(t)− F (t)| ≤ 2

k
−→
k→∞

0) = 1;

�
 !
�� V (F ) " �������� #��������
���� ��
���������� �����	��� 	���	���"

��
��� �$������ ��� ��
���
�� ����� 	�$�� ��

	������ 
����
���! V (Fn) =

V (
∑n

i=1 I{xi<t}(t)
n ) " �%���! #��������
���� V (F )�

& ��
���
��� �
��

V (F ) = Exn =

∫
R

xdF (x),

��

V (Fn) =

∫
R

xdFn(x) =
1

n

n∑
i=1

xi = x

" ���������� 
������ " �%���� �� 	�� �$������

'
��

V (F ) = Exk
n =

∫
R

xkdF (x),

��

V (Fn) =

∫
R

xkdFn(x) =
1

n

n∑
i=1

xk
i

" ���������� k	
�� �����
 " �%���� �� k"���� 	�	�����
'
��

V (F ) = E(xn − Exn)
k =

∫
R

(x− Exn)
kdF (x),

��

V (Fn) =

∫
R

(x− x)kdFn(x) =
1

n

n∑
i=1

(xi − x)k

" ���������� k	
�� ��
������� �����
 " �%���� �� k"���� %�����������
	�	�����

&������( %���������( ���������( 	�	��� " ���������� ����������



���� �����	 
� ������ ����������	 ��

s2n =

∫
R

(x− x)2dFn(x) =
1

n

n∑
i=1

(xi − x)2

��� ���� ���������	 
�����

����� ����������
�����


������
����� ������� � �������
�� ����
�� � �������
��

���������

����� � 	
� ���� �����
 (x1, . . . , xn)� V (F ) � 	������
� �
�
���������
 �
��
�������	��� �� ���	�
 � ��
������
 Tn� ����
 �
����
�� ������ �� ��� ��
���
����!

"#$ ����������� �	�	
�	
�� � Tn� ���� ETn = V (F )� ��
�	�	
����

����������� �	�	
�	
�� � Tn� ���� ETn −→

n→∞ V (F )�

"�$ ���	��	������ �	�	
�	
�� � Tn� ���� Tn −→
P

V (F )� �
���� ���	���

	������ �	�	
�	
�� � Tn� ���� Tn −→
��	�

V (F )�

"�$ ��
�	�	
����
 ���������� �	�	
�	
�� � Tn� ����
√
n(Tn−V (F )) −→

d

N(0, σ2(V (F )))�

�
��% ���
��% ������	
� &�	���� �
��������	�� � 	��%� �		
� � ����	�
����������	
� ��
������
 ��� &�	���� �
��������	���
'&��%������% � ���
(�% �����% � ���)���
� ����	��� � �����	�) �������

����

�������� ���	� ���� ������� (x1, . . . , xn) � �����
�� ����������
� F 
 E|xn| <
∞�
 �!�� �������
�� �����"�
� �	���#���
�$

%&' x ����������� ������ ��� Exn

��� x �����	 �	�
	�
����� ��� Exn

��� ���� Ex2
n < ∞� 
	 x ����
	
��������	������ ��� Exn

�	��
����
�	� ��� �������		
��� Ex = E 1
n

∑n
i=1 xi =

1
n

∑n
i=1 xi = Exn�

��� �
��
���� E|xn| < ∞� �
 �
 ��
���� �
��
�
�
�� ���������� �������
� ��	�! �
��
!����	
���

1

n

n∑
i=1

xi −→��	� Exn.

�"� �
 #���$� ��! 	�
������ �
��% � �� ���
� %����& 	
�����	
���

√
n(x− Exn) =

∑n
i=1(xi − Exi)√

n
−→
d

N(0, σ2)

�

�������� ���
� �� ���	�� (x1, . . . , xn)  !���"��# ������������ F � �	�
����	# ���������# σ2 = Dxn < ∞�

$	%� ���������� �����&'�� �
���(�����)

�*� s2n ����
	
������ �����'���� 	"��� ��� σ2

��� s2n �	�
	�
����� ��� σ2

��� ���� Ex4
n < ∞� 
	 s2n ����
	
��������	������ ��� σ2



�� �� �� �����	
��

���������	
���� �������� ��	 
	��	��� ����� �� ������ ���	�	���� ���
���
����

s2n =
1

n

n∑
i=1

((xi − a)− (x− a))2

�	 �	��	 
���
		����� ��	 Exn = 0� E(x2
n − σ2)2 = Dσ2�

��� ����
�	�������� ����� ���	���!

Es2n = E
1

n

n∑
i=1

x2
i − Ex2 = σ2 − 1

n2

∑
i,j

E(xixj) = σ2 − 1

n
σ2 =

n− 1

n
σ2.

Es2n −→
n→∞ σ2�

�"�

P (|s2n − σ2| > ε) = P (|
∑n

i=1(x
2
i − σ2)

n
− x2| > ε) ≤

P (|
∑n

i=1(x
2
i − σ2)

n
| > ε/2) + P (|x2| > ε/2) = p1 + p2, p1 −→ 0,

p2 = P (|x2| > ε/2) ≤ 2E(x2)

ε
=

2σ2

nε
→ 0.

�#�

����� �����

ξn −→
d

ξ, ηn −→
P

0 ⇒ ξn + ηn −→
d

ξ

���������	
���� $����	���� ��%�	��� �		��������� �& &������������
�����& '���(�)

|fξn+ηn(t)− fξ(t)| = |fξn+ηn(t)− fξn(t)|+ |fξn(t)− fξ(t)| −→
n→∞ 0;

|fξn+ηn
(t)− fξn(t)| ≤ E|eitξn(eitηn − 1)| −→

n→∞ 0, |eitξn(eitηn − 1)| ≤ 2.

�
*���
�	�������� �	�����	���!

√
n(s2n − σ2) =

∑n
i=1(xi − x)2 − σ2)√

n
=

∑n
i=1(x

2
i − σ2)√
n

−√
nx2 = ξn + ηn −→

d
N(0, Dσ2)

+	 ,�+�-� �� ��	������ 
	����

ξn =

∑n
i=1(x

2
i − σ2)√

nDσ2
−→
d

N(0, 1).

ηn −→
P

0 : P (
√
nx2 > ε) ≤ E(

√
nx2)

ε
=

√
n
∑

i,j Exixj

n2ε
=

σ2

√
nε

→ 0.

�



���� �����	 
� ������ ����������	 ��

��� ���������	 
���
�� � ���������� ���

����� 	
�
 �����
 (x1, . . . , xn)� �����	���� �� �� ����
��
����

x(1) = min{x1, . . . , xn},
x(2) = min({x1, . . . , xn} \ {x(1)}),

∗ ∗ ∗
x(k) = min({x1, . . . , xn} \ {x(1), . . . , x(k−1)}),

∗ ∗ ∗
x(n) = max{x1, . . . , xn}.

���	
 (x(1), . . . , x(n)) �
����� �����������	 �
��	 ��� ���
����	� ������

����	��

�����	 ����	����� ��
������� �
����� ����� ����
 �
��
 ������� ��	
 �

������
�
����� �������

Ri = k, ���� x(i) = xk.

������	� �����	� �
��
 ������� ��	
 �
����� x(k) :
k
n → p ∈ (0, 1)� ������

	� ! x(k) :
k
n → 0 ∨ 1�

"
�	�� #��� �� �
����	������ � ��������� k!��� ����	����� ��
�������

Fx(k)
(t) = P (x(k) < t) = P (�� ��
��� ���� $ �� xi < t) =

P (
n∑

i=k

I(xi<t)(t) ≥ i) =
n∑

i=k

Ci
nF (t)i(1− F (t))n−i

px(k)
(t) = Fx(k)

(t)′ =
n∑

i=k

iCi
nF (t)i−1(1− F (t))n−i−

n∑
i=k

(n− i)Ci
nF (t)i(1− F (t))n−i−1 = kCk

nF (t)k−1(1− F (t))n−k−

(n− k)Ck
nF (t)k(1− F (t))n−k−1 + (k − 1)Ck−1

n F (t)k(1− F (t))n−k−1 − . . . =

kCk
nF (t)k−1(1− F (t))n−k.

%��
���� ������ ������ ��
�
���� ! ���
���� ����
&
���� 	��� � 	������

������ ���	� ����	����	 ������ �� �����	������ ������������
 xi ∈ U[0,1]�

�����	 	���	�������� �������� k���� ���
����� ��������� �� ������

	������ ������������
�

px(k)
(t) = kCk

nx
k−1(1− x)n−k;

Ex(k) = kCk
n

∫ 1

0

xxk−1(1− x)n−kdx = kCk
nB(k + 1, n− k + 1) =

kCk
nΓ(k + 1)Γ(n− k + 1)

Γ(n+ 2)
=

n!k!(n− k)!

(k − 1)!(n− k)!(n+ 1)!
=

k

n+ 1

'
�������� ����� ������ ���������� 	�������� #��� �� �
����	������

�
 ������
�
������ ��� 	������� #��� �� �
����	������ �
��
 ����� ��	
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� �� ������� ���
����
��� ����������
�	� ������� ����

(x1, . . . , xn), (F (x1), . . . , F (xn)) = (Y1, . . . , Yn)

(x(1), . . . , x(n))

(F (x(1)), . . . , F (x(n))) = (Y(1), . . . , Y(n)).

FYk
(t) = P (Yk < t) = P (F (xk) < t) = P (xk < F−1(t)) =

F (F−1(t)) = t ⇒ Yk ∈ U[0,1].

�����

EF (x(k)) = EY(k) =
k

n+ 1
⇒ x(k) ≈ F−1(

k

n+ 1
).

������ ����� ���������� 	
���� �� ����������������� ������������� xi ∈
E(1)� F (t) =

{
0, t < 0;
1− e−t, t ≥ 0.

Fx(n)
= F (t)n

P (x(n) < t+ lnn) = F (t+ lnn)n =

{
0, t+ lnn < 0;

(1− e−t−lnn)n → e−e−t

, t+ lnn ≥ 0

P (x(n) < t+ lnn) → e−e−t

����������� �������� ����� � ������������� ���������������� 

	�
����� !�������"��� ��� k
n → p ∈ (0, 1) !��� �	������ xp : F (xp) = p�

��������� ������������� f 	
����� #����√
n

p(1− p)
f(xp)(x(k) − xp) −→

d
N(0, 1).



���� �����	 
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��� ������� �	 
�����
��� ����������
��� χ2 ����������
�� �

����������
�� �����
��� ����� ������

����� � 	
� �
	� 	�
������ ����
�	� �����	� ξ0, ξ1, . . . , ξn� ξi ∈ N(0, 1)
�� ��
	�
��	��� 	���
��	��� �
��	
�

χ2 �
�����	�� � n ���	��� ������� 	
���� �
�����	� �����������
��

χ2
n =

d

n∑
i=1

ξ2i

����	���� �  �	�!�� �
�����	�� ��� χ2 �
�����	�� ����� �
����"

kn(t) =

⎧⎨
⎩

0, x < 0;

t
n
2

−1e−
t2

2

2
n
2 Γ(n

2 )
, x ≤ 0.

Kn(t) = P (χ2
n < t) =

∫ t

0

x
n
2 −1e−

x2

2

2
n
2 Γ(n2 )

dx, t > 0

#�
 �� ����	���� ��$	� ������ 	
 ����	� ��

#�
 �� �
�����	�� ��$	� ������ 	
 ����	� ��

%
�����	�� &����	�
 � n ���	��� ������� 	
���� �
�����	� ���
����������

tn =
ξ0√

1
n

∑n
i=1 ξ

2
i

=
ξ0√
χ2
n

n

����	���� �  �	�!�� �
�����	�� ��� �
�����	�� &����	�
 � n ���
�	��� ������� ����� �
����"

sn(t) =
Γ(n+1

2 )(1 + t2

n )−
n+1
2√

πnΓ(n2 )
,

Sn(t) = P (χ2
n < t) =

∫ t

0

Γ(n+1
2 )(1 + x2

n )−
n+1
2√

πnΓ(n2 )
dx, t > 0
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������ ��	
�	�
� 	��	 �����
� �� ������� ��
������ ������������� 	��	 �����
� �� ������� ��

����� ���� ��������� ����� � ��� ���� 	
���� x1, . . . , xn� xi ∈ N(a, σ2) ��
���������� �������
�����

���
√
nx−a

σ ∈ N(0, 1)�

��� x� s2n � ����	����
�

���
ns2n
σ2 ∈ χ2

n−1�

���
√
n− 1x−a

sn
∈ tn−1�

 �����������	�� ���

√
n
x− a

σ
=

√
n

σ

∑n
i=1(xi − a)

n
=

∑n
i=1(xi − a)

σ
√
n

∈ N(0, 1)

�	 ������
��� x s2n =

d

∑n
i=2 ξ

2
i ! ��"�����#$



���� �����	 
� ������ ����������	 ��

��� ����� Exn = a = 0	

ns2n
σ2

=
n

σ2
(

∑n
i=1 x

2
i

n
− x2) =

n

σ2
(

∑n
i=1 x

2
i

n
)− (

√
nx)2 =∑n

i=1 x
2
i

σ2
− (

n∑
i=1

xi√
n
)2 =

d

n∑
i=1

ξ2i − ξ21 =
d

n∑
i=2

ξ2i ∈ χ2
n−1

����� ����� ����� ����	
 X ∈ N(O, I) �	
����	 
��
������ � ���

�� C 	
��	���� �C · CT = I�� � Y = CX�

�	�� Y ∈ N(O, I)

����� X̃ = (x̃1, . . . , x̃n)
 x̃i =
xi

σ 	

Y = CX̃ = (y1, . . . , yn)
t
 y1 = 1√

n

∑n
i=1 x̃i =

√
nx̃

���� X̃, Y ����� ���������� �������������	
���

√
n− 1x−a

sn
=

√
n x−a

σ

√
ns2n

(n−1)σ2

=
d

ξ0√
χ2
n−1
n−1

∈ tn−1	

�
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