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В работе приведены новые результаты анализа хорошо известных и
наблюдаемых физических процессов связанных с гравитационным взаи-
модействием системы материальных тел в среде с ненулевой плотно-
стью. В основу работы положено утверждение о том, что «выталки-
вающая» сила Архимеда, действующая на материальное тело, находя-
щееся в среде с ненулевой плотностью имеет гравитационную природу.
Не выходя за рамки определений классической физики и механики, этот
подход позволил ввести понятие гравитирующей массы тела, как мас-
сы, которая определяет величину гравитационного взаимодействия, а
так же установить аналитическое соотношение между гравитирую-
щей и инерционной массами материального тела. Объединение прямо-
го и опосредованного (сила Архимеда) гравитационного воздействия на
материальное тело, находящегося в среде, позволило выделить из обще-
го гравитационного поля этой системы структуру с характерным рас-
пределением силовых линий, соответствующую диполю. Этот факт
позволяет утверждать, что, наряду с гравитационным притяжени-
ем, существует и гравитационное отталкивание материальных тел
без смыслового конфликта с существующей системой базовых опреде-
лений и понятий классической физики и механики.

«Известное вообще — от того, что оно известно, ещё не познано»

Георг Вильгельм Фридрих Гегель [1, стр. 22]

1. Постановка задачи

Общепринято рассматривать гравитационное взаимодействие систе-
мы материальных тел без учёта фактора среды в которой находится ис-
следуемая система. Поэтому, представляет интерес задача о влиянии сре-
ды на гравитационное взаимодействие между материальными телами.

Пусть имеется статичная среда F с равномерным распределением
плотности вещества ρF ą 0 (например, несжимаемая жидкость), ограни-
ченная сферической поверхностью радиуса RF . Поместим в произволь-
ную фиксированную точку этой среды недеформируемую однородную
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сферу G с постоянной плотностью ρG ą 0 и радиусом RG ! RF . Требует-
ся найти выражение, описывающее гравитационное взаимодействие ма-
териального тела G с окружающей его средой F , при отсутствии каких-
либо внешних воздействий гравитационной и иной природы. Задачу рас-
сматриваем в предельно упрощённой постановке1.
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Рис. 1

Вопрос о влиянии гравитационного
поля тела G на физические характеристи-
ки среды F , а именно плотности, будет
рассмотрен позднее, пока считаем, что
распределение плотности среды F оста-
ётся неизменным и после внесения в неё
тела G.

Введём в рассмотрение декартову си-
стему координат Oxyz (рис. 1), начало
которой расположено в центре сферы с
радиусом RF . Поместим центр массы те-
ла G на расстоянии δ от точки O. Гра-
витационное поле в произвольной точке
среды F характеризуется вектором на-
пряжённости gFprq, где r — радиус-вектор
рассматриваемой точки. В каждой точке, выбранной нами, области F ,
в силу симметрии формы и распределения вещества по объёму, вектор
напряжённости гравитационного поля gF направлен к «центру притяже-
ния» — центру сферы (точка O).

Обозначим силу гравитационного взаимодействия тела G с веществом
области F через F

´

. Направление действия силы F
´

определяется век-
тором напряжённости центрально-симметричного гравитационного по-
ля gF , который направлен к центру сферической области O. В свою оче-
редь, центрально-симметричная структура гравитационного поля внут-
ри сферической области F создаёт так же центрально-симметричное рас-
пределение давления вещества в среде F . Наличие градиента давления
в среде, окружающей тело G, определяет, так называемую, «выталкива-
ющую» силу F

`

.
Итак, на тело G одномоментно действуют две, как бы «независимые»

силы, но зависящие от одного и того же вектора напряжённости грави-

1Императив постоянства плотности вещества в области F по координате и вре-
мени, недеформируемости материального тела G и его неподвижности, относительно
окружающей среды F , а так же выбора их геометрии в виде сфер не является обяза-
тельным, но это позволило, без потери общности, упростить задачу и сосредоточиться
на главном, а именно, найти выражение для гравитационной силы, действующей на
тело G со стороны окружающей его среды F .
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тационного поля окружающей их среды F . Запишем векторную сумму
этих сил:

F “ F
`

` F
´

, (1)

где F
´

— сила прямого гравитационного воздействия на тело G со сто-
роны среды F и «выталкивающая» сила F

`

, обусловленная наличием
градиента давления в среде F .

Примером реализации рассматриваемой нами задачи является экс-
перимент с «парящей» каплей жидкости в условиях невесомости2. Это
когда в капле жидкости находится аномалия3 по плотности, например
«дробинка», при отсутствии каких-либо внешних силовых факторов. В этих
условиях «дробинка», в зависимости от соотношения своей плотности и
плотности жидкости, может «тонуть» по направлению к центру капли
или «всплывать» к её поверхности.

Тем не менее, несмотря на тривиальность поставленной задачи и оче-
видность её решения, детально рассмотрим каждую из силовых компо-
нент равенства (1).

2. Прямое действие среды на тело

Так как, вследствие центральной симметрии распределения плотно-
сти вещества в сферической области F , все радиальные направления
равнозначны, то мы расположим центр масс O1 тела G так, что бы он
лежал на оси Oz и на расстоянии δ от центра гравитационного притя-
жения O области F (рис. 2).

Вспомогательная прямоугольная система координат O1x1y1z, связан-
ная с центром массы тела G, ориентирована таким образом, что ось O1x1

параллельна оси Ox, а ось O1y1 параллельна оси Oy.
В каждой точке, рассматриваемой нами области конечных разме-

ров F , определён вектор напряжённости гравитационного поля gF :

gFprq “ ´G
VFp|r|qρF

|r|3
r “ ´G

4

3
πρF r , 0 ď |r| ď RF , (2)

где r — радиус-вектор произвольной точки A из области F ; VF — объём
сферической области F , как функция радиуса |r|; ρF — плотность сре-
ды F ; G— гравитационная постоянная. Подробно вывод выражения (2)

2Область пространства, в которой гравитационные силы, действующие на матери-
альное тело, в среднем уравновешены центробежными или силами иной природы.

3В литературе [2, 3] термин аномалия используют применительно к материально-
му объекту конечного объёма с плотностью отличной от плотности окружающей его
среды.
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Рис. 2

для напряжённости гравитационного поля рассмотрен, например, в ра-
ботах [2, 4]. Из выражения (2) следует, что вектор напряжённости гра-
витационного поля gF , в точке с радиус-вектором r, всегда направлен
к геометрическому центру (в общем случае — центру притяжения) рас-
сматриваемой области F , в данном случае к точке O.

Теперь, зная напряжённость гравитационного поля gF для любой точ-
ки области F , мы можем определить результирующее гравитационное
воздействие на тело G со стороны среды F через интеграл по объёму
тела VG :

F
´

“

ż

VG

dF
´

, dF
´

“ ρGdV gF . (3)

Поскольку в задаче оговорена симметрия геометрии и физических
параметров относительно оси Oz, то очевидно, что

F
´

x “ i ¨ F
´

“ 0, F
´

y “ j ¨ F
´

“ 0, F
´

z “ k ¨ F
´

“

ż

VG

k ¨ dF
´

.

Отсюда, с учётом выражений (2) и (3), получаем

F
´

z “

ż

VG

k ¨ dF
´

“ ρG

ż

VG

k ¨ gF dV “ ´
4

3
πGρGρF

ż

VG

r sinϕ
hkkikkj

k ¨ r dV . (4)
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Исходя из заданной геометрии задачи (рис. 2), мы можем записать
равенство

r sinϕ “ δ ` r1 sinϕ1 , (5)

и выражение для элементарного объёма dV , построенного около точки
Apr1, ϕ1, λq P G:

dV “ r1dϕ1 ¨ r1 cosϕ1 dλ ¨ dr1 “ r12 cosϕ1 dr1 dϕ1 dλ . (6)

Подставляя (5) и (6) в выражение (4) для F
´

z , получаем:

F
´

z “ ´
4

3
πGρGρF

¨

˚

˚

˚

˝

δVG `

I
hkkkkkkkikkkkkkkj

ż

VG

r1 sinϕ1 dV

˛

‹

‹

‹

‚

, (7)

где интеграл I “ 0, так как

I “

ż

VG

r1 sinϕ1

dV
hkkkkkkkkkkikkkkkkkkkkj

r1dϕ1r1 cosϕ1dλdr1 “

2π
ż

0

dλ

RG
ż

0

r13dr1

✟
✟
✟
✟
✟
✟
✟
✟
✟
✟✯
0

π{2
ż

´π{2

sinϕ1 cosϕ1dϕ1 “ 0 .

Группируя множители в выражении (7), получаем

F
´

z “

gF pδq
hkkkkkikkkkkj

´
4

3
πGρF δ ρGVG

или в векторной форме:

F
´

“ ρGVG gFpδq . (8)

Итак, сила F
´

гравитационного воздействия на тело G, с массой рав-
ной произведению ρGVG, со стороны среды F , совпадает по направле-
нию с вектором напряжённости гравитационного поля в области рас-
положения тела. Выражение (8) справедливо и для случая, когда, точ-
ка O, центр притяжения среды F , расположена внутри тела G, то есть
при δ ă RG .
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3. Воздействие среды на тело через давление,

индуцированное гравитационным полем са-

мой среды

Теперь рассмотрим в уравнении (1) вторую составляющую силово-
го воздействия на тело, а именно F

`

. Область F сферической фор-
мы с равномерно распределённой плотностью ρF создаёт центрально-
симметричное гравитационное поле с центром притяжения в точке O.
Это поле, в свою очередь, порождает, в рассматриваемой среде F , центрально-
симметричное распределение давления с соответствующим радиальным
градиентом. Так как тело G это объект с ненулевым объёмом то, интегри-
руя действие давления окружающей среды F по её поверхности, получим
силу, стремящуюся «вытолкнуть» G в область наименьшего давления
среды F , иными словами силу Архимеда.

dr

r dj

r dcosj l

dVÎF

p1

p2

A

l

g_ ( )
F

r

Рис. 3

Случаи образования градиентов давле-
ния иной природы, кроме как гравитацион-
ной, рассматриваемая постановка задачи не
предусматривает.

Как распределено давление в гравити-

рующей среде F ? Для ответа на этот во-
прос в среде F выделим элементарный объ-
ём dV P F , построенный около точки A с
координатами r, ϕ и λ (рис. 3)

dV “ dS dr “

dS
hkkkkkkkkkikkkkkkkkkj

r dϕ ¨ r cosϕ dλ dr .

Элементарный объём dV находится в
равновесии. На нижнюю грань элементарного объёма dV действует дав-
ление p2, которое уравновешивает давление p1, действующее на верхнюю
грань, плюс объёмную силу гравитационной природы. Сила гравитаци-
онного взаимодействия совпадает по направлению с вектором напряжён-
ности гравитационного поля среды F . Силы вызванные давлением на бо-
ковые грани элементарного объёма взаимно уравновешенны. Принимая
во внимание эти факторы, запишем уравнение равновесия элементарно-
го объёма dV в виде проекции на направление задаваемое с единичным
вектором l

p2dS l “ p1dS l ` ρFdV gF , l “
r

|r|
. (9)

6

Кирьян Д.Г., Кирьян Г.В. ( mass7, RC5e ) – 31 октября 2017 г.



Умножив левую и правую части равенства на единичный вектор l,
получим приращение давления dp:

dp “ p2 ´ p1 “ ρFdr gF ¨ l . (10)

После интегрирования (10) по r, с учётом выражения (2), для вектора
напряжённости гравитационного поля gF , находим, что

pprq “ ´
2

3
πGρ2Fr

2 ` const . (11)

Константу определим из условия на границе области F :

p
ˇ

ˇ

ˇ

r“RF

“ pF , (12)

где pF — внешнее давление на границе среды F . Теперь выражение для
давления в произвольной точке области F примет вид:

pprq “ pF `
2

3
πGρ2F

`

R2

F ´ r2
˘

. (13)

Сила, обусловленная наличием градиента давления гравитаци-

онной природы. Итак, распределение давления в области F нам из-
вестно. Определим теперь силу «выталкивания» F

`

, действующую на
тело G, обусловленную наличием градиента давления (10) в среде F .

F
`

“

ż

SG

pprqdS, где dS “ n dS , (14)

здесь pprq — давление среды F на элементарную площадку dS поверхно-
сти тела G; n— нормаль к элементарной площадке dS поверхности тела
в точке Aprq. Из рис. 3 следует, что

dS “ RG cosϕ
1dλ RGdϕ

1 .

Вычисляя интеграл (14), учтём, что в нашей постановке задача обла-
дает геометрической и полевой симметрией относительно оси Oz, следо-
вательно:

F
`

x “ i ¨ F
`

“ 0 , F
`

y “ j ¨ F
`

“ 0 , F
`

z “ k ¨ F
`

“

ż

SG

pprq

sinϕ1

hkkikkj

k ¨ n dS
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отсюда, с учётом выражения для dS, получаем

F
`

z “

ż

SG

pprq sinϕ1dS “

π{2
ż

´π{2

pprq sinϕ1

dS
hkkkkkkkkkkkikkkkkkkkkkkj

RG cosϕ
1dλ RGdϕ

1 “

“ R2

G

2π
ż

0

dλ

π{2
ż

´π{2

pprq sinϕ1 cosϕ1dϕ1 .

Подставляя сюда выражение (13) для pprq, и считая при этом, что pF “ 0,
мы получаем:

F
`

z “
4

3
πR2

G πGρ2F

π{2
ż

´π{2

`

R2

F ´ r2
˘

sinϕ1 cosϕ1dϕ1 . (15)

Выражение для r2 следует из геометрии задачи (рис. 2)

r2 “ δ2 ` R2

G ` 2δRG sinϕ
1 , (16)

здесь δ — смещение центра аномалии G; r — расстояние между центром
притяжения среды F и точкой на поверхности тела G. После подстанов-
ки (16) в выражение для F

`

z получаем:

F
`

z “
4

3
πR2

G πGρ2F

π{2
ż

´π{2

¨

˚

˝
R2

F ´

r2
hkkkkkkkkkkkkkkkikkkkkkkkkkkkkkkj

`

δ2 ` R2

G ` 2δRG sinϕ
1
˘

˛

‹

‚
sinϕ1 cosϕ1dϕ1 .

(17)
Вычислим вспомогательные интегралы:

I1 “

π{2
ż

´π{2

sinϕ1 cosϕ1 dϕ1 “
1

2

π{2
ż

´π{2

d sin2ϕ1 “ 0 ,

I2 “

π{2
ż

´π{2

sin2ϕ1 cosϕ1 dϕ1 “
1

3

π{2
ż

´π{2

d sin3ϕ1 “
2

3
.

Теперь, с учётом I1 и I2, выражение (17) примет вид:

F
`

“
4

3
πR2

G πGρ2F2δRG ¨ I2 “

VG
hkkikkj

4

3
πR3

G ρF

´gF pδq
hkkkkikkkkj

4

3
πGρFδ (18)
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или в векторном виде:

F
`

“ ´ρFVG gFpδq . (19)

Таким образом, тело G, помещённое в среду F с ненулевой плотно-
стью, испытывает «выталкивающее» воздействие через силу F

`

, прило-
женную к её центру массы. Из выражения (19) следует, что сила «вытал-
кивания» F

`

, действующая на тело G, всегда направлена против вектора
напряжённости гравитационного поля gF . Важно подчеркнуть, что сила

«выталкивания» F
`

, при заданной напряжённости гравитационного по-
ля, зависит только от плотности среды ρF и объёма рассматриваемого
тела VG и не определяется величиной и характером распределения давле-
ния в среде F , что полностью соответствует классическому определению
закона Архимеда4 о силе, действующей на тело погружённое в жидкую
среду.

4. Результирующее воздействие на тело

Теперь вернёмся к главной задаче, а именно, поиску реакции среды F

на привнесённое в неё материальное тело G. Подставим в выражение (1)
силы (8) и (19), действующие на тело G со стороны среды F :

F “ F
`

` F
´

“ ´ρFVG gF ` ρGVG gF “

mG
hkkkkkkkkkkkikkkkkkkkkkkj

ρGVG
loomoon

MG

ˆ

1 ´
ρF

ρG

˙

gF , (20)

или

F “ mGgF , где mG “ MG

ˆ

1 ´
ρF

ρG

˙

, (21)

здесь через MG мы обозначили массу тела G в классическом понима-
нии — произведение плотности тела ρG на его объём VG , а через mG ввели
обозначение той части массы MG тела G, которая участвует в гравита-
ционном взаимодействии со средой F ; gF — вектор напряжённости гра-
витационного поля в среде F в области расположения тела G.

Почему предлагается объединить эти две силы в одну и не рассмат-
ривать их порознь? Для этого есть следующие основания. Во первых,

4«... все давления жидкости на погруженное в нее тело имеют равнодействующую,
равную весу вытесненного объема жидкости, направленную вертикально вверх; точ-
ка приложения ее находится в центре тяжести погруженного в жидкость объёма.»
Н. Е. Жуковский [5, стр.654].
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рассматриваемые силы имеют одну и ту же физическую природу — гра-
витационную, то есть зависят от напряжённости гравитационного поля
среды в области тела. Во вторых, эти силы лежат на касательной к си-
ловой линии гравитационного поля, индуцируемого материальной сре-
дой F .

Так сложилось, что сила гравитационного притяжения и выталкива-
ющая сила Архимеда были открыты в разные исторические эпохи5, а это
привело к тому, что они стали рассматриваться и восприниматься, как
«независимые» силовые факторы воздействующие извне на материаль-
ное тело, расположенное в среде с ненулевой плотностью.

Изложенное выше, даёт основание для утверждения, что на тело G,
расположенное в среде F , при отсутствии иных внешних факторов не
гравитационной природы, действует только одна сила — сила гравитаци-
онного взаимодействия, определяемая выражением (21).

Знак этой силы, или направление действия, зависит только от со-
отношения плотности тела G и окружающей её среды F . Графическое
отображение перехода от классической концепции двух сил к одной по-
казано на рис. 4. Криволинейное движение тела в среде F , с ненулевой

F
F

F = m
G F

g_

силовая линия

( )траектория

M
G

M
G

F
-

F
+

эквипотенциальная линия g_
F

g_
F

Рис. 4: Переход от двухкомпонентной интерпретации гравитационного
воздействия среды F на тело G к однокомпонентной.

плотностью, под действием сил гравитации приводит к появлению до-
полнительных сил, но это силы не гравитационной природы и поэтому
вне нашего внимания.

Из выражения (21) следует, что гравитационное взаимодействие в
среде F определяется не всей массой тела, а только её частью mG , ко-
торую назовём гравитирующей массой. Термин гравитирующая масса
точнее передаёт причинно-следственную связь между материальным те-
лом и его гравитационнным полем, чем выражение гравитационная мас-

5Временной отрезок между введением в научное обращение этих сил составляет
чуть меньше 2000 лет. Архимед (227–212 до н.э.) — выталкивающая сила действующая
на погружённое в среду тело и Исаак Ньютон (1643–1727)— закон о гравитационном
притяжение двух тел.
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са6. Полную же массу тела G, обозначенную выше через MG , назовём
инерционной, которая определяется, как произведение объёма тела VG

на его плотность ρG .
Таким образом, опуская символы обозначения для тела и среды в вы-

ражении (21), мы получаем выражение, устанавливающее функциональ-
ную связь между инерционной массой M и гравитирующей массой m

тела, находящегося в среде с плотностью ρ0 ě 0:

m “ M

ˆ

1 ´
ρ0

ρ

˙

, где M “ ρV . (22)

Анализ выражения (22) позволяет сформулировать два важных свой-
ства гравитирующей массы материального тела при условии возможно-
сти оперировать понятием плотности вещества:

1) Гравитирующая масса всегда меньше инерционной:

|m| ă M . (23)

2) Равенство гравитирующей и инерционной массы выполняется толь-
ко в предельном случае, когда плотность среды, окружающей ма-
териальное тело, равна нулю:

lim
ρ0Ñ0

m “ M . (24)

Эти свойства гравитирующей массы тела графически отображены на
рис. 5, где через ρ˚ обозначена предельно возможная минимальная плот-
ность среды. Эта минимальная плотность обозначает тот предел количе-
ства вещества, когда в выбранном мерном объёме, в рамках конкретной
задачи, имеет физический смысл понятие плотности. Левый график на
рис. 5 показывает, что существующие в настоящее время методы созда-
ния глубокого вакуума7 принципиально не могут свести плотность среды

6В литературе, например [6], для гравитационной массы дано множество различ-
ных определений. Рассмотренные ранее, два варианта гравитационного взаимодей-
ствия материального тела со средой дали основание для нового определения грави-
тирующей массы, которое по нашему убеждению, в большей степени согласуется с
наблюдаемыми проявлениями гравитационного взаимодействия в окружающей нас
Природе: гравитирующая масса тела — это произведение объёма, занимаемого те-

лом, на величину отклонения его плотности от плотности среды. Более утили-
тарное определение гравитирующей массы может быть следующим: гравитирующая
масса тела это то, что определяет возможность гравитационного взаимодействия с
другими материальными объектами.

7Материальная среда с минимально возможной плотностью.
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m = 0
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Рис. 5: Зависимость гравитирующей массы тела от плотности окружа-
ющей её среды.

к нулю. Многочисленные эксперименты [7, 8, 9] по проверке постулата
о равенстве гравитирующей и инерционной массы материального тела
однозначно подтверждают абсолютно теоретический характер принципа
эквивалентности масс, реализуемый лишь в среде с нулевой плотностью.

Выражение (22) для гравитирующей массы тела использовалось в
рамках работы по изучению природы движения центра массы Земли под
действием внешних гравитационных сил [10], в исследованиях движения
ядра Земли под влиянием перигейной массы Луны [11], а так же в работе
о гравитирующей массе [12].

5. Принцип аддитивности

Для среды с нулевой плотностью, принцип аддитивности примени-
тельно к гравитационным силам, действующим в системе материальных
тел, соблюдается строго и не требует доказательства, ввиду отсутствия
материальной среды. А как обстоит дело с принципом аддитивности в
среде с ненулевой плотностью?

Из выражения (22), устанавливающего связь между инерционной и
гравитирующей массами тела, мы видим, что гравитирующая масса ма-
териального тела с постоянными геометрическими и физическими ха-
рактеристиками, зависит только от плотности окружающей его среды.

Следовательно, допуская возможность гравитационного уплотнения
среды F вокруг тела G, мы становимся перед фактом, что принцип ад-
дитивности применять нельзя и, рассматривая гравитационное взаимо-
действие двух тел между собой в среде с плотность ρF ą 0, необходимо
учитывать влияние каждого из тел на изменение плотности во всей рас-
чётной области среды F .
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Тем не менее, покажем, что на практике принцип аддитивности мо-
жет быть использован и для задач о гравитационном взаимодействии тел
в среде с плотностью отличной от нуля.

Определим, по какому закону произойдёт сжатие, уплотнение сре-
ды F вокруг тела G. Для этого возьмём в качестве среды F идеаль-
ный газ, который может значительно сжиматься (изменять плотность)
под действием внешних сил разной природы. Эффектом гравитационно-
го самоуплотнения среды пренебрегаем. В рамках рассмотренной ранее
задачи (см. рис. 1, 2 и 3), источник гравитационного поля, тело G, раз-
местим в геометрическом центре области F . Из условия равновесия эле-
ментарного объёма среды (рис. 3) получаем выражение для приращения
давления dp:

dp “ p2 ´ p1 “ ρF prqgGprqdr , (25)

где

gGprq “ ´G
VGρG

pRG ` rq2
, VG “

4

3
πR3

G . (26)

Здесь p2 — давление на нижней, ближней к телу, грани; p1— давление на
верхнюю грань рассматриваемого элементарного объёма; r — расстояние
от поверхности тела до рассматриваемого элементарного объёма среды;
gG — напряжённость гравитационного поля тела G; RG и ρG — радиус и
плотность тела соответственно; ρF — плотность среды; G— гравитаци-
онная постоянная.

Из кинетической теории идеальных газов [13, 14] для связи давления,
плотности и температуры, рассматриваемой газовой среды, воспользуем-
ся следующим уравнением:

pV “
m

M
RT , m “ V ρ ùñ p “

ρ

M
RT ùñ dp “

RT

M
dρ , (27)

здесь V — рассматриваемый объём газа; ρ— плотность; M— молярная
масса; R— универсальная газовая постоянная; p— давление; T — темпе-
ратура.

Исключая dp из уравнений (27) и (25)

dρF “
M

RT
ρFgGprq dr ùñ

dρF

ρF
“ ´

M

RT
G

VGρG

pRG ` rq2
dr (28)

и интегрируя получаем:

ln ρF “ ´
M

RT
GVGρG

ż

dr

pRG ` rq2
“

M

RT
G

VGρG

RG ` r
` const . (29)

13

Кирьян Д.Г., Кирьян Г.В. ( mass7, RC5e ) – 31 октября 2017 г.



Постоянную интегрирования определим из граничного условия для плот-
ности среды F на поверхности тела G:

ρF

ˇ

ˇ

ˇ

r“0

“ ρ0 . (30)

В результате получаем экспоненциальную зависимость, характеризую-
щую изменение плотности среды F по мере удаления от поверхности
тела G:

ρF “ ρ0 exp

˜

´
M

RT
g0RG

ˆ

1 ´
1

1 ` r{RG

˙

¸

, (31)

где g0 — напряжённость гравитационного поля на поверхности тела;
R “ 8,3144621Дж{pK ¨ мольq.

Теперь, используя выражение (31), построим распределение плотно-
сти среды F вокруг двух разных материальных тел (таб. 1). В качестве
среды F берём идеальный газ, который по основным физическим па-
раметрам соответствует стандартной атмосфере Земли (T “ 288,15 ˝K,
M “ 0,02898 кг{моль, ρ0 “ 1,225 кг{м3). На рис. 6 приведено изменение

Таблица 1: Параметры тел G

плотность, кг{м3 радиус,м масса, кг g0,м{с2

Земля 5514 6,371 ˆ 10
6

5,973 ˆ 10
24

9,821

пробное тело 7200 10 3,016 ˆ 10
7

2,013 ˆ 10
´5

плотности среды F по мере удаления от поверхности рассматриваемых
нами гравитирующих тел G.

0 10000 20000 30000 40000
r, 

0.0

0.5

1.0

1.5

 
3

1,225

1,224999997

0,37412

Рис. 6: Изменение плотности среды F (воздушная среда) по мере уда-
ления от поверхности Земли и пробного тела.

Для Земли плотность газовой среды F , на удалении r “ 10 км от её
поверхности, составляет 0,37412 кг{м3, а для пробного тела — плотность
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среды F остаётся практически неизменной — 1,224999997 кг{м3. Столь
малое изменение плотности среды F пробного тела является следствие
того, что гравитирующая масса пробного тела много меньше гравити-
рующей массы Земли или того, что напряжённость гравитационного по-
ля g0 на поверхности пробной массы, приблизительно, в 487900 раз мень-
ше напряжённости поля на поверхности Земли.

Итак, оценка эффекта гравитационного уплотнения газовой среды
вблизи пробного тела, обладающего значительной гравитирующей мас-
сой8, показала, что плотность среды формально изменилась, но весьма
незначительно. То есть, для физически реализуемой системы материаль-
ных тел, находящихся в идеальном газе, мы можем пренебречь измене-
нием плотности среды от привнесения в неё гравитирующих тел. Это
верно так же и для жидких, сыпучих, деформируемых и твёрдых сред,
так как, их сжимаемость, по сравнению с газовой средой, значительно
меньше.

6. Гравитационное взаимодействие пары тел

Изложенное выше, позволяет применить Закон всемирного тяготе-
ния, в общепринятой форме записи, для описания гравитационного вза-
имодействия двух и более материальных тел в среде с ненулевой плот-
ностью, но уже с использованием понятия — гравитирующая масса. Для
простоты исключим гравитационное воздействие среды на включённые
в неё материальные тела. Это означает, что среда F однородна по плот-
ности и не имеет границ, то есть у неё отсутствует центр тяжести и центр
притяжения.

В этом случае, сила гравитационного взаимодействия F , для двух тел
G1 и G2, центры масс которых расположены на расстоянии r (рис. 7) в
однородной среде F с постоянной плотностью ρ0, примет вид:

F “ G
m1m2

|r|3
r или F “ G

m1m2

r2
, (32)

где r “ |r|; F “ |F |; m1 и m2 — гравитирующие массы тел G1 и G2 соот-
ветственно. Гравитирующие массы тел, согласно выражению (22), опре-
делены как:

m1 “ M1

ˆ

1 ´
ρ0

ρ1

˙

, m2 “ M2

ˆ

1 ´
ρ0

ρ2

˙

.

Здесь M1 “ ρ1V1 и M2 “ ρ2V2 — инерционные массы тел.

8Реализуемой в лабораторных условиях.
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В случае, когда плотность среды ρ0 устремляется к нулю, выраже-
ние (32) принимает классический вид:

lim
ρ0Ñ0

F “ G
M1M2

r2
. (33)

F

G
2

G
1

Рис. 7

Итак, выражение (22) для гравитирую-
щей массы материального тела, позволяет
определить условия при которых гравити-
рующая масса тела может принимать, как
положительные, так и отрицательные зна-
чения. Мы видим, что само существование
гравитирующей массы, её знак и величина
неотъемлемо связаны с плотностью окру-
жающей среды.

Знакопеременность гравитирующей массы позволяет с полным осно-
ванием оперировать такими терминами, как гравитационное «притяже-
ние» и «отталкивание» для системы материальных тел в среде с нену-
левой плотностью при изучении наблюдаемых в Природе физических
процессов9.

7. Гравитационный диполь

Здесь мы рассмотрим задачу о нахождении эквипотенциальных и си-
ловых линий гравитационного поля, создаваемого двумя материальными
телами G1 и G2, которые находятся в неподвижной однородной среде F

с плотностью ρ0 без учёта гравитационного влияния на тела самой сре-
ды F . В качестве тел возьмём однородные и недеформируемые сферы с
радиусами R1 и R2, центры масс которых удалены друг от друга на фик-
сированное расстояние L “ 30мм . Величины радиусов и плотностей тел
(аномалий) приведены в таб. 2.

9Например, факт погружения или всплытия подводной лодки есть не что иное, как
управление величиной и знаком гравитирующей массы, посредством регулирования
балласта, что приводит, при отсутствии ходовой скорости, к движению судна вдоль
силовой линии гравитационного поля Земли. Зависание подводной лодки на заданной
глубине означает, что её гравитирующая масса равна нулю. Аналогичный процесс
наблюдаем и в случае воздухоплавательных аппаратов. Истинной причиной того,
что дирижабль (воздушный шар) поднимается (отталкивается от Земли) является
наличие у него отрицательной гравитирующей массы, а не градиент давления среды.
Изменяя среднюю плотность аппарата, относительно плотности окружающей среды,
мы меняем знак и величину его гравитирующей массы и соответственно расстояние
от поверхности Земли.
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Таблица 2: Параметры тел G1 и G2

плотность, кг{м3 радиус, мм

G1 ρ1 “ 7200 R1 “ 7

G2 ρ2 “ 6700 R2 “ 5

Задачу рассматриваем в 3-х мерной постановке. Сферы G1 и G2 непо-
движны, а объём среды F достаточно велик, что исключает возможное
влияние краевых эффектов. Будем считать, что ρ1 ą ρ2. Параметром
в нашей задаче будет плотность среды ρ0. Запишем систему уравнений
Пуассона для среды F и включённых в неё тел G1, G2:

$

&

%

∆UF “ ´4πGρ0 ,

∆UG1
“ ´4πGρ1 ,

∆UG2
“ ´4πGρ2 .

ñ

$

&

%

∆UF “ 0 ,

∆UG1
“ ´4πGpρ1 ´ ρ0q ,

∆UG2
“ ´4πGpρ2 ´ ρ0q .

(34)

Решение системы (34) представлено на рис. 8, в виде распределения
силовых линий гравитационного поля U “ UG1

` UG2
. На рис. 8(a) по-

казан результат решения задачи (34) для случая, когда плотность среды
равна нулю. Рис. 8(b) показывает распределение силовых линий в сре-
де F , плотность которой удовлетворяет неравенству ρ1 ą ρ0 ą ρ2 и по
величине равна ρ0 “ 7000 кг{м3.

Из рассмотрения характера распределения силовых линий гравита-
ционного поля двух тел (рис. 8), видно, что силовые линии замкнуты на
особые точки, не совпадающие с центрами масс каждого из тел. В этих
точках сумма гравитационных сил, действующих на пробную массу, рав-
на нулю. Далее, эти точки равновесия мы будем называть гравитацион-
ными полюсами. Положение гравитационных полюсов в каждом из тел,
рассматриваемой системы, зависит от их геометрических и физических
характеристик, а так же взаимного расположения и ориентации. Для за-
дачи (34) величины смещений гравитационных полюсов, относительно
центров масс, приведены в таб. 3.

Таблица 3: Смещение гравитационных полюсов.

ρ0, кг{м3 δ1, мм δ2, мм

0 0,126 0,493
7000 -0,198 -0,250

Для гравитирующих масс тел G1 и G2 (рис. 8(b)) мы отмечаем ха-
рактерное распределение силовых линий, которое соответствует конфи-
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G2

G1

O1 O2

L

Lp

F

(a) Эффект притяжения.

G2

G1

O1 O2

L

d2
d1

F

(b) Эффект отталкивания.
(ρ1 ą ρ0 ą ρ2)

Рис. 8: Структура силовых линий гравитационного поля системы двух
тел G1 и G2 в среде с плотностью ρ0 при условии, что ρ1 ą ρ2.

гурации силовых линий диполя электрической или магнитной природы.
Отличие только в одном, при том же характере распределения силовых
линий, что и для магнитного диполя или пары разноимённо заряженных
частиц, при гравитационном взаимодействии, проявляется полная про-
тивоположность по физическому действию, то есть пара материальных
тел с разноимёнными гравитационными полюсами не притягиваются, а
отталкиваются.

Основываясь на вышеизложенном мы может сформулировать ряд ак-
сиом, определяющих понятие гравитационного диполя:

Аксиома 7.1. Материальное тело произвольной формы и конечного объ-
ёма, окружённое средой с ненулевой плотностью, проявляет свойства
положительного монополя при условии, что средняя плотность тела
больше плотности среды.

Аксиома 7.2. Материальное тело произвольной формы и конечного объ-
ёма, окружённое средой с ненулевой плотностью, проявляет свойства
отрицательного монополя при условии, что средняя плотность тела
меньше плотности среды.

Аксиома 7.3. Материальное тело произвольной формы и конечного объ-
ёма, находящееся на границе двух сред, образует гравитационный диполь,
при условии, что средняя плотность тела меньше плотности одной из
граничащих сред и больше плотности другой.
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Аксиома 7.4. Система двух материальных тел произвольной формы
и конечного объёма, находящихся в среде с ненулевой плотностью, обра-
зует гравитационный диполь, при условии, что плотность среды мень-
ше плотности одного из тел и больше плотности другого.

8. Гравитирующая масса в задачах механики

8.1. «Падение» тела в гравитационном поле Земли

Рассмотрим задачу о «падении» материального тела в воздушной сре-
де Земли, а именно, сравним время «падения» двух тел и ответим на во-
прос: Какое из двух, одинаковых по геометрии, но разных по плотности
тел «упадёт» быстрее при прочих равных начальных условиях?

Под «падением» тела на поверхность Земли мы понимаем взаимное
гравитационное притяжение Земли и материального тела G. Землю пред-
ставим однородной, по плотности, сферой радиуса RC и массой MC.

g_

F grav

F
z

G

F h

h2

h1

k

O

Рис. 9

Гравитационное поле Земли характеризуется напря-
жённостью поля g. Считаем, что Земля остаётся непо-
движной, а перемещается, по направлению к Земле,
только тело G (рис. 9). Так же полагаем, что во время
«падения» напряжённость гравитационного поля Зем-
ли g неизменна по направлению и величине:

g “ ´kg , где g “ G
MC

R2

C

. (35)

В качестве «падающего» тела G рассмотрим одно-
родную сферу с радиусом RG и плотностью ρG . Тело
«падает» в воздушной среде F , которая имеет постоянную температуру,
плотность ρF и вязкость η. В начальный момент времени тело обладает
нулевой начальной скоростью и находится на расстоянии h от поверх-
ности Земли. В процессе «падения» тело G, в рамках нашей задачи, ис-
пытывает действие только двух сил: F grav — сила взаимного гравитаци-
онного притяжения сферы G и Земли, а также силы сопротивления F η

со стороны среды F . Поэтому уравнение для силы F , под действием
которой тело совершает своё движение, можно записать как

F “ F grav ` F η , (36)

где
F G “ M:r , F grav “ mg , F η “ αη 9r . (37)
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Здесь r “ kz — радиус-вектор положения «падающего» тела; M и m—
инерционная и гравитирующая масса тела G; α— коэффициент формы
тела.

При дальнейшем рассмотрении, силу сопротивления среды F η не рас-
сматриваем, так как наша задача заключается в следующем: в заданной
среде, при одинаковых начальных условиях сравнить время «падения»
двух тел равных по геометрии, но разных по плотности. Умножая левую
и правую часть уравнения (36) на орт k, получаем уравнение движения
в проекции на ось Oz

M :z “ ´mg , где m “ M

ˆ

1 ´
ρF

ρG

˙

. (38)

В нашей постановке задачи главным параметром является плотность
среды F и тела G. То есть решаем уравнение (38) со следующими на-
чальными условиями:

9z
ˇ

ˇ

ˇ

t“0

“ 0 , z
ˇ

ˇ

ˇ

t“0

“ h2 . (39)

Интегрируя, получаем:

9z “ ´

ˆ

1 ´
ρF

ρG

˙

g t , z “ ´
1

2

ˆ

1 ´
ρF

ρG

˙

g t2 ` h2 . (40)

Отсюда находим время «падения» тела с высоты h2 до отметки h1 в
гравитационном поле Земли, как функцию плотности среды ρF и средней
плотности «падающего» тела ρG :

t “

g

f

f

f

e

2ph2 ´ h1q
ˆ

1 ´
ρF

ρG

˙

g

(41)

В пределе, когда плотность среды ρF стремится к нулю, время «падения»
будет минимальным, то есть:

tmin “ lim
ρFÑ0

t “

d

2ph2 ´ h1q

g
. (42)

Так же из (41) следует, что по мере приближения плотности среды ρF
к средней плотности тела ρG , время «падения» t растёт и становится
бесконечным при равенстве плотностей, что соответствует «зависанию»
тела G в среде F , то есть тело приобретает нулевую плавучесть.
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Теперь воспользуемся формулой (41) и ответим на, поставленный вы-
ше, вопрос: какое из двух одинаковых по геометрии, но разных по плот-
ности тел в «падении» первым достигнет отметки h1 ? Из (41) следует,
что при условии ρG1

ą ρG2
выполняется tG1

ă tG2
и наоборот. Таким

образом, получаем, что из двух геометрически одинаковых тел в среде
с ненулевой плотностью, в гравитационном поле Земли при отсутствии
иных силовых факторов, тело с большей плотностью всегда «падает»
быстрее.

Вычислим время «падения» сферического тела с радиусом RG “
5мм и плотностью ρG с высоты h2 “ 1м до отметки h1 “ 0м в сре-
де с плотностью ρF . Результат расчёта для разных сочетаний плотности
тела и среды приведен в таб. 4. Мы видим, что в среде с ненулевой плот-

Таблица 4: Время «падения» тела G в среде F .

вакуум

ρF “ 0 кг{м3

воздух

ρF “ 1,225 кг{м3

вода

ρF “ 1000 кг{м3

свинец

ρG “ 11336 кг{м3 0,45127 с 0,45129 с 0,47259 с

железное дерево

ρG “ 1170 кг{м3 0,45127 с 0,45150 с 1,18386 с

ностью из двух одинаковых по геометрии тел первым «упадёт» более
тяжёлое, как тело обладающее большей гравитирующей массой.

Здесь уместно сделать одно замечание, касающееся часто используе-
мого понятия «свободное падение» применительно к телу «падающему»
на Землю, по направлению к её поверхности. Это установившееся вы-
ражение содержит в себе смысловую ошибку и противоречит физике
наблюдаемого процесса. Существует ли «свободное падение» тела? От-
вет очевиден — нет, так как тело совершает вынужденное движение в
результате гравитационного взаимодействия с Землёй.

8.2. Уравнение колебания маятника

j

L

g_

F grav

G

F

O

Рис. 10

Цель этого примера, показать роль гравитирующей и
инерционной массы в колебательном процессе маятника.
Рассмотрим колебательный процесс маятника (рис. 10) в
гравитационном поле постоянной напряжённости g, с учё-
том того, что процесс происходит в среде F с плотно-
стью ρF ą 0. Вязкость среды не учитываем, так как для
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нас важно показать влияние плотности среды F на пери-
од колебаний маятника. Баланс моментов в этом случае
примет вид:

J :ϕ “ ´L Fgrav sinϕ , (43)

где
Fgrav “ mg , J “ ML2 , M “ ρGVG .

Здесь M и m— инерционная и гравитирующая массы сферы G, опре-
деляемая выражением (22); L— длина невесомого и недеформируемого
подвеса; ρG — средняя плотность сферы G. Таким образом, уравнение ко-
лебаний маятника, принимает вид:

:ϕ `

ˆ

1 ´
ρF

ρG

˙

g

L
sinϕ “ 0 . (44)

Из уравнения видно, что колебательный процесс сохранится и в случае,
когда плотность среды ρF больше плотности тела ρG . В этом случае мы
получаем конфигурацию обратного маятника. Если реализуется условие
равенства плотностей, то колебательный процесс будет отсутствовать, то
есть при любом, наперёд заданном, начальном значении угла ϕ маятник
будет находиться в состоянии равновесия.

8.3. Равновесие тела на границе двух сред

Имеется граница двух взаимно уравновешенных, в гравитационном
поле Земли, полубесконечных сред: воды и воздуха. Вектор напряжён-
ности гравитационного поля g направлен перпендикулярно к поверхно-
сти воды, которая и является границей раздела сред. Пусть деревянный
кубик находится в статическом равновесии, в состоянии неполного погру-
жения (рис. 11) на границе раздела сред. Определим на какую глубину
он погрузился в воду. Нам известно, что плотность воздуха (среда над по-
верхностью воды) ρвоздух “ 1,29 кг{м3, плотность воды ρвода “ 1000 кг{м3,
а плотность деревянного кубика (дуб) ρкуб “ 800 кг{м3. Длина ребра ку-
бика a “ 1м .

Граница раздела двух сред условно делит кубик на две части. Одна
его часть является аномалией в воздухе, а другая — аномалией в воде.
Каждая из двух этих аномалий подвержена гравитационному воздей-
ствию со стороны Земли. Так как кубик находится в равновесии, это
означает, что сумма гравитационных сил, действующих на его части,
равна нулю. Учитывая, что вектор напряжённости гравитационного по-
ля Земли g для воздушной и водной среды направлен в одну сторону
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h1

h2

a

вода

воздух

F1

O1

O2

F2

g

V1

V2

Рис. 11: Равновесие тела на границе двух сред.

можно записать

F 1 ` F 2 “ 0 , или pm1`m2q g “ 0 .

Отсюда получаем условие равновесия: сумма гравитирующих масс над-
водной и подводной частей кубика равна нулю

m1`m2 “ 0 , (45)

где

m1 “

M1
hkkikkj

ρкубV1

ˆ

1 ´
ρвоздух

ρкуб

˙

, m2 “

M2
hkkikkj

ρкубV2

ˆ

1 ´
ρвода

ρкуб

˙

.

Подставив гравитирующие массы m1, m2 в (45) с учётом того, что V1 “ a2h1

и V2 “ a2h2, получаем систему уравнений

h1pρкуб ´ ρвоздухq ` h2pρкуб ´ ρводаq “ 0 , h1 ` h2 “ a

откуда следует, что глубина погружения кубика составляет:

h2 “ a
ρкуб ´ ρвоздух

ρвода ´ ρвоздух

«0,8м .

Этот пример наглядно показывает справедливость приведённой ранее
аксиомы 7.4 на стр. 19.
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9. Выводы

Рассмотрение движения материальных тел в средах с ненулевой плот-
ностью в гравитационном поле при отсутствии силовых факторов иной
природы, позволило выявить новые проявления гравитирующей массы
в окружающем нас Мире. Основные результаты:

1) Предложено определение гравитирующей массы материального те-
ла конечного объёма, которое полностью соответствует наблюдае-
мым процессам, происходящим в окружающей нас Природе, в ос-
нове которых лежит гравитационное взаимодействие.

2) Сформулированы условия при которых, материальное тело или си-
стема двух тел образуют гравитационный диполь с конфигураци-
ей силовых линий, присущей классическому представлению диполя
электрической или магнитной природы. Особенность выявленного
гравитационного диполя только в том, что разноимённые гравити-
рующие массы отталкиваются, а одноимённые притягиваются.

3) Приведено аналитическое доказательство достоверности постулата
о эквивалентности масс. Инерционная и гравитирующая массы
материального тела равны только в среде с нулевой плотностью,
то есть при отсутствии окружающей тело материальной среды.

4) Приведено обоснование применимости принципа аддитивности для
гравитационного взаимодействия двух и более материальных тел в
среде с ненулевой плотностью.

Если выделить главное, то объединение закона Архимеда и закона
всемирного тяготения Ньютона, позволило установить существование,
в окружающей нас природе, недостающее проявление гравитационного
взаимодействия, а именно гравитационного отталкивания. То, что мате-
рия окружающего нас Мира должна обладать таким фундаментальным
свойством, как гравитационное отталкивание (антитеза притяжению) от-
мечал ещё Фридрих Энгельс:

«Обыкновенно принимается, что тяжесть есть наиболее все-
общее определение материальности, т.е. что притяжение, а не
отталкивание есть необходимое свойство материи. Но притя-
жение и отталкивание столь же неотделимы друг от друга,
как положительное и отрицательное, и поэтому уже на ос-
новании самой диалектики можно предсказать, что истинная
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теория материи должна отвести отталкиванию такое же важ-
ное место, как и притяжение, и что теория материи, основы-
вающаяся только на притяжении, ложна, недостаточна, поло-
винчата.» [15, стр.210–211]
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