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ÎÁÙÀß ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈÊÀ ÐÀÁÎÒÛ

Àêòóàëüíîñòü òåìû

Â äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à î ñâîáîäíîì âðàùà-
òåëüíîì äâèæåíèè ãèðîñòàòà. Àêòóàëüíîñòü òåìû äèññåðòàöèè îáóñëîâëåíà
øèðîêèì ïðèìåíåíèåì â òåõíèêå ðàçëè÷íûõ ãèðîñêîïè÷åñêèõ ïðèáîðîâ. Â
÷àñòíîñòè, ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèÿ çàäà÷è î äâèæåíèè ãèðîñòàòà ìîãóò íàé-
òè ïðèìåíåíèå ïðè ñòàáèëèçàöèè ãèðîñêîïè÷åñêèõ ïëàòôîðì, ïðè ñòàáèëèçà-
öèè è óïðàâëåíèè äâèæåíèåì èñêóññòâåííûõ ñïóòíèêîâ Çåìëè, à òàêæå ïðè
ðàñ÷åòå è ïðîåêòèðîâàíèè ðàçëè÷íûõ ãèðîñêîïè÷åñêèõ ïðèáîðîâ. Çàäà÷à î
äâèæåíèè ãèðîñòàòà ðàññìàòðèâàåòñÿ â íåëèíåéíîé ïîñòàíîâêå. Ëèøü â íåêî-
òîðûõ ÷àñòíûõ ñëó÷àÿõ çàäà÷è äèíàìèêè òâåðäîãî òåëà äîïóñêàþò ïðîñòîå
àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå. Êàê ïðàâèëî, àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå ïîñòðîèòü íå
óäàåòñÿ èëè îíî èìååò íàñòîëüêî ñëîæíûé âèä, ÷òî äëÿ ïðàêòè÷åñêèõ öåëåé
îêàçûâàåòñÿ íåïðèãîäíûì. Èçâåñòíî, ÷òî ÷èñëåííîå ðåøåíèå çàäà÷ äèíàìè-
êè òâåðäîãî òåëà ìîæåò âûçûâàòü çàòðóäíåíèÿ, âîçíèêàþùèå èç-çà íàëè÷èÿ
ïîëþñîâ. Â ñâÿçè ñ ýòèì àêòóàëüíîé ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à âûáîðà îñíîâíûõ ïå-
ðåìåííûõ, çàäàþùèõ âðàùàòåëüíîå äâèæåíèå òâåðäîãî òåëà, è ïîëó÷åíèÿ
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â íàèáîëåå óäîáíîé äëÿ ÷èñëåííîé ðåàëèçà-
öèè ôîðìå. Ïðè âûáîðå îñíîâíûõ ïåðåìåííûõ ïîëåçíîé îêàçûâàåòñÿ ëþáàÿ
èíôîðìàöèÿ î ñâîéñòâàõ äâèæåíèÿ ñèñòåìû. Ïîýòîìó âàæíîå çíà÷åíèå ïðè-
îáðåòàåò ïðåäâàðèòåëüíîå àíàëèòè÷åñêîå èññëåäîâàíèå óðàâíåíèé äâèæåíèÿ
ñèñòåìû.

Öåëüþ äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ âûâîä óðàâíåíèé äâèæåíèÿ
îäíîðîòîðíîãî è ìíîãîðîòîðíîãî ãèðîñòàòîâ â âåêòîðíîé ôîðìå; âûáîð îï-
òèìàëüíîé ôîðìû ïðåäñòàâëåíèÿ òåíçîðà ïîâîðîòà íåñóùåãî òåëà ãèðîñòàòà;
ïîñòðîåíèå àíàëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è â ñëó÷àå ñâîáîäíîãî âðàùåíèÿ
è èññëåäîâàíèå ñâîéñòâ ïîñòðîåííîãî ðåøåíèÿ; èññëåäîâàíèå àñèìïòîòè÷å-
ñêèõ ñâîéñòâ äâèæåíèÿ ãèðîñòàòà â ñëó÷àå, êîãäà ðîòîð âðàùàåòñÿ äâèãàòåëåì
îãðàíè÷åííîé ìîùíîñòè.

Ìåòîä èññëåäîâàíèÿ. Ïîëó÷åíèå äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé äâèæå-
íèÿ îñóùåñòâëÿåòñÿ íà îñíîâå ôóíäàìåíòàëüíûõ çàêîíîâ ìåõàíèêè ñ èñïîëü-
çîâàíèåì àïïàðàòà ïðÿìîãî òåíçîðíîãî èñ÷èñëåíèÿ. Â ÷àñòíûõ ñëó÷àÿõ ïðè
ðåøåíèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé èñïîëüçóþòñÿ òî÷íûå àíàëèòè÷åñêèå
ìåòîäû, à òàêæå àñèìïòîòè÷åñêèå ìåòîäû äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïðèáëèæåííûõ ðå-
øåíèé. Â áîëåå îáùèõ ñèòóàöèÿõ, êîòîðûå â íåêîòîðîì ñìûñëå òèïè÷íû, èñ-
ïîëüçóþòñÿ ÷èñëåííûå ìåòîäû. Êðîìå òîãî, â ðàáîòå øèðîêî èñïîëüçóþòñÿ
êîìïüþòåðíûå ìåòîäû ñèìâîëüíûõ âû÷èñëåíèé.



Íàó÷íàÿ íîâèçíà. Â äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå íî-
âûå ðåçóëüòàòû.

1. Ïîëó÷åíû óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ îäíîðîòîðíîãî ãèðîñòàòà â òàêîé ôîð-
ìå, ÷òî çàäà÷à ôàêòè÷åñêè ñâåäåíà ê îïðåäåëåíèþ äâèæåíèÿ âåêòîðà
êèíåòè÷åñêîãî ìîìåíòà îòíîñèòåëüíî íåñóùåãî òåëà. Â ñëó÷àå ñâîáîäíî-
ãî äâèæåíèÿ ïîñòðîåí èíòåãðàë ýíåðãèè ãèðîñòàòà, çàâèñÿùèé òîëüêî îò
åäèíè÷íîãî âåêòîðà, õàðàêòåðèçóþùåãî äâèæåíèå âåêòîðà êèíåòè÷åñêî-
ãî ìîìåíòà îòíîñèòåëüíî íåñóùåãî òåëà.

2. Ðàññìîòðåíû òðè ðàçëè÷íûå ôîðìû ïðåäñòàâëåíèÿ òåíçîðà ïîâîðîòà
íåñóùåãî òåëà ãèðîñòàòà. Íà îñíîâå àíàëèçà èíòåãðàëà ýíåðãèè, ïðî-
âåäåííîãî ñ ïîìîùüþ êîìïüþòåðíûõ ìåòîäîâ ñèìâîëüíûõ âû÷èñëåíèé,
íàéäåíû îáëàñòè ïàðàìåòðîâ, ïðè êîòîðûõ îäíà èç ðàññìîòðåííûõ ôîðì
ïðåäñòàâëåíèÿ òåíçîðà ïîâîðîòà áóäåò íàèáîëåå óäîáíà.

3. Ïîñòðîåíî òî÷íîå ðåøåíèå çàäà÷è î ñâîáîäíîì äâèæåíèè ãèðîñòàòà â
êâàäðàòóðàõ è èññëåäîâàíû ïåðèîäè÷åñêèå ñâîéñòâà ïîñòðîåííîãî ðå-
øåíèÿ. Íà îñíîâàíèè ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé, îïèñûâàþùèõ äâèæåíèå ãèðîñòàòà, ñäåëàí âûâîä î òîì, ÷òî
åñëè îñü ñîáñòâåííîãî âðàùåíèÿ íåñóùåãî òåëà îêàçûâàåòñÿ âíóòðè ãîäî-
ãðàôà âåêòîðà êèíåòè÷åñêîãî ìîìåíòà ãèðîñòàòà, òî óãîë ñîáñòâåííîãî
âðàùåíèÿ � ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ, à åñëè îñü ñîáñòâåííîãî âðàùåíèÿ
íåñóùåãî òåëà îêàçûâàåòñÿ âíå ãîäîãðàôà âåêòîðà êèíåòè÷åñêîãî ìîìåí-
òà ãèðîñòàòà, òî óãîë ñîáñòâåííîãî âðàùåíèÿ çà âðåìÿ T óâåëè÷èâàåòñÿ
íà 2�.

4. Ïîêàçàíî, ÷òî óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ìíîãîðîòîðíîãî ãèðîñòàòà èìåþò
òî÷íî òàêóþ æå ñòðóêòóðó, êàê è â ñëó÷àå îäíîðîòîðíîãî ãèðîñòàòà. Îò-
ëè÷èå çàêëþ÷åíî òîëüêî â ïàðàìåòðàõ, âõîäÿùèõ â óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ.

5. Ðàññìîòðåíà çàäà÷à î äâèæåíèè ãèðîñòàòà, íà ðîòîð êîòîðîãî äåéñòâóåò
ìîìåíò äâèãàòåëÿ îãðàíè÷åííîé ìîùíîñòè. Èññëåäîâàíû àñèìïòîòè÷å-
ñêèå ñâîéñòâà ðåøåíèÿ ïðè áîëüøèõ t. Äîêàçàíî, ÷òî äâèæåíèå íåñóùå-
ãî òåëà ñòðåìèòñÿ ê âðàùåíèþ âîêðóã ôèêñèðîâàííîé îñè, íàïðàâëåíèå
êîòîðîé çàâèñèò îò âñåõ ïàðàìåòðîâ çàäà÷è è íà÷àëüíûõ óñëîâèé.

6. Ïîëó÷åíà ñèñòåìà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, ïðèáëèæåííî îïèñû-
âàþùèõ äâèæåíèå ãèðîñòàòà, íà ðîòîð êîòîðîãî äåéñòâóåò ìîìåíò äâè-
ãàòåëÿ îãðàíè÷åííîé ìîùíîñòè, ïðè áîëüøèõ âðåìåíàõ. Â ýòîì ñëó÷àå
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êîýôôèöèåíòû ñèñòåìû çàâèñÿò îò âðåìåíè, è îíà ïîääàåòñÿ òîëüêî ÷èñ-
ëåííîìó ðåøåíèþ. Íà îñíîâàíèè ÷èñëåííîãî àíàëèçà äîêàçàíà óñòîé÷è-
âîñòü äâèæåíèÿ.

Äîñòîâåðíîñòü ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ. Äîñòîâåðíîñòü ïîëó÷åííûõ
ðåçóëüòàòîâ îáåñïå÷èâàåòñÿ èñïîëüçîâàíèåì òî÷íûõ àíàëèòè÷åñêèõ ðåøåíèé
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è ïðèìåíåíèåì àïðîáèðîâàííûõ àñèìïòîòè-
÷åñêèõ ìåòîäîâ.

Ïðàêòè÷åñêàÿ öåííîñòü. Ðåçóëüòàòû ðàáîòû ìîãóò èñïîëüçîâàòüñÿ ïðè
ñòàáèëèçàöèè ãèðîñêîïè÷åñêèõ ïëàòôîðì è ïðè ñòàáèëèçàöèè è óïðàâëåíèè
äâèæåíèåì èñêóññòâåííûõ ñïóòíèêîâ, à òàêæå ïðè ðàñ÷åòå è ïðîåêòèðîâàíèè
ðàçëè÷íûõ ãèðîñêîïè÷åñêèõ ïðèáîðîâ.

Àïðîáàöèÿ ðàáîòû. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ðàáîòû äîêëàäûâàëèñü è îá-
ñóæäàëèñü: íà ìåæäóíàðîäíûõ êîíôåðåíöèÿõ XXIX, XXX Summer School
�Advanced problems in Mechanics� Ñ.-Ïá., 2001, 2002 ã., íà ñåìèíàðàõ êàôåäðû
òåîðåòè÷åñêîé ìåõàíèêè (1999 � 2002 ã.), à òàêæå íà ìàòåðèàëàõ V âñåðîññèé-
ñêîé êîíôåðåíöèè ïî ïðîáëåìàì íàóêè è âûñøåé øêîëû �Ôóíäàìåíòàëüíûå
èññëåäîâàíèÿ â òåõíè÷åñêèõ óíèâåðñèòåòàõ� ÑÏáÃÒÓ, 2001 ã.

Ïóáëèêàöèè. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ðàáîòû îïóáëèêîâàíû â 3 ðàáîòàõ.
Ñïèñîê îñíîâíûõ ïóáëèêàöèé ïðèâåäåí â êîíöå àâòîðåôåðàòà.

Ñòðóêòóðà è îáúåì ðàáîòû. Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, ÷åòû-
ðåõ ãëàâ, çàêëþ÷åíèÿ, ïðèëîæåíèé è ñïèñêà ëèòåðàòóðû. Èçëîæåíà íà 100
ñòðàíèöàõ, âêëþ÷àÿ 37 ðèñóíêîâ. Ñïèñîê ëèòåðàòóðû ñîäåðæèò 108 íàèìå-
íîâàíèé.

ÎÑÍÎÂÍÎÅ ÑÎÄÅÐÆÀÍÈÅ ÐÀÁÎÒÛ

Âî ââåäåíèè îáîñíîâàíà àêòóàëüíîñòü òåìû äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû,
ïðèâåäåíî îïèñàíèå ñîäåðæàíèÿ ðàáîòû è äàí îáçîð ëèòåðàòóðû ïî ðàññìà-
òðèâàåìîé ïðîáëåìå. Çàäà÷ó î äâèæåíèè ãèðîñòàòà â ïðîñòåéøåé ïîñòàíîâ-
êå (äâèæåíèå ñâîáîäíîãî ãèðîñòàòà) è â áîëåå ñëîæíûõ ïîñòàíîâêàõ (äâèæå-
íèå ãèðîñòàòà â íüþòîíîâñêîì ïîëå òÿãîòåíèÿ) èññëåäîâàëè ìíîãèå àâòîðû
Â. Âîëüòåððà, Í. Å. Æóêîêîâñêèé, Ð. Ãðàììåëü, Ì. Ëàãàëëè, À.È. Ëóðüå,
Ê. Ìàãíóñ, Ï. À. Æèëèí, Â. Â. Ðóìÿíöåâ, Ë. Ì. Êîâàëåâà, À. Ï. Õàðëàìîâ,
Ý. È. Äðóæèíèí, Â. Í. Ñêèìåëü, À. À. Àí÷åâ, Ã. Â. Ãîðð, À. Ñ. Êåëüçîí,
Ë. Ì. Ìàëèíèí.

Â ïåðâîé ãëàâå Îïèñûâàþòñÿ îñíîâû ìàòåìàòè÷åñêîãî àïïàðàòà, ïðåä-
íàçíà÷åííîãî äëÿ îïèñàíèÿ òðåõìåðíûõ âðàùåíèé òâåðäîãî òåëà, ïîëó÷àþòñÿ

3



Ðèñ. 1: Îäíîðîòîðíûé ãèðîñòàò.

ñïåöèàëüíûå ôîðìóëû äëÿ òåíçîðà ïîâîðîòà è óãëîâîé ñêîðîñòè òâåðäîãî òå-
ëà è äàþòñÿ îñíîâíûå òåîðåìû, èñïîëüçîâàííûå â ðàáîòå.

Âî âòîðîé ãëàâå ðàññìàòðèâàåòñÿ äâèæåíèå ñâîáîäíîãî îäíîðîòîðíîãî
ãèðîñòàòà, ñîñòîÿùåãî èç íåñóùåãî òåëà è ðîòîðà (ñì. ðèñ.1).

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ: m � ìàññà ãèðîñòàòà, m1 � ìàññà íåñóùåãî òåëà, m2

� ìàññà ðîòîðà, c � öåíòð ìàññ ãèðîñòàòà, c1 � öåíòð ìàññ íåñóùåãî òåëà, c2
� öåíòð ìàññ ðîòîðà, êîòîðûé âðàùàåòñÿ îòíîñèòåëüíî íåñóùåãî òåëà âîêðóã
îñè e, � � âåêòîð c1c2, � 1 � âåêòîð cc1, � 2 � âåêòîð cc2, vc � ñêîðîñòü öåíòðà
ìàññ ãèðîñòàòà.

Öåíòðàëüíûé òåíçîð èíåðöèè íåñóùåãî òåëà â îòñ÷åòíîì ïîëîæåíèè îáî-
çíà÷èì ñèìâîëîì �1, à öåíòðàëüíûé òåíçîð èíåðöèè íåñóùåãî òåëà â àêòó-

àëüíîì ïîëîæåíèè îáîçíà÷èì ñèìâîëîì �
(t)
1 . Câÿçü ìåæäó �1 è �

(t)
1 äàåòñÿ

ôîðìóëîé:
�

(t)
1 = P (t) ��1 � P

T (t); (1)

ãäå P (t) � òåíçîð ïîâîðîòà íåñóùåãî òåëà. Â ïîëîñòü âñòàâëåí ðîòîð ñ öåí-
òðàëüíûì òåíçîðîì èíåðöèè �2, âû÷èñëåííûì îòíîñèòåëüíî öåíòðà ìàññ ðî-
òîðà . ×òîáû âðàùåíèå ðîòîðà íå ìåíÿëî ðàñïðåäåëåíèÿ ìàññ â ãèðîñòàòå,
îí äîëæåí áûòü òðàíñâåðñàëüíî-èçîòðîïíûì, ò.å. åãî òåíçîð èíåðöèè äîëæåí
èìååòü âèä

�2 = �e
 e+ �(E � e
 e); (2)

ãäå e � åäèíè÷íûé âåêòîð, êîòîðûé îïðåäåëÿåò îñü èçîòðîïèè ðîòîðà â îò-
ñ÷åòíîì ïîëîæåíèè íåñóùåãî òåëà, � � îñåâîé ìîìåíò èíåðöèè è � � ýêâàòî-
ðèàëüíûé ìîìåíò èíåðöèè. Êðîìå òîãî, öåíòð ìàññ ðîòîðà äîëæåí íàõîäèòü-
ñÿ íà îñè ñèììåòðèè. Â àêòóàëüíîì ïîëîæåíèè öåíòðàëüíûé òåíçîð èíåðöèè
ðîòîðà èìååò âèä, àíàëîãè÷íî âûðàæåíèþ (1):

�
(t)
2 = P

�
(t) ��2 � P

T
�
(t); (3)
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ãäå P
�
(t) � òåíçîð ïîâîðîòà ðîòîðà. Ïîëíûé ïîâîðîò ðîòîðà ìîæíî çàïèñàòü

â ñëåäóþùåì âèäå
P
�
= P �Q(�e); (4)

ãäå �(t) åñòü óãîë ïîâîðîòà ðîòîðà îòíîñèòåëüíî íåñóùåãî òåëà. Òîãäà ñîãëàñ-
íî ôîðìóëå ñëîæåíèÿ óãëîâûõ ñêîðîñòåé.

!� = ! + _�P � e; (5)

ãäå ! � âåêòîð óãëîâîé ñêîðîñòè íåñóùåãî òåëà, !� � âåêòîð óãëîâîé ñêîðîñòè
ðîòîðà.

Âûâîä óðàâíåíèé äâèæåíèÿ ãèðîñòàòà

Ïåðâûé è âòîðîé çàêîíû äèíàìèêè Ýéëåðà äëÿ ñâîáîäíîãî ãèðîñòàòà èìåþò
âèä

_K1 = 0; _K2 = 0 =) K1 = const; K2 = L; (6)

ãäå L � ïîñòîÿííûé âåêòîð, îïðåäåëÿåìûé ïî íà÷àëüíûì óñëîâèÿì.
Ïîñêîëüêó âíåøíÿÿ ñèëà è âíåøíèé ìîìåíò ðàâíû íóëþ. Çäåñü K1 � êî-

ëè÷åñòâî äâèæåíèÿ ñèñòåìû, K2 � êèíåòè÷åñêèé ìîìåíò ãèðîñòàòà, âû÷èñ-
ëåííûé îòíîñèòåëüíî åãî öåíòðà ìàññ.

Äëÿ ðîòîðà âòîðîé çàêîí äèíàìèêè Ýéëåðà, çàïèñàííûé îòíîñèòåëüíî åãî
öåíòðà ìàññ, èìååò âèä

_K
(c2)

2 =M �

ext; (7)

ãäåK
(c2)
2 � êèíåòè÷åñêèé ìîìåíò ðîòîðà, âû÷èñëåííûé îòíîñèòåëüíî åãî öåí-

òðà ìàññ, M�

ext � ìîìåíò, äåéñòâóþùèé íà ðîòîð ñî ñòîðîíû íåñóùåãî òåëà.
Èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (6) ñëåäóåò

vc = const: (8)

Äëÿ êèíåòè÷åñêîãî ìîìåíòà ãèðîñòàòà ìîæíî çàïèñàòü âûðàæåíèå

K2 = �
(t)
1 � ! + � 1 �m1(vc + ! � � 1) + �

(t)
2 � !� + � 2 �m2(vc + ! � � 2): (9)

Ñ ó÷åòîì ââåäåííûõ îáîçíà÷åíèé ïîñëåäíåå óðàâíåíèå â (6) ïðèíèìàåò âèä

P �f(�1+�2+(m1�
2
1 +m2�

2
2 )E�(m1~� 1
 ~� 1+m2~� 2
 ~� 2)) �
+� _�eg = L; (10)

ãäå ~� 1 = � 1(0); ~� 2 = � 2(0); 
 = P T � !:
Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî òðåíèå â ïîäøèïíèêàõ îñè ðîòîðà îòñóòñòâóåò. Òîãäà

M �

ext � (P � e) = 0 =) _K
(c2)

2 � (P � e) = 0:
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Òîãäà
(�

(t)
2 � !�

_) � (P � e) = 0:

Ïîñëå íåñëîæíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ýòîìó óðàâíåíèþ ìîæíî ïðèäàòü âèä

_� = !0 � e � 
; (11)

ãäå !0 � êîíñòàíòà, îïðåäåëÿåìàÿ èç íà÷àëüíûõ óñëîâèé.
Èòàê, çàäà÷à ñâåëàñü ê èíòåãðèðîâàíèþ ñèñòåìû óðàâíåíèé


 = ��1
�
� flm� �!0eg; _� = !0 � 
 � e; _P = P � 
; (12)

ãäå �
�
= �1 + �2 + (m1�

2
1 + m2�

2
2 )E � m1~� 1 
 ~� 1 � m2~� 2 
 ~� 2 � �e 
 e;

m = P T � L̂; L̂ = L=l; l = jLj:
Ïîñêîëüêó òåíçîð �

�
� cèììåòðè÷íûé, åãî ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ñïåê-

òðàëüíîãî ðàçëîæåíèÿ

�
�
= �1d1 
 d1 + �2d2 
 d2 + �3d3 
 d3; (13)

ãäå d1; d2; d3 � ñîáñòâåííûå âåêòîðû ýòîãî òåíçîðà. Äîêàçàíî, ÷òî èíòå-
ãðàë ýíåðãèè èìååò âèä


 ��
�
� 
 = h; (14)

ãäå h � êîíñòàíòà, îïðåäåëÿåìàÿ èç íà÷àëüíûõ óñëîâèé.

Ïðåäñòàâëåíèå òåíçîðà ïîâîðîòà íåñóùåãî òåëà

Ñîãëàñíî òåîðåìå Æèëèíà, òåíçîð ïîâîðîòà ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí â âèäå

P = Q( L̂) �Q(�n) �Q(�dk); n = L̂� dk=jL̂� dkj: (15)

Âåêòîð m ïðèíèìàåò âèä

m = QT (�dk) �Q
T (�n) � L̂; (16)

ãäå dk îäèí èç âåêòîðîâ d1; d2; d3.
Ââåäåì ñëåäóþùèé êðèòåðèé âûáîðà âåêòîðà dk:

8 t 0 < m(t) � dk < 1: (17)

Â ýòîì ñëó÷àå óãîë (� � �), ãäå � � óãîë ìåæäó âåêòîðàìè dk è L̂, áóäåò
èçìåíÿòñÿ â ïðåäåëàõ (0; �

2
).

Îïðåäåëèì ïðè êàêîì ñîîòíîøåíèè ïàðàìåòðîâ â êà÷åñòâå âåêòîðà dk óäîá-
íî âûáðàòü âåêòîð d3 èëè(-d3). Ïðåäñòàâèì âåêòîðûm è e â âèäå ðàçëîæåíèÿ
ïî áàçèñó d1; d2; d3 :

m = xmd1 + ymd2 + zmd3; e = e1d1 + e2d2 + e3d3: (18)
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Òîãäà èíòåãðàë ýíåðãèè (14), çàïèñàííûé â êîîðäèíàòíîé ôîðìå, ïðèìåò âèä

1

�1
x2m+

1

�2
y2m+

1

�2
z2m�

2�!0e1
l�1

xm�
2�!0e2
l�2

ym�
2�!0e3
l�3

zm =
h

l2
�
�2!2

0

l2
(
e21
�1
+
e22
�2
+
e23
�3
)

(19)
Òàê êàê âåêòîð m � åäèíè÷íûé, åãî êîîðäèíàòû ñâÿçíû ñîîòíîøåíèåì

x2m + y2m + z2m = 1: (20)

Òàêèì îáðàçîì, ãîäîãðàô âåêòîðàm � ýòî ïåðåñå÷åíèå ýëëèïñîèäà (19) è
åäèíè÷íîé ñôåðû (20).

Ñ ïîìîùüþ óðàâíåíèÿ (20) èñêëþ÷èì z2m èç óðàâíåíèÿ (19). Â ðåçóëüòàòå
óðàâíåíèå (19) ïðèìåò âèä 

1

�1
�

1

�3

!
(xm � x0)

2 +
 
1

�2
�

1

�3

!
(ym � y0)

2 =
2�!0e3
l�3

zm + s3; (21)

ãäå

x0 =
�!0e1�3
l(�3 � �1)

; y0 =
�!0e2�3
l(�3 � �2)

; s3 =
h

l2
�

1

�3
+
�2!2

0

l2

0@ e21
�3 � �1

+
e22

�3 � �2
�
e23
�3

1A :

Äëÿ îïðåäåëåííîñòè áóäåì ñ÷èòàòü: �1 < �2 < �3; !0 > 0; e � d1 � 0; e � d3 � 0:
Ñèñòåìà óðàâíåíèé (20), (21) ýêâèâàëåíòíà ñèñòåìå (20), (19). Ïîýòîìó ïå-
ðåñå÷åíèÿ ýëëèïñîèäà (19) ñî ñôåðîé (20) è ïåðåñå÷åíèå ïàðàáîëîèäà (21) ñî
ñôåðîé (20) ñîâïàäàþò. Ðèñóíêè 5.à, 5.á, 5.â ñëåâà äåìîíñòðèðóþò ðàçëè÷-
íûå ïîëîæåíèÿ ïàðàáîëîèäà (21) îòíîñèòåëüíî ñôåðû (20) , à ñïðàâà ñå÷åíèÿ
ïàðàáîëîèäà è ñôåðû ñ ïëîñêîñòüþ zm = 0. Íà ðèñ. 5.à èçîáðàæåí ñëó÷àé,
êîãäà ãîäîãðàô âåêòîðà m ðàñïîëîæåí âûøå ýêâàòîðà, òî åñòü âûïîëíÿåòñÿ
óñëîâèå d3 � m > 0 è â êà÷åñòâå âåêòîðà dk ñëåäóåò âûáðàòü âåêòîð d3.
Íà ðèñ. 5.á èçîáðàæåí ñëó÷àé, êîãäà ãîäîãðàô âåêòîðà m ðàñïîëîæåí íèæå
ýêâàòîðà òî åñòü âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå d3 �m < 0 è â êà÷åñòâå âåêòîðà dk ñëå-
äóåò âûáðàòü âåêòîð (�d3). Íà ðèñ. 5.â èçîáðàæåíû ñëó÷àè êîãäà ãîäîãðàô
âåêòîðà m ïåðåñåêàåò ýêâàòîð è ðàñïîëàãàåòñÿ â îáåèõ ÷àñòÿõ ñôåðû.

Òàêèì îáðàçîì, d3 èëè (�d3) óäîáíî âûáðàòü â êà÷åñòâå âåêòîðà dk â òîì
ñëó÷àå, åñëè ãîäîãðàô âåêòîðà m íå ïåðåñåêàåò ýêâàòîð ñôåðû, ò.å. êîãäà
ñå÷åíèÿ ïîâåðõíîñòåé (20) è (21) ñ ïëîñêîñòüþ zm = 0 íå èìååò îáùèõ òî÷åê
(ñì. ðèñ.5.à, 5.á). Íàéäåì óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ ýëëèïñ

1

�1
x2m +

1

�2
y2m �

2�!0e1
l�1

xm �
2�!0e2
l�2

ym =
h

l2
�
�2!2

0

l2
(
e21
�1

+
e22
�2

+
e23
�3
) (22)

è îêðóæíîñòü
x2m + y2m = 1 (23)
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Ðèñ. 2: ðàçëè÷íûå ïîëîæåíèÿ ïàðàáîëîèäà (21) îòíîñèòåëüíî ñôåðû (20) ,
è èõ ñå÷åíèÿ ñ ïëîñêîñòüþ zm = 0.
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íå èìåþò îáùèõ òî÷åê.
Ñ ïîìîùüþ ñèñòåìû êîìïüþòåðíûé àëãåáðû äîêàçàíî, ÷òî ýòè óñëîâèÿ

èìåþò âèä
�z < 0; Æz < 0; (24)

�z = (a2 + b2 � c2)3 + 2(a2 + b2 � c2)2(c+ 2)2+

+(a2 + b2 � c2)(c+ 2)f(c+ 2)3 � 18g � a3f2(c+ 2)3 � 27a2g;

Æz = �(2q(q � a) + b2 + 2c); a =
2�!0�2e1
l(�2 � �1)

; b =
2�!0�1e2
l(�2 � �1)

;

c = f
1

�2
�
h

l2
+
�2!2

0

l2
e ���1

�
� eg=(

1

�1
�

1

�2
);

q =
f(c+ 2)3 + 9a2g(a2 + b2 � c2) + (c+ 2)f(a2 + b2 � c2)� 6a2(c+ 2)2g

a(27a2 � 4(c+ 2)3)
:

Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàíî, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé (24) â êà÷åñòâå
âåêòîðà dk ñëåäóåò âûáðàòü âåêòîð �d3.

Óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ â êà÷åñòâå âåêòîðà dk ñëåäóåò âûáðàòü âåêòîð �d1
èìåþò âèä:

�x < 0; Æx < 0; (25)

ãäå âûðàæåíèÿ äëÿ �x è Æx ïîëó÷àþòñÿ èç âûðàæåíèé (24) äëÿ �z è Æz ïóòåì
çàìåíû z  ! x; e3  ! e1; �3  ! �1. Óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ â êà÷åñòâå
âåêòîðà dk ñëåäóåò âûáðàòü âåêòîð �d2 âûãëÿäÿò òàê:

�y < 0; Æy < 0; (26)

ãäå âûðàæåíèÿ äëÿ �y è Æy ïîëó÷àþòñÿ èç âûðàæåíèé (24) äëÿ �z è Æz ïóòåì
çàìåíû z  ! y; e3  ! e2; �3  ! �2. Åñëè ñðåäè âåêòîðîâ d1; d2; d3 íàéäåò-
ñÿ îäèí, óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèþ (17), òî èìåííî ýòîò âåêòîð è ñëåäóåò
âûáðàòü â êà÷åñòâå âåêòîðà dk. Åñëè óñëîâèþ (17) áóäóò óäîâëåòâîðÿòü äâà
èëè òðè âåêòîðà d1; d2; d3, òî â êà÷åñòâå âåêòîðà dk ìîæíî âûáðàòü ëþáîé
èç íèõ. Âîçìîæíà ñèòóàöèÿ, êîãäà íè îäèí èç âåêòîðîâ d1, d2, d3 íå óäîâëå-
òâîðÿåò óñëîâèþ (17). Â ýòîì ñëó÷àå êîíåö âåêòîðà ïåðåìåùàåòñÿ ïî âñåé
ïîâåðõíîñòè åäèíè÷íîé ñôåðû è â ýòîì ñëó÷àå íè îäèí èç âåêòîðîâ d1; d2; d3
íå ÿâëÿåòñÿ ïðåäïî÷òèòåëüíûì è â êà÷åñòâå âåêòîðà dk ìîæíî âûáèðàòü ëþ-
áîé èç íèõ. Âûáîð â êà÷åñòâå âåêòîðà dk êàêîãî-ëèáî âåêòîðà, îòëè÷íîãî îò
âåêòîðîâ d1; d2; d3 ïðèâîäèò ê áîëåå ñëîæíûì óðàâíåíèÿì è ïîýòîìó íå ðàñ-
ñìàòðèâàåòñÿ.
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Àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è

Ïðè ïîñòðîåíèè àíàëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ íå ïðèíöèïèàëüíî, êàêîé èç âåêòî-
ðîâ dk âûáðàòü äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ òåíçîðà ïîâîðîòà. Áóäåì ñ÷èòàòü dk = d3.

Ïîäñòàâëÿÿ dk = d3 â óðàâíåíèå (15), è èñïîëüçóÿ ïåðâîå óðàâíåíèå (12)
ïîëó÷àåì

_�d3 +
_�

sin�
d3 �m = _ m� l��1

�
�m+ �!0�

�1
�
� e; (27)

ãäå � = � � �;� = � � �; óãëû � è � îïðåäåëÿþò íàïðàâëåíèå âåêòîðà L̂:
L̂ = sin� cos � d1 + sin� sin � d2 + cos� d3:
Èç óðàâíåíèé (14), è (27), ïîëó÷èì

_ = �!0e � �
�1
�
�m+ _�d3 �m+

h

l
�
�2!2

0

l
e � ��1

�
� e: (28)

Èç óðàâíåíèÿ (18), ñëåäóåò

m = sin� cos� d1 + sin� sin� d2 + cos� d3: (29)

Ïîäñòàâèâ â óðàâíåíèå (27) âûðàæåíèå (29), èñêëþ÷èâ _ c ïîìîùüþ âûðàæå-
íèÿ (28), è ñïðîåêòèðîâàâ ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå íà îñè d3, d3 �m ïîëó÷èì
ñèñòåìó óðàâíåíèé äëÿ îïðåäåëåíèÿ óãëîâ � è �:

_� sin� + (�!0(
e1
�1

sin� cos� +
e2
�2

sin� sin� +
e3
�3

cos�) + _� cos� +

+
h

l
�
�2!2

0

l
(
e21
�1

+
e22
�2

+
e23
�3
)) sin� cos� =

1

�1
(l sin� cos�� �!0e1);

_� = l(
1

�1
�

1

�2
) sin� sin� cos� + �!0(

e2
�2

cos��
e1
�1

sin�): (30)

Âîñïîëüçîâàâøèñü âûðàæåíèÿìè (18) è (29) ïðèäàäèì óðàâíåíèþ (21) ñëå-
äóþùèì âèä:

1

a2
(sin� cos��E1)

2 +
1

b2
(sin� sin�� E2)

2 =
1

a2b2
(
1

E3
cos� + s3); (31)

ãäå

a =

vuut1

� 2
�

1

� 3
; b =

vuut1

� 1
�

1

� 3
; E1 =

�!0e1

l(1�
�1
�2
)
; E2 =

�!0e2

l(1�
�2
�3
)
; E3 =

1

2�!0e3
:

Çàìåíà ïåðåìåííûõ: E1+a u cos 
 = sin� cos�; E2+b u sin 
 = sin� sin�;
ïðèâîäèò ñèñòåìó óðàâíåíèé (30), (31) ê âèäó

_u =
�!0

C

 
e1
�1
B �

e2
�2
A

!
+
lAB

C

 
1

�2
�

1

�1

!
; A2 +B2 + ((abu)2� s3)

2 = 1; (32)
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Ðèñ. 3:

Ðèñ. 4:
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Ðèñ. 5: Ìóëüòèðîòîðíûé ãèðîñòàò.

ãäå A = (E1 + au cos 
); B = (E2 + bu sin 
); C = 2a2b2E3u.
Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâ-

íåíèÿ îòíîñèòåëüíî 
:
_
 = f(sin 
; cos
): (33)

Óðàâíåíèå (33) äîïóñêàåò òî÷íîå ðåøåíèå â êâàäðàòóðàõ. Ýòî ðåøåíèå èìå-
åò äîñòàòî÷íî ñëîæíûé âèä. Îäíàêî, îíî ïîçâîëÿåò äîêàçàòü ïåðèîäè÷íîñòü
ðåøåíèÿ:

u(t+ T ) = u(t); 
(t+ T ) = 
(t) + 2�;  (t+ T ) =  (t) + 2�; �(t+ T ) = �(t);

�(t+ T ) = �(t) + 2�, èëè �(t+ T ) = �(t):
Åñëè îñü d3 íàõîäèòñÿ âíóòðè ãîäîãðàôà âåêòîðà m, òî â ýòîì ñëó÷àå âû-

ïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî �(t + T ) = �(t) + 2� à êîãäà îñü d3 íàõîäèòñÿ âíå ãî-
äîãðàôà âåêòîðà m, òî âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî �(t + T ) = �(t). Ðèñóíêè 3,
4 ïîêàçûâàþò ñå÷åíèÿ ïàðàáîëîèäà (21) ñ åäèíè÷íîé ñôåðîé (20) è ãðàôèêè
ôóíêöèé �;�;  .

Â òðåòüåé ãëàâå ðàññìàòðèâàåòñÿ äâèæåíèå ñâîáîäíîãî ìóëüòèðîòîðíîãî
ãèðîñòàòà, ñîñòîÿùåãî èç íåñóùåãî òåëà è n ðîòîðîâ � ðèñ.5.

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ: m � ìàññà ãèðîñòàòà, m0 � ìàññà íåñóùåãî òåëà,
mi � ìàññà i-ãî ðîòîðà, c � öåíòð ìàññ ãèðîñòàòà, c0 � öåíòð ìàññ íåñóùåãî
òåëà, ci � öåíòð ìàññ i-ãî ðîòîðà, êîòîðûé âðàùàåòñÿ îòíîñèòåëüíî íåñóùåãî
òåëà âîêðóã îñè ei, � 0 � âåêòîð cc0 , � i � âåêòîð cci , vc0 - ñêîðîñòü òî÷êè
c0 , vci � ñêîðîñòü òî÷êè ci , vc � ñêîðîñòü òî÷êè c, ãäå i = 1; 2; :::; n.

Ïðåîáðàçîâàíèÿ, àíàëîãè÷íûå òåì, êîòîðûå áûëè ñäåëàíû âî âòîðîé ãëàâå,
ïîçâîëèëè ñâåñòè çàäà÷ó ê èíòåãðèðîâàíèþ ñèñòåìû óðàâíåíèé


 = ��1
�
� fP T � L�

nX
i=1

�i�ieig; _�i = �i � 
 � ei; _P = P � 
; (34)
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Ðèñ. 6: îäíîðîòîðíûé ãèðîñòàò ïðè íàëè÷èè âíóòðåííåãî äâèãàòåëÿ îãðàíè÷åííîé ìîùíî-
ñòè

ãäå �
�
= �0 +

Pn
i=1�i + (m0�

2
0 +

Pn
i=1mi�

2
i )E �m0~� 0 
 ~� 0 �

Pn
i=1mi~� i 
 ~� i �

�
Pn
i=1 �iei
ei; �i � êîíñòàíòû, îïðåäåëÿåìûå èç íà÷àëüíûõ óñëîâèé, �i(t)

� óãîë ïîâîðîòà i-ãî ðîòîðà îòíîñèòåëüíî íåñóùåãî òåëà, �0 � öåíòðàëüíûé
òåíçîð èíåðöèè íåñóùåãî òåëà â îòñ÷åòíîì ïîëîæåíèè,�i � öåíòðàëüíûé òåí-
çîð èíåðöèè i-ãî ðîòîðà â îòñ÷åòíîì ïîëîæåíèè, i = 1; 2; :::; n; , �i � îñåâîé
ìîìåíò èíåðöèè i-ãî ðîòîðà, ~� 0 = � 0(0); ~� i = � i(0); 
; ! � ïðàâûé è ëå-
âûé âåêòîð óãëîâîé ñêîðîñòè íåñóùåãî òåëà, 
 = P T � !; L � ïîñòîÿííûé
âåêòîð, îïðåäåëÿåìûé ïî íà÷àëüíûì óñëîâèÿì.

Ñèñòåìà óðàâíåíèé (34) èìååò òî÷íî òàêóþ æå ñòðóêòóðó, êàê è â ñëó÷àå
îäíîðîòîðíîãî ãèðîñòàòà. Îòëè÷àþòñÿ òîëüêî âõîäÿùèå â óðàâíåíèÿ ïîñòî-
ÿííûå ïàðàìåòðû.

Â ÷åòâåðòîé ãëàâå ðàññìîòðåí îäíîðîòîðíûé ãèðîñòàò â êîòîðîì íà ðî-
òîð äåéñòâóåò ìîìåíò äâèãàòåëÿ îãðàíè÷åííîé ìîùíîñòè (ñì. ðèñ.6). Âíåø-
íèå ïî îòíîøåíèþ ê ãèðîñòàòó ñèëû è ìîìåíòû îòñóòñòâóþò. Ìîìåíò äâèãà-
òåëÿ M ÿâëÿåòñÿ âíóòðåííèì ïî îòíîøåíèþ ê ãèðîñòàòó. Ýòîò ìîìåíò èìååò
âèä

M = �M( _� � !�)P � e; (35)

ãäå M � ïðîèçâîëüíàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ êîíñòàíòà, e � åäèíè÷íûé âåêòîð
íàïðàâëåííûé ïî îñè âðàùåíèÿ ðîòîðà â îòñ÷åòíîì ïîëîæåíèÿ, !� � ïðîèç-
âîëüíàÿ êîíñòàíòà, P � òåíçîð ïîâîðîòà íåñóùåãî òåëà, � � óãîë ïîâîðîòà
ðîòîðà îòíîñèòåëüíî íåñóùåãî òåëà.

Â ñèñòåìå îòñ÷åòà, ñâÿçàííîé ñ öåíòðîì ìàññ óðàâíåíèÿ ãèðîñòàòà ïðèâî-
äÿòñÿ ê âèäó


 = ��1
�
� fP T � L� � _�eg; f _� + e � 
_g = �M( _� � !�); (36)
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ãäå �
�
� òåíçîð èíåðöèè ãèðîñòàòà, L � ïîñòîÿííûé âåêòîð, îïðåäåëÿåìûé

ïî íà÷àëüíûì óñëîâèÿì.
Ââåäÿ îáîçíà÷åíèÿ l = jLj;m = P T � L̂ , ãäå L̂ = L=jLj, ïåðåïèøåì óðàâíå-

íèå (36) â ôîðìå


 = ��1
�
� flm� � _�eg; f _� + e � 
_g = �M( _� � !�): (37)

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ñèñòåìà (37) ñòàëà çàìêíóòîé åå ñëåäóåò äîïîëíèòü êèíåìà-
òè÷åñêèì ñîîòíîøåíèåì

_m = �
�m: (38)

Ñîîòíîøåíèå (38) äîêàçûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì

P �m = L̂ =) _P �m+P � _m = 0 =) P � (
�m+ _m) = 0 =) _m+
�m = 0:

Ïîñòàâèâ (38) â (37), ïîëó÷èì8><>:
_m = �f��1

�
� (lm� �!e)g �m;

_! + e � ��1
�
� fl _m� � _!eg = �M(! � !�);

(39)

ãäå ! = _�. Èòàê, çàäà÷à ñâåëàñü ê èíòåãðèðîâàíèþ ñèñòåìû óðàâíåíèé (39).
Èíòåãðèðóÿ âòîðîå óðàâíåíèå (39), ïîëó÷àåì

! � !� = Ce�
fMt + e� �m� gMe�

fMt
Z
(e� �m)e

fMtdt; C = const; (40)

ãäå gM =M=(1��e���1
�
�e); e� = �le���1

�
=(1��e���1

�
�e): Ñ ïîìîùüþ ñèñòåìû

êîìïüþòåðíûé àëãåáðû äîêàçàíî, ÷òî (1� �e � ��1
�
� e) > 0: Ñëåäîâàòåëüíî

j!�!�j � jCje
�fMt+je�j+gMe�

fMt
Z
je�je

fMtdt = jCje�
fMt+je�j+je�j � jCj+2je�j:

Äîêàçàíî, ÷òî ! � îãðàíè÷åíà. Èç ñèñòåìû óðàâíåíèé (39), ïîëó÷èì

Z t

0
(! � !�)

2dt = �
1gM
0@ l2m � ��1

�
�m

2�(1� �e � ��1
�
� e)

+
!2

2
+ !�(e

� �m� ! + !�)

1A :
Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî îçíà÷àåò, ÷òî ëåâàÿ ÷àñòü � îãðàíè÷åíà. Ñëåäîâàòåëüíî
!

t!1
�! !�: Èñïîëüçóÿ óðàâíåíèÿ (39), ìîæíî ïîëó÷èòü, ÷òî

lim
t!1

m � ��1
�
�m = const; lim

t!1
e1 �m = const: (41)

ãäå e1 = e � ��1
�
=je � ��1

�
j:

Ïîñêîëüêó jmj = 1, èç ñîîòíîøåíèé (41) ñëåäóåò, ÷òî

lim
t!1

m = const: (42)
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Ðèñ. 7: Ïðîåêöèè âåêòîðà ~


Ðèñ. 8: _�
�
; 
3

Ïîäñòàâèì òåíçîð ïîâîðîòà íåñóùåãî òåëà P â âèäå

P = P ( L̂) � P 0:

Òàê êàê m = P T � L̂ = P T
0 � L̂; limt!1m = const; òî P 0 = const:

Ëåâûé è ïðàâûé âåêòîð ñêîðîñòè íåñóùåãî òåëà èìåþò âèä

! = _ L̂+ P ( L̂) � !0; 
 = _ m+ 
0:

Èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ (37) ñëåäóåò

lim
t!1


 = lim
t!1

_ m = const: =) lim
t!1

_ = const: (43)

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ

P
1
= lim

t!1
P (t); m1 = lim

t!1
m(t); 
1 = lim

t!1

(t); _ 1 = lim

t!1

_ (t):

Òîãäà ïðè áîëüøèõ t áóäåì èñêàòü ðåøåíèå â âèäå8><>:
_�(t) = !� + _��(t); _ (t) = _ 1 + _ �(t)

m(t) = m1 +m�(t); 
(t) = 
1 + 
�(t)
(44)

ãäå _��; _ �; jm�j; j
�j ìíîãî ìåíüøå ÷åì !�; _ 1; jm1j; j
1j ñîîòâåòñòâåííî.
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Ïîäñòàâèì âûðàæåíèÿ (44) â âûðàæåíèÿ (37) ïîëó÷èì ñèñòåìó óðàâíåíèé
äëÿ îïðåäåëåíèÿ âåëè÷èí _��; _ �;m�;
�;


� = ��1
�
� flm� � � _��eg; f _�� + e � 
� _g = �M _��: (45)

Ïðè áîëüøèõ t ìîæíî ïðåäñòàâèòü òåíçîð ïîâîðîòà íåñóùåãî òåëà P â âèäå
P = P

1
� P (
); j
j � ìàëàÿ âåëè÷èíà. Òàê êàê

P (
) = E + 
 � E: (46)

Ïðàâûé âåêòîð óãëîâîé ñêîðîñòè íåñóùåãî òåëà 
 âû÷èñëÿåòñÿ òàê


 = P T � ! = 
1 + 
1 � 
 + _
 (47)

Ïîäñòàâèâ (44) â (47) ïîëó÷èì


� = 
1 � 
 + _
: (48)

Âåêòîð m âû÷èñëÿåòñÿ òàê

m = P T � L̂ = (P
1
� P (
))T � L̂ = P T (
) � P T

1
� L̂ = (E � 
 �E) �m1:

Òàêèì îáðàçîì
m = m1 +m1 � 
: (49)

Ïîñëå ïîäñòàíîâêè âûðàæåíèè (44) â (49), ïîëó÷èì

m� = m1 � 
: (50)

Ñîãëàñíî (43),

1 = _ 1m1: (51)

Ïîäñòàâèâ (48) è (50) â (45) ïîëó÷èì:8>><>>:

1 � 
 + _
 = ��1

�
� flm1 � 
 � � _��eg;

f _�� + e � ��1
�
� (lm1 � 
 � � _��e) _g = �M _��:

(52)

Óðàâíåíèÿ (52) � ýòî ñèñòåìà ÷åòûðåõ ñêàëÿðíûõ ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëü-
íûõ óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà. Ââåäÿ îáîçíà÷åíèÿ 
 = 
3m1+~
; ~
 �m1 =
0; ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ñèñòåìà (52) ìîæåò áûòü ïðèâåäåíà ê ñèñòåìå òðåõ
ñêàëÿðíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà è îäíîìó íåçàâè-
ñèìîìó óðàâíåíèþ.8>><>>:

_ 1m1 � ~
 + _~
 = (E �m1 
m1) � �
�1
�
� flm1 � ~
 � � _��eg

f _�� + e � ��1
�
� (lm1 � ~
 � � _��e) _g = �M _��

; (53)
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_
3 = m1 � �
�1
�
� flm1 � ~
 � � _��eg: (54)

Ðåøåíèå ñèñòåìû (53) èùåòñÿ â âèäå _�� = BeÆt; ~
 = �eÆt. ×èñëåííûé àíàëèç
ïîêàçûâàåò, ÷òî ïðè ëþáûõ ïàðàìåòðàõ Re Æ < 0: Íà ðèñóíêàõ 7, 8 ïîêàçàíû
ãðàôèêè ïðîåêöèé âåêòîðà ~
, è ôóíêöèé _��; 
3:

Çàêëþ÷åíèå ñîäåðæèò ôîðìóëèðîâêó îñíîâíûõ ïîëîæåíèé, âûíîñèìûõ
íà çàùèòó.
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